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Bioestadistica. Grado en Medicina Capitulo 1

1 Introduccién a la Bioestadistica

La Bioestadistica es uno de los campos cientificos que mas se ha desarrollado en las Gltimas décadas.
La creciente atencién que esta recibiendo en la literatura médica especializada pone de manifiesto la
importancia de esta disciplina y el hecho, cada vez mas patente, de que los profesionales médicos han
dado a la investigacién en Bioestadistica un puesto dominante dentro de su formacion.

La estadistica permite analizar situaciones en las que los componentes aleatorios contribuyen de
forma importante en la variabilidad de los datos obtenidos. La variabilidad es uno de los aspectos mas
esenciales de nuestra vida. La consiguiente incertidumbre que genera dicha variabilidad es importante
y en muchos campos, como el de la medicina, es fundamental contar con métodos que nos permitan
cuantificar dicha incertidumbre y minimizar su impacto en las decisiones que tomemos.

Se podria definir la Bioestadistica como la ciencia que maneja mediante métodos estadisticos la
incertidumbre en el campo de la medicina y la salud. En medicina, los componentes aleatorios se
deben, entre otros aspectos, al desconocimiento o a la imposibilidad de medir algunos determinantes
de los estados de salud y enfermedad, asi como a la variabilidad en las respuestas de los pacientes.
La fuente mas comiin de incertidumbre en la medicina es la variabilidad natural de caracter biolégico
que existe entre individuos. Ademas, la variabilidad entre laboratorios, observadores, instrumentacion,
etc. también son fuentes de incertidumbre a tener en cuenta.

Por supuesto la Bioestadistica no sélo se centra en medir incertidumbres sino que se preocupa también
del control de su impacto. Por otra parte el profesional de la medicina no solo se forma para atender
al paciente, sino que tiene ademas una responsabilidad y obligacién social con la colectividad. Debe
por lo tanto conocer los problemas de salud que afectan a su comunidad, los recursos con que cuenta
y sus posibles soluciones, para lo cual necesita conocer la Estadistica de Salud Pablica y aplicarla en
el proceso de planificacién, ejecucion y evaluacion de acciones colectivas de salud.

El campo de la estadistica tiene que ver con la recopilacion, presentacion, andlisis y uso de datos para
tomar decisiones y resolver problemas. Cualquier persona, tanto en su carrera profesional como en la
vida cotidiana recibe informacién en forma de datos a través de periddicos, de la television y de otros
medios.

Ejemplo 1:  Un cardidlogo, que investiga un nuevo farmaco para rebajar el colesterol, desea conocer
el consumo de grasas en varones adultos mayores de 40 afos. i Cémo debe proceder?

Poblacion: Es el universo de individuos al cual se refiere el estudio que se pretende realizar.

Muestra: Subconjunto de la poblacién cuyos valores de la variable que se pretende analizar son
conocidos.

Variable: Rasgo o caracteristica de los elementos de la poblaciéon que se pretende analizar.

En el Ejemplo 1, la poblacién objeto de estudio seria la formada por todos los varones adultos mayores
de 40 afos. La variable de interés es el consumo de grasas. El cardidlogo podria pensar en analizar
a todos los individuos de la poblacién. Sin embargo, esto resulta inviable (y asi ocurre en muchas
otras situaciones practicas debido al coste, al tiempo que requiere,...) Entonces se conformara con
extraer una muestra. La muestra proporciona informacion sobre el objeto de estudio. Lo habitual
en nuestro contexto es que en el procedimiento de extraccién intervenga el azar. Por ejemplo, el
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cardiélogo seleccionaria al azar a 100 varones adultos mayores de 40 afios y estudiaria el consumo de
grasas de cada uno de ellos.

Ejemplo 2:  Se quiere analizar el tiempo que dedican al estudio semanal los alumnos del Grado en
Medicina de esta Universidad. Para ello se pregunta a 50 alumnos de esta titulacién.
Poblacién: Todos los estudiantes del Grado en Medicina de esta Universidadd.
Variable: Namero de horas de estudio semanal.
Muestra: 50 alumnos encuestados.

Ejercicio 1. Se desea estimar el porcentaje de albimina en el suero proteico de personas sanas.
Para ello se analizan muestras de 40 personas, entre 2 y 40 afios de edad.
i Cual es la poblacién objeto de estudio?
i Cual es la variable de interés?
i Cual es la muestra con la que se realiza el estudio?

Clasificamos las tareas vinculadas a la Estadistica en tres grandes disciplinas:

Estadistica Descriptiva. Se ocupa de recoger, clasificar y resumir la informacién contenida en la
muestra.

Calculo de Probabilidades. Es una parte de la matematica tedrica que estudia las leyes que rigen
los mecanismos aleatorios.

Inferencia Estadistica. Pretende extraer conclusiones para la poblacion a partir del resultado obser-
vado en la muestra.

La Inferencia Estadistica tiene un objetivo mas ambicioso que el de la mera descripcion de la muestra
(Estadistica Descriptiva). Dado que la muestra se obtiene mediante procedimientos aleatorios, el
Calculo de Probabilidades es una herramienta esencial de la Inferencia Estadistica.

2 Tipos de variables

Variables cualitativas: No aparecen en forma numérica, sino como categorias o atributos. Por
ejemplo el sexo, color de ojos, profesion, resultado de un tratamiento, etc. Las variables
cualitativas se clasifican a su vez en:

Cualitativas nominales: Miden caracteristicas que no toman valores numéricos. A estas carac-
teristicas se les llama modalidades. Por ejemplo, en la variable sexo las modalidades son hombre
y mujer.

Cualitativas ordinales: Miden caracteristicas que no toman valores numéricos pero si presentan
entre sus posibles valores una relacién de orden. Por ejemplo, si se desea examinar el resultado
de un tratamiento, las modalidades podrian ser: en remision, mejorado, estable, empeorado. El
nivel de estudios puede tomar los valores: sin estudios, primaria, secundaria, etc.

Variables cuantitativas: Toman valores numéricos porque son frecuentemente el resultado de una
medicién. Por ejemplo, el peso (kg.) de una persona, la estatura (m.), nimero de llamadas
diarias a un servicio de urgencias, temperatura (°C) corporal, etc. Las variables cuantitativas
se clasifican a su vez en:
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Cuantitativas discretas: Toman un nimero discreto de valores (en el conjunto de nimeros
naturales). Por ejemplo el nimero de hijos de una familia, nimero de cigarrillos fumados por
dia, etc.

Cuantitativas continuas: Toman valores numéricos dentro de un intervalo real. Por ejemplo,
la altura, el peso, concentracién de un elemento, tiempo transcurrido hasta que se inicia una
reaccion alérgica a una picadura de insecto, etc.

3 Distribucion de frecuencias

La primera forma de recoger y resumir la informacién contenida en la muestra es efectuar un recuento
del nimero de veces que se ha observado cada uno de los distintos valores que puede tomar la
variable. A eso le llamamos frecuencia. Daremos definiciones precisas del concepto de frecuencia en
sus distintas formas de presentacién a través de un ejemplo practico.

Ejemplo 3: En la (ltima hora han acudido al servicio de urgencias de un hospital ocho pacientes,
cuyos datos de ingreso se encuentran resumidos en la siguiente tabla. Clasifica las
variables recogidas (sexo, peso, estatura, temperatura, nimero de visitas previas al
servicio de urgencias y dolor).

Sexo Peso (kg.) Estatura (m.) Temperatura (°C) Visitas Dolor

M 63 1.74 38 0 Leve

M 58 1.63 36.5 2 Intenso
H 84 1.86 37.2 0 Intenso
M 47 1.53 38.3 0 Moderado
M 70 1.75 37.1 1 Intenso
M 57 1.68 36.8 0 Leve

H 87 1.82 38.4 1 Leve

M 55 1.46 36.6 1 Intenso

En primer lugar, definimos el tamaiio muestral, al que denotamos por n, como el niimero de individuos
o de observaciones en la muestra. En el Ejemplo 3, el tamafio muestral es n = 8.

3.1 Descripcion de variables cualitativas.
Supongamos que los distintos valores que puede tomar la variable son: ¢i, ¢, ..., Cy.

Frecuencia absoluta: Se denota por n; y representa el nimero de veces que ocurre el resultado ¢;.

Frecuencia relativa: Se denota por f; y representa la proporcién de datos en cada una de las clases,
nj
pe

f =

La frecuencia relativa es igual a la frecuencia absoluta dividida por el tamafo muestral.

Frecuencia absoluta acumulada. Es el nimero de veces que se ha observado el resultado ¢; o valores
anteriores. La denotamos por N; =3 . ;.
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Frecuencia relativa acumulada. Es la frecuencia absoluta acumulada dividida por el tamafio mues-

tral. La denotamos por
N.
F=f=21
G <ci

Debemos observar que las frecuencias acumuladas sélo tienen sentido cuando es posible establecer
una relacion de orden entre los valores de la variable, esto es, cuando la variable es ordinal.

Las frecuencias se pueden escribir ordenadamente mediante una tabla de frecuencias, que adopta
esta forma:

G n i N F
o] m fi N, F1
G n2 f> N5 F>

Cm Nm fm Nm Fm

Propiedades:

Frecuencias absolutas 0<n<n Srmini=n
Frecuencias relativas 0<fi<1 Y fi=
Frecuencias absolutas acumuladas 0<N;<n Ny, =n
Frecuencias relativas acumuladas 0<F<1 Fn=1

Claramente, la suma de las frecuencias absolutas es el nimero total de datos, n, y la suma de
las frecuencias relativas es 1. Observa que el altimo valor de la distribucion de frecuencias absolutas
acumuladas coincide con el namero de observaciones. Analogamente, el (ltimo valor de la distribucién
de frecuencias relativas acumuladas es uno.

La distribucién de frecuencias acumuladas permite conocer la proporcién de valores por debajo de
cierto valor de la variable, o entre dos valores especificados, o por encima de cierta cantidad.

Como ejemplo, vamos a construir la tabla de frecuencias para la variable Dolor del Ejemplo 3. La
variable Dolor es una variable cualitativa ordinal que presenta tres modalidades:
intenso. Tendriamos asi la tabla de frecuencias:

leve, moderado e

o n; fi N; Fi
Leve 3 0.375 3  0.375
Moderado 1 0.125 4 0.5
Intenso 4 0.5 8 1
n=8 > f=1

Interpreta los resultados obtenidos y comprueba que se verifican las propiedades de las frecuencias.
i Qué porcentaje de pacientes que acudieron al servicio de urgencias sufren dolor intenso? j Cuantos
pacientes acudieron al servicio de urgencias con dolor leve 0 moderado?
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Ejercicio 2:  Construye la tabla de frecuencias para el resto de variables cualitativas que aparecen
en el Ejemplo 3.

Ejercicio 3. Con el objetivo de estudiar la influencia de la dureza del agua en ciertos trastornos
gastrointestinales simples, un laboratorio determiné la dureza del agua de 10 muestras
obteniendo los siguientes resultados:

Muestra Dureza

[y

Agua blanda

Agua blanda

Agua dura

Agua muy dura

Agua muy dura

Agua extremadamente dura
Agua blanda

Agua blanda

Agua dura

©O© 00 N O b W N

—
o

Agua muy dura

Construye la tabla de frecuencias relativas para la variable "Dureza del agua”.

3.2 Descripcion de variables cuantitativas.

3.2.1 Descripcion de variables cuantitativas discretas.

Una variable cuantitativa discreta es una variable que toma un n{imero finito o infinito numerable de
valores posibles. La forma de resumir los datos observados de una variable cuantitativa discreta es
similar a la forma de resumir datos de una variable cualitativa. Veremos como construir la tabla de
frecuencias de una variable discreta a través de un ejemplo.

Considera ahora la variable Visitas del Ejemplo 3. Fijate que la variable Visitas es discreta ya que puede
tomar los valores 0,1,2,... (un namero infinito numerable de valores). A continuacién construimos la
tabla de frecuencias:

Visitas  n; f; N; F;
0 4 0.5 4 0.5

7

8

1 3 0.375 0.875
2 1 0.125 1

Fijate en la informacion que nos ofrece la tabla de frecuencias. Observamos por ejemplo que el 87.5%
de los pacientes registrados no habian acudido con anterioridad en mas de una ocasién al servicio de
urgencias. También observamos que sélo 1 paciente habia acudido anteriormente en 2 ocasiones al
servicio de urgencias (lo que representa un 12.5% del total de pacientes registrados).
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Ejercicio 4.  Consideremos una muestra de 200 familias en las que contamos el nimero de hijos.
Supongamos que se han observado 50 familias sin hijos, 80 familias con un hijo, 40 fa-
milias con dos hijos, 20 familias con tres hijos y 10 familias con cuatro hijos. Construye
la tabla de frecuencias correspondiente.

3.2.2 Descripcion de variables cuantitativas continuas.

Para construir tablas de frecuencias de variables cuantitativas continuas es habitual agrupar los valores
que puede tomar la variable en intervalos. De este modo contamos el niimero de veces que la variable
cae en cada intervalo. A cada uno de estos intervalos le llamamos intervalo de clase y a su punto
medio marca de clase. Por tanto, para la definicién de las frecuencias y la construccién de la tabla
de frecuencias sustituiremos los valores ¢; por los intervalos de clase y las marcas de clase. Algunas
consideraciones a tener en cuenta:

e Nimero de intervalos a considerar: Para adoptar esta decisién tendremos en cuenta:

1. Cuantos menos intervalos tomemos, menos informacién se recoge.
2. Cuantos mas intervalos tomemos, mas dificil es manejar las frecuencias.

Aunque no hay unanimidad al respecto, un criterio bastante extendido consiste en tomar como
ndmero de intervalos el entero mas préximo a /n.

o Amplitud de cada intervalo: Lo mas com(in es tomar todos los intervalos de igual longitud.

e Posicion de los intervalos: Los intervalos deben situarse alli donde se encuentran las observa-
ciones y de forma contigua. Es aconsejable que los restos de intervalos en los extremos derecho
e izquierdo del conjunto de observaciones sean similares.

A continuacién veremos un ejemplo practico de como se construyen los intervalos y la tabla de
frecuencias para variables cuantitativas continuas. En la resolucion de los ejemplos sera (til ordenar la
muestra de observaciones y después calcular el recorrido o rango, que definimos como la diferencia
entre el dato mas grande y el mas pequeiio de la muestra. El recorrido se usa para obtener la
amplitud de los intervalos. La ordenacién facilita mucho también el recuento de las frecuencias en
cada intervalo.

Considera la variable Peso del Ejemplo 3. En primer lugar vamos a ordenar los datos de la muestra
de menor a mayor para que sea mas sencillo el recuento de frecuencias.

e Muestra ordenada: 47,55,57,58,63,70, 84, 87.

e Recorrido= 87 — 47 = 40.

e Namero de intervalos = v/8 = 2.82 = 3.

Como 40/3 = 13.3, podemos tomar 3 intervalos de amplitud 14 y asi conseguimos contener
toda la muestra y los extremos de los intervalos resultan manejables.

Intervalo de clase Marca de clase

[LiLiy1) G no i N F
[46, 60) 53 4 05 4 05
60, 74) 67 2 025 6 075
[74,88) 81 2 025 8 1
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Observamos, por ejemplo, que hay 2 pacientes con peso comprendido en el intervalo [74,88) y que
el 75% de los pacientes atendidos pesan menos de 74 kg.

Ejercicio 5:  En un estudio sobre trastornos de suefio se analiz6 el comportamiento de 10 varones
cuyas edades se muestran a continuacion:

52,47,51, 28,64, 31, 22,53, 29, 23

Calcula una tabla de frecuencias para la variable Edad organizando los datos en tres
intervalos [20,35), [35,50), [50,65).

4 Representaciones graficas

La representaciéon grafica de la informacion contenida en una tabla estadistica es una manera de
obtener una informacién visual clara y evidente de los valores asignados a la variable estadistica.
Existen multitud de graficos adecuados a cada situacién. Unos se emplean con variables cualitativas
y otros con variables cuantitativas.

4.1 Representaciones graficas de variables cualitativas

Diagrama de barras: Representaremos las frecuencias absolutas o relativas de variables cualitativas
mediante un diagrama de barras. Para ello, situamos las modalidades de la variable en el eje
de abscisas, respetando su orden si lo hubiera, y dibujamos barras verticales sobre ellas. Las
alturas de las barras representan frecuencias absolutas, relativas o porcentajes.

En la Figura 1 se muestra el diagrama de barras de frecuencias absolutas para la variable Dolor del
Ejemplo 3.

Diagrama de barras

ES
=}

w
()

N
IS

Frecuencia absoluta
>

=}
™

=]
=}

Leve Moderado Intenso
Dolor

Figure 1. Diagrama de barras de frecuencias absolutas para la variable Dolor

Diagrama de sectores: Se obtiene dividiendo un circulo en tantos sectores como modalidades tome
la variable. La amplitud de cada sector debe ser proporcional a la frecuencia del valor corre-
spondiente.

En la Figura 2 se muestra el diagrama de sectores de la variable Dolor del Ejemplo 3.
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Dolor

Leve (37.5%)

Intenso (50.0%)

Moderado (12.5%)

Figure 2: Diagrama de sectores para la variable Dolor

Ejercicio 6: Un laboratorio esta desarrollando unas nuevas tiras de orina para detectar los niveles de
acetona. Se realizan 50 pruebas de acetona en pacientes y se obtiene en 15 ocasiones
el color naranja, 25 veces se obtiene el color amarillo y en 10 ocasiones resulta el color
verde. Construye la tabla de frecuencias y representa las graficas adecuadas para la
variable Color de reaccion.

4.2 Representaciones graficas de variables cuantitativas

4.2.1 Representaciones graficas de variables cuantitativas discretas

Representaremos los datos de variables cuantitativas discretas mediante diagramas de barras, al igual
que hicimos con variables cualitativas. En la Figura 3 se muestra el diagrama de barras de frecuencias
absolutas para la variable Visitas del Ejemplo 3.

Diagrama de barras

4.0

3.2

2.4

Frecuencia absoluta

08

0.0

0 1 2
Numero de visitas

Figure 3: Diagrama de barras de frecuencias absolutas para la variable Dolor

4.2.2 Representaciones graficas de variables cuantitativas continuas

Las frecuencias de una variable cuantitativa continua también se pueden representar graficamente. Sin
embargo, el diagrama de barras no parece adecuado para este caso, pues lo que debemos representar
son frecuencias de intervalos contiguos.

Histograma: Es un grafico para la distribucién de una variable cuantitativa continua que representa
frecuencias mediante areas. El histograma se construye colocando en el eje de abscisas los
intervalos de clase, como trozos de la recta real, y levantando sobre ellos rectangulos con area
proporcional a la frecuencia.
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Dibujamos en la Figura 4 el histograma correspondiente a la distribucién de frecuencias obtenida para
la variable Peso del Ejemplo 3.

o A diferencia del diagrama de barras, los rectangulos se dibujan contiguos.

e El aspecto del histograma cambia variando el nimero de clases y el punto donde empieza la
primera clase.

e Cuanto mayor es el area de una clase, mayor es su frecuencia.

e El histograma ayuda a describir cémo es la distribucién de la variable, si es simétrica (con un
eje de simetria), bimodal (con dos maximos),...etc.

Histogram
4.0
232
0
=4
O
0 244
P
Q
]
L 1.6
o
o
U 0.8
0.0
48 60 4 88
Peso

Figure 4: Histograma.

5 Medidas caracteristicas: Medidas de posicién y de dispersion

El objetivo fundamental de la estadistica es extraer conclusiones sobre una poblaciéon basandonos
en la informacién obtenida en la muestra. Hasta ahora hemos visto como resumir esa informacion
mediante tablas de frecuencias y representaciones graficas que nos ayudan a visualizar la distribucién
de los datos. Estudiaremos ahora como calcular medidas que nos den una descripcién muy resumida
sobre alguna propiedad concreta del conjunto de datos. Por medida entendemos, pues, un niimero
que se calcula sobre la muestra y que refleja cierta cualidad de la misma. El calculo de estas medidas
requiere efectuar operaciones con los valores que toma la variable. Por este motivo, a partir de ahora
tratamos sélo con variables cuantitativas.

5.1 Medidas de posicion

En esta seccién estudiamos medidas que nos indican la posicién que ocupa la muestra. La posicion
central son el objetivo de la media, la mediana y la moda. El estudio de posiciones no centrales se
hara con los cuantiles.

Media aritmética: Sean x1, x5, ..., X, un conjunto de n observaciones de la variable X. Se define la
media aritmética (o simplemente media) de estos valores como:

_ X1t x 4.+ X, 1 <
X = = — X

Pagina 10 de 15
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Ejemplo 4: Calculamos el peso medio de los pacientes de urgencias del Ejemplo 3.

63+58+84+...+55
=227 +8+ 195 _ 65,105 kg.

Observamos que el peso medio es 65.125 kg. Fijate que la unidad de medida de la
media es la misma que la de los datos originales.

La media aritmética tiene interesantes propiedades:

Propiedades:

1. min(x;) < X < max(x;) y tiene las mismas unidades que los datos originales.
2. Es el centro de gravedad de los datos:

Z?:l (Xi - )_() =0,
(G —%)?= gnei£ Yo (i —a)*

3.Siy=a+bx;=y=a+bx.

Ejemplo 5: Se ha detectado un error en la bascula con la que se han pesado los pacientes del
Ejemplo 3. La bascula estaba mal equilibrada y afiadia a todos los pacientes 5 kg. a su
peso real j Cudl es entonces el peso medio correcto de los pacientes?

Si X representa el peso que hemos medido con error, Y = X — 5 representaria el peso
real de los pacientes. Para calcular el peso medio correcto no nos haria falta calcular de
nuevo todos los pesos, ya que por las propiedades de la media (propiedad 3) sabemos
que:

y=X-—5=60.125 kg.

Efectivamente, los pesos reales serian 58, 53, 79, 42, 65, 52, 82, 50. Por lo tanto la
media de los pesos reales seria:
58 +53+79+...4+50

y= . = 60.125 kg.

Mediana: Una vez ordenados los datos de menor a mayor, se define la mediana como el valor de la
variable que deja a su izquierda el mismo niimero de valores que a su derecha. Si hay un nimero
impar de datos, la mediana es el valor central. Si hay un nimero par de datos, la mediana es la
media de los dos valores centrales.
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Ejemplo 6: Calculamos el peso mediano de los pacientes de urgencias del Ejemplo 3. En primer
lugar ordenamos los datos de menor a mayor:

47,55,57,58,63,70, 84,87

Tenemos un nimero par de datos (n = 8) y por lo tanto la mediana sera:

_ 58+63

M
€ 2

= 60.5 kg.

Observa que la media y la mediana tendran valores similares, salvo cuando haya valores atipicos o
cuando la distribucién sea muy asimétrica. La mediana es la medida de posicién central mas robusta
(es decir, méas insensible a datos anémalos).

Moda: Es el valor de la variable que se presenta con mayor frecuencia. A diferencia de las otras
medidas, la moda también se puede calcular para variables cualitativas. Pero, al mismo tiempo,
al estar tan vinculada a la frecuencia, no se puede calcular para variables continuas sin agrupacion
por intervalos de clase. Al intervalo con mayor frecuencia le llamamos clase modal.

Puede ocurrir que haya una (inica moda, en cuyo caso hablamos de distribucién de frecuencias
unimodal. Si hay mas de una moda, diremos que la distribucién es multimodal.

Ejemplo 7:  Calculamos la moda de la variable Visitas del Ejemplo 3. Fijate en la tabla de frecuencias
y observa que la mayoria de los pacientes no habian acudido con anterioridad al servicio
de urgencias. Por lo tanto,

Moda = 0.

Para la variable Peso del Ejemplo 3 nos fijamos también en la tabla de frecuencias.

Intervalo modal = [46, 60).

Cuantiles: Hemos visto que la mediana divide a los datos en dos partes iguales. Pero también tiene
interés estudiar otros parametros, llamados cuantiles, que dividen los datos de la distribucién en
partes iguales, es decir en intervalos que comprenden el mismo nimero de valores. En general,
sea p € (0,1). Se define el cuantil p como el niimero que deja a su izquierda una frecuencia
relativa p. Observa que la mediana es el cuantil 0.5. Existen distintos métodos para calcular los
cuantiles. Una posible forma de calcular el cuantil p consistiria en ordenar la muestra y tomar
como cuantil el menor dato de la muestra (primero de la muestra ordenada) cuya frecuencia
relativa acumulada es mayor que p.

Algunos 6rdenes de los cuantiles tienen nombres especificos. Asi los cuartiles son los cuantiles
de orden (0.25, 0.5, 0.75) y se representan por @1, Q», Q3. Los cuartiles dividen la distribucion
en cuatro partes. Los deciles son los cuantiles de orden (0.1, 0.2,..., 0.9). Los percentiles son
los cuantiles de orden j/100 donde j=1,2,...,99.

5.2 Medidas de dispersion

Las medidas de dispersion se utilizan para describir la variabilidad o esparcimiento de los datos de la
muestra respecto a la posicién central.
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Recorrido o rango: R = maxx; — minx;.

Recorrido intercuartilico: se define como la diferencia entre el cuartil tercero y el cuartil primero, es
decir, Rl = Q3 — Q1.

Varianza: Si hemos empleado la media como medida de posicién, parece razonable tomar como
medida de dispersion algin criterio de discrepancia de los puntos respecto a la media. Segiin
hemos visto, la simple diferencia de los puntos y la media, al ponderarla, da cero. Por tanto,
elevamos esas diferencias al cuadrado para que no se cancelen los sumandos positivos con los
negativos. El resultado es la varianza, cuya definicién se da a continuacion.

Sean xi,X»,...,X, un conjunto de n observaciones de la variable X. Se define la varianza
muestral como:

S

(1 =%+ (x0—X%X)?+ ...+ (x, — x)? 1 < _
\= n—1 :n—lz:(x"_x)2
i=1

Propiedades:
1. 52, = s%. La varianza no se ve afectada por cambios de localizacion.

2. s2, = b?-s2. La varianza se mide en el cuadrado de la escala de la variable

Que una medida de dispersién no se vea afectada por cambios de localizacién, como ocurre con
la varianza (propiedad 1), es una condicién casi indispensable para admitirla como tal medida de
dispersién. La dispersion de un conjunto de datos no se ve alterada por una mera traslacién de los
mismos.

Ejemplo 8: Calculamos la varianza del peso de los pacientes de urgencias del Ejemplo 3. Recuerda

que X = 65.125 kg.

. (63 — 65.125)2 + (58 — 65.125)% + ... + (55 — 65.125)?
B 7

= 201.55 kg°.

Desviacion tipica: La propiedad 2 de la varianza nos da pie a calcular la raiz cuadrada de la varianza,
obteniendo asi una medida de dispersién que se expresa en la mismas unidades de la variable.
Esta medida es la desviacion tipica, que en coherencia denotamos por s.

Ejemplo 9: Calculamos la desviacién tipica del peso de los pacientes de urgencias del Ejemplo 3.

s =v/201.55 = 14.197 kg.

Coeficiente de variacion: Si queremos una medida de dispersion que no dependa de la escala y que,
por tanto, permita una comparacién de las dispersiones relativas de varias muestras, podemos
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utilizar el coeficiente de variacién, que se define asi:

CV =

x| »

Por supuesto, para que se pueda definir esta medida es preciso que la media no sea cero. Es
mas, el coeficiente de variacion sélo tiene sentido para variables que sélo tomen valores positivos
y que no sean susceptibles de cambios de localizacién.

Ejemplo 10: Calculamos el coeficiente de variacién del peso de los pacientes del Ejemplo 3.

S
V=2=
V=T min

Ejercicio 7:  Un estudio tiene como objetivo determinar la concentracién de pH en muestras de
saliva humana. Para ello se recogieron datos de 10 personas obteniéndose los siguientes

resultados.

6.59 737 7.15 7.08 575 583 7.12 7.23 7.13 5.60

Calcular la media, mediana, desviacion tipica, cuartiles y rango intercuartilico.

Ejercicio 8: Realiza un analisis descriptivo completo de cada una de las variables del Ejemplo 3.

5.3 Medidas de forma

Las medidas de forma tratan de medir el grado de simetria y apuntamiento en los datos.

Coeficiente de asimetria de Fisher: Se define como

27:1 (x —x)° .

ASF = 3
ns

La interpretacion de este coeficiente es la siguiente: Si su valor es practicamente cero se dice
que los datos son simétricos. Si toma valores significativamente mayores que cero diremos que
los datos son asimétricos a la derecha y si toma valores significativamente menores que cero
diremos que son asimétricos a la izquierda.

Coeficiente de apuntamiento de Fisher: Mide el grado de concentracion de una variable respecto
a su medida de centralizacion usual (media). Se define como:

Doy (i —x)* _

Ke =
ns*

Puesto que en Estadistica el modelo de distribucion habitual de referencia es el gausiano o normal
y este presenta tedricamente un coeficiente de apuntamiento de 3, se suele tomar este valor
como referencia. Asi, si este coeficiente es menor que 3 diremos que los datos presentan una
forma platicirtica, si es mayor que 3 diremos que son leptocirticos y si son aproximadamente
3 diremos que son mesocurticos.
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5.4 El diagrama de caja o Boxplot

La informacién obtenida a partir de las medidas de centralizacién, dispersién y forma se puede usar
para realizar diagramas de caja (boxplots) que visualmente nos dan informacién sobre como estén
distribuidos los datos. El diagrama de caja consta de:

e una caja central que esta delimitada por la posicion de los cuartiles Q1 y Q3.
e Dentro de esa caja se dibuja la linea que representa la mediana (cuartil Q2).

e De los extremos de la caja salen unas lineas (denominadas bigotes) que se extienden hasta los
puntos L/ = min{x;, tal que x;, > Q; — 1.5R/} y LS = max{x;, tal que x; < Q3 + 1.5R/}. Es
decir, L/ es la menor de las observaciones que es mayor o igual que Q1 — 1.5R/ y LS es la
mayor de las observaciones que es menor o igual que Q3 + 1.5R/. Estos limites representarian
el rango razonable hasta el cual se pueden encontrar datos.

e Los datos que caen fuera de los bigotes se representan individualmente mediante “%" (datos
atipicos moderados) y “0" (datos atipicos extremos).

La Figura 5 muestra los diagramas de caja para datos de Estatura agrupados por Sexo. Fijate que en
ambos sexos hay datos atipicos moderados (personas cuyas estaturas estan fuera del rango “razonable”
de valores determinado por el conjunto de observaciones de cada sexo).

Diagramas de caja

e 4|:I:|7

Sexo del paciente

Fombre ¥ 4|:|j7

145 1.54 1.63 1.72 1.81 1.90

Estatura del paciente (m.)
76 cases

Figure 5: Diagramas de caja para la variable Estatura agrupada por Sexo.
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1 Introduccidon histérica

El objetivo de la Estadistica es utilizar los datos para inferir sobre las caracteristicas de una poblacién
a la que no podemos acceder de manera completa. En el tema anterior, hemos visto como realizar
un analisis descriptivo de una muestra de datos. La Probabilidad es la disciplina cientifica que
proporciona y estudia modelos para fendmenos aleatorios en los que interviene el azar y sirve de
soporte tedrico para la Estadistica.

Como primeros trabajos con cierto formalismo en Teoria de la Probabilidad cabe destacar los realizados
por Cardano y Galilei (siglo XVI), aunque las bases de esta teoria fueron desarrolladas por Pascal y
Fermat en el siglo XVII. De ahi en adelante grandes cientificos han contribuido al desarrollo de la
Probabilidad, como Bernouilli, Bayes, Euler, Gauss,... en los siglos XVIII y XIX. Sera a finales del
siglo XIX y principios del XX cuando la Probabilidad adquiera una mayor formalizacién matematica,
debida en gran medida a la llamada Escuela de San Petesburgo en la que cabe destacar los estudios
de Tchebychev, Markov y Liapunov.

2 Conceptos basicos

2.1 Experimento aleatorio

Cuando de un experimento podemos averiguar de alguna forma cual va a ser su resultado antes de que
se realice, decimos que el experimento es deterministico. Asi, podemos considerar que las horas de
salida del Sol, o la pleamar o bajamar son deterministicas, pues podemos leerlas en el periédico antes
de que se produzcan. Por el contrario, no podemos encontrar en ningdn medio el nimero premiado
en la Loteria de Navidad antes del sorteo.

Nosotros queremos estudiar experimentos que no son deterministicos, pero no estamos interesados
en todos ellos. Por ejemplo, no podremos estudiar un experimento del que, por no saber, ni siquiera
sabemos por anticipado los resultados que puede dar. No realizaremos tareas de adivinacién. Por ello
definiremos experimento aleatorio como aquel que verifique ciertas condiciones que nos permitan un
estudio riguroso del mismo.

Llamamos experimento aleatorio al que satisface los siguientes requisitos:

e Todos sus posibles resultados son conocidos de antemano.
e El resultado particular de cada realizacion del experimento es imprevisible.

e El experimento se puede repetir indefinidamente en condiciones idénticas.

Ejemplo 1: Ejemplos de experimentos aleatorios son:
e & =Lanzar una moneda al aire,
e & =lanzar dos veces una moneda,
e &£ =l anzar dos monedas a la vez,

o &, =Medir la temperatura corporal de un paciente.
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2.2 Espacio muestral. Sucesos.

Espacio muestral: Es el conjunto formado por todos los resultados posibles del experimento aleatorio.
Lo denotamos por Q.

Ejemplo 2:  Si lanzamos una moneda, Q = {c, +}.

Suceso elemental: Es un suceso unitario. Estd constituido por un solo resultado del experimento
aleatorio.

Ejemplo 3:  Si lanzamos un dado, Q = {1, 2,3,4,5,6}, los sucesos elementales son:
e A= Elresultado es un 1 = {1},
e B = El resultado es un 2 = {2},
e ..

e F = El resultado es un 6 = {6}.

Suceso: Cualquier subconjunto del espacio muestral.

Ejemplo 4:  Si lanzamos un dado, Q = {1, 2,3,4,5,6}, podemos considerar muchos sucesos:
e A= El resultado es par= {2,4,6},
e B = El resultado es menor que 3= {1, 2},

Decimos que ha ocurrido un suceso cuando se ha obtenido alguno de los resultados que lo forman.
El objetivo de la Teoria de la Probabilidad es estudiar con rigor los sucesos, asignarles probabilidades
y efectuar célculos sobre dichas probabilidades. Observamos que los sucesos no son otra cosa que
conjuntos y por tanto, seran tratados desde la Teoria de Conjuntos. Recordamos las operaciones
basicas y las dotamos de interpretacién para el caso de sucesos.

Suceso seguro: Es el que siempre ocurre y, por tanto, es el espacio muestral, 2.

Suceso imposible: Es el que nunca ocurre y, por tanto, es el vacio, 0.

Unidn.: Ocurre AU B si ocurre al menos uno de los sucesos A o B.

Interseccién: Ocurre AN B si ocurren los dos sucesos Ay B a la vez.

Complementario: Ocurre A€ siy sélo si no ocurre A.

Diferencia de sucesos: Ocurre A\B si ocurre A, pero no ocurre B. Por tanto, A\B = AN B°.

Sucesos incompatibles: Dos sucesos A y B se dicen incompatibles si no pueden ocurrir a la vez.
Dicho de otro modo, que ocurra Ay B es imposible. Lo escribimos como AN B = (.

Suceso contenido en otro: Diremos que A esta contenido en B, y lo denotamos por A C B, si
siempre que ocurra A también sucede B.
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Ejemplo 5:  Estudiamos el experimento aleatorio consistente en el lanzamiento de un dado, y con-
sideramos los sucesos:

e A= El resultado es par = {2, 4,6},
e B = El resultado es miltiplo de tres = {3,6}.

El suceso “que salga par y mdltiplo de tres” se puede expresar como la interseccion
ANB=1{2,4,6}N{3,6} = {6}.

De la misma manera, el suceso “que salga par o multiplo de tres” se puede expresar
como la union AUB ={2,4,6}U{3,6} = {2,3,4,6}.

Propiedades

Asociativa AUu(BUC)=(AuB)UC ANn(BNnC)=(AnB)nC
Conmutativa AUB=BUA ANB=BnNA
Distributiva AU(BNC)=(AuB)Nn(AUC) ANn(BUC)=(ANnB)U(ANC)
Neutro () para la unién AUl =A

2 para la interseccién ANQ=A
Complementario AUA =Q ANAS =0
Leyes de de Morgan (AU B)® = A° N B¢ (AN B)S = A°U BS

Ejercicio 1:  Lanzamos un dado y consideramos los sucesos
e A = El resultado es par.
e B = El resultado es mayor que 2.

Indica cuales son los sucesos AU B, AN B. ison los sucesos Ay B incompatibles?,
ison los sucesos Ay A° incompatibles?

3 Definiciones de probabilidad

El principal objetivo de un experimento aleatorio suele ser determinar con qué probabilidad ocurre
cada uno de los sucesos elementales. j Pero cémo asignamos probabilidades a los sucesos?

3.1 Definicién clasica o de Laplace

Nos encontramos ante un experimento, con su coleccién de sucesos, y nos preguntamos como tenemos
que actuar para asignarle a cada suceso un nimero entre 0 y 1 que represente la probabilidad de que
el suceso ocurra.

Cuando el espacio muestral es finito, el problema se reduce a asignar probabilidades a los sucesos
elementales. Las probabilidades de los demas sucesos se obtendran sumando las de los sucesos
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elementales que lo componen (suma finita).
Sin duda el caso mas facil es aquél en el que no tenemos razones para suponer que unos SUCesos sean
mas probables que otros.

Cuando, siendo el espacio muestral €2 finito, todos los sucesos elementales tienen la misma probabil-
idad, diremos que son equiprobables y podremos utilizar la conocida Regla de Laplace

casos favorables a A
casos posibles

P(A) =

Ejercicio 2:  Lanzamos dos dados y sumamos sus puntuaciones. j Cual es la probabilidad de obtener
un 27 ; Cudl es la probabilidad de obtener un 77

3.2 Definicién axiomatica (Kolmogorov 1933)

Las dificultades que presenta la definicion de probabilidad se han resuelto a principios del siglo XX
mediante la utilizacién de una definicién axiomatica de la probabilidad.

Sea Q2 el espacio muestral, y sea P(Q2) el conjunto formado por todos los sucesos. Se define la
probabilidad como una aplicacién P : P(2) — [0, 1] que cumple las siguientes condiciones:

e P(Q)=1
La probabilidad del suceso seguro es 1.

e ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B)
Si A y B son sucesos incompatibles, entonces la probabilidad de su unién es la suma de sus
probabilidades.

A partir de la definicién anterior se puede deducir que:
1. P(@)=0
2. Si A1, As, L, A, son sucesos incompatibles dos a dos, se cumple
P(ALU A U...UA,) = P(A)) + P(A2) + -~ + P(A;)
3. P(A%)=1-P(A)
4. Si AC B, entonces P(A) < P(B)
5. Si Ay B son dos sucesos cualesquiera (ya no necesariamente incompatibles) se cumple

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

En esta definicién esta basado todo el Calculo de Probabilidades en el siglo XX.
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4  Probabilidad condicionada

El concepto de probabilidad condicionada es uno de los mas importantes en Teoria de la Probabilidad.
La probabilidad condicionada pone de manifiesto el hecho de que las probabilidades cambian cuando
la informacion disponible cambia. Por ejemplo, j Cudl es la probabilidad de sacar un 1 al lanzar un
dado? ;Y cual es la probabilidad de sacar un 1 al lanzar un dado si sabemos que el resultado ha sido
un namero impar?

Ejemplo 6: Si lanzamos un dado, la probabilidad de obtener un 1 es 1/6, pero si disponemos de la
informacion adicional de que el resultado obtenido ha sido impar entonces reducimos
los casos posibles de 6 a 3 (sélo puede ser un 1, un 3 0 un 5), con lo cual la probabilidad
de obtener un 1 (sabiendo que el resultado ha sido impar) es 1/3.

Supongamos entonces que en el estudio de un experimento aleatorio nos interesa conocer la probabil-
idad de que ocurra un cierto suceso A pero dispongamos de informacién previa sobre el experimento:
sabemos que el suceso B ha ocurrido. Esta claro que ahora la probabilidad de A ya no es la misma
que cuando no sabiamos nada sobre B.

La probabilidad del suceso A condicionada al suceso B se define:

P(AN B)

PIAB) = g5

siendo  P(B) #0
También se deduce de manera inmediata que P(AN B) = P(A) - P(B/A) = P(B) - P(A/B).

Ejemplo 7:  Se ha realizado una encuesta en Santiago para determinar el nimero de lectores de La
Voz y de El Correo. Los resultados fueron que el 35% de los encuestados lee La Voz, el
20% de los encuestados lee ElI Correo. Ademads, analizando las respuestas se concluye
que el 5% de los encuestados lee ambos periddicos. Si se selecciona al azar un lector
de El Correo, jcudl es la probabilidad de que lea también La Voz?
En primer lugar, vamos a ponerle nombre a los sucesos. Denotamos

e A= Es lector de La Voz.
e B= Es lector de El Correo.
Fijate en que la informacién que nos da el problema es:
e P(A) =0.35.
e P(B)=0.2.
e P(ANB) =0.05.

Lo que nos preguntan es un probabilidad condicionada. Sabiendo que una persona es
lectora de El Correo, j Cual es la probabilidad de que también sea lector de La Voz? Es
decir, debemos calcular

P(ANB) _ 0.05 _

P(AIB) = =55 = 55 =025
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5 Independencia de sucesos
Dos sucesos Ay B son independientes si

P(ANB) = P(A)- P(B)
Comentarios:

e Si P(B) >0, Ay B son independientes si y sélo si P(A/B) = P(A), esto es, el conocimiento
de la ocurrencia de B no modifica la probabilidad de ocurrencia de A.

e Si P(A) >0, Ay B son independientes si y sélo si P(B/A) = P(B), esto es, el conocimiento
de la ocurrencia de A no modifica la probabilidad de ocurrencia de B.

e No debemos confundir sucesos independientes con sucesos incompatibles: los sucesos incom-
patibles son los mas dependientes que puede haber. Por ejemplo, si en el lanzamiento de una
moneda consideramos los sucesos incompatibles ‘salir cara’ y ‘salir cruz’, el conocimiento de
que ha salido cara nos da el maximo de informacién sobre el otro suceso: ya que ha salido cara
es imposible que haya salido cruz.

e Si los sucesos Ay B son independientes, también lo son los sucesos Ay B€; los sucesos A° 'y
B; y los sucesos Ay B°€.

Ejercicio 3:  Se estima que entre la poblacion de Estados Unidos, el 55% padece de obesidad, el
20% es hipertensa, y el 60% es obesa o hipertensa. ;Es independiente el que una
persona sea obesa de que padezca hipertensiéon?

6 Teoremas clasicos: Regla del producto, ley de probabilidades to-
tales y teorema de Bayes

En esta seccién veremos tres teoremas muy importantes, tanto a nivel tedrico como para la resolucion
de ejercicios. Los enunciaremos en su forma mas general, aunque después veremos por medio de
ejemplos que su aplicaciéon no es complicada.

6.1 Regla del producto

Si tenemos los sucesos Aj, A, ..., A, tales que P(A1NA;N...NA,) #0, entonces se cumple
P(AiNAyN...NA,) =P(A1) - P(Ay/AL) - P(A3/A1NAY) - - P(AJALNAN...NA, 1)

La regla del producto se utiliza en experimentos aleatorios que estan formados por etapas consecutivas
(de'la 1 ala n)y nos permite calcular la probabilidad de que ocurra una concatenacion (interseccién)
de sucesos a lo largo de las etapas (A; en la primera etapa y A; en la segunda etapay ...y A, en la
etapa n). Esta probabilidad queda expresada como el producto de la probabilidad inicial P(A;) y las
probabilidades en cada etapa condicionadas a las etapas anteriores, conocidas como probabilidades
de transicion.
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Ejemplo 8:

Un grupo de investigadores de un laboratorio trata de desarrollar una vacuna efectiva
contra parasitos gastrointestinales. La vacuna en la que trabajan en la actualidad es
capaz de matar en la primera aplicacion al 80% de los parasitos gastrointestinales.
Los parasitos supervivientes desarrollan resistencia y en cada aplicaciéon posterior de
la vacuna el porcentaje de parasitos muertos se reduce a la mitad del verificado en la
aplicacion inmediatamente anterior: asi en la segunda aplicacién muere el 40% de los
parasitos supervivientes de la primera aplicacion, en la tercera aplicacion muere el 20%,
etc.

a) iCudl es la probabilidad de que un parasito sobreviva a dos aplicaciones de la
vacuna?

b) iCual es la probabilidad de que un parésito sobreviva a tres aplicaciones de la
vacuna?

Como siempre, en primer lugar vamos a vamos a ponerle nombre a los sucesos. Deno-
tamos

e A;= El parésito sobrevive a la primera aplicacién de la vacuna.
e A,= El parasito sobrevive a la segunda aplicacion de la vacuna.
e As= El parasito sobrevive a la tercera aplicacion de la vacuna,...
Fijate en que la informacién que nos da el problema es:
e P(A))=0.2.
e P(Ay/A1) =0.6.
e P(A3/A1NAy) =0.8.
Aplicando la regla de la cadena podemos contestar a las dos preguntas del problema.

a) La probabilidad de que un parasito sobreviva a dos aplicaciones de la vacuna sera

P(A1 N Ay) = P(Ay) - P(Ay/A;) = 0.2 0.6 = 0.12.

b) La probabilidad de que un parasito sobreviva a tres aplicaciones de la vacuna sera

P(A; N Ay N As) = P(Ay) - P(As/AL) - P(As/A1 N Ay) = 0.2-0.6-0.8 = 0.096.

6.2 Ley de las probabilidades totales

El segundo teorema es la llamada ley de las probabilidades totales. Descompone la probabilidad
de un suceso en la segunda etapa en funcién de lo que ocurrié en la etapa anterior. Previamente al
enunciado de este teorema damos una definicién.

Sistema completo de sucesos. Es una particion del espacio muestral, esto es, es una coleccién de
sucesos A1, Az, ..., A, (subconjuntos del espacio muestral) verificando A U A, U... UA, = (son
exhaustivos, cubren todo el espacio muestral) y ademas son incompatibles dos a dos (si se verifica
uno de ellos, no puede a la vez ocurrir ninguno de los otros).
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Ley de las probabilidades totales. Sea A;, A,, ..., A, un sistema completo de sucesos. Entonces
se cumple que:

P(B) = P(A1) - P(B/A1) + P(A2) - P(B/Az) + --- + P(A,) - P(B/A:)

Ejemplo 9: Se sabe que una determinada enfermedad coronaria es padecida por el 7% de los fu-
madores y por el 2.5% de los no fumadores. Si en una poblacién de 5.000 habitantes
hay 600 fumadores, jcual es la probabilidad de que una persona elegida al azar sufra
dicha enfermedad?

En este caso:

e £ = Sufre enfermedad coronaria.
e A; = Es fumador.
e A, = Es no fumador.

Fijate que A¢, A> un sistema completo de sucesos. La informacién que nos da el
problema es:

o P(E/A,) = 0.07.
o P(E/A;) = 0.025.
e P(A;) =600/5000 = 0.12.

e P(Ay) = 4400/5000 = 0.88 (también se puede calcular como P(Az) = 1—P(A;)
ya que son sucesos complementarios).

Entonces, por la ley de probabilidades totales

P(E) = P(A1) - P(E/A1) + P(Az) - P(E/Az) = 0.12-0.07 4 0.88 - 0.025 = 0.0304

6.3 Teorema de Bayes

Por altimo, tratamos el teorema de Bayes. Consideremos un experimento que se realiza en dos etapas:
en la primera, tenemos un sistema completo de sucesos Ay, Ao, ..., A, con probabilidades P(A;) que
denominamos probabilidades a priori. En una segunda etapa, ha ocurrido el suceso B y se conocen
las probabilidades condicionadas P(B/A;) de obtener en la segunda etapa el suceso B cuando en la
primera etapa se obtuvo el suceso A;, i=1,..., n.

En estas condiciones el teorema de Bayes permite calcular las probabilidades P(A;/B), que son
probabilidades condicionadas en sentido inverso. Reciben el nombre de probabilidades a posteriori,
pues se calculan después de haber observado el suceso B.

Teorema de Bayes. En las condiciones anteriores,

P(Ai) - P(B/A))
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Ademas, aplicando en el denominador la ley de probabilidades totales:

P(A) - P(B/A))
P(A1) - P(B/A1) + P(A2) - P(B/A2) + -+ + P(A,) - P(B/A;)

P(Ai/B) =

Ejemplo 10:  Volvamos al Ejemplo 9 y supongamos ahora que llega a nuestra consulta una persona
que sufre la enfermedad coronaria citada. j Cuél es la probabilidad de que dicha persona
sea fumadora?

En este caso nos estan preguntando P(Ai/E). Por el Teorema de Bayes,

P(A1)- P(E/A)  0.12-0.07

- =0.2763
P(E) 0.0304

P(AL/E) =

7 Pruebas diagnésticas: Sensibilidad y especificidad

La epidemiologia es
Las leyes de probabilidad que hemos visto hasta ahora son fundamentales en el campo de ciencias 12 Cief‘Cia que
de la salud, en la evaluacién de pruebas diagnésticas. Entendemos por prueba diagndstica cualquier ?:;’j;clfa de
procedimiento que pretenda determinar en un paciente la presencia de cierta condicién, supuestamente aparicion de la
patoldgica, no susceptible de ser observada directamente. Antes de estudiar los procedimientos  enfermedad y de
estadisticos que permiten evaluar la validez de las pruebas diagndsticas introduciremos dos conceptos ~ Sus determinantes
muy importantes en epidemiologia: el de prevalencia e incidencia de una enfermedad. en 1a poblacion

Prevalencia: proporcién de individuos de la poblacién que presentan la enfermedad.

Incidencia: medida del nimero de casos nuevos de una enfermedad en un periodo determinado.
Podria considerarse como una tasa que cuantifica las personas que enfermaran en un periodo
de tiempo.

A los médicos les interesa tener mayor capacidad para determinar sin equivocarse la presencia o
ausencia de una enfermedad en un paciente a partir de los resultados (positivos o negativos) de
pruebas o de los sintomas (presentes o ausentes) que se manifiestan,

También es importante conocer la probabilidad de obtencién de resultados positivos o negativos de
las pruebas y la probabilidad de la presencia o ausencia de un determinado sintoma en pacientes con
o sin una determinada enfermedad.

Es importante tener en cuenta que las pruebas de deteccién no siempre son infalibles y que los
procedimientos pueden dar falsos positivos o falsos negativos.

e Un falso positivo resulta cuando una prueba indica que el estado es positivo, cuando en realidad
es negativo.

e Un falso negativo resulta cuando una prueba indica que el estado es negativo, cuando en
realidad es positivo.

Para evaluar la utilidad de los resultados de una prueba, debemos contestar a las siguientes preguntas:

1. Dado que un individuo tiene la enfermedad, jqué probabilidad existe de que la prueba resulte
positiva?
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2. Dado que un individuo no tiene la enfermedad, ;jqué probabilidad existe de que la prueba resulte
negativa?

3. Dada un resultado positivo de una prueba de detecciéon, jqué probabilidad existe de que el
individuo tenga la enfermedad?

4. Dada un resultado negativo de una prueba de deteccién, jqué probabilidad existe de que el
individuo no tenga la enfermedad?

Relacionando estas ideas con los conceptos de probabilidad que hemos visto anteriormente, definire-
mos los siguientes sucesos:

e + = El resultado de la prueba diagndstica es positivo.
e — = El resultado de la prueba diagnéstica es negativo.
e E = El paciente tiene la enfermedad.
e S = El paciente no tiene la enfermedad.
Definimos entonces los siguientes conceptos, que responderan a las preguntas 1y 2.

Sensibilidad: La sensibilidad de una prueba es la probabilidad de un resultado positivo de la prueba
dada la presencia de la enfermedad. Se trata, por lo tanto, de una probabilidad condicionada, la
de que el resultado de la prueba sea positivo condicionada a que el paciente sufre la enfermedad.

Sensibilidad = P(+/E)

Especificidad: La especificidad de una prueba es la probabilidad de un resultado negativo de la prueba
dada la ausencia de la enfermedad. Se trata, por lo tanto, de una probabilidad condicionada, la
de que el resultado de la prueba sea negativo condicionada a que el paciente esta sano.

Especificidad = P(—/S)

Para responder a las preguntas 3y 4, definimos:

Valor predictivo positivo: El valor predictivo positivo de una prueba es la probabilidad de que un
individuo tenga la enfermedad, dado que el individuo presenta un resultado positivo en la prueba
de deteccién. Se trata, de nuevo, de una probabilidad condicionada.

Valor predictivo positivo = P(E/+)

Valor predictivo negativo: El valor predictivo negativo de una prueba es la probabilidad de que un
individuo esté sano, dado que el individuo presenta un resultado negativo en la prueba de
deteccion.

Valor predictivo negativo = P(S5/—)

El valor predictivo positivo de una prueba puede obtenerse a partir del conocimiento de la sensibilidad
y especificidad de la prueba y de la probabilidad de la enfermedad aplicando la regla de Bayes:

P(E) - P(+/E) _ P(E)- P(+/E)

PIEM) = ——pGF)  ~ BE)-P(+/E) + P(S) P(4/S)
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Del mismo modo, el valor predictivo negativo de una prueba puede obtenerse también por la regla de
Bayes.

Ejercicio 4. [Bioestadistica. Daniel, W. W. (2006)] La siguiente tabla muestra los resultados de
la evaluacion de prueba de deteccidn en la que participaron una muestra aleatoria de
650 individuos con la enfermedad y una segunda muestra aleatoria independiente de
1200 individuos sin la enfermedad.

Enfermedad
Resultado Presente Ausente
Positivo 490 70
Negativo 160 1130

a) Calcula la sensibilidad de la prueba.
b) Calcula la especificidad de la prueba.

c) Si la tasa de enfermedad en la poblacion en general es 0.002, jcual es el valor
predictivo positivo de la prueba?
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1 Introduccidn

En el tema de Estadistica Descriptiva hemos estudiado variables, entendiéndolas como mediciones
que se efectian sobre los individuos de una muestra. Asi, la Estadistica Descriptiva nos permitia
analizar los distintos valores que tomaban las variables sobre una muestra ya observada. Se trataba,
pues, de un estudio posterior a la realizacién del experimento aleatorio.

En este tema trataremos las variables situandonos antes de la realizacion del experimento aleatorio.
Por tanto, haremos uso de los conceptos del tema anterior (Probabilidad), mientras que algunos
desarrollos seran analogos a los del tema de Estadistica Descriptiva.

2 Variable aleatoria

De manera informal, una variable aleatoria es un valor numérico que corresponde al resultado de
un experimento aleatorio. Por ejemplo, una variable X como resultado de lanzar una moneda al aire
puede tomar el valor 1 si el resultado es cara y 0 si es cruz. De este modo, escribiremos, por ejemplo,
P(X =1) = 0.5. Otro ejemplo de variable aleatoria, Y, puede ser el resultado de medir en °C la
temperatura corporal de adultos varones sanos. Cuando se han tomado muchisimas observaciones
(infinitas), se puede llegar a la conclusién, por ejemplo, que la probabilidad de que la temperatura
corporal sea inferior a 36.8 °C es igual a 0.8, lo que escribimos con P (Y < 36.8) = 0.8.

Definicion 1. L/amamos variable aleatoria a una aplicacion del espacio muestral asociado a un
experimento aleatorio en R, que a cada resultado de dicho experimento le asigna un niamero real,
obtenido por la medicion de cierta caracteristica.

X: Q — R
w — X(w)

Denotamos la variable aleatoria por una letra mayiscula. El conjunto imagen de esa aplicacién es el
conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoria, que seran denotados por letras mintsculas.
Las variables aleatorias son equivalentes a las variables que analizabamos en el tema de Estadistica
Descriptiva. La diferencia es que en el tema de Estadistica Descriptiva se trabajaba sobre una muestra
de datos y ahora vamos a considerar que disponemos de toda la poblacién (lo cual es casi siempre
imposible en la practica). Ahora vamos a suponer que podemos calcular las probabilidades de todos
los sucesos resultantes de un experimento aleatorio.

De modo idéntico a lo dicho en el tema de Descriptiva, podemos clasificar las variables aleatorias
en discretas y continuas en funcién del conjunto de valores que pueden tomar. Asi, una variable
aleatoria sera discreta si dichos valores se encuentran separados entre si. Por tanto serda representable
por conjuntos discretos. Una variable aleatoria sera continua cuando el conjunto de valores que puede
tomar es un intervalo.

2.1 Variables aleatorias discretas.

Una variable aleatoria es discreta cuando toma una cantidad numerable (que se pueden contar) de
valores. Por ejemplo, el numero de caras al lanzar dos veces una moneda o el nimero de pacientes
con enfermedades articulares en centros de salud.

Si X es una variable discreta, su distribucion viene dada por los valores que puede tomar y las
probabilidades de que aparezcan. Si x; < x» < .. < x, son los posibles valores de la variable X, las
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diferentes probabilidades de que ocurran estos sucesos,

P1 = P(szl),
p2 = P(X=x),
pn = P(X=x,).

constituyen la distribucion de X.
Definicion 2. La funcion P (X = x) se denomina funcion de probabilidad o funcién de masa.

La funcién de probabilidad se puede representar anadlogamente al diagrama de barras.

Ejercicio 1:  Se lanza dos veces una moneda equilibrada. Sea X la variable que expresa el niimero
de caras en los dos lanzamientos. Halla y representa la funcién de probabilidad de X.

Ejercicio 2:  Sea X la variable aleatoria que expresa nimero de pacientes con enfermedades artic-
ulares en centros de salud con las siguientes probabilidades:

X; 0 1 2 3 4 5 6 7
pi 0230 0.322 0.177 0.155 0.067 0.024 0.015 0.01

Comprueba que se trata efectivamente de una funcién de probabilidad y represéntala.

Definicion 3. La funcién de distribucion de una variable aleatoria se define como: Calcularemos para
variables aleatorias
F: R — R discretas su funcién
0 — Flo)=P(X<x) de mesa y su
funcién de

El diagrama de barras de frecuencias acumuladas para variables discretas del distribucion

tema 1 se puede reinterpretar en términos de probabilidades y da lugar a lo que recibe el nombre de
funcion de distribucion, F (x), definida para cada punto xq como la probabilidad de que la variable
aleatoria tome un valor menor o igual que xg,

F(x) =P(X <xo).
La funcién de distribucion es siempre no decreciente y verifica que,

F(—o0) = 0,
F(+o0) = 1.

Suponiendo que la variable X toma los valores x; < x» < ... < Xx,, l0s puntos de salto de la funcién
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de distribucién vienen determinados por:

F(Xl) = P(XSXl):P(szl)
Fx) = P(X<x)=P(X=x)+P(X=x)
F(x,) = PX<x)=PX=x)+..+P(X=x,)=1

Obsérva la funcién de distribucién es igual a uno en el maximo de todos los valores posibles.

Ejercicio 3:  Calcular la funciéon de distribucion de la variable X en el Ejercicio 1.

Ejercicio 4. Calcular la funcién de distribucién de la variable X en el Ejercicio 2.

Ejercicio 5:  Calcula la probabilidad de que el nimero de caras sea al menos 1 en el Ejercicio 1.

Ejercicio 6: Calcula la probabilidad de que el nimero de pacientes con enfermedades articulares
sea menor o igual que 4 y la probabilidad de que haya mas de dos pacientes de este
tipo en un centro de salud con la informaciéon del Ejercicio 2.

3 Medidas caracteristicas de una variable aleatoria discreta.

Los conceptos que permiten resumir una distribucién de frecuencias utilizando valores numéricos
pueden utilizarse también para describir la distribuciéon de probabilidad de una variable aleatoria. Las
definiciones son analogas a las introducidas en el tema 1.

3.1 Media o esperanza.

Se define la media poblacional o esperanza de una variable aleatoria discreta como la media de sus
posibles valores xi, Xo, ..., Xx ponderados por sus respectivas probabilidades p1, po, ..., px, €s decir,

k

p=E(X)=x1p1 +x2p2 + ... + Xxpx = ZX/P/-
i=1

Ejercicio 7:  Calcula la media de pacientes con enfermedades articulares del Ejercicio 2.

La interpretacién de la media o esperanza es el valor esperado al realizar el experimento con la
variable aleatoria. Ademas, la media puede verse también como el valor central de la distribucion de
probabilidad.
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3.2 Varianza.

Se define la varianza poblacional de una variable aleatoria discreta con valores xi, X2, ..., Xx como la
media ponderada de las desviaciones a la media al cuadrado,

k
o = Var(X) = (x — )’ pi.

i=1
Ejercicio 8:  Calcula la varianza de pacientes con enfermedades articulares del Ejercicio 2.

La interpretacion de la varianza es la misma que para un conjunto de datos: es un valor no negativo
que expresa la dispersion de la distribucion alrededor de la media. Ademas, se puede calcular la
desviacion tipica poblacional o como la raiz cuadrada de la varianza. Los valores pequefios de o
indican concentracién de la distribucién alrededor de la esperanza y valores grandes corresponden a
distribuciones mas dispersas.

4 Principales modelos de distribuciones discretas

Estudiaremos ahora distribuciones de variables aleatorias que han adquirido una especial relevancia
por ser adecuadas para modelizar una gran cantidad de situaciones. Presentaremos modelos de
variables discretas y caracterizaremos estas distribuciones mediante la distribuciéon de probabilidad.
Calcularemos también los momentos (media y varianza) y destacaremos las propiedades de mayor
utilidad.

4.1 Distribucién de Bernoulli

En muchas ocasiones nos encontramos ante experimentos aleatorios con sélo dos posibles resultados:
Exito y fracaso (cara o cruz en el lanzamiento de una moneda, ganar o perder un partido, aprobar o
suspender un examen, una prueba diagndstica da positivo o negativo...). Se pueden modelizar estas
situaciones mediante la variable aleatoria

X — 1 si Exito
0 si Fracaso

Lo (nico que hay que conocer es la probabilidad de éxito, p, ya que los valores de X son siempre los
mismos y la probabilidad de fracaso es ¢ =1 — p.

Definicion 4. Si denotamos por p a la probabilidad de éxito, entonces diremos que la variable X tiene
distribucion de Bernoulli de parametro p, y /o denotamos X € Bernoulli(p). La distribucion de
probabilidad de X € Bernoulli(p) viene dada por

X 0 1
PX=x) 1-p p

Por tanto, la probabilidad de éxito p determina plenamente la distribucién de Bernoulli. La media y
la varianza de una Bernoulli(p) son:

[ ] ,U,:p
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e g’=p-(1-p).

Como ejemplo, la Figura 1 muestra la funciéon de masa de una variable con distribucion de Bernoulli
para p = 0.8.

Figure 1: Funcién de masa de una Bernoulli(0.8).

4.2 Distribucién binomial

Empezando con una prueba de Bernoulli con probabilidad de éxito p, vamos a construir una nueva
variable aleatoria al repetir n veces la prueba de Bernoulli.

Supongamos que lanzamos un dado normal 5 veces y queremos determinar la probabil-
idad de que exactamente en 3 de esos 5 lanzamientos salga el 6.

Cada lanzamiento es independiente de los demas y podemos considerarlo como un
ensayo de Bernoulli, donde el éxito es sacar un 6 (p = 1/6). Lo que hacemos es repetir
el experimento 5 veces y queremos calcular la probabilidad de que el nimero de éxitos

Ejemplo 1:

sea igual a 3 (es decir, obtener 3 éxitos y 2 fracasos)

La variable aleatoria binomial X es el nimero de éxitos en n repeticiones de una prueba de Bernoulli
con probabilidad de éxito p. Debe cumplirse:

e Cada prueba individual puede ser un éxito o un fracaso.
e |a probabilidad de éxito, p, es la misma en cada prueba.

e Las pruebas son independientes. El resultado de una prueba no tiene influencia sobre los resul-
tados siguientes.

Definicién 5. La variable aleatoria X que representa el nimero de éxitos en n intentos independi-
entes, siendo la probabilidad de éxito en cada intento p, diremos que tiene distribucién binomial de
parametros n y p.Lo denotamos X € Binomial(n, p) o X € Bin(n, p). La distribucion binomial es
discreta y toma los valores 0,1,2,3,...,n con probabilidades

P(X:k):(:>pk(l—p)”k si ke{0,1,2,...,n}

ny\ n!
k | ki(n—k)!
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representa el nimero de subconjuntos diferentes de k elementos que se pueden definir a partir de un
total de n elementos (combinaciones de n elementos tomados de k en k).

La media y la varianza de una Bin(n, p) son:
e u=n-p.
ed?=n-p-(1-p).

Como ejemplo, la Figura 2 muestra las funciones de masa de una variable con distribucién binomial
de parametros n = 5y p = 1/6 y una variable con distribuciéon binomial de parametros n = 60 y

p=1/6.

Figure 2: En la izquierda, funciéon de masa de una Bin(5,1/6). En la derecha, funcién de masa de
una Bin(60, 1/6).

4.3 Distribucién de Poisson

En muchas circunstancias (llamadas a una centralita telefénica, atomos que pueden emitir una ra-
diacién, ...) el namero de individuos susceptibles de dar lugar a un éxito es muy grande. Para
modelizar estas situaciones mediante una distribuciéon binomial tendremos problemas al escoger el
parametro n (demasiado grande o incluso dificil de determinar) y al calcular la distribucién de prob-
abilidad (la férmula resulta inviable). Sin embargo, se ha observado que si mantenemos constante
la media E(X) = np y hacemos n — oo, la distribucién de probabilidad de la binomial tiende a una
nueva distribucién, que llamaremos de Poisson de parametro A = np.

Definicién 6. Una variable aleatoria X tiene distribuciéon de Poisson de parametro )\, y /o denotamos
X € Poisson()), si es discreta y

k

P(X:k):e—*% si k€{0,1,2,3,...}

La media y la varianza de la Poisson de parametro A son:

° /J,:)\
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.0’2:>\

Como ejemplo, la Figura 3 muestra las funciones de masa de una variable con distribucién de Poisson
de parametro A = 2 y una variable con distribucion de Poisson de parametro A = 15.

Figure 3. En la izquierda, funcion de masa de una Poisson(2). En la derecha, funcién de masa de
una Poisson(15).

En la practica usaremos la distribucién de Poisson como aproximacién de la distribuciéon binomial
cuando n sea grande y p pequefio, en base al limite que hemos visto. Usaremos el siguiente criterio:

e Sin> 50, p<0.1 entonces la distribucién binomial de parametros n'y p puede ser aproximada
por una Poisson de pardmetro A = np.

Ejemplo 2:

Ejercicio 9:

La probabilidad de que una persona se desmaye en un concierto es p = 0.005. ; Cual es
la probabilidad de que en un concierto al que asisten 3000 personas se desmayen 187
La variable X =Ndmero de personas que se desmayan en el concierto sigue una dis-
tribucién Bin(3000, 0.005). Queremos calcular

3000
P(X =18) = ( 18 > -0.005'8 - 0.9952%82

Estos valores estan fuera de las tablas de la binomial y son dificiles de calcular, por eso
es preferible aproximar por una Poisson de parametro A = np = 3000 - 0.005 = 15.
Entonces:

18

15
—ar = 0.07061.

P(X = 18) ~ P(Poisson(15) = 18) = e71° e

Se sabe que la probabilidad de que un individuo reaccione desfavorablemente tras la
inyeccion de una vacuna es de 0.002. Determina la probabilidad de que en un grupo de
2000 personas vacunadas haya como mucho tres que reaccionen desfavorablemente.
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Aunque la distribucién de Poisson se ha obtenido como forma limite de una distribucién Binomial,
tiene muchas aplicaciones sin conexién directa con las distribuciones binomiales. Por ejemplo, la
distribucién de Poisson puede servir como modelo del niimero de éxitos que ocurren durante un
intervalo de tiempo o en una regién especifica.

Definimos el proceso de Poisson como un experimento aleatorio que consiste en contar el nimero
de ocurrencias de determinado suceso en un intervalo de tiempo, verificando:

e El nimero medio de sucesos por unidad de tiempo es constante. A esa constante la llamamos
intensidad del proceso.

e Los nimeros de ocurrencias en subintervalos disjuntos son independientes.

En un proceso de Poisson, consideremos X =“niimero de ocurrencias en un subintervalo”. Entonces
X tiene distribucién de Poisson, cuyo parametro es proporcional a la longitud del subintervalo.

El namero de nacimientos en un hospital constituye un proceso de Poisson con inten-
sidad de 21 nacimientos por semana. jCual es la probabilidad de que se produzcan al
menos tres nacimientos la préxima semana?

Ejemplo 3:

P(X>3) = 1-P(X<3)=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)]
210 21t 212
_ _ | a-21 -21 -21
= 1 e ol +e 1 +e o0
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1 Introduccidn

En el capitulo anterior hemos estudiado variables aleatorias discretas. Recuerda que una variable
aleatoria es un valor numérico que corresponde al resultado de un experimento aleatorio. Podemos
clasificar las variables aleatorias en discretas y continuas en funcién del conjunto de valores que pueden
tomar. Estudiaremos en este tema variables aleatorias continuas y nos centraremos en un modelo
de distribucién continua (la distribucion normal) que ha adquirido una especial relevancia por ser
adecuada para modelizar una gran cantidad de situaciones practicas.

2 Variables aleatorias continuas

Una variable aleatoria es continua cuando puede tomar cualquier valor en un intervalo. Por ejemplo,
el peso de una persona o el contenido de paracetamol en un lote de pastillas.

El estudio de las variables continuas es mas sutil que el de las discretas. Recordemos que la construc-
cion del histograma es mas delicado que el del diagrama de barras ya que depende de la eleccién de
las clases.

Se ha comprobado en la practica que tomando mas observaciones de una variable continua y haciendo
mas finas las clases, el histograma tiende a estabilizarse en una curva suave que describe la distribucién
de la variable (véase la Figura 1). Esta funcién, f (x), se llama funcién de densidad de la variable
X. La funcién de densidad constituye una idealizacion de los histogramas de frecuencia o un modelo
del cual suponemos que proceden las observaciones.

Densidad de frecuencia
Densidad de frecuencia
Densidad de frecuencia

Figure 1: Histograma de la capacidad (en ml.) de n = 100, n = 500 y n = 1000 jeringas producidas
por la empresa Clinic, que se dedica a la venta de material clinico. Tomando mas observaciones y
haciendo mas finas las clases, el histograma tiende a estabilizarse en una curva suave (en rojo) que
describe la distribucién de la variable.

Definicion 1. L/amamos funcién de densidad de una variable aleatoria continua X a una aplicacion
f : R — R no negativa y tal que

X0

P(ngo)z/ f(x)dx

—o0
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De lo anterior se deduce que cualquier funcién es funcién de densidad si y sélo si verifica:
1. f(x)>0 VxeR
2. [T f(x)dx =1.

Cualquier funcion que verifique estas dos propiedades es una funcién de densidad. La funcion de
densidad se interpreta como el histograma. Sus valores mas altos corresponden a las zonas mas
probables y viceversa. Por ejemplo, la densidad de la variable X = “Capacidad en ml. de una jeringa
producida por la empresa Clinic’ de la Figura 1 indica que lo mas probable es que la capacidad de
una jeringa esté en el intervalo [4, 6] . Con menos probabilidad la capacidad de la jeringa estard en los
intervalos [2,4] y [6, 8] y serd practicamente imposible que la capacidad supere los 8 ml. o que sea
menor de 2 ml.

Del mismo modo que el histograma representa frecuencias mediante areas, analogamente, la funcién
de densidad expresa probabilidades por areas. La probabilidad de que una variable X sea menor que
un determinado valor xp se obtiene calculando el area de la funcién de densidad hasta el punto xg, es
decir,

P(ngo)z/x0 f (x) dx,

y analogamente, la probabilidad de que la variable tome un valor entre x; y x; €s,
X1
P(xo < x<x1) =/ f(x)dx.
Xo

Es erréneo entender la funcion de densidad como la probabilidad de que la variable tome un valor
especifico, pues esta siempre es cero para cualquier variable continua ya que el area que queda encima
de un punto es siempre cero. Por ejemplo, la probabilidad de que la capacidad de una jeringa producida
por la empresa Clinic sea exactamente un 5.2 ml. es cero. Sin embargo, la probabilidad de que la
capacidad de una jeringa esté en el intervalo [5.1, 5.3], es el area encerrada por la funcién de densidad
en ese intervalo. De esto deducimos que, para variables continuas,

Pxo<x<x)=Pxo<x<x)=Pxo<x<x)=P(xo<x<x1).

Ejemplo 1: Se ha comprobado que el tiempo de vida (en afios) de cierto tipo de marcapasos es una
variable continua con funcién de densidad:

1 . —t/16 H
f(t): Ee t/ , SI t>0,
0, en otro caso.

i Cuadl es la probabilidad de que a una persona a la que se le ha implantado este marca-
pasos se le deba reimplantar otro antes de 20 afios?

Sea T = tiempo de vida del marcapasos implantado a la persona. La funcién de densidad
f(t) aparece representada en la Figura 2 (izquierda). La probabilidad de que a una
persona a la que se le ha implantado este marcapasos se le deba reimplantar otro antes
de 20 afios se calcula como P(T < 20). Debemos calcular el area encerrada por la
funcién hasta t = 20 (Figura 2 derecha). Es decir,

20 20
1
P(T <20) = f(t)dt = / 1—66’t/16dt =1-e 2016 = 0,71349.
0

—0o
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Figure 2: A la izquierda, funcion de densidad f(t) del Ejemplo 1. A la derecha, el area en rojo
representa P(T < 20).

La funcion de distribucion para una variable aleatoria continua se define como en el caso discreto  Calcularemos para
variables aleatorias

por, )
continuas su
Flx)=PX<x). funcién de densidad
y por tanto, ylsu Ifunc.ién de
Xq distribucién
Foa)=P(X <x)= [ fax
—o0

La funcién de distribucién de una variable continua es también no decreciente y verifica que,

F(—x) = 0,
F(+o0) = 1.

Ademés, podemos obtener la funcién de densidad a partir de la de distribucién calculando su derivada:

f(x)=F(x).

3 Medidas caracteristicas de una variable aleatoria continua

Los conceptos que permiten resumir una distribucién de frecuencias utilizando valores numéricos
pueden utilizarse también para describir la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria.

3.1 Media o esperanza

Se define la media poblacional o esperanza de una variable aleatoria continua como,

LL:]E(X):/C><J xf (x) dx.

—o0
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Ejemplo 2: ; Cuél es la vida media de un marcapasos del tipo descrito en el Ejemplo 17
Recuerda que T = tiempo de vida de un marcapasos. Aplicando la definicién anterior,

00 +o0 t
w=E(T) :/ tf (t)dt = / —e"t1%qt = 16.
oo 0 16
Es decir, la vida media de un marcapasos del tipo descrito en el Ejemplo 1 es 16 afios.
Para hacer la integral hemos aplicado integracién por partes.

La interpretacién de la media o esperanza es el valor esperado al realizar el experimento con la
variable aleatoria. Ademas, la media puede verse también como el valor central de la distribucién de
probabilidad.

3.2 Varianza

Se define la varianza de una variable aleatoria como

o

0? =Var(X) = / (x — w)? f (x) dx.

—00

Ejemplo 3: ;Cual es la varianza del tiempo de vida de un marcapasos del Ejemplo 17
Aplicando la definicion de varianza, y teniendo en cuenta que hemos calculado anteri-
ormente que u = 16, se tiene

0? =Var(T) = /

—0o0

(e.o]

o0 1
(t —16)*f (t)dt = / (t —16)? 1—6e*f/16dt = 256.
0

De nuevo hemos utilizado integracién por partes.

La interpretacion de la varianza es la misma que para un conjunto de datos: es un valor no negativo
que expresa la dispersién de la distribucién alrededor de la media. Ademds, se puede calcular la
desviacion tipica poblacional o como la raiz cuadrada de la varianza. Los valores pequefios de o
indican concentracién de la distribucién alrededor de la esperanza y valores grandes corresponden a
distribuciones mas dispersas.

4 Principales modelos de distribuciones continuas: La distribucion
normal

La distribucién normal es la mas importante y de mayor uso de todas las distribuciones continuas
de probabilidad. Por mdltiples razones se viene considerando la mas idénea para modelizar una gran
diversidad de mediciones de la Medicina, Fisica, Quimica o Biologia.

La normal es una familia de variables que depende de dos parametros, la media y la varianza. Dado que
todas estan relacionadas entre si mediante una transformaciéon muy sencilla, empezaremos estudiando
la denominada normal estandar para luego definir la familia completa.
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4.1 La distribucién normal estdndar N(0,1)

Definicion 2. Una variable aleatoria continua Z se dice que tiene distribucion normal estandar, y
lo denotamos Z € N(0, 1), si su funcién de densidad viene dada por:

1 1 .
f(z) = —e 2* si zeR
V2T
<
o
Sl T T T T T
-4 -2 0 2 4

Figure 3: Funcién de densidad f(z) para Z € N(0, 1).

Propiedades: (Ver Figura 3)
1. Z € N(0,1) toma valores en toda la recta real. (f(z) >0 Vz € R)
2. f es simétrica en torno a cero. (Si Z € N(0,1) entonces — Z € N(0, 1))
3. SiZ€ N(0,1)entonces E(Z) =0y o =1.
Supongamos que Z € N(0, 1) y que queremos calcular P(Z < zy). Debemos de tener en cuenta que:
e |a probabilidad inducida vendra dada por el area bajo la densidad.

e Como no existe una expresion explicita para el area existen tablas con algunas probabilidades
ya calculadas.

e Las tablas que nosotros utilizaremos proporcionan el valor de la funcién de distribucion, ®(z) =
P(Z < z), de la normal estandar para valores positivos de z, donde z esta aproximado hasta el
segundo decimal.

Carmen M@ Cadarso, M? del Carmen Carollo, Xosé Luis Otero, Beatriz Pateiro Pagina 6 de 9



Bioestadistica. Grado en Medicina Capitulo 4

Ejemplo 4:

Ejercicio 1:

Supongamos que Z € N(0,1). ;Cémo calcularias P(Z < 1.03)7

1.03 103 4 -
PZ<1.03:/ fzdz:/ ——e 27 dz

(Z <1.03) ()dz= |
Para calcular P(Z < 1.03), en el eje de las x marcamos el valor de Z (en este caso
z = 1.03) e indicamos la probabilidad como el area que queda debajo de la campana
de Gauss. (ver Figura 4).
Buscaremos P(Z < 1.03) en la tabla en el cruce entre la fila correspondiente a 1.0 y
la columna correspondiente a 0.03. Asi obtenemos P(Z < 1.03) = 0.8465.

—0o0

04

03

0.1

0.0
L

Figure 4: En rojo P(Z < 1.03), para Z € N(0,1).

Supongamos que Z € N(0, 1). Calcula usando las tablas de la normal estandar:
o P(Z <1.64).
e P(Z>1).
e P(Z < —-0.53).
e P(Z > —1.23).
e P(-1.96 < Z < 1.96).
e P(-1<Z<2).

e ;Cuanto vale aproximadamente P(Z > 4.2)7
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Ejercicio 2. Sea Z una variable aleatoria con distribucién N(0,1). Halla los valores z; tales que
e P(Z < z)=0.87.
e P(Z > z)=0.05.
e P(Z > z))=0.975.

o P(|Z] > z) = 0.01.

4.2 La distribucién normal N(u,0)

Efectuando un cambio de localizacién y escala sobre la normal estandar, podemos obtener una dis-
tribucién con la misma forma pero con la media y desviacién tipica que queramos.

Definicion 3. Si Z € N(0, 1) entonces
X=u+oZe€ Nu,o)

y diremos que X tiene distribucion normal de media y y desviacién tipica o.

Asi, la funcion de densidad de X tendrd la misma forma de campana, serd simétrica en torno a la
media . La funcién de densidad de una N(u, o) (ver Figura 5) es

1 _ew?
e 202

f(x) = , x€eR

1 f \/\

Figure 5. Funciones de densidad de variables normales con distintas medias y varianzas.
densidad de una N(0, 1).

En rojo

En la practica sélo disponemos de la tabla de la distribuciéon normal estandar. Para efectuar calculos
sobre cualquier distribucion normal hacemos la transformacion inversa, esto es, le restamos la media
y dividimos por la desviacion tipica. A este proceso le llamamos estandarizacién de una variable
aleatoria.

X—u
o
Debemos observar que la estandarizacion se puede aplicar a cualquier variable aleatoria, tenga o no
distribucién normal. Al estandarizar una variable aleatoria, obtendremos otra (variable estandarizada)

con media cero y desviacién tipica uno.

Si X € N(u, o) entonces Z =

€ N(0, 1).
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Ejemplo 5:  Supongamos que X € N(5,2). i Cémo calcularias P(X < 1)7

X -5 1-5
s)zP(zs—2)

P(X§1)2P< : 5

donde Z = % € N(0, 1). Entonces, consultando las tablas de la normal estandar,
obtenemos que

P(X < 1) = P(Z < —2) = 0.02275.
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1 Introduccidn

Como ya hemos comentado en otras ocasiones, nuestro objetivo es el estudio de una poblacién y sus
caracteristicas. Llamaremos parametro a una caracteristica numérica que nos interese conocer de la
poblacién. Por ejemplo, podrian ser parametros de interés la presion sistélica media de una poblacion,
su nivel de colesterol medio o la proporcién de pacientes que responden satisfactoriamente a un
medicamento para la diabetes. Generalmente es dificil obtener la informacién de toda la poblacién y
por eso en la practica contaremos con una muestra representativa de dicha poblacién. En el capitulo 1
hemos estudiado conceptos basicos de Estadistica Descriptiva, que nos proporcionaban herramientas
para resumir, ordenar y extraer los aspectos mas relevantes de la informacion de la muestra. En
el capitulo 2 hemos fijado las bases para trabajar con incertidumbres o probabilidades. Ahora, tras
estudiar los principales modelos de variables aleatorias en los capitulos 3 y 4, podremos empezar a
hacer inferencia sobre la poblacion de interés basandonos en lo que observamos en una muestra.
No nos conformaremos con describir unos datos contenidos en una muestra sino que pretendemos
extraer conclusiones para la poblacion de la que fueron extraidos. A esta Gltima tarea la llamamos
Inferencia Estadistica. Dependiendo de los objetivos, podremos clasificar las labores de inferencia en
dos grandes categorias: la primera, en la que el interés se centra en estimar o aproximar el valor de
un parametro (por ejemplo, la proporcién de pacientes que responden a un determinado medicamento
para la diabetes) y la segunda, en la que el interés se centra en contrastar posibles valores de un
parametro (por ejemplo, determinar si el nivel de colesterol medio en hombres es superior al nivel de
colesterol medio en mujeres).

2 Conceptos basicos.

Veamos algunas definiciones basicas en Inferencia Estadistica. Algunas de ellas ya las hemos intro-
ducido en los temas anteriores.

Poblacion. Es el conjunto homogéneo de individuos sobre los que se estudian una o varias carac-
teristicas observables. Por ejemplo, la poblacién de un pais de la cual nos interesa la proporcién de
vacunados de gripe A.

Muestra. Es un subconjunto extraido de la poblacion, al que podemos observar. Miultiples razones
nos imposibilitan observar toda la poblacién. Por ese motivo, extraemos una muestra y con ella
obtenemos informacion sobre toda la poblacion.

Tamaiio de la poblacién o de la muestra. Es el namero de individuos que los forman, en cada caso.

Debemos hacer una primera distincién, al hablar de Inferencia, segan la naturaleza del problema que
se plantee:

1. Inferencia paramétrica: cuando se conoce la forma de la distribucién de probabilidad e interesa
averiguar el parametro o parametros de los que depende. Por ejemplo, sabemos que el nivel de
colesterol en hombres es Normal e interesa conocer la media p y la desviacion tipica o. A su
vez, dentro de la Inferencia Paramétrica vamos a distinguir distintos problemas:

(a) Estimacion Puntual. Consiste en aventurar un valor, calculado a partir de la muestra,
que esté lo mas préximo posible al verdadero parametro. Por ejemplo, la media muestral
puede ser un estimador razonable de la media poblacional y la proporcién muestral de la
proporcién poblacional.
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(b) Intervalos de Confianza. Dado que la estimacién puntual conlleva un cierto error, con-
struimos un intervalo que con alta probabilidad contenga al pardmetro. La amplitud del
intervalo nos da idea del margen de error de nuestra estimacion.

(c) Contrastes de Hipétesis. Se trata de responder a preguntas muy concretas sobre la
poblacién, y se reducen a un problema de decisién sobre la veracidad de ciertas hipétesis.
Por ejemplo, nos podemos preguntar si la proporcién de vacunados de gripe A en una
poblacién supera el 90%, lo cual limitaria de manera considerable el riesgo epidémico en
la poblacion.

2. Inferencia no Paramétrica: cuando no se sabe la forma de la distribucién poblacional. También
se pueden plantear las tareas de estimacién, intervalos de confianza y contrastes de hipétesis,
aunque las técnicas estadisticas son diferentes.

3 Planteamiento general del problema de inferencia paramétrica

Como ya hemos comentado en el capitulo 3, una medida o caracteristica observada en un individuo
se denomina variable aleatoria. Por ejemplo, una variable aleatoria seria el nivel de colesterol. El
valor de la variable cambia de individuo a individuo. Otros ejemplos seria la presencia o ausencia de
determinada enfermedad, la presién sistdlica, etc.

Generalmente se asume que la distribucién de la variable de interés X pertenece a cierta familia
de distribuciones como por ejemplo la binomial o la normal. Esta familia depende de uno o varios
parametros como la probabilidad de éxito p en el caso de la binomial, la media r y la varianza o2 en
el caso de la normal, etc. Usualmente es imposible 0 muy costoso obtener los valores de la variable
de interés sobre todos los individuos de la poblacién para poder determinar asi el parametro que
determina la distribucién. En la practica solo contamos con una muestra representativa y tendremos
que estimar los parametros de la poblacién en base a valores aproximados a partir de la muestra.

e Una muestra aleatoria simple de tamafio n esta formada por n variables Xy, X5, -+, X, inde-
pendientes y con la misma distribucién que X.

e | lamamos realizacion muestral a los valores concretos que tomaron las n variables aleatorias
después de la obtencién de la muestra.

e Un estadistico es una funcién de la muestra aleatoria, y por tanto nace como resultado de
cualquier operacion efectuada sobre la muestra. Es también una variable aleatoria y por ello
tendra una cierta distribucién, que se denomina distribucién del estadistico en el muestreo.

e Para resolver el problema de estimacién puntual, esto es, para aventurar un valor del parametro
poblacional desconocido, escogemos el valor que ha tomado un estadistico calculado sobre
nuestra realizaciéon muestral. Al estadistico escogido para tal fin le llamamos estimador del
parametro. Al valor obtenido con una realizacién muestral concreta se le llama estimacion.

El problema radica, por lo tanto, en elegir un “buen estimador”, es decir, una funcién de la muestra
con buenas propiedades.

En general, un buen estimador de un parametro poblacional (media, proporcién de individuos que
presentan cierta caracteristica,...) va a ser el correspondiente parametro muestral (media de la
muestra, proporcion de individuos que presentan la caracteristica en la muestra,...).
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4  Teorema Central del Limite

El siguiente resultado nos permitira calcular la distribucién en el muestreo de muchos estadisticos de
interés. El denominado Teorema Central del Limite que afirma que, si X1, Xo, ..., X, son variables
aleatorias independientes y con la misma distribucién X, donde X tiene media p y varianza o2,

entonces para n grande, la variable
X1+ Xo+...+ X,

n

es aproximadamente normal con media p y varianza o2/n. Formalmente:

Teorema 1 (Teorema central del limite). Sea X1, X», ..., X,, ... una sucesion de variables aleatorias
independientes y con la misma distribucién, con media w y varianza o todas ellas.
Sea S, = X1+ ...+ X,. Entonces,

S, — nu

0 <5 N0, 1).

Equivalentemente,

Xi+Xo+... +X
1+ QJ; +ni>N<u

—
' \/E '

Ademas del modelo normal, existen otros modelos que desempefian un papel importante en la infer-
encia estadistica. Entre ellos se encuentran las distribuciones x? y t de Student.

5.1 La distribucién x?

La distribucion Chi-cuadrado (o ji-cuadrado) con n grados de libertad x2 es un modelo de variable
aleatoria continua. En la Figura 1 se representa la funcién de densidad de variables x? para diferentes
grados de libertad.

Propiedades:
1. La variable Chi-cuadrado toma valores [0, +00).

2. La distribucion Chi-cuadrado es asimétrica.

5.2 La distribucién t de Student

La distribucién t de Student con k grados de libertad es un modelo de variable aleatoria continua.
En la Figura 2 se representa la funcién de densidad de variables t de Student para diferentes grados
de libertad junto con la densidad de una N(0,1).

Propiedades:
1. La variable t de Student toma valores en toda la recta real.
2. La distribucién t de Student es simétrica en torno al origen.

3t -5 N(0, 1) cuando k — co.
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n=1g.l. n=2g.l.

00 01 02 03 04 05

00 05 10 1.5 20 25

n=3 gl n=5g.l.

0.05 010 015

000 0.05 010 015 020 0.25

0.00

Figure 2: En verde densidad de una t de Student con 2 grados de libertad, en rojo densidad de una
N(0,1) y en negro densidad de una t de Student con 20 grados de libertad

Al igual que ocurria con la distribuciéon normal, calcularemos probabilidades y cuantiles de estas
distribuciones a través de tablas.
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1 Introduccidn

En el capitulo anterior hemos presentado los conceptos basicos de la inferencia estadistica. Ademas,
hemos clasificado las labores de inferencia en dos grandes categorias: la estimacion, que se centra en
estimar o aproximar el valor de un parametro desconocido y el contraste de hipotesis, que se centra
en decidir sobre la veracidad de ciertas hipotesis acerca de los valores del parametro desconocido. En
este capitulo profundizaremos en los problemas de estimacion, tanto en la estimacion puntual como
en la construccion de intervalos de confianza. Para todas estas labores sera fundamental conocer los
estadisticos adecuados para cada parametro y sus distribuciones.

2 Estimacién puntual

Como comentamos en el capitulo anterior, la estimacién puntual de un parametro desconocido 6
consiste en aproximar su valor a partir de una muestra. Para resolver el problema de estimacién puntual
escogemos el valor que ha tomado un estadistico § calculado sobre nuestra realizacién muestral.
Recordamos que un estadistico es una variable aleatoria y por ello tendra una cierta distribucién.

Definicién 1. Diremos que un estimador @ para un parédmetro poblacional 6 es insesgado s/
E(9) = 6.

Que un estimador sea insesgado es una buena propiedad. También nos interesara que la dispersion
del estimador sea pequeia y que disminuya al aumentar el tamafio muestral.

2.1 Estimaciéon puntual de una proporcion

El primer problema practico de inferencia que vamos a afrontar consiste en obtener informacién sobre
la proporcién de individuos con cierta caracteristica en una poblacién, mediante la extraccién de una
muestra aleatoria simple. Consideramos la variable

1 , si el individuo presenta la caracteristica de interés,

X = S . . .
0 , si el individuo no presenta la caracteristica de interés.

La muestra esta formada por n variables X1, ..., X, independientes y con la misma distribucion que
X. El estimador razonable para p es la proporcién muestral

namero de individuos con la caracteristica en la muestra  X; +--- + X,
n n '

p=

Observamos en primer lugar que E(p) = py, por lo tanto, p es insesgado. Ahora que sabemos que p
esta centrado en torno a p, nos interesa que su dispersion sea pequeiia. En nuestro caso

Var (p) = P(ln— p)

y lim, o Var(p) = 0. Esto significa que al aumentar el tamafio muestral el estimador se aproxima al
parametro poblacional, lo cual también es deseable.
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Distribucion del estadistico proporcion muestral p. Hemos definido el estadistico

X1+ + X,

p=
n

Ademas X1, X5, ..., X, son variables aleatorias independientes y con la misma distribuciéon X, donde
X tiene media p y varianza p(1 — p). Entonces, por el Teorema Central del Limite, para n grande, p
es aproximadamente normal con media p y varianza p(1 — p)/n. Estandarizando,

p—p

/p(1—p)
n

2.2 Estimacién puntual de la media y la varianza.

~ N(0,1).

Consideramos ahora el problema de inferencia en una poblacién normal. En esta situacién disponemos
de una muestra aleatoria simple Xy, ..., X, formada por n variables aleatorias independientes y con la
misma distribucién N(u, o). El problema de inferencia consiste en averiguar los parametros u (media
poblacional) y ¢ (desviacion tipica poblacional).

2.2.1 Estimacién puntual de la media

Como estimador natural para la media de la poblacién, u, proponemos la media muestral:

X1++Xn
7,7 .

X =
Se cumple que:

e La media de X es E(X) = u.

e La varianza de X es Var(X) =

ot

De esto se deduce que la media muestral es un estimador insesgado de la media poblacional y que su
varianza es la poblacional dividida por n. Por tanto, la dispersion decrece tendiendo a cero cuando el
tamafio muestral aumenta.

Distribucion del estadistico media muestral X. Por la propiedad de aditividad de la distribucién
normal y dado que X es la suma de n variables independientes, entonces la media muestral tiene

distribucién normal
- o
XeN — ).
© (“ ’ ﬁ)

2.2.2 Estimacién puntual de la varianza

Estimaremos la varianza de la poblacién o? por medio de la varianza muestral

1 _
S?=——= > (X -X).

i=1

Se puede comprobar que asi definido S? es un estimador insesgado de la varianza o de la poblacién.
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3 Intervalos de confianza

La estimacion puntual resulta incompleta en el siguiente sentido: jqué seguridad tenemos de que un
estadistico se aproxime al verdadero valor del parametro? Para poder dar respuesta a esta cuestion
construimos intervalos de confianza, que permiten precisar la incertidumbre existente en la estimacion.

Definicion 2. Un intervalo de confianza es un intervalo construido en base a la muestra y, por tanto,
aleatorio, que contiene al parametro con una cierta probabilidad, conocida como nivel de confianza.
Sea 6 el parametro desconocido y L1 y Lo los extremos del intervalo (que son estadisticos ya que se
definen en base a la muestra). Se dice que [L1, L»] tiene un nivel de confianza 1—a., siendo a € [0, 1],
SiP(Li <6< Ly)>1—aq.

El nivel de confianza con frecuencia se expresa en porcentaje. Asi, un intervalo de confianza del 95%
es un intervalo de extremos aleatorios que contiene al parametro desconocido con una probabilidad
de 0.95.

3.1 Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal

Consideramos ahora el problema de construccién de un intervalo de confianza para la media @ en una
poblacién normal. En esta situacién disponemos de una muestra aleatoria simple Xy, ..., X, formada
por n variables aleatorias independientes y con la misma distribucion N(u, o).

3.1.1 Intervalo de confianza para la media con varianza conocida

Supongamos que queremos construir un intervalo de confianza para la media v y que conocemos la

varianza de la poblacién ¢2. La distribucién de la media muestral permite obtener como pivote
X—u
o/v/n

Este estadistico (pivote) nos servird para construir un intervalo de confianza con nivel de confianza

1—a para la media p cuando la varianza o es conocida. Sea Zy2 €l valor tal que P(Z > z, /) = /2,
siendo Z € N(0, 1) (ver Figura 1). Entonces:

X—u
P(—Za/z < NG SZa/z) =l-oa

€ N0, 1).

Equivalentemente,

_ o — g
P<X_Za/2\/ﬁ §u§X+Za/2ﬁ):1—a.

Asi, el intervalo de confianza con nivel de confianza 1 — a para la media w cuando la varianza o2 es
conocida sera:

_ o _ o
X —=Zyp—, X+2,0—|.
( w2 Jn T el \/ﬁ>
3.1.2 Intervalo de confianza para la media con varianza desconocida

En la practica no es habitual conocer la varianza de la variable de interés. Supongamos que queremos
construir un intervalo de confianza para la media i y que desconocemos la varianza de la poblacion.
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Za /2

Figure 1: Denotamos z,/, el namero real tal que P(Z > z,/,) = /2, siendo Z € N(0O, 1).

Usaremos como estadistico (pivote) en este caso
X—u
S/\/n’

Recuerda que

S 1 > (X = X)2.
i=1

n—14¢%

Se cumple que: ~
X—p
S/v/n
es decir, la distribucién del estadistico es una t de Student con n — 1 grados de libertad. Este
estadistico (pivote) nos servira para construir un intervalo de confianza con nivel de confianza 1 — a
para la media 4 cuando la varianza o2 es desconocida. Sea toy2 €l valor tal que P(T > ty)0) = /2,
donde T es una variable t de Student con n — 1 grados de libertad (ver Figura 2). Entonces:

X —
— < ——F—=< =1—-oa.
P( toc/2_ 5/\/5 _ta/2) 1 a

€ tn—l:

Equivalentemente,

_ S - S
P(X— a/2ﬁ SMSX+ta/2\/E):1—a

Asi, el intervalo de confianza con nivel de confianza 1 — a para la media i cuando la varianza o2 es

. S ¢ S
(X— a/2%’ X+ta/2\/ﬁ>

Ejercicio 1:  En un estudio sobre trastornos del suefio se evalué el nimero de horas de suefio
de 8 individuos seleccionados al azar. Los resultados se muestran a continuacion.
6.9, 7.6, 6.5, 6.2, 7.8, 7.0, 5.5, 7.6.
A partir de esta muestra, estima la media y la desviacién tipica del niimero de horas de
sueio de la poblacion. Suponiendo normalidad, determina un intervalo de confianza
para el nimero medio de horas de suefio con una confianza del 95%.

desconocida sera:
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toc/2

Figure 2: Denotamos t,/» el nimero real tal que P(Tx > ty/») = a/2, siendo T una variable t de
Student (con los grados de libertad correspondientes).

3.2 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de poblaciones normales

El objetivo de este apartado es construir intervalos de confianza no sélo para la media de una carac-
teristica de la poblacién sino también para la comparacién de dos poblaciones mediante su media.

3.2.1 Intervalo de confianza para w; — u>. Muestras independientes, varianzas conocidas

Supongamos dos poblaciones en las que se estudian dos caracteristicas distribuidas normalmente con
medias desconocidas w1 y W», respectivamente. Estamos interesados en construir un intervalo de
confianza para la diferencia de medias @i — 2 a partir de dos muestras:

e Una muestra formada por n; variables independientes y con la misma distribucién N(u1, 01).
e Una muestra formada por n, variables independientes y con la misma distribucion N(u», o).

Suponemos que las muestras son independientes, es decir, los individuos donde se han obtenido las
mediciones de la poblacién 1 son distintos de los individuos donde se han obtenido las mediciones de
la poblacién 2. Suponemos ademas que las varianzas o7 y a3 son conocidas. Entonces, utilizaremos

como estadistico _ _
(X1 — Xz2) — (@1 — p2)
0'2 0'2
Sz

€ N(0,1).
El intervalo de confianza de nivel 1 — o para la diferencia de medias 1 — u, sera:

_ _ 0?2 o2 ~ _ 02 o2
i - Xo) — G2 (% -X %,%
(X1 = X2) = zqy2 m + e (X1 = X2) + zay2 o + m

3.2.2 Intervalo de confianza para w; — wy. Muestras independientes, varianzas desconocidas e
iguales.

En muchas aplicaciones los valores de o2 y 02 son desconocidos y por lo tanto es necesario estimarlos.
No obstante, puede suceder que pese a ser desconocidas podamos suponer que ambas varianzas son
iguales. Consideremos entonces dos poblaciones en las que se estudian dos caracteristicas distribuidas
normalmente con medias desconocidas w1 y o, respectivamente. Estamos interesados en construir
un intervalo de confianza para la diferencia de medias u; — o a partir de dos muestras:
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e Una muestra formada por n; variables independientes y con la misma distribucién N(u, o1).
e Una muestra formada por n, variables independientes y con la misma distribucién N(u», 0»).

Suponemos que las muestras son independientes y que las varianzas af y a% son desconocidas pero
iguales. Entonces, utilizaremos como estadistico

()_<1 - Xz) — (B — w2)
S5
n no

€ py4n—2-

En el estadistico anterior,

o _ (m = 1)S?+(n —1)S3
P m+n—2
representa el estimador adecuado para la varianza de las dos poblaciones. El intervalo de confianza
de nivel 1 — o para la diferencia de medias @; — wy sera entonces:

_ _ sz s2 - _ 52 Ss2
(X1 = X2) = tay2 L4+ (X = Xa) + toy2 L4+-2
n no n n2

El valor t, > se obtiene de una distribucion t de Student con n; + n, — 2 grados de libertad.
Ejercicio 2:  El Verapamil y el Nitroprusside son dos productos utilizados para reducir la hipertensién.

Para compararlos, unos pacientes son tratados con Verapamil y otros con Nitroprus-
side. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla, donde:

e X; =reduccién (en mmHg) de la presién arterial de un paciente con Verapamil.

e X5 =reduccién (en mmHg) de la presién arterial de un paciente con Nitroprus-
side.

Xl\lo 15 18 23 12 16
X2\15 10 19 9 14 12 18

Admitiendo normalidad y sabiendo que ambas variables tienen la misma desviacién
tipica, construye un intervalo de confianza de nivel 95% para la diferencia de medias
de la reduccion de presién arterial.

3.2.3 Intervalo de confianza para la diferencia de medias. Muestras apareadas

En ocasiones nos interesard comparar dos métodos o tratamientos. En ese caso es natural que los
individuos donde se aplican los tratamientos sean los mismos. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: Se quiere estudiar los efectos del abandono de la bebida sobre la presién sistélica en
individuos alcohdlicos. Para ello se mide la presion sistélica en 10 individuos alcohdlicos
antes y después de 2 meses de haber dejado al bebida.

Sujeto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X1 presién antes 140 165 160 160 175 190 170 175 155 160
X, presion después | 145 150 150 160 170 175 160 165 145 170
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Cuando X; y X5 representan caracteristicas diferentes de la misma poblacién y se quieren evaluar

sus diferencias, conviene tomar muestras apareadas. Asi, se obtiene el valor de las caracteristicas X; ~ EN muestras

. N . . apareadas, se
y X> sobre los mismos individuos de la poblacién. Se supone que las muestras se han obtenido de evaltian

poblaciones normales X; € N(u1,01) y Xo € N (up,02) pero teniendo en cuenta que ahora Xy ¥ caracteristicas
X> no son independientes. En esta situacion consideraremos la variable D = X; — X5 que sigue una  diferentes en los
distribucién normal con media pup = E (X1 — X2) = p1 — o y varianza 02 = Var (X1 — Xa). iSTEs iU
En la practica tendremos dos muestras de tamafio n observadas en los mismos individuos, es decir,

o Xi1,..., Xin € N(h1,01) .
o Xo1,..., Xon € N (2, 02).
Construimos la muestra Dy = X171 — Xo1, ..., D, = X1, — X5, y €stimaremos
e 1p mediante D.
e 02 mediante S3.
Como estadistico pivote utilizaremos

D — (M1 — w2)
Sp/v/n

El intervalo de confianza de nivel 1 — o para la diferencia de medias 1 — o sera entonces:

€ th—1.

= Sp = S
(D - ta/27% ' D + ta/Q\/Dﬁ> .

El valor t,, se obtiene en este caso de una distribucién t de Student con n— 1 grados de libertad.

Ejemplo 1: Volviendo al ejemplo sobre los efectos del abandono de la bebida sobre la presién sistolica
en individuos alcohdlicos,

Sujeto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi presion antes 140 165 160 160 175 190 170 175 155 160
Xy presion después | 145 150 150 160 170 175 160 165 145 170

Diferencias D; -5 15 10 0 5 15 10 10 10 -10
Por lo tant
or o tanto _ —5+15+...4+10-10
10
—5—-6)2+ ...+ (=10 — 6)?
5,23:( S+ 9+( ) =71.111.

Sp=+V71.11 = 8.4327.

El intervalo de confianza de nivel 95% para la diferencia u; — - de la presion sistélica
media sera entonces:

(D— tap% b+ nm%) = (6—2.268%7 ,6+2.268j‘;’%7> = (—0.0266, 12.0266).

En este caso el valor t,/, se obtiene de una distribucién t de Student con n—1=9

grados de libertad.
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3.3 Intervalo de confianza para la proporciéon

Construimos ahora un intervalo de confianza para p. Nos basamos en la proporcién muestral p.
Recuerda que, si n es grande, la distribucién de p se puede aproximar por la normal y

p—p
p(1—p)

n

~ N(0, 1).

Entonces

p— [p(1 - [p(1—
l—a=FP _Za/2gugza/2 =P ﬁ_zoc/Z ugpgﬁ'i_za/Q u
[p(1-p) n n

De la expresién anterior se deduciria un intervalo de confianza para p con nivel de confianza 1 — a,
que estarfa centrado en p y tendria radio z,/»1/p (1 — p)/n. Sin embargo, la desviacién tipica de p
es v/p(1—p)/n que, por depender de la proporcién poblacional p, es desconocida. Por este motivo,
tenemos que tomar /p (1 — p)/n como estimador de la desviacion tipica de p y usarlo para construir
el intervalo de confianza, que sera:

N p(1—p) . p(1—p)
(p—za/zx/n,erza/z\/n :

Ejercicio 3:  Una empresa farmacéutica quiere comercializar un medicamento para cierta dolencia.
Para probar si su medicamento es eficaz, lo administra a 100 pacientes, de los cuales 50
presentan mejoria. Construye un intervalo de confianza para la proporcién de pacientes
de la poblacién que mejoran al tomar el medicamento, con una confianza del 99%.

3.4 Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones

En algunas ocasiones estamos interesados en estimar la diferencia de proporciones p; — p> de dos
poblaciones. Tenemos asi dos muestras:

e Una muestra formada por n; variables independientes de la poblacién 1.

e Una muestra formada por n, variables independientes de la poblacién 2.

Suponemos que las muestras son independientes (los individuos donde se han obtenido las mediciones
de la poblacion 1 son distintos de los individuos donde se han obtenido las mediciones de la poblacién
2). En este caso, para tamafios muestrales grandes,

(/-fl - ﬁz) - (Pl - /-72)
\/pa(l—m) 4 ﬁz(ln—ﬁz)

nm 2

~ N(0, 1)

y el intervalo de confianza de nivel 1 — a para la diferencia de proporciones p; — p» sera:

JUR pr(1—p1)  pAl—p2) PO pr(1—p1) | Pl —p2)
(Pr — B2) — Za/z\/ + . (P1 = P2) + Zap2 +
m n> ny n»
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4 Resumen de las distribuciones de estadisticos en el muestreo

A continuacién presentamos un resumen de los principales estadisticos que hemos visto a lo largo de
este capitulo y sus distribuciones en el muestreo. Para los problemas de inferencia sobre la media o
diferencia de medias estamos suponiendo que las poblaciones son normales. Las distribuciones de los
estadisticos para la proporcién o diferencia de proporciones son aproximadas y por lo tanto validas
para tamafios muestrales grandes.

Problema de inferencia Estadistico estandarizado Distribucion
. . . X —u
Media con varianza conocida N(0,1)
o/v/n
. . . X —u
Media con varianza desconocida th—
S/Vn o
Diferencia de medias. Muestras independientes con (X1 — X2) — (1 — p2) N(O, 1)
varianzas conocidas d a3 '
n n
Diferencia de medias. Muestras independientes con (X1 — X2) — (1 — wo2) ;
varianzas desconocidas pero iguales 2% mtm =2
n n»
. . . D— (s —
Diferencia de medias. Muestras apareadas M th 1
Sp/vn
L p—p
Proporcién (muestras grandes) o N(0,1)
17
A /%
Diferencia de proporciones (muestras grandes) Pr=b>—(pL—po) N(0,1)

\/ﬁl(lfﬁl) 4 P2(1-p2)

n n2
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1 Introduccidn

Los procedimientos de inferencia que hemos realizado hasta ahora se resumen en dos: la estimacién
puntual y los intervalos de confianza. Con la estimacién puntual se obtienen valores concretos que
sirven de estimaciones de los parametros poblacionales de interés, por ejemplo, estimamos la media
poblacional, w, con la media muestral, X. Con los intervalos de confianza se obtienen regiones
aleatorias que contienen a los parametros de interés con cierta probabilidad, por ejemplo, el intervalo
de confianza con nivel de confianza 1 — a para la media p de una poblacién normal es X + za/Q%,
cuando la desviacién o es conocida. La otra gran tarea de la Inferencia Estadistica consiste en
responder a preguntas muy concretas sobre la poblacién. Por ejemplo, j podemos asumir que el nivel
medio de colesterol es 2007, ;la prevalencia del infarto de miocardio es mayor que 0.037, jel nivel de
colesterol promedio es el mismo en varones que en mujeres? Como veremos se plantean en términos
de unas hipétesis que debemos aceptar o rechazar. Y esta decision la tomaremos en base a una
realizacion muestral. Cuando los datos muestrales discrepen mucho de la hipétesis rechazaremos la
hipétesis.

2 Planteamiento y resoluciéon de un contraste de hipétesis.

Se tiene una hipdétesis de trabajo y una muestra de observaciones, y se trata de decidir si la hipétesis
planteada es compatible con lo que se puede aprender del estudio de los valores muestrales, es decir,
decidir si la muestra que se obtuvo esta de acuerdo con la hipétesis de trabajo.

2.1 Hipo6tesis nula e hipdtesis alternativa

Llamaremos hipétesis nula, y la denotamos por Hy, a la que se da por cierta antes de obtener la
muestra. Goza de presuncion de inocencia.

Llamaremos hipétesis alternativa, y la denotamos por H; a lo que sucede cuando no es cierta la
hipétesis nula. Por gozar la hipétesis nula de presuncion de inocencia, es en la hipétesis alternativa
donde recae la carga de la prueba.

Ejemplo 1:  Si nos preguntamos si podemos asumir que el nivel medio de colesterol (u) es 200, el

contraste planteado seria:
Hq . p =200
Hi: w# 200

La hipétesis nula Hg : u = 200 sélo sera rechazada si existe evidencia en los datos

para afirmar que p # 200 (hipétesis alternativa).

Ademas,
e Una hipétesis simple es la que estd constituida por un (nico punto.

e Si la hipotesis consta de mas de un punto la llamaremos hipétesis compuesta.
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Ejemplo 2:  Si queremos determinar si la prevalencia del infarto de miocardio (p) es mayor que 0.03,
el contraste planteado seria:
Ho: p<0.03
Hy: p>0.03

Ahora la hipétesis nula Hyg : p < 0.03 es compuesta.

Ejemplo 3:  Si nos preguntamos si podemos asumir que el nivel medio de colesterol es el mismo en
varones que en mujeres, el contraste planteado serfa:

Ho: p1—p2=0

Ho : w1 = w2
Hi: pir—p2 #0

o equivalentemente
Hy: pg # w2 {

siendo wy el nivel medio de colesterol de los hombres y w> el nivel medio de colesterol
de las mujeres.

Ejemplo 4: Si queremos determinar si el nivel medio de colesterol es menor en varones que en
mujeres, el contraste planteado seria:

Ho: p1—p22>0

Hy: opy—p2<0

Ho @ w1 > w2
Hitopn < po

o equivalentemente {

2.2 Error de tipo | y error de tipo Il

Volvemos al problema de decisién que supone el contraste de hipétesis. La siguiente tabla refleja los
posibles aciertos o errores en un contraste.

Decisién
No se rechaza Hy Se rechaza H,
Realidad Hq es verdadera | Decision correcta Error tipo |
canda Hq es falsa Error tipo Il Decisién correcta

Observamos que se puede tomar una decisidon correcta o errénea.
e Llamamos error de tipo | al que cometemos cuando rechazamos la hipétesis nula, siendo cierta.

e El error de tipo Il es el que cometemos cuando aceptamos la hipétesis nula, siendo falsa.

2.3 Nivel de significacion y potencia de un test

Ya que cualquier decisiéon tomada al hacer un contraste estard basada sobre informacién parcial de
una poblacién, debemos de tener en cuenta la probabilidad de tomar una decisién incorrecta.

e Probabilidad del error de tipo I: Se denota por a y se denomina nivel de significacién.

a = P(Rechazar Hy/Hy es cierta)
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e Probabilidad del error de tipo Il: se denota por S.

B = P(No rechazar Hy/H; es falsa)

e La probabilidad de detectar que una hipdtesis es falsa se denomina potencia.

Potencia = P(Rechazar Hy/Hg es falsa) =1 — 8

Debemos adoptar un criterio que, en base a la muestra, nos permita decidir si rechazamos o no la
hipétesis nula. Seria deseable hacerlo de tal manera que las probabilidades de ambos tipos de error
fueran tan pequefias como fuera posible. Sin embargo, con una muestra de tamaifio fijo, disminuir
la probabilidad del error de tipo I, conduce a incrementar la probabilidad del error de tipo Il. Piensa
que la forma de minimizar la probabilidad del error de tipo | (el nivel de significacion) es mediante un
criterio que acepte Hy la mayor parte de las veces. Sin embargo, asi se incrementa la probabilidad
del error de tipo Il, es decir, disminuye la potencia del test. Una forma de proceder ante un problema
con dos objetivos como es éste, consiste en fijar el nivel de significacion y escoger el criterio que nos
proporcione la mayor potencia posible.

2.4 Regi6n critica de un test

Al fijar un nivel de significacién, a, se obtiene implicitamente una divisién en dos regiones del conjunto
de posibles valores del estadistico de contraste:

¢ La region de rechazo o regién critica que tiene probabilidad a (bajo Hp).
e La region de aceptacion que tiene probabilidad 1 — a (bajo Hp).

Si el valor del estadistico cae en la region de aceptacién, no existen razones suficientes para rechazar la
hipétesis nula con un nivel de significacion a, y el contraste se dice estadisticamente no significativo,
es decir no existe evidencia a favor de H;.

Si el valor del estadistico cae en la regién de rechazo, los datos no son compatibles con Hy y la
rechazamos. Entonces se dice que el contraste es estadisticamente significativo, es decir existe
evidencia estadisticamente significativa a favor de H;.

Ejemplo 5:
difiere significativamente de un valor dado g, el contraste planteado seria:

Ho @ 1= o
Hi: w# wo

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hy si X esta
“lejos” de wo en ambas direcciones. Es decir, tendrifamos una regioén critica como se

muestra a continuacion:

| | |

‘\Jo /‘ X
— E—
Regién de rechazo Regién de rechazo

Puntos de corte

Contraste bilateral. Si estamos interesados en determinar si la media  de una variable
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Ejemplo 6: Contraste unilateral por la derecha. Si estamos interesados en determinar si la me-
dia u de una variable es significativamente mayor que un valor dado g, el contraste
planteado seria:

Ho @ p < o
Hit o> o

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hy si X estéa
“lejos” de wo en una sola direccién. Es decir, tendriamos una regién critica como se
muestra a continuacioén:

|

|
| [ ™
Mo/ X
_—
Regién de rechazo

Punto de corte

Ejemplo 7: Contraste unilateral por la izquierda. Si estamos interesados en determinar si la
media 1 de una variable es significativamente menor que un valor dado wg, el contraste
planteado seria:

Ho: w > o
{ Hi: p <o

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hy si X esta
“lejos” de wo en una sola direccion. Es decir, tendriamos una regioén critica como se
muestra a continuacion:

X

‘\Jo
-—
Regién de rechazo

Punto de corte

2.5 El p-valor de un contraste

A medida que el nivel de significacion a disminuye es mas dificil rechazar la hipétesis nula (manteniendo
los mismos datos). Dado un estadistico de contraste, hay un valor de a a partir del cual ya no podemos
rechazar Hy. A dicho valor se le se le llama el p-valor del contraste y se denota por p. Si el nivel de
significacién es menor que p ya no se rechaza Hy. En resumen:

e Si a < p no podemos rechazar Hy a nivel a.

e Si a > p podemos rechazar Hy a nivel a.

2.6 Etapas en la resolucién de un contraste de hipétesis
Resumiendo, las etapas en la resolucién de un contraste de hipétesis son:
1. Especificar las hipétesis nula Hy y alternativa Hi.

2. Elegir un estadistico de contraste apropiado, para medir la discrepancia entre la hipétesis y la
muestra.
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3. Fijar el nivel de significacién a en base a cémo de importante se considere rechazar Hy cuando
realmente es cierta.

4. Al fijar un nivel de significacion, a, se obtiene implicitamente una divisién en dos regiones del
conjunto de posibles valores del estadistico de contraste:
e La regién de rechazo o region critica que tiene probabilidad o (bajo Hp).
e La regién de no rechazo que tiene probabilidad 1 — a (bajo Hy).
5. Si el valor del estadistico cae en la regién de rechazo, los datos no son compatibles con Hp y la

rechazamos. Entonces se dice que el contraste es estadisticamente significativo, es decir existe
evidencia estadisticamente significativa a favor de H;.

6. Si el valor del estadistico cae en la regién de aceptacion, no existen razones suficientes para
rechazar la hipétesis nula con un nivel de significacion a, y el contraste se dice estadisticamente
no significativo, es decir no existe evidencia a favor de H;.

3 Relacion con los intervalos de confianza

Consideramos ahora un contraste bilateral. Por ejemplo,

Ho 1= o
Hi @ w# o

Segln hemos comentado anteriormente, una vez que tenemos una muestra deberiamos rechazar Hg

si X esta “lejos”’ de ug en ambas direcciones.

e Rechazamos Hg : = ug con una significacion a si ug no pertenece al intervalo de confianza
para u de nivel 1 — a.

l-«
- [200] - x
L
X -z, 5L X + o
X=Za/2 vn X+24/2 vn

Figure 1: Relacion entre contraste de hipétesis bilateral e intervalo de confianza. Si la hipétesis
nula Hy : = o es cierta, la distribucion de X es normal con media ug. El nivel de significacién
a es igual al area rayada y nos sirve para definir la regién critica del test Hy : w = w@g. Dada una
muestra, calculamos el valor de X. Si dicho valor pertenece a la regién critica (como en este ejemplo),
rechazamos Hy con significacion a. Equivalentemente, si construimos el intervalo de confianza para
w de nivel 1 — a (en rojo) observamos que g no pertenece al intervalo.
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1 Introduccidn

En el capitulo anterior presentamos los conceptos basicos para el planteamiento y resoluciéon de
un contraste de hipdtesis. Recordamos que los contrastes de hipétesis nos permitian responder
a preguntas muy concretas sobre la poblacién. En este capitulo veremos como llevar a cabo los
contrastes de hipdétesis en la practica. Estudiaremos cuéales son los estadisticos de contraste adecuados
dependiendo del parametro al que haga referencia el test y veremos cémo construir la region critica
en cada caso.

2 Contrastes sobre la media de una poblacién normal

Queremos contrastar hipotesis relativas a la media de una poblaciéon normal N(u, o). Para ello,
tomamos una muestra aleatoria simple X1, ..., X, € N(u, o) independientes.

2.1 Contrastes sobre la media con varianza conocida
Supongamos que la varianza o es conocida. Se desea contrastar una hipétesis relativa a la media w.

Contraste bilateral. Si queremos determinar si la media es significativamente distinta de cierto
valor dado g, entonces el contraste planteado seria un contraste bilateral

Ho @ 1= o
Hi: w# o

Si la hipétesis nula Hqg : 4 = ug €s cierta, entonces

X — o
o/v/n
El sentido comiin nos aconseja rechazar la hipétesis nula de que la media poblacional es py cuando

la media muestral sea muy distinta de ug. Para respetar ademas un nivel de significacion a prefijado,
rechazamos la hipotesis nula Hp : u = o frente a Hy @ # o Si

€ N(O, 1).

X — o . X — g
< —zyp O WZZa/z-

a/vVn =

Recuerda que z,/, denota el punto tal que P(Z > z,/,) = a/2 siendo Z € N(0, 1), ver Figura 1.

Contraste unilateral por la derecha. Supongamos ahora que queremos determinar si la media u es
significativamente mayor que un valor dado wg. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho @ p < po
Hy: op > po

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hy si X es considerablemente
mayor que tg. Rechazamos la hipdtesis nula Hy : u < g frente a Hy @ > g Si

7)(_“0 >z
o/y/n =7
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Contraste unilateral por la izquierda. Supongamos ahora que queremos determinar si la media
es significativamente menor que un valor dado ug. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho @ w > po
Hy o < o

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hy si X es considerablemente
menor que tg. Rechazamos la hipdtesis nula Hy : > o frente a Hy @ < g Si

—Zaj2

A

—Zo.

a/vn =

(c)

Za)2 —Za

Figure 1: Densidad de una N(0,1). Regiones de aceptacion y rechazo del estadistico Xt (a)

o/vn

Contraste bilateral. (b) Contraste unilateral por la derecha. (c) Contraste unilateral por la izquierda.

Ejemplo 1:

Seglin fuentes estadisticas, en la actualidad la edad media de las madres primerizas
en Espaiia es de 29.3 afios. Se considera una muestra de 10 madres primerizas de
Portugal. Sus edades son:

30 28 27 28 28 28 24 23 31 30

Asumimos que la edad de las madres primerizas en Portugal sigue una distribucion
normal con una desviacion tipica de 2 afios. Para una significacion del 5%, ipodemos
concluir que la edad media de las madres primerizas en Portugal difiere de la de Espaiia?
Calcula el p-valor del contraste.

Si denotamos por w la edad media de la madres primerizas en Portugal, el contraste se
plantea como un contraste bilateral de la forma:

Ho: w=29.3
Hy: w#29.3

Rechazaremos la hipétesis nula si encontramos evidencia en los datos de que la la edad
media de la madres primerizas en Portugal difiere de la de Espania.
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La media muestral calculada a partir de los datos es X = 27.7 vy, por lo tanto, el
estadistico de contraste sera:

X —w 27.7-293
o/v/n 2/4/10

Rechazaremos la hipétesis nula para una significacion a = 0.05 si el valor del estadistico

= —2.53.

de contraste es menor que —Zz, /> 0 mayor que z,/>. Buscamos en la tabla de la N(0,1)
el valor que deja a su izquierda una probabilidad 0.975 y obtenemos que z,/, = 1.95,
ver Figura 2 (a). Como conclusién, rechazamos Hy para un nivel de significacion del
5%. Es decir, la edad media de las madres primerizas en Portugal es significativamente
distinta de la de Espaiia.

El p-valor del contraste sera (ver Figura 2 (b))

p-valor = 2- P(Z < —2.53) = 2 (1 — 0.99427) = 0.01146.

Es decir, rechazamos Hg para niveles de significacién a que verifiquen a > 0.01146. Si
el nivel de significacién a es menor que el p-valor, entonces no podemos rechazar Hy a
nivel a. Por ejemplo, para a = 0.01 no rechazamos Hg y concluiriamos que, a un nivel
del 1%, la edad media de las madres primerizas en Portugal no es significativamente
distinta de la de Espaiia.

(a) (b)
t t
—2.53-1.95 0 1.95 —2.53-1.95 0 1.95
— <
Regién critica Regidn critica Regidn critica Regidn critica
a = 0.05 a = 0.05 a =0.01146 a = 0.01146

Figure 2: (a) Region critica del contraste Hy : u = 29.3 frente a Hy : w # 29.3 del Ejemplo 1 para
a = 0.05. El estadistico del contraste pertenece a la regién critica y, por lo tanto, se rechaza la
hipétesis nula Hy. (b) El p-valor del contraste 0.01146 se corresponde con el area rayada.

2.2 Contrastes sobre la media con varianza desconocida

Supongamos ahora que queremos contrastar hipétesis relativas a la media u pero desconocemos
la varianza 0. Podemos repetir toda la argumentacién anterior con la salvedad de que cuando la
varianza es desconocida, no podemos usar o2 y en su lugar debemos emplear un estimador adecuado
como la varianza muestral S2.
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Contraste bilateral. Si queremos determinar si la media es significativamente distinta de cierto
valor dado g, entonces el contraste planteado seria un contraste bilateral

Ho @ b= o
Hi: w# o

Si la hipétesis nula Hy : i = g es cierta, entonces

El sentido comiin nos aconseja rechazar la hipétesis nula de que la media poblacional es g cuando
la media muestral sea muy distinta de wg. Para respetar ademas un nivel de significacion a prefijado,
rechazamos la hipotesis nula Hy : = o frente a Hy @ # g Si

X — po

T <t 6 x_“0>t/2_
S/vm = "

S/vn ~

Recuerda que t,/, denota el punto tal que P(T > t,/») = /2 siendo T una variable ¢ de Student
con n — 1 grados de libertad, ver Figura 3.

Contraste unilateral por la derecha. Supongamos ahora que queremos determinar si la media u es
significativamente mayor que un valor dado wg. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho 1 < o
Hy > po

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hy si X es considerablemente
mayor que . Rechazamos la hipotesis nula Hy : < pg frente a Hy @ > g Si

X — o
_ >
S/v/n ~

ty.

Contraste unilateral por la izquierda. Supongamos ahora que queremos determinar si la media u
es significativamente menor que un valor dado wg. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho 1> o
Hy o < o

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hg si X es considerablemente
menor que go. Rechazamos la hipotesis nula Hyp : u > o frente a Hy 1w < o Si

X — o <

S/v/n —
En la Figura 3 se muestran las regiones de aceptacién y rechazo de los contrastes sobre la media de
una poblacién con varianza desconocida.

—t,.
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—lay/2

(a) (b) (c)

toc/2 ta —ta

Figure 3: Densidad de una t de student con n — 1 grados de libertad. Regiones de aceptacién y

rechazo del estadistico

X—po
S/v/n

. (a) Contraste bilateral. (b) Contraste unilateral por la derecha. (c)

Contraste unilateral por la izquierda.

Ejemplo 2:

La amilasa es un enzima que ayuda a digerir los carbohidratos. Se produce principal-
mente en el pancreas y en las glandulas salivales. Se ha medido el nivel de amilasa
en sangre de 23 pacientes, obteniéndose una media muestral de 45 unidades por litro
y una desviacion tipica muestral de 10 unidades por litro. Asumimos que el nivel de
amilasa sigue una distribucién normal. Para un nivel de significaciéon o = 0.05, jes el
nivel medio de amilasa significativamente mayor que 40 unidades por litro? ;Y para
a=0.017

Si denotamos por w el nivel medio de amilasa, el contraste se plantea como un contraste
unilateral de la forma:

Ho: w<40
Hy: w>40

En este caso la varianza es desconocida y el estadistico de contraste sera:

X —pg  45—40
S/v/n  10/4/23
Rechazaremos la hipétesis nula para una significaciéon a = 0.05 si el valor del estadistico

de contraste es mayor que t,. Buscamos en la tabla de la t de Student con n—1 = 22
grados de libertad el valor que deja a su izquierda una probabilidad 0.95 y obtenemos

= 2.3979.

que t, = 1.72. Como conclusion, rechazamos Hy para un nivel de significacion del 5%.
Es decir, el nivel medio de amilasa es significativamente mayor que 40 unidades por
litro.

Rechazaremos la hipétesis nula para una significacion o = 0.01 si el valor del estadistico
de contraste es mayor que t,, donde ahora t, es el valor que en una t de Student con
n — 1 = 22 grados de libertad deja a su izquierda una probabilidad 0.99. Observamos
que t, = 2.51 y por lo tanto no rechazamos H, para un nivel de significacién del 1%.
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3 Contrastes sobre las medias de dos poblaciones normales

3.1 Muestras independientes, varianzas conocidas

Consideremos ahora el siguiente modelo general. Tenemos dos poblaciones normales, con sus respec-
tivas medias y varianzas: N(u1,01) y N(u2,02) y queremos contrastar hipdtesis que comparen sus
medias, 1 y Wo. Extraemos:

e Una muestra formada por n; variables independientes y con la misma distribucién N(uy, o1).
e Una muestra formada por n, variables independientes y con la misma distribucién N(uz, 02).

Suponemos que las muestras son independientes, es decir, los individuos donde se han obtenido las
mediciones de la poblacién 1 son distintos de los individuos donde se han obtenido las mediciones de
la poblacién 2. Suponemos ademés que las varianzas o3 y o3 son conocidas.

Contraste bilateral. Si nos preguntamos si podemos asumir que la media es la misma en ambas
poblaciones, entonces el contraste planteado seria un contraste bilateral

Ho: pi—p2=0

Ho @ py = w2
Hy: py —p2 #0

0 equivalentemente
Hy o opy # w2 {

Si la hipétesis nula Hg : 1 = wo €s cierta, entonces

X, - X
L 22 < N0, 1).

Siguiendo el mismo razonamiento que en casos anteriores, fijado un nivel de significacién a, rechaz-

amos la hipétesis nula Hg : 1 = uo frente a Hy @ iy # o si
Xl — )_<2 ; )_<1 - XZ
< —Zyp 6 —F——

2 2 = 2 2
%493 o a3
n n2 m n

> Za/2-

De nuevo, z,/» denota el punto tal que P(Z > z,/,) = a/2 siendo Z € N(0, 1).

Contraste unilateral por la derecha. Supongamos ahora que queremos determinar si la media w;
es significativamente mayor que w,. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: p1—p2<0

Ho @ w1 < o
Hy pp—p2>0

0 equivalentemente
Hy: g > po {

Rechazamos la hipétesis nula Hy @ w1 < wo frente a g > o Si
X — X
! 2 > Zy

2 2
]
n n2
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Contraste unilateral por la izquierda. Supongamos ahora que queremos determinar si la media
es significativamente menor que u,. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: pi—p2>0

Hy:t py—p2 <0

Ho @ w1 > wo
Hy:opy < o

0 equivalentemente {

Rechazamos la hipétesis nula Hg : 1 > uo frente a uy < o Si

Ejemplo 3:

X1 = Xo

2 2
%,
ny n

(Es la talla media de los nifios (V) de 3 afios mayor que la de las nifias (M) de la misma
edad? Las desviaciones tipicas poblacionales (en cm.) son conocidas (oy = 4.6,
opm = 4.5). Medimos la talla de ny = 60 nifios y ny = 61 nifias y obtenemos los
siguientes resultados muestrales:

—Z

Xy =97.1cm., Xy =94.8cm.

Denotamos por uy la talla media de los nifios y por wy la talla media de las nifas. El
contraste planteado seria:

Ho @ pv —pupm <0

Hi: py =y >0

Ho: pv < m
Hi v > iy

0 equivalentemente {

El estadistico de contraste en este caso sera:

Xy — X 97.1—-94.8
v_~M _ = 2.7797 ~ 2.78.

2 2
9y 4 Tu 4.62 | 4.52
ny + oy \/ 60 T 61
Rechazaremos la hipétesis nula para una significacion a = 0.05 si el valor del estadistico

de contraste es mayor que z,. Buscamos en la tabla de la N(0,1) el valor que deja
a su izquierda una probabilidad 0.95 y obtenemos que z, = 1.64, ver Figura 4 (a).

Como conclusién, rechazamos Hg para un nivel de significacion del 5%. Es decir, la
talla media de los nifios de 3 afios es significativamente mayor que la de las nifias de la
misma edad.

El p-valor del contraste sera (ver Figura 4 (b))

p-valor = P(Z > 2.78) = 1 — 0.997282 = 0.002718.

Es decir, la talla media de los nifios de 3 afios es significativamente mayor que la
de las nifias de la misma edad para cualquier nivel de significaciéon a que verifique
a > 0.002718.
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(a) (b)
t t
0 1.64 2.78 0 1.64 2.78
Regidn critica Regidn critica
a = 0.05 a =0.01146

Figure 4: (a) Region critica del contraste Hg : wy < up frente a Hg @ wy > wps del Ejemplo 3 para
a = 0.05. El estadistico del contraste pertenece a la regién critica y, por lo tanto, se rechaza la
hipétesis nula Hg. (b) El p-valor del contraste 0.002718 se corresponde con el area rayada.

3.2 Muestras independientes, varianzas desconocidas e iguales

Como ya hemos comentado en el capitulo de intervalos de confianza, en la practica los valores de o2
y 05 suelen ser desconocidos y por lo tanto es necesario estimarlos. No obstante, puede suceder que
pese a ser desconocidas podamos suponer que ambas varianzas son iguales. Supongamos entonces
que disponemos de:

e Una muestra formada por n; variables independientes y con la misma distribucion N(u1, o1).
e Una muestra formada por n, variables independientes y con la misma distribucién N(uz, 02).

Suponemos que las muestras son independientes y que las varianzas af y a% son desconocidas pero
iguales. Si suponemos que las varianzas de las dos poblaciones son iguales ya hemos visto que el
mejor estimador de la varianza es:
—1)S? —1)S3
_(m=1)5{ +(n—1)53

S% = .
ng+n—2

Recuerda que en la ecuacién anterior, S2 y S2 denotan la varianza muestral de la primera y segunda
1 2
poblacién, respectivan ente.

Contraste bilateral. Si nos preguntamos si podemos asumir que la media es la misma en ambas
poblaciones, entonces el contraste planteado seria un contraste bilateral

Ho: pup —p2=20

Ho: w1 = po
Hy: py —p2 #0

0 equivalentemente
Hy: opy # wo {

Si la hipotesis nula Hg : 1 = uo €s cierta, entonces
X1 =X,

S2 s2
zpr Zr
n + n

€ bnitnm—2.
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Fijado un nivel de significacién a, rechazamos la hipétesis nula Hg : 1 = o frente a Hy @ b1 7 o Si

X1 —Xa X=X
Tama STl 0 o 2 lap
%4 % b4 2
ny ny m n

Ahora t,/, denota el punto tal que P(T > to/,) = a/2 siendo T una t de Student con ny + ny — 2
grados de libertad.

Contraste unilateral por la derecha. Supongamos ahora que queremos determinar si la media
es significativamente mayor que w,. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: pp —p2 <0

Ho @ w1 < o
Hi: pp —p2>0

0 equivalentemente
Hit o > po {

Rechazamos la hipétesis nula Hy @ w1 < wo frente a py > o Si

X, =X
12 22 >
S S
it 2}
m + n
Contraste unilateral por la izquierda. Supongamos ahora que queremos determinar si la media
es significativamente menor que w,. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: p1—p22>0

Ho: w1 > po
Hi: pp —po <0

0 equivalentemente
Hyoopr < o {

Rechazamos la hipétesis nula Hg : w1 > uo frente a uy < o Si
X1 — Xo

2
>
N1

5,2, S_ta
T

Ejercicio 1:  El Verapamil y el Nitroprusside son dos productos utilizados para reducir la hipertensién.
Para compararlos, unos pacientes son tratados con Verapamil y otros con Nitroprus-
side. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla, donde:

e X; ="reduccion de la presién arterial de un paciente tratado con Verapamil’

e X, ="reduccion de la presién arterial de un paciente tratado con Nitroprusside”

X: |10 15 18 23 12 16
X |15 10 19 9 14 12 18

Las variables X; y X, estan medidas en mm. Admitiendo normalidad y sabiendo que
ambas variables tienen la misma desviacion tipica, jse puede aceptar que la reduccion
media de hipertension es la misma con ambos tratamientos?
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3.3 Muestras apareadas

Como hemos visto en el capitulo de intervalos de confianza, en muchas ocasiones nos interesa com-
parar dos métodos o tratamientos. En ese caso es natural que los individuos donde se aplican los
tratamientos sean los mismos. Cuando X; y X5 representan caracteristicas diferentes de la misma
poblacién y se quieren evaluar sus diferencias, conviene tomar muestras apareadas. Asi, se obtiene el
valor de las caracteristicas X; y X» sobre los mismos individuos de la poblacién. Se supone que las
muestras se han obtenido de poblaciones normales X1 € N (u1,0%) y Xo € N (12, 03) pero teniendo
en cuenta que ahora X; y X»> no son independientes. En esta situacién considerdbamos la variable
D - Xl - X2.

Contraste bilateral. Si nos preguntamos si podemos asumir que la media es la misma en ambas
poblaciones, entonces el contraste planteado seria un contraste bilateral

Ho: p1—p2=0

Ho @ w1 = w2
Hi: ppr —po #0

0 equivalentemente
Hi: pa # w2 {

Si la hipétesis nula Hy : u; = uo es cierta, entonces

Fijado un nivel de significacién a, rechazamos la hipétesis nula Hg : 1 = o frente a Hy : 1 7 o Si

6

b ., b 5,
Sp/v/n = T Sp/yn T

siendo t,/, el punto tal que P(T > t,/,) = /2 en una t de Student con n— 1 grados de libertad.

Contraste unilateral por la derecha. Supongamos ahora que queremos determinar si la media
es significativamente mayor que w,. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: p1—p2<0

Hi: pp —po>0

Ho: pr <o
Hi:opy > po

0 equivalentemente {

Rechazamos la hipétesis nula Hg : w1 < up frente a uy > o si

_b .,
So/vn = ¢

Contraste unilateral por la izquierda. Supongamos ahora que queremos determinar si la media
es significativamente menor que w,. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: p1—p22>0

Ho @ w1 > po
Hi: pp —p2 <0

0 equivalentemente
Hyoopr < po {

Rechazamos la hipétesis nula Hg : w1 > uo frente a py < o Si

_Db
Sp/vn= °
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Ejercicio 2:  Se quiere estudiar los efectos del abandono de la bebida sobre la presién sistélica en
individuos alcohdlicos. Para ello se mide la presién sistélica en 10 individuos alcohélicos
antes y después de 2 meses de haber dejado al bebida.

Sujeto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi presion antes 140 165 160 160 175 190 170 175 155 160
Xy presion después | 145 150 150 160 170 175 160 165 145 170

i Existen diferencias significativas en la presidn sistélica media antes y después de
abandonar la bebida?

4 Contrastes sobre una proporciéon

Queremos contrastar hipétesis como las propuestas en la seccién anterior pero sobre una proporcion
p. Para ello utilizaremos como estadistico de referencia la proporcién muestral p.

Contraste bilateral. Si queremos determinar si la proporcién p es significativamente distinta de
cierto valor dado pgy, entonces el contraste planteado seria un contraste bilateral

Ho: p=po
Hi: p# po
Si la hipétesis nula Hq : p = pg es cierta, entonces (para muestras grandes)

P= P no,1).

/ Po(1—po)

El sentido comiin nos aconseja rechazar la hipétesis nula de que la proporciéon es pg cuando la propor-
cién muestral p sea muy distinta de pg. Para respetar ademas un nivel de significacion a prefijado,
rechazamos la hipotesis nula Hy : p = po frente a Hy 1 p # pg Si

P — po ) P — po
<_Zo¢/2 6] 7>Za/2

[po(l1—po) — [po(1=po) —

Aqui z,/> denota el punto tal que P(Z > z,/,) = a/2 siendo Z € N(0, 1).

Contraste unilateral por la derecha. Supongamos ahora que queremos determinar si la proporcion
p es significativamente mayor que un valor dado py. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: p < po
Hi: p>po

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hg si p es considerablemente
mayor que pg. Rechazamos la hipétesis nula Hg : p < pg frente a Hy : p > pq si

P — Po > 7,

[po(1—po)
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Contraste unilateral por la izquierda. Supongamos ahora que queremos determinar si la proporcion
p es significativamente menor que un valor dado pg. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: p>po
Hy: p<po

Dados los valores de una muestra, parece claro que deberiamos rechazar Hg si p es considerablemente
menor que py. Rechazamos la hipétesis nula Hg : p > pg frente a Hy . p < pg Si

P — Po <-z,

[po{l—po) —

Ejercicio 3:  Una empresa farmacéutica quiere comercializar un medicamento que cura cierta dolen-
cia. Se sabe que el 40% de los pacientes se curan sin tomar este medicamento. La em-
presa debe probar que su medicamento es eficaz y para ello administra el medicamento
a 100 pacientes, de los cuales se curan 50. Es el medicamento significativamente
eficaz? Calcula e interpreta el p-valor del contraste.

5 Contrastes sobre dos proporciones

En algunas ocasiones estamos interesados en contrastes sobre las proporciones p; y p» de dos pobla-
ciones. Tenemos en ese caso dos muestras:
e Una muestra formada por n; variables independientes de la poblacién 1.

e Una muestra formada por n, variables independientes de la poblacién 2.

Suponemos que las muestras son independientes.

Contraste bilateral. Sinos preguntamos si podemos asumir que la proporcién es la misma en ambas
poblaciones, entonces el contraste planteado seria un contraste bilateral

Ho: pr—p2=0

Ho: p1=p2
Hi: pr—p2#0

0 equivalentemente
Hi: p1 # p2 {

Si la hipétesis nula Hq : p1 = p2 es cierta, entonces (para tamafios muestrales grandes)
P1 — P2
\/ﬁl(l—ﬁl) + p2(1—p2)

ny n2

~ N(0,1)

Siguiendo el mismo razonamiento que en casos anteriores, fijado un nivel de significacién a, rechaz-
amos la hipétesis nula Hg : p1 = po frente a Hy : p1 # po si

pr— po ) p1 — P2
— — — — S _Zoc/2 0 — — — — Z Zoc/2
\/Pl(l—Pl) + p2(1—p>) \/m(l—pl) + B2(1—p2)

m m n 2

Aqui z/, denota el punto tal que P(Z > z,,») = a/2 siendo Z € N(0, 1).
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Contraste unilateral por la derecha. Supongamos ahora que queremos determinar si la proporcion

p1 es significativamente mayor que p,. Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: pt—p2<0

Ho: p1 < p2
Hi: pr—p2>0

0 equivalentemente
Hyi: p1 > p2 {

Rechazamos la hipétesis nula Hq : p1 < po frente a Hy : p1 > po Si
p1 — b2

\/ﬁl(l—ﬁl) 4 R-p) —

m m

Contraste unilateral por la izquierda. Supongamos ahora que queremos determinar si la proporcién

p1 es significativamente menor que p». Entonces, el contraste planteado seria:

Ho: p1 > p2
Hi: p1 < p2

0 equivalentemente {

Rechazamos la hipétesis nula Hy : p1 > po frente a p; < po si

P — P>
- = = — < —Z,.
\/P1(1*P1) + p2(1—p2)

n m

Ho: p1—p22>0
Hi: p1—p2<0
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Ejemplo 4:

La exostosis auditiva externa (EAE) es una anomalia ésea del canal auditivo externo.
Esta lesion esta asociada a una prolongada inmersion en agua fria y aparece con fre-
cuencia en individuos que participan en actividades acuaticas como el surf. Se cree
ademas que la temperatura del agua es un factor que influye en la prevalencia de EAE.
Supongamos que en un estudio se examinan a 307 surfistas que surfean fundamental-
mente en aguas frias (por debajo de 12°C). De los 307 surfistas examinados, 230 fueron
diagnosticados de EAE. En otro estudio realizado a 75 surfistas de aguas templadas,
30 fueron diagnosticados de EAE. Para una significacion del 5%, jse puede concluir
que la prevalencia de EAE es significativamente mayor en los surfistas de aguas frias?

Sea p; la prevalencia de EAE en surfistas de agua fria y p, la prevalencia de EAE
en surfistas de agua templada. Entonces, el contraste se plantea como un contraste
unilateral de la forma

Ho: pr—p2<0

Ho: p1 < p2
Hi: pr—p2>0

o equivalentemente
Hy: py>p2 {

ya que queremos determinar si existe evidencia de que p; es mayor que p,. Segin los
datos del estudio p, = 0.749 y p» = 0.4. El estadistico del contraste sera en este caso

pr— b2
\/ma—m 4 2(-p)

n n

= 5.65.

Para un nivel de significacién a = 0.05, rechazamos la hipétesis nula ya que el valor del
estadistico es mayor que z, = 1.64 (obtenemos z, buscando en la tabla de la N(0,1)
el valor que deja a su izquierda una probabilidad 0.95). En resumen, se puede concluir
que la prevalencia de EAE es significativamente mayor en surfistas de agua fria.
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1 Introduccidn

En el capitulo anterior hemos estudiado los métodos basicos para el contraste de hipotesis sobre
parametros de variables continuas. Los datos con los que trabajabamos consistian en una o dos
muestras (dependiendo de si el contraste era sobre una o dos poblaciones) y asumiamos que dichas
muestras procedian de una distribuciéon normal. Por ejemplo, nos preguntabamos si el nivel medio
de amilasa en sangre es significativamente mayor que un valor dado o si la talla media de los nifios
de tres afios es significativamente superior que la de las nifias de la misma edad. En ambos casos
estamos suponiendo que las variables de interés (nivel de amilasa en sangre, talla de nifios y nifias) se
distribuyen como una variable normal.

Sin embargo hay ocasiones en que la variable de estudio no es continua, sino que sus valores son de
tipo categérico. Por ejemplo, supongamos que se ha llevado a cabo un estudio en nifios y nifias de
3 afios consistente en determinar su talla. En vez de registrar el valor numérico de la estatura, el
resultado observado se clasificé en tres categorias: bajo, normal, alto. Podemos estar interesados en
determinar si existe una relacién estadisticamente significativa entre la talla y el sexo del nifio pero
ahora la variable estatura es categoérica y los métodos de inferencia que debemos usar seran distintos
a los vistos en el capitulo anterior. En este tema trataremos el estudio de datos categdricos y los
procedimientos de inferencia adecuados en este caso.

2 Tablas de contingencia para datos categéricos

Los datos categoricos son datos que provienen de experimentos cuyos resultados son de tipo categorico,
es decir, se presentan en diferentes categorias que pueden o no estar ordenadas.

Ejemplo 1:  Se hizo un estudio consistente en experimentar la efectividad de dos tratamientos anal-
gésicos para la reduccion del dolor en 165 pacientes con cefalea. Se registré el tipo
de dolor (ausente, leve, moderado o intenso) que manifestaron sufrir los pacientes
sometidos a cada tratamiento. De los 83 pacientes sometidos al tratamiento A, 12
manifestaron no sufrir dolor de cabeza, 24 dolor leve, 31 dolor moderado y 16 dolor
intenso. De los 82 pacientes sometidos al tratamiento B, 20 manifestaron no sufrir
dolor de cabeza, 18 dolor leve, 30 dolor moderado y 14 dolor intenso.

La forma de organizar datos de dos variables categdricas es mediante una tabla de doble entrada,
llamada tabla de contingencia. Las tablas de contingencia estdn compuestas por filas (horizontales),
para la informacién de una variable y columnas (verticales) para la informacion de otra variable. En
cada casilla de la tabla se muestra el niimero de casos o individuos que poseen un nivel de una de las
variables y otro nivel de la otra variable (frecuencias observadas).

Ejemplo 1: La tabla de contingencia 2 x 4 (2 filas y 4 columnas) asociada al Ejemplo 1 es:

Dolor
Tratamiento Ausente Leve Moderado Intenso
A 12 24 31 16
B 20 18 30 14
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En la tabla de contingencia también se suelen representar:
e Los totales de cada fila, que se llaman marginales de las filas.
e Los totales de cada columna, que se llaman marginales de las columnas.

e El niimero total de individuos.

Ejemplo 1: Podemos completar la tabla de contingencia del Ejemplo 1 con los totales.
Dolor
Tratamiento Ausente Leve Moderado Intenso | Total
A 12 24 31 16 83
B 20 18 30 14 82
Total 32 42 61 30 165
2.1 Tablas 2 x 2

Una tabla de contingencia 2 x 2 esta formada por dos filas y dos columnas. Se utiliza para representar
datos de dos variables, cada una de las cuales presenta dos (inicos valores o categorias. En esta
situacion la tabla de contingencia se reduce a una tabla 2 x 2 como la que se muestra a continuacion:

Variable 1

Variable 2 Valor 1 Valor 2
Valor 1 a b
Valor 2 C d

Ejemplo 2: Se ha planteado la hipétesis de que el cancer de mama en mujeres esta causado en
parte por eventos que ocurren entre la edad de la primera menstruacién y la edad al
nacer el primer hijo. En particular, se cree que el riesgo de cancer de mama aumenta
cuanto mayor es este intervalo de tiempo. Esto significaria que la edad a la que las
mujeres tienen su primer hijo es un factor de riesgo importante en la incidencia de
esta enfermedad. Se ha llevado a cabo un estudio a nivel internacional para contrastar
esta hipotesis. En él participaron 3220 mujeres con cancer de mama (casos) y 10245
mujeres sin cancer de mama (controles). La edad a la que las mujeres del estudio
tuvieron su primer hijo fue categorizada en > 30 afios y < 29 afios. Los datos del

estudio se resumen en la siguiente tabla 2 x 2.

Tipo
Edad al tener el primer hijo Caso Control
> 30 683 1498
<29 2537 8747

Las frecuencias observadas son a = 683, b = 1498, c = 2537 y d = 8747.
Ejemplo tomado del libro Fundamentals of Biostatistics. Rosner, B. (2000)
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Si ademas representamos los totales, tendremos:

Variable 1
Variable 2 Valor 1 Valor 2 Total
Valor 1 a b a+b
Valor 2 C d c+d
Total a+c b+d a+b+c+d

Ejemplo 2: Volviendo al estudio sobre el cancer de mama obtenemos:

Tipo
Edad al tener el primer hijo Caso Control | Total
> 30 683 1498 2181
<29 2537 8747 11284
Total 3220 10245 | 13465

Asi, el nimero de casos es a + ¢ = 3220 mujeres. El nimero de controles es b +d =
10245. El nimero de mujeres del estudio que han tenido su primer hijo con mas de 30
afios es a4+ b = 2181 mujeres. El nimero de mujeres del estudio que han tenido su
primer hijo con menos de 29 afios es c+d = 11284 mujeres. El total de observaciones
esn=a+b+c+d= 13465 mujeres.

Ante una tabla de contingencia como las anteriores se pueden plantear distintas cuestiones. Por
ejemplo, podemos estar interesados en determinar si existe una relacién estadisticamente significativa
entre las variables estudiadas. Para responder a esta cuestion utilizaremos la metodologia de analisis de
las tablas de contingencia. Existen diferentes procedimientos como el test Chi-cuadrado que veremos
a continuacién. También nos puede interesar cuantificar la relacién entre las variables de interés
y estudiar su relevancia clinica. Esta Gltima cuestion podra resolverse mediante las denominadas
medidas de asociacién o de efecto como el riesgo relativo (RR) y odds-ratio (OR).

Tanto las medidas de efecto como las pruebas estadisticas a utilizar dependeran del disefio del estudio
del que proceden los datos. Veremos diferentes tipos de estudios que se pueden llevar a cabo.

3 Pruebas Chi-cuadrado

Las pruebas Chi-cuadrado, o pruebas x? de Pearson, son un grupo de contrastes de hipétesis que se
aplican en dos situaciones basicas:

e Para comprobar afirmaciones acerca de las funciones de probabilidad (o densidad) de una variable
aleatoria. Por ejemplo, si queremos contrastar si una determinada variable sigue una distribucion
normal.

e Para determinar si dos variables son independientes estadisticamente. En este caso la prueba
que aplicaremos sera el test x? de independencia.

3.1 Test Chi-cuadrado de independencia en tablas 2 x 2

El test x2 de independencia nos permite determinar si dos variables cualitativas X e Y estan o no
asociadas. Si concluimos que las variables no estan relacionadas podremos decir con un determinado
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nivel de confianza, previamente fijado, que ambas son independientes. El contraste se plantea como:

Hy : X e Y son independientes
Hi: X e Y no son independientes

Veremos como se lleva a cabo el test x2 de independencia en el caso particular de una tabla de
contingencia 2 x 2. El test se podra generalizar para contrastar la independencia de variables que
presenten mas de dos posibles valores o categorias.

Ejemplo 2:

Volvemos al estudio sobre el cancer de mama. El objetivo es determinar si existe una
relaciéon estadisticamente significativa entre el desarrollo de la enfermedad y la edad a
la que la mujer tiene el primer hijo. Es decir, si llamamos:

e X = Cancer de mama (si 0 no)
e Y = Edad a la que la mujer tiene el primer hijo (<29 6 > 30)

entonces, el contraste planteado seria:

Hq : X e Y son independientes
Hi: X e Y no son independientes.

Si la hipétesis nula fuese cierta, la proporcién de mujeres con cancer de mama que

tuvieron su primer hijo con menos de 29 afios deberia ser la misma que la proporcién de

mujeres con cancer de mama que tuvieron su primer hijo con mas de 30 afios. Entonces,

si Hg fuese cierta, de las 3220 mujeres con cancer de mama jcuantas esperariamos que

hubiesen tenido su primer hijo con mas de 30 afios? ;jy con menos de 297

El nimero esperado de casos con mas de 30 afios de edad al tener el primer hijo seria:
3220

E{; =2181——— = 521.561.
11 813465 521.56

El niimero esperado de casos con menos de 29 afios al tener el primer hijo seria:

3220
Ey = 11284m = 2698.4309.

Del mismo modo, si la hipétesis nula fuese cierta, la proporcién de mujeres sin cancer de
mama que tuvieron su primer hijo con menos de 29 afios deberia ser la misma que la de
mujeres sin cancer de mama que tuvieron su primer hijo con mas de 30 afios. Entonces,
si Hg fuese cierta, de las 10245 mujeres sin cancer de mama ;cuantas esperariamos que
hubiesen tenido su primer hijo con mas de 30 afios? jy con menos de 297 El nimero
esperado de controles con mas de 30 afios al tener el primer hijo seria:

10245

El niimero esperado de controles con menos de 29 afios al tener el primer hijo seria:

10245
Exp = 11284m = 8585.561.
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La tabla de valores observados y esperados bajo la hipétesis nula es entonces:

Tipo
Edad al tener el primer hijo Caso Control Total
> 30 683 (521.561) 1498 (1659.439) | 2181
<29 2537 (2698.439) 8747 (8585.561) | 11284
Total 3220 10245 13465

Comparamos ahora los datos observados con los datos esperados (entre paréntesis). Si
dichos valores son considerablemente distintos, deberiamos rechazar la hipétesis nula
de independencia.

Los valores esperados en una tabla de contingencia se calculan a través del producto de los totales
marginales dividido por el nimero total de individuos. En el caso particular de una tabla 2 x 2 se tiene:

_(a+c)-(a+b) £ :(b—l—d)-(a—l—b)

Fu = a+b+c+d 2T b+ctd
£ _(@a+c)-(c+d) £ _(b+d)-(c+d)
2T atb+c+d 2T a+b+c+d

Si denotamos por O;; los valores observados en la realidad, podemos representar los valores observados
y esperados en la misma tabla como se muestra a continuacion.

Variable 1
Variable 2 Valor 1 Valor 2
Valor 1 Oy (E11) O1s (E1d)
Valor 2 O (Ez1) O (Ex)

El test x? de independencia mide la diferencia entre los valores E;; que deberiamos haber obtenido si
las dos variables fuesen independientes y los que se han observado en la realidad Oj;. El estadistico
del contraste es:

= Z (observados — esperados)?
esperados '

todas las celdas

Es decir,
=3 (Oj —“Eij)Q_
ij Ej

Cuanto mayor sea la diferencia entre los valores esperados y observados, mayor sera el valor de este
estadistico. Por lo tanto, deberemos rechazar Hy cuando el valor de x? sea “grande’”.

Bajo la hipétesis nula de independencia, se sabe que los valores del estadistico se distribuyen aprox-
imadamente seglin una distribuciéon Chi-cuadrado. Para el caso de una tabla de contingencia de r
filas y s columnas, los grados de libertad son (r — 1)(s — 1). Por lo tanto, para el caso particular de
una tabla 2 x 2, el estadistico sigue aproximadamente una distribuciéon Chi-cuadrado con 1 grado de
libertad bajo H,.

En resumen, para tablas de contingencia 2 x 2, rechazaremos la hipétesis nula de independencia para
una significacion a si

O — E)2
XQZZ( 1 U) Zxa
i Eij
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donde x. es el punto que deja a su derecha una probabilidad a en una distribucién Chi-cuadrado con
1 grado de libertad, ver Figura 1.

Figure 1: Densidad de una x2? con 1 grado de libertad.

Xa

Regiones de aceptacién y rechazo del

estadistico x2? de Pearson para tablas de contingencia 2 x 2.

Ejemplo 2:

Calculamos el valor del estadistico x? para el ejemplo del estudio sobre el cancer de
mama. Se tiene:

, (683 —521.561)2 (1498 — 1659.439)2 (2537 — 2698.439)2 (8747 — 8585.561)2
N 521.561 1659.439 2698.439 8585.561

Consultamos la tabla de la distribucién Chi-cuadrado (con 1 grado de libertad) y con-
cluimos que, para un nivel de significacién a = 0.05, rechazamos la hipétesis nula de
que el desarrollo de la enfermedad es independiente de la edad a la que la mujer tiene
el primer hijo ya que el valor del estadistico es mayor que x, = 3.84.

De hecho, incluso para una significacién a = 0.005, rechazariamos la hipétesis nula de
independencia ya que también en este caso el valor del estadistico es mayor que X, =
7.88. Por lo tanto, podemos concluir que el cancer de mama esta significativamente
asociado con la edad a la que la mujer tiene el primer hijo.

0 3.84 78.369

Regidn critica
a =0.05

Figure 2: Region critica del contraste de independencia del Ejemplo 2. El estadistico del contraste
pertenece a la regién critica y, por lo tanto, se rechaza la hipétesis nula Hj.

Ademas, para el caso de una tabla 2 x 2, la expresion del estadistico x? puede simplificarse y obtenerse
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como:

Ejemplo 2:

Ejemplo 3:

»  (a+b+c+d)(ad —bc)?
X T G@+b)ctd)(ato)b+d)

Comprobamos que el estadistico x2 para los estudio sobre el cAncer de mama se calcula
también como:

5 (a+b+c+d)(ad—bc)? 13465 (683 - 8747 — 1498 - 2537)?

= = = 78.3609.
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d) 2181 - 11284 - 3220 - 10245

El problema planteado en el Ejemplo 2 se puede enfocar desde la perspectiva de los
contrastes sobre dos proporciones vistos en el capitulo anterior. Recuerda que el prob-
lema planteaba la hipétesis de que la edad a la que las mujeres tienen su primer hijo
podria ser un factor de riesgo importante en la incidencia del cancer de mama. En el
estudio participaron 13465 mujeres (3220 casos y 10245 controles).

De entre los casos, 683 mujeres tuvieron su primer hijo con mas de 30 afios. De entre
los controles, 1498 mujeres tuvieron su primer hijo con mas de 30 afios. En base a esos
datos, jhay evidencia significativa de que retrasar la edad a la que se tiene el primer
hijo afecta a la incidencia de cancer de mama? Si llamamos p; a la proporcién de
mujeres con cancer de mama que han tenido su primer hijo con mas de 30 afios y p»
a la proporcién de mujeres sin cancer de mama que han tenido su primer hijo con mas
de 30 aiios, el contraste se puede plantear como

Ho: pr—p2=0

Ho: p1=p2
Hi: pr—p2#0

o equivalentemente
Hi: p1 # p2 {

En este caso p; = 683/3220 = 0.212 y p, = 1498/10245 = 0.146. El estadistico del
contraste sera: R
p1 — P2

\/m(l—pa) + e20=p)

m 2

= 8.231.

Para un nivel de significaciéon o = 0.05, rechazamos la hipétesis nula ya que el valor
del estadistico es mayor que z,,» = 1.95. Se concluye entonces que hay evidencia
significativa de que la proporcién de mujeres con cancer de pecho que han tenido su
primer hijo con mas de 30 afios es significativamente distinta que la de mujeres sin
cancer de pecho que han tenido su primer hijo con mas de 30 afos. Ademas, puedes
comprobar que si se plantea un contraste unilateral del tipo

Ho: pr—p2<0

Hi: pr—p2>0

Ho: p1 < p2
Hy: py>p2

o equivalentemente {

también se rechaza la hipétesis nula. Es decir, la proporcién de mujeres con cancer de
pecho que han tenido su primer hijo con mas de 30 afios es significativamente mayor
que la de mujeres sin cancer de pecho que han tenido su primer hijo con mas de 30
anos.
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3.1.1 Correccion por continuidad

Ya hemos comentado que, para que la aproximacién por la distribuciéon Chi-cuadrado sea buena, es
conveniente que las frecuencias esperadas sean grandes. Como criterio en tablas 2 x 2 se pide que
todos los valores esperados Ej; sean mayores que 5. Aun asi, en tablas 2 x 2 la aproximacion a la
Chi-cuadrado puede no ser buena y, por eso, se suele aplicar la llamada correccién por continuidad
de Yates. Esta correccion consiste en restar 0.5 a cada una de las diferencias (sin signo) entre valores

observados y esperados, es decir:

Ejemplo 2:

(10 — E;| — 0.5)?
Xgorregiclo = Z > EU )
ij Y

Calculamos el valor del estadistico x? corregido para el ejemplo del estudio sobre el
cancer de mama. Observamos que las diferencias entre valores observados y esperados
son todas 161.438 o —161.438. Entonces:

5 _ (161.438—-05)?  (161.438 —0.5)2 (161.438 —0.5)2 = (161.438 —0.5)?
Xcorregido = 521.561 2698.439 1659.439 8585.561

77.885.

Consultamos la tabla de la distribucién Chi-cuadrado (con 1 grado de libertad) y con-
cluimos que, para un nivel de significacién a = 0.05, rechazamos la hipétesis nula de
que el desarrollo de la enfermedad es independiente de la edad a la que la mujer tiene
el primer hijo ya que el valor del estadistico corregido es mayor que X, = 3.84.

3.2 Test Chi-cuadrado de independencia en tablas r x s

Veremos ahora como se lleva a cabo el test x? de independencia en el caso general de una tabla de
contingencia r x s (r filas, s columnas).

Ejemplo 3:

Se ha llevado a cabo una encuesta sobre salud en un determinado pais. En la siguiente
tabla se muestran los resultados de dos de las preguntas incluidas en el cuestionario. La
primera pregunta era: “En general, jdefiniria su estado de salud como excelente, bueno,
normal o deficiente?”. La segunda pregunta era: “jPuede hace frente al pago de los
servicios sanitarios que necesita?” Las posibles respuestas eran casi nunca, normalmente
no, normalmente si o siempre.

Pago servicios sanitarios

Estado de Salud Casi nunca  Normalmente no  Normalmente si  Siempre | Total
Excelente 4 20 21 99 144
Bueno 12 43 59 195 309
Normal 11 21 15 58 105
Deficiente 8 9 8 17 42
Total 35 93 103 369 600

Recordamos que estamos interesados en determinar si dos variables cualitativas X e Y estan o no
asociadas. Ahora X o Y pueden presentar mas de dos posibles valores o categorias. El contraste se
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plantea como:
Ho : X e Y son independientes
Hy; : X e Y no son independientes

Igual que antes, el test x? de independencia mide la diferencia entre los valores esperados Ej; que
deberiamos haber obtenido si las dos variables fuesen independientes y los que se han observado en
la realidad Oj;. El estadistico del contraste es:

=y

todas las celdas

(observados — esperados)?
esperados '

Los valores esperados se calculan usando el mismo método que para tablas 2 x 2. Para cada celda, se
multiplican los totales marginales de la fila y columna correspondiente y se divide el resultado entre
el nimero total de individuos. Es decir

£ _ Total marginal de la fila / - Total marginal de la columna j
v Total de individuos

Nos preguntamos si el estado de salud esta relacionado con la capacidad que tienen
los pacientes de hacer frente al pago de los servicios sanitarios. Calculamos la tabla de
valores observados y esperados (entre paréntesis) para la tabla del Ejemplo 3.

Ejemplo 3:

Pago servicios sanitarios

Estado de Salud Casi nunca  Normalmente no  Normalmente si Siempre Total
Excelente 4(8.40) 20(22.32) 21(24.72) 99(88.56) 144
Bueno 12(18.02) 43(47.90) 59(53.04) 195(190.04) | 309
Normal 11(6.13) 21(16.27) 15(18.02) 58(64.57) 105
Deficiente 8(2.45) 9(6.51) 8(7.21) 17(25.83) 42
Total 35 93 103 369 600

Por ejemplo, si suponemos que el estado de salud es independiente de la capacidad para
hacer frente al pago de los servicios sanitarios, el nimero esperado de pacientes con un
estado de salud bueno y que normalmente pueden hacer frente al pago de los servicios
sanitarios seria E»3 (fila 2, columna 3)

309103

Eorn =
23 600

= 53.04.

Una vez calculada la tabla de valores observados y esperados, podemos calcular el valor del estadistico
Chi-cuadrado,

Oi'_Ei' 2
N NCIE-h
i Eij

Cuanto mayor sea la diferencia entre los valores esperados y observados, mayor sera el valor de este
estadistico. Por lo tanto, deberemos rechazar Hy cuando el valor de x? sea “grande”. Bajo la hipStesis
nula de independencia, se sabe que los valores del estadistico se distribuyen aproximadamente segdn
una distribucion Chi-cuadrado. Para el caso de una tabla de contingencia de r filas y s columnas, los
grados de libertad son (r — 1)(s — 1). Es decir, rechazaremos la hipétesis nula de independencia para
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una significacién a si
C_FE.)2
x2 = Z (O E.-EU) > Xa
ij Y

donde x. es el punto que deja a su derecha una probabilidad a en una distribucién Chi-cuadrado con
(r —1)(s — 1) grados de libertad, ver Figura 3.

Xa

Figure 3: Densidad de una x2 con (r—1)(s—1) grado de libertad. Regiones de aceptacién y rechazo
del estadistico x? de Pearson para tablas de contingencia r x s.

Ejemplo 3: Calculamos el valor del estadistico x? para el Ejemplo 3. Se tiene:

,  (4-8.40)7  (20-2232)° (17 — 25.83)2
- 8.40 22.32 25.83

= 30.7078.

Consultamos la tabla de la Chi-cuadrado con (r—1)(s—1) = (4—1)(4—1) = 9 grados
de libertad y concluimos que, para un nivel de significacién a = 0.05, rechazamos la
hipotesis nula de que el estado de salud es independiente de la capacidad para hacer
frente al pago de los servicios sanitarios ya que el valor del estadistico es mayor que
Xo = 16.9.

4  Tipos de estudios

Los estudios epidemiol6gicos son los estudios en los que se basa la investigacion médica y permiten
establecer la relacion entre las causas de una enfermedad y la influencia de éstas en el desarrollo (o
no) de la enfermedad. Existen numerosas clasificaciones de los estudios epidemiolégicos dependiendo
de si atendemos a su finalidad, a su secuencia temporal, al control que se tenga sobre los factores del
estudio,...

Clasificaremos aqui los estudios epidemiolégicos segiin el tipo de intervencion que exista en el estudio.
Dependiendo de si existe o no intervencién, los estudios se clasifican en:

e Estudios observacionales: Son aquellos en los que el factor de estudio no es controlado por el
investigador. El investigador se limita a observar y medir. Son ejemplos de estudios observa-
cionales el estudio caso—control, estudio de cohortes y el estudio de prevalencia o transversal.

— Estudios caso—control: En los estudios de casos y controles los sujetos incluidos proceden
tipicamente de dos grupos, segln sean casos (con la enfermedad o dafio en estudio) o
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controles (sin el dafio en cuestién). La idea es comparar los antecedentes de los enfermos
de una poblacion con los de los sanos de la misma poblacién. Se trata de poner de
manifiesto posibles diferencias en las exposiciones que expliquen, al menos parcialmente,
la razén por la que unos enfermaron y otros no.

— Estudios de cohortes: Los estudios de cohorte se basan en el seguimiento en el tiempo
de dos o mas grupos de individuos que han sido divididos segiin el grado de exposicion
a un determinado factor (corrientemente en 2 grupos: expuestos y no expuestos). Al
inicio, ninguno de los individuos incluidos en ambos grupos tiene la enfermedad o dafio
en estudio. Los individuos son seguidos durante un periodo de tiempo para observar
la frecuencia de aparicién del fenémeno que nos interesa. Si al finalizar el periodo de
observacion la incidencia de la enfermedad es mayor en el grupo de expuestos, podremos
concluir que existe una asociacién estadistica entre la exposicién a la variable y la incidencia
de la enfermedad.

— Estudio de prevalencia o transversal: Los estudios transversales examinan las relaciones
entre las enfermedades y otras variables de interés en una poblacién y momento determi-
nados. La presencia o ausencia de la enfermedad y de las otras variables se determinan en
cada miembro de la poblacién estudiada o en una muestra representativa en un momento
dado. La secuencia temporal de causa a efecto no queda necesariamente determinada en
un estudio de este tipo.

e Estudios experimentales: El investigador asigna un factor de estudio y lo controla a lo largo de
la investigacién. Este tipo de estudios se utilizan para evaluar la eficacia de diferentes terapias,
de actividades preventivas o para la evaluacién de actividades de planificacién y programacion
sanitarias. Son ejemplos de estudios experimentales los ensayos clinicos.

— Ensayos clinicos: Los ensayos clinicos son experimentos planificados sobre pacientes cuyo
objetivo es evaluar la eficacia de tratamientos e intervenciones médicas o quirlrgicas.

Ejemplo 4: El estudio sobre el cancer de mama descrito en el Ejemplo 2 es un estudio caso—control.

Ejemplo 5: El Estudio del Corazén de Framingham. El Estudio de Framingham es un conocido es-
tudio de cohorte que se inicié en 1948 bajo la direccién del Instituto Nacional Cardiaco,
Pulmonar y Sanguineo de EEUU. El objetivo del mismo era la identificacién de los fac-
tores o caracteristicas comunes que contribuian a las enfermedades cardiovasculares,
mediante el seguimiento a largo plazo de un gran ndmero de individuos que en el mo-
mento de su incorporacién al estudio todavia no habian manifestado evidencia clinica de
la enfermedad. Inicialmente se reclutaron 5.209 varones y mujeres con edades compren-
didas entre los 30 y 62 afios, residentes en Framingham, Massachussets. Asi comenzé
la primera serie de examenes médicos, clinicos, bioquimicos y de estilos de vida que
constituirian las bases para el analisis de los patrones comunes relacionados con el
desarrollo de las enfermedades cardiovasculares.

http://www.framinghamheartstudy.org/index.html
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Ejemplo 6: Un estudio transversal para conocer la prevalencia de osteoporosis y su relacién con
algunos factores de riesgo potenciales incluyé a 400 mujeres con edades entre 50 y
54 afos. A cada una se le realiz6 una densitometria de columna y en cada caso se
completd un cuestionario de antecedentes.

Ejemplo 7:  El hospital Northwestern Medicine de Chicago participa en el primer ensayo clinico
con células madre embrionarias humanas. El ensayo pretende probar la seguridad y
tolerancia, y eventualmente la eficacia, del tratamiento en parapléjicos recientes, para
reparar los dafios sufridos en la médula espinal.

Noticia de El Pais (30/09/2010).

5 Medidas de efecto: riesgo relativo y odds-ratio

La relacion entre las variables se puede cuantificar mediante el calculo de medidas de asociacién como
el riesgo relativo (RR) y la odds-ratio (OR).

5.1 Riesgo relativo

El riesgo relativo (RR) es una razén que relaciona la incidencia en dos grupos de poblacién que difieren
por el grado de exposiciéon a un factor determinado. Es decir:

_Incidencia en el grupo 1
Incidencia en el grupo 2

Generalmente, el grupo 2 se encuentra en condiciones normales (no expuestos a cierto factor de
riesgo) mientras que el grupo 1 se encuentra expuesto al factor de riesgo. De esta forma, un RR
mayor que 1 indicaria efectos nocivos del factor de riesgo, es decir, la presencia del factor de riesgo se
asocia a una mayor incidencia. Un RR menor que 1 indicaria que la presencia del factor de riesgo se
asocia a una menor incidencia (factor de proteccién). Un RR igual a 1 indicaria que no hay asociacion
entre la presencia del factor de riesgo y la incidencia de la enfermedad.

Si consideramos la tabla de contingencia 2 x 2

Enfermedad
Factor de riesgo o exposicién  Si No
Presente a b
Ausente C d
se tendria:
_a/(a+b)
T c/(c+d)’
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5.2 Odds-ratio

En muchas ocasiones el nimero de sujetos clasificados como enfermos es pequefio comparado con el
nimero de sujetos clasificados como no enfermos, es decir:

a+b=b
c+d=d
En ese caso el riesgo relativo se aproxima por:
a/b ad
OR= — = —.
c/d  bc

A esta medida se le denomina odds-ratio o razén de ventajas.

Carmen M? Cadarso, M? del Carmen Carollo, Xosé Luis Otero, Beatriz Pateiro Pagina 14 de 14



Bioestadistica. Curso 2014-2015
Capitulo 10

Carmen M? Cadarso, M2 del Carmen Carollo, Xosé Luis Otero, Beatriz Pateiro

Contents

1 Introduccion

2 Conceptos generales
2.1 Eldiagrama de dispersion . . . . . . . . .o
2.2 Covarianza . . . . . ..
2.3 Coeficiente de correlacién lineal . . . . . . . ..o

3 El modelo de regresion lineal
3.1 El método de minimos cuadrados . . . . . . . . .. ...
3.2 Descomposicion de la variabilidad . . . . . . ... ..o oL
3.2.1 Coeficiente de determinaciéon . . . . . . . . . . .. ...

~ A NODN

~N o 00>



Bioestadistica. Grado en Medicina Capitulo 10

1 Introduccidn

En el primer capitulo nos hemos ocupado de la descripcién de variables estadisticas unidimensionales,
es decir, cada individuo de la muestra era descrito de acuerdo a una (inica caracteristica. Sin embargo,
lo habitual es que tendamos a considerar un conjunto amplio de caracteristicas para describir a cada
uno de los individuos de la poblacién, y que estas caracteristicas puedan presentar relacién entre el-
las. Asi, si para un mismo individuo observamos simultaneamente k caracteristicas obtenemos como
resultado una variable estadistica k-dimensional. Nos centraremos en el estudio de variables estadisti-
cas bidimensionales, es decir, tendremos dos caracteristicas por cada individuo. Representaremos por
(X,Y) la variable bidimensional estudiada, donde X e Y son las variables unidimensionales correspon-
dientes a las primera y segunda caracteristicas, respectivamente, medidas para cada individuo. En el
estudio de variables bidimensionales tiene mucho interés buscar posibles relaciones entre las variables
X e Y. Por ejemplo, jexiste relacién entre la altura en el peso?, jcomo se relaciona la cantidad de
dinero que se ha invertido un laboratorio para anunciar un nuevo farmaco con las cifras de ventas
durante el primer mes?, ;esta relacionada la altura de un padre con la de su hijo?. El tipo de relacién
mas sencilla que se establece entre un par de variables es la relaciéon lineal. Estudiaremos en este
capitulo este tipo de relaciones.

2 Conceptos generales

Estudiaremos las caracteristicas (X,Y) de una poblacién a partir de la informacién recogida en una
muestra de tamafio n de la forma (x1, y1), ..., (Xs, ¥n).

Ejemplo 1: EL Volumen Expiratorio Forzado (VEF) es una medida de la funcién pulmonar. Se
cree que el VEF esta relacionado con la estatura. Nos interesa estudiar la variable
bidimensional (X,Y) siendo X la estatura de nifios de 10 a 15 afios de edad e Y el
VEF. A continuacion se muestra la estatura (en cm.) y el VEF (en I.) de 12 nifios en
ese rango de edad:

Estatura ‘ 134 138 142 146 150 154 158 162 166 170 174 178
VEF ‘1.7 19 20 21 22 25 27 30 31 34 38 39

Es decir, contamos con la informacién recogida en una muestra de tamafio n = 12 de
la forma (134,1.7),(138,1.9),...,(178,3.9).

2.1 El diagrama de dispersion

La representacion grafica mas (til de dos variables continuas es el diagrama de dispersion. Consiste
en representar en un eje de coordenadas los pares de observaciones (x;,y;). La nube asi dibujada
(a este grafico también se le llama nube de puntos) refleja la posible relacion entre las variables. A
mayor relacién entre las variables mas estrecha y alargada sera la nube. En la Figura 1 se muestran
ejemplos de diferentes diagramas de dispersion.

Ejercicio 1. j Te parece que existe relacion lineal entre las variables X e Y representadas en los
graficos de dispersion de la Figura 17 ; Qué tipo de relacién crees que existe en cada
uno de los ejemplos representados?
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Figure 1: Diferentes diagramas de dispersion

Ejemplo 1: Para los datos del Ejemplo 1, se obtiene el diagrama de dispersién de la Figura 2. A
partir de la grafica se observa que parece existir una clara relacién lineal entre ambas
variables, de manera que a medida que aumenta la estatura, también aumenta el VEF
y ademas lo hace de forma lineal.

35
I

3.0
I

VEF

20

T T T T
140 150 160 170

Estatura

Figure 2: Diagrama de dispersion para los datos del Ejemplo 1
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2.2 Covarianza

La mayoria de las medidas caracteristicas estudiadas en el caso unidimensional (como por ejemplo
la media) pueden extenderse al caso bidimensional. Ademas, en el contexto bidimensional surgen
nuevas medidas que nos permiten cuantificar la dispersién conjunta de dos variables estadisticas.
Consideremos una muestra de n observaciones de una variable bidimensional cuantitativa (X, Y).

Se define la covarianza entre X e Y (que se denota por sy, ) como:
CouX,Y) = 55y = —= 3 (6= D) - )
V ) =Sy = —— Xi— X P — .
rEp3 Vi—y

La covarianza puede interpretarse como una medida de relacion lineal entre las variables X e Y.

Propiedades:

1. La covarianza de (X,Y) es igual a la de (Y, X), es decir, S,, = Syx
2. La covarianza de (X, X) es igual a la varianza de X, es decir s, = 2

Ejemplo 1: Para los datos del Ejemplo 1 se obtiene que la estatura media es x = 156 centimetros
y el VEF medio es y = 2.691 litros. La covarianza entre X e Y se calcula como

o (134 — 156) - (1.7 — 2.691) + ...+ (178 — 156) - (3.9 — 2.691)
Ea 11

=10.672

El signo de la covarianza nos indica que hay una relacion positiva, es decir, a medida
que aumenta la estatura aumenta el VEF.

2.3 Coeficiente de correlacién lineal

La covarianza cambia si modificamos las unidades de medida de las variables. Esto es un inconveniente
porque no nos permite comparar la relacién entre distintos pares de variables medidas en diferentes
unidades. La solucién es utilizar el coeficiente de correlacion lineal, que consiste en tipificar la
covarianza dividiéndola por las desviaciones tipicas de ambas variables, y se calcula mediante,

La correlacién lineal toma valores entre —1 y 1 y sirve para investigar la relacion lineal entre las
variables. Asi, si toma valores cercanos a —1 diremos que tenemos una relacion inversa entre X e Y
(esto es, cuando una variable toma valores altos la otra toma valores bajos). Sitoma valores cercanos
a +1 diremos que tenemos una relacion directa (valores altos de una variable en un individuo, asegura
valores altos de la otra variable). Si toma valores cercanos a cero diremos que no existe relacién
lineal entre las variables. Cuando el valor de la correlacion lineal sea exactamente 1 o —1 diremos que
existe una dependencia exacta entre las variables mientras que si toma el valor cero diremos que son
incorreladas.
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Ejemplo 1: Para los datos del Ejemplo 1 se obtiene que la desviacién tipica de la estatura es
Sy = 14.422 centimetros y la desviacion tipica del VEF es s, = 0.748 litros. Por lo
tanto, el coeficiente de correlacién lineal sera

10.672

= 0B e 9881
™ = 14.422-0.7488

La correlacién es proxima a 1 y por lo tanto la relacién entre ambas variables es directa.

3 El modelo de regresién lineal

En el estudio de variables bidimensionales tiene mucho interés buscar posibles relaciones entre las
variables. La mas sencilla de estas relaciones es la dependencia lineal donde se supone que la relacion
entre dos variables X e Y viene dada por la ecuacion Y = B+ B1X. Sin embargo, este modelo supone
que una vez determinados los valores de los pardmetros By y B1 es posible predecir exactamente la
respuesta Y dado cualquier valor de la variable de entrada X. En la practica tal precisién casi nunca
es alcanzable, de modo que lo maximo que se puede esperar es que la ecuacion anterior sea valida
sujeta a un error aleatorio, es decir, la relacion entre la variable dependiente (Y) y la variable
independiente (X) se articula mediante una recta de regresion:

Y =B+ B X +e.

3.1 El método de minimos cuadrados

Dada una muestra (xg,y1),....,(X».¥a), €l objetivo es determinar los valores de los pardmetros descono-
cidos By y B1 (mediante estimadores Boy Bl) de manera que la recta definida ajuste de la mejor forma
posible a los datos. Aunque existen muchos métodos, el mas clasico es el conocido como método
de minimos cuadrados que consiste en encontrar los valores de los parametros que, dada la muestra
de partida, minimizan la suma de los errores al cuadrado. Los estimadores By y B1 se determinan
minimizando las distancias verticales entre los puntos observados, y;, y las ordenadas previstas por la
recta para dichos puntos y;. Es decir, el criterio sera minimizar

M(Bo.B1) = 7 > & = 3" — (Bo + Fux)*
i=1 i=1

Los valores de los parametros se obtienen, por tanto, derivando e igualando a cero. Se tiene:

Bo =y — P1X
que seran llamados coeficientes de la regresion. De esta manera obtendremos la ecuacion de la
recta de regresion:

U o R . _ s _
y:50+51x:y—,61x+,61x:y+ﬁ1(x—x):y+g(x—x)

X
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que llamaremos recta de regresion de Y sobre X para resaltar que se ha obtenido suponiendo que
Y es la variable respuesta y que X es la variable explicativa.

Ejemplo 1: Volvamos al Ejemplo 1, donde se recogian datos de la estatura (X) y el VEF (Y). Los
coeficientes de la recta de regresion de Y sobre X son:

10.672

14430 By =2.691 — 156 - 0.0513 = —5.312

B = =0.0513,
En la Figura 3 se muestra la recta de regresion de ecuacion:

y = fBo + Bix = —5.312 + 0.0513x

VEF

T T T T
140 150 160 170

Estatura

Figure 3: Recta de regresion y = —5.312 + 0.0513x para los datos del Ejemplo 1

3.2 Descomposicion de la variabilidad

Los métodos de regresién pretenden darnos una explicacion de cémo la variable respuesta, Y, se
comporta de distinta manera en funcién del valor que tome la variable explicativa, X. En consecuencia,
parte de la variabilidad de Y quedarfa justificada por la influencia de la variable X, mientras que otra
parte seria fruto del error del modelo.

La variabilidad de toda la muestra la denominamos variabilidad total (VT) o suma total de cuadrados
y se calcula como
n
VT =3 (7).
=1

La variabilidad total se descompone en dos sumandos:

e El primero de ellos representa las desviaciones de las predicciones y; = Bo + B1x; respecto a la
media global. Por tanto, sirve como medicién de la variabilidad que podemos explicar en base
al modelo de regresién. Se denomina variabilidad explicada (VE).

n

VE = Z (Bo + Prxi —}7)2 = Z(fi -y
=1

i=1
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e El segundo representa las desviaciones de los valores observados y; respecto de las predicciones,
y en consecuencia refleja la variabilidad no explicada (VNE) por la regresién, sino debida al error.
Por ello se interpreta como variabilidad residual, se calcula mediante la suma de los residuos al
cuadrado, denominada también como suma residual de cuadrados:

WNE=Y" (v — (Bo+Bix)* = (v — 7)°.
i=1 =1

Se tiene asi la siguiente descomposicion de la variabilidad del modelo de regresién:

VT = VE + VNE.

3.2.1 Coeficiente de determinacion

Una vez resuelto el problema de estimar los parametros surge la pregunta de si la recta estimada es o
no representativa para los datos. Esto se resuelve mediante el coeficiente de determinacién (R?),
que se define como la proporcién de variabilidad de la variable dependiente que es explicada por la

regresién. Se calcula como:
VE 1 VNE

VT VT '
En el modelo de regresion lineal simple, el coeficiente de determinacién coincide con el cuadrado del

R2

coeficiente de correlacion entre la variable explicativa y la variable respuesta, es decir

2 _ 2
R_rxy

Ejemplo 1: Para los datos del Ejemplo 1 se puede observar que la recta de regresién no pasa por
todos los puntos observados (ver Figura 3). Sin embargo, estan muy préximos a ella,
el grado de ajuste viene determinado por el coeficiente de determinacién

R? =0.9881% = 0.976

que se calcula como el cuadrado del coeficiente de correlacién. Es decir, con el modelo
de regresion lineal simple hallado, la variable X es capaz de explicar el 97.6% de la
variacion de Y.

Carmen M@ Cadarso, M? del Carmen Carollo, Xosé Luis Otero, Beatriz Pateiro Pagina 7 de 7



	BioestadisticaTema1
	BioestadisticaTema2
	BioestadisticaTema3
	BioestadisticaTema4
	BioestadisticaTema5
	BioestadisticaTema6
	BioestadisticaTema7
	BioestadisticaTema8
	BioestadisticaTema9
	BioestadisticaTema10

