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Proélogo

Estos apuntes han sido preparados como apoyo para la asignatura de Programaciéon Matematica
del Master Interuniversitario en Técnicas Estadisticas en el que participan las tres universidades
gallegas. Se presupone que el alumno ya tiene conocimientos basicos de programacién lineal.

Para la elaboracién de este material se han usado distintas referencias, entre las que desta-
can el libro “Nonlinear Programming: Theory and Algorithms” (Bazaraa y otros, 2006) siendo
algunas secciones de estas notas poco més que meras traducciones del mismo. También se
ha usado el libro “Nonlinear Optimization” (Ruszczynski, 2006) y material de distintos cur-
sos de optimizacién impartidos por profesores invitados en la Facultad de Mateméticas de la
Universidad de Santiago de Compostela.

En una de sus formulaciones més habituales, un problema de programacién matematica se
puede escribir del siguiente modo

minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m
hi(w)=0 j=1,...1L

El principal objetivo de este curso sera que el alumno se familiarice con los principales conceptos
tedricos y practicos necesarios para abordar exitosamente este tipo de problemas en el caso més
general, en el que las funciones f, g; y h; pueden ser funciones no lineales y no convexas.

Es importante destacar que, incluso para aquellos estudiantes con una clara orientacion
hacia la estadistica, puede resultar de gran utilidad tener una sélida base en optimizacién. La
gran mayoria de las técnicas de estimacion estadistica acaban teniendo que hacer de una manera
un ajuste de parametros, intentando minimizar algin criterio: minimizar errores, maximizar
verosimilitud,. . . El caso mas sencillo es el de la regresion lineal, cuya resolucién pasa por un
resolver un problema de minimos cuadrados cuya solucién se puede encontrar de forma explicita.
El caso de la regresion no lineal ya resulta mas complejo, y los problemas de minimos cuadrados
no lineales resultantes pasa por el uso de algoritmos especificos de optimizacién, entre los que
destaca el de Levenberg-Marquardt.

A lo largo de estas notas se irdn proponiendo distintos ejercicios. Como indicacién acerca
de la dificultad de los mismos se usard “Ejercicio” para ejercicios muy sencillos, “*Ejercicio”
para ejercicios sencillos, “**Ejercicio” para ejercicios intermedios y, por ultimo, “***Ejercicio”
para ejercicios cuya resolucién podria llegar a requerir consultar material adicional.

Como consideracion relativa a la notacién mencionar que, salvo que se diga lo contrario,
a lo largo de estas notas todo vector en R™ se pensard como vector columna (n x 1) y que
tanto vectores como matrices se denotaran mediante letras negritas. Las componentes de
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v INDICE GENERAL

los vectores se denotaran con subindices, y se usaran superindices para denotar los elementos de
una sucesién. Para minimizar posibles confusiones con la notacion, la letra ¢ se usara inicamente
como indice de los elementos de una sucesién o de las iteraciones de un determinado algoritmo.

Se agradecerd que cualquier comunicacién relativa a erratas o errores de estos apuntes a
través de la siguiente direccién de correo electrénico: julio.gonzalezQusc.es.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



Tema 1

Introduccion al Analisis Convexo

Contenidos
1.1 Preliminares . . . . . . .. . ittt e e e e 2
1.2 Conjuntos convexos y propiedades . . . . . . . ..ot v oo 3
1.2.1 Definiciones basicas . . . . . . . . ... L o 3
1.2.2  Conos CONVEXOS . « v v v v v v e v e i et et e 7
1.2.3 Teoremas de separacion y de hiperplano soporte . . . . . ... .. .. 9
1.24 LemadeFarkas. . . .. . .. .. .. 11
1.3 Funciones convexas y propiedades . . . ... ... ... ....... 13
1.3.1 Discusidén previa . . . . . . ... 13
1.3.2 Definiciones basicas . . . . . . . . . .. . e 15
1.3.3 Continuidad y derivadas direccionales de funciones convexas . . . . . . 18
1.3.4 Subgradientes de funciones convexas . . . . . . .. .. ... ... 20
1.3.5 Funciones convexas y diferenciabilidad . . . . . .. .. ... ... ... 23
1.4 Ejercicios adicionales . . . . . ... ... 0 00000 oo o 28




2 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

1.1 Preliminares

La optimizacion de funciones convexas es un elemento muy importante de la programacién no
lineal. No sélo porque muchos problemas de optimizacién son en efecto problemas definidos
sobre funciones y regiones convexas, sino también porque muchos métodos en optimizacién no
convexa se basan en trabajar con sucesiones de problemas convexos que sean aproximaciones
del problema original.

En este primer tema veremos una pequena muestra de los resultados cldsicos en analisis
convexo que resultan fundamentales en el estudio de problemas de optimizacién no lineal,
centrandonos especialmente en aquellos que seran mas relevantes durante el resto del curso.

Antes de empezar a hablar de convexidad, presentamos una observacién geométrica que
usaremos frecuentemente y un breve recordatorio de topologia. El producto escalar de dos
vectores « e y, y'x, se puede expresar como el producto de las normas de ambos vectores por
el coseno del angulo que forman. Por tanto, una condicién de la forma y"@ < 0 quiere decir
que el d4ngulo que forman el vector y v el vector x es de al menos 90°. Anédlogamente, y'x > 0
quiere decir que dicho angulo es, a lo sumo, 90°.

Breve recordatorio de los conceptos basicos de topologia

Definimos la bola o e-entorno de centro x € R™ y radio ¢ € R, B(x,¢), como el conjunto de
los puntos que distan de & menos de e: B(x,e) = {y € R": ||y — z|| < €}. Una bola no es més
que la generalizacion de los conceptos de circulo en R? y esfera en R? a cualquier dimension.
Ahora definiremos clausura, interior y frontera de un conjunto en R™ apoyandonos en este tipo
de entornos.

Clausura (o adherencia). Un punto x estd en la clausura de S, S, si cualquier entorno de
x interseca a S. Equivalentemente, para todo € > 0, S N B(x, ) # 0.

Intuitivamente, la clausura de un conjunto S esta formada por aquellos puntos del espacio
que estan “pegados” a S.

Interior. Un punto x esta en el interior de S, S , si existe algtin entorno de @ que esté contenido
en S. Equivalentemente, existe £ > 0, tal que B(x,c) C S.

Intuitivamente, un punto estd en el interior de un conjunto S si estd completamente
rodeado de puntos del conjunto.

Frontera. Un punto x estd en la frontera de S, 0, si todo entorno de x contiene puntos de
S y del complementario de S. Equivalentemente, para todo ¢ > 0, B(x,e) NS # 0 y
B(zx,e) NR™\S # 0.

Ahora podemos apoyarnos en estos conceptos para definir distintas propiedades topolégicas
de conjuntos.

Conjunto cerrado. Un conjunto S C R" es cerrado si S = S.

Conjunto abierto. Un conjunto S C R" es abierto si S = S.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



1.2. Conjuntos convexos y propiedades 3

Conjunto acotado. Un conjunto S C R™ es acotado si existe r > 0 tal que S C B(x, ).
Conjunto compacto. Un conjunto S C R™ es compacto si es cerrado y acotado.!

Para terminar este recordatorio presentamos, sin demostracién, una serie de propiedades
topolégicas elementales. El alumno que no esté familiarizado con la topologia puede intentar
demostrar estas propiedades por si mismo o consultar algiin manual bésico topologia.

Proposiciéon 1.1. Dado un conjunto S, las siguientes relaciones se cumplen:
(i) SCS8,8CSyas=25\S.
(ii) Un conjunto es cerrado si y solo si contiene contiene a todos los puntos de su frontera.
(iii) Un conjunto es abierto si y sélo si contiene a ningin punto de su frontera.
(iv) La clausura de un conjunto S es el conjunto cerrado mds pequernio que lo contiene.

(v) El interior de un conjunto S es el conjunto abierto mds grande contenido en él.

*Ejercicio 1.1. Identifica la clausura, el interior y la frontera de cada uno de los siguientes
conjuntos convexos:

(i) {x € R®: 2% + 2% < x9}.

) {x € R?:2 <2y < 5,29 = 4}.

(iii) {x €eR3: x>0, 21 + 29 <5, —w1 + 9 + 23 < T}

(iv) {x €R3 21 + 29 =5, 21 + 22 + 23 < 8}.
)

(v) {zeR3: 23 + 2%+ 23 <9, 21 + 23 <2} <

1.2 Conjuntos convexos y propiedades

1.2.1 Definiciones basicas

A continuacién presentamos, a modo de recordatorio, una serie de conceptos basicos que seran
empleados de modo rutinario durante estas notas.

Dados dos puntos « e y en R" y dado A € [0, 1], el punto Az + (1 — \)y es una combinacion
convezra de x e y. El conjunto de todas las combinaciones convexas de & e y coincide con
el segmento que une estos dos puntos. Un conjunto S C R" se dice que es convexo si cual-
quier combinacién convexa de puntos de S también pertenece a S. En general, dados puntos
x!,...,x" una combinacién convexa de estos puntos es de la forma Zle Niz’, donde los \;
son no negativos y Zle A; = 1. Dado un conjunto cualquiera S, la envoltura convexa de S,
conv(S), se define como el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de S. La
Figura 1.1(a) muestra varios conjuntos convexos y la Figura 1.1(b) uno no convexo.

A continuacién presentamos un ejemplo ilustrativo de cémo probar la convexidad de un

conjunto dado.

'Realmente la definicién de conjunto compacto es més general, pero en el caso particular de espacios euclideos
es equivalente a la que acabamos de presentar.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



4 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

{z: ||z]2 = VaTe < 1}

R2

(a) Conjuntos convexos. (b) Conjunto no convexo.

Figura 1.1: Hustrando el concepto de convexidad.

hola

Tabla 1.1: af

Ejemplo 1.1. Vamos a demostrar que, dados tres vectores z', 22 y 2% en R, entonces el

conjunto S = {1z +az? +a323 a1 >0, a2 >0, a3 >0y a; +as+a3 = 1} es un conjunto
convexo. Kl conjunto S aparece representado en la Figura 1.2.

Tomemos dos puntos € € S ey € Sy A € (0,1). Para probar que el conjunto S es convexo
basta probar que el punto Az + (1 — \)y pertenece a S. Como x e y pertenecen a S, existen
nimeros no negativos o, s, as, B1, B2y B3 con a1 +as+a3 =1y 1+ F2+ F3 = 1 tales que

A+ (1 - Ny = )\(alzl + anz? + a3z3) +(1- A)(,Blzl + Boz? + 63z3)
= (a1 + (1 =N)B1)z" + Ao + (1 = A)B2)2% + (Nag + (1 — N)B3)2°
= mz! + 722 +y32°.

Claramente, como A € (0,1) y los o; y 3; son no negativos, tenemos que 71, 2 ¥ 3 son no
negativos. Ademsds,

M +y2+y3= A +1—=(\)p1) + (Aaz +1—(N)B2) + (Aaz +1 - (A)B3)
= Ma1 +ag +ag) + (1 = A)(B1 + B2 + B3).

Como a1 +as+as =1y p1+ P2+ P3 = 1, la expresién anterior se reduce a A-14+(1—X)-1 =1,
conloque Ae + (1 - Ny € S. <&
Ejercicio 1.2. Dado un conjunto cualquiera S C R", demuestra que conv(S) es un conjunto
convexo. g
*Ejercicio 1.3. Dado un conjunto cualquiera S C R", demuestra lo siguiente:
(i) conv(S) es el conjunto convexo mas pequetio que contiene a S.

(ii) conv(S) es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a S. <

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



1.2. Conjuntos convexos y propiedades 5

Figura 1.2: Representacién grafica del conjunto del Ejemplo 1.1.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de conjuntos convexos que nos seran de uti-
lidad més adelante:

Hiperplano. El conjunto S = {(z1, 72, 23) € R3: 3z1 + 229 — 23 = 4} es un plano en R3. En
general, un hiperplano en R" se define mediante un vector no nulo v € R™ y un escalar
r € R como el conjunto H(v,r) ={x e R":v'x =r} ={x e R": Y 7", vjz; =r}.

El vector v se denomina vector normal por ser ortogonal al hiperplano que define. Esto se
ve facilmente en los ejes de coordenadas. En R? el eje Y se corresponde con el hiperplano
H((1,0),0) = {x € R? : 21 = 0}. El vector (1, 0) se llama vector normal porque es la inica
direccién ortogonal al hiperplano que define. En general, dado & € H(v,r) = {x € R" :
v'x =r}, comov'® =r, H(v,r) también se puede definir como {x € R" : v"(x—x) = 0}
con lo que, efectivamente, v es perpendicular al hiperplano que define.

Semiespacio (cerrado). S = {(z1,72,73) € R? : 321 + 279 — w3 < 4} se corresponde con
los puntos que se encuentran a un lado del hiperplano definido arriba. En general, un
semiespacio en R™ es un conjunto de la forma {x € R" : v'x < r}.

Dado un hiperplano H(v,r) = {x € R" : v'@ = r}, se definen los semiespacios superior
e inferior como H(v,r)t = {x e R" : v’ > r} y Hv,r)” = {z € R" : v'z < r}.
Utilizando ahora que, dado & € H(v,r), H(v,r) se puede escribir como {x € R" :
v'(x — x) = 0}, tendremos también que H(v,r)" = {x € R" : v"(x —x) > 0} y
H(v,r)” ={xz € R" : v"(x — x) < 0}. Es decir, H(v,r)" estd compuesto por los puntos
x tales que  — & forma con v un dngulo de 90° o menos (sea quien sea & € H(v,r)).
Anélogamente, para los puntos de H(v,r)” tendremos un dngulo de 90° o mas.

Poliedro. S = {(x1,22,73) € R3 : 321 + 220 — 23 < 4 y 221 + 425 + 23 < 1}. Un poliedro se
define como una interseccién finita de semiespacios. En general, dada una matriz A,,xn
y un vector b € R™, el conjunto {x : Ax < b} es un poliedro convexo.

Politopo. conv({(1,3,4),(3,5,2),(2,2,2)}). En general, un politopo se define como la envoltu-
ra convexa de una cantidad finita de puntos. Por definicién, todo politopo es un conjunto
acotado y es facil demostrar que todo poliedro acotado es un politopo y viceversa. Los

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



6 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

dos dibujos de la izquierda en la Figura 1.3 muestran el mismo politopo, en un caso en-
fatizando los puntos extremos cuya envoltura convexa dan lugar al politopo y en el otro
mediante los vectores normales a los semiespacios que lo definen.

Poliedro no acotado

Poliedro acotado

Figura 1.3: Tlustracién de los conceptos de poliedro y politopo.

Una de las propiedades méas importantes de los conjuntos convexos es que cualquier intersec-
cién de conjuntos convexos es un conjunto convexo, como el siguiente ejercicio pide demostrar
junto con otras dos afirmaciones acerca de la conservaciéon de la convexidad mediante ciertas
operaciones entre conjuntos.

*Ejercicio 1.4. Dados dos conjuntos convexos S1 € R™ y Sy € R", demuestra las siguientes
afirmaciones:

(i) El conjunto S NS es convexo.
(ii) El conjunto S; — So ={x —y:x € S1, y € Sa2} es convexo.
(iii) El conjunto S1+ Se ={x +y:x € 51, y € Sa2} es convexo. <

Ademaés, desde el punto de vista topoldgico tenemos que tanto el interior como la clausura
de un conjunto convexo son conjuntos convexos.

**Ejercicio 1.5. Demuestra que, dado un conjunto convexo S C R", los conjuntos S y S son
CoNnvexos. <

Para terminar este apartado proponemos otro ejercicio en el que se plantea una primera
conexién entre el concepto de convexidad y la optimizacion.

*Ejercicio 1.6. Sea P el siguiente problema de programacion lineal:

minimizar c'x
sujetoa Ax =0b
x >0,

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



1.2. Conjuntos convexos y propiedades 7

y sea S = {x : x solucién 6ptima de P}, demuestra que S es un conjunto convexo. <

1.2.2 Conos convexos

Este apartado estd dedicado a los conos convexos, que resultan muy tutiles para estudiar pro-
blemas de programacién matematica en general y de programacién lineal en particular. Antes
de eso definimos el concepto de combinacién coénica (la razén del nombre quedara clara con
la definicién formal de cono convexo). Dada una cantidad finita de vectores x!,..., x* una
combinacion céonica de estos puntos es de la forma Zle Xiz’, donde los \; son no negativos.

Obsérvese que la tnica diferencia con respecto a las combinaciones convexas es que no se pide
k
que i1 A = 1.

Definiciéon 1.1. Un conjunto C' C R" es un cono si, para todo * € C' y todo A > 0, el punto
Ax pertenece a C. Un conjunto C' C R"™ es un cono converxo si es un cono y ademas es convexo.

Es facil ver que la definiciéon de cono convexo es equivalente a que cualquier combinacién
cénica de puntos de C pertenezca a C.

rayo/vector
C extremo

"\ rayos/vectores

extremos adyacentes

Figura 1.4: Ilustracién del concepto de cono convexo.

Obsérvese que un cono convexo siempre contendra al vector 0. Un ejemplo sencillo de
cono convexo lo tenemos considerando los ejes cartesianos. Por ejemplo, el primer cuadrante
C ={x:21 >0y x> 0} es un cono convexo. Siguiendo el paralelismo con los conjuntos
convexos, también se puede definir la envoltura conica de un conjunto S como el conjunto de
todas las combinaciones cénicas de elementos de S. En el dibujo de la izquierda en la Figura 1.4
tenemos representado el cono convexo C, que es la envoltura cénica del conjunto {x!, 22, 3},
y también del conjunto {x',x3}, ya que sélo los rayos/vectores extremos son necesarios para
caracterizar un cono convexo. En el dibujo del lado derecho tenemos un cono convexo en tres
dimensiones.

**Ejercicio 1.7. Dado un conjunto cualquiera S C R", demuestra lo siguiente:
(i) La envoltura cénica de S es el cono convexo mas pequeno que contiene a S.

(ii) La envoltura cénica de S es la interseccion de todos los conos convexos que contienen
as. <

Prof. Julio Gonzélez Diaz
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8 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

El siguiente ejercicio pide demostrar que los conjuntos definidos como intersecciéon de una
cantidad finita de semiespacios tal que los hiperplanos que los definen pasan por el origen son
CONO0S CONVEXOS.

**Ejercicio 1.8. Demuestra que todo conjunto de la forma C' = {x € R" : Ax < 0} es un
Ccono convexo. <

Un tipo especial de conos convexos son los denominados conos polares, que definimos a
continuacion.

Definicién 1.2. Dado un conjunto no vacio S € R" definimos el cono polar asociado a .S como
el conjunto S* = {v € R" : v"& < 0 para todo = € S}.

Figura 1.5: Ilustracién del concepto de cono polar.

El cono polar asociado a un conjunto S admite una interpretacion geométrica muy sencilla:
un vector v estd en el cono polar asociado a un conjunto S si forma un dngulo de al menos
90° con todos los elementos del conjunto S. Esto lo ilustramos en la Figura 1.5, donde vemos
el cono polar de un conjunto cualquiera S y el cono polar de un cono convexo C.

A la vista de la Figura 1.5, resulta bastante claro que un cono polar serd un cono convexo.
El Ejercicio 1.10 nos pide probar que esto es cierto, entre otras afirmaciones.

Ejercicio 1.9. Representa graficamente los siguientes conjuntos y sus conos polares:
(i) {(z1,22) : 0 < 9 < 211}
(i) {(z1,22) : 22 < =3[21|}.
<

*Ejercicio 1.10. Demuestra que, dados S, S1 y So conjuntos no vacios en R", entonces las
siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) S* es un cono convexo y cerrado.
(ii) S C S**, donde S** es el cono polar de S*.
(iii) Si Sy C So, entonces S5 C ST.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



1.2. Conjuntos convexos y propiedades 9

1.2.3 Teoremas de separaciéon y de hiperplano soporte

A continuacién presentamos una serie de resultados, conocidos habitualmente como teoremas
de separacién, que son de gran importancia a la hora de trabajar con la geometria subyacente
a problemas de optimizaciéon. En particular, suponen el camino habitual para probar el Lema
de Farkas que veremos en la Seccién 1.2.4.

Dados dos conjuntos Sy y So, decimos que H (v, r) es un hiperplano de separacion para Sp
yS2siS CHwr)t ={x eR":v'x>r}y Sy C Hv,r)" ={x eR": vz <r} Si
para todo @ € S; se tiene v'x > r y para todo x € Sy se tiene v'x < r, tenemos separacion
estricta. Si ademas existe € > 0 tal que para todo & € S; se tiene v'x > r + ¢ y para todo
x € 59 se tiene v'x < r, tenemos separacion fuerte. Resumiendo, separacién implica que Sp
estd en uno de los semiespacios definidos por el hiperplano y S esta en el otro; en particular,
podemos tener que tanto S; como S estan contenidos en el hiperplano, lo que se conoce como
separacion impropia. Separacién estricta anade que ninguno de los dos conjuntos tiene puntos
en el propio hiperplano lo que en particular implica que S; NSy = (). Separacién fuerte implica
ademas que la distancia entre los dos conjuntos es mayor que 0. La Figura 1.6 muestra distintos
tipos de separacion, ordenados de menos fuerte a més fuerte.

52 S1 S1
S1
SQ SQ
H H H
(a) Separacién impropia. (b) Separacién propia no (c) Separacién estricta no
estricta. fuerte.
S1

H

So H
Y H

(d) Separacién fuerte. (e) Ilustracién del Teorema 1.2. (f) Hiperplano soporte.

Figura 1.6: Hiperplanos de separacién e hiperplanos soporte.

Teorema 1.2 (Separacién de un punto y un conjunto convexo). Sean S C R™ un conjunto no
vacio, convezo y cerrado y sea y € R™\S. Entonces existe un hiperplano que separa fuertemente

{y} de S.

Demostracion. Consideremos el siguiente problema de minimizacién: infzeg||y — ||. Entonces,

Prof. Julio Gonzélez Diaz
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10 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

existe & € S tal que ||y — || = infzeglly — .2

Como & € S, ¢ # y. Dado que S es convexo, para todo x € S y todo A € (0, 1], tenemos
Ax+(1-N)x = z+A(x—x) € S. Por tanto, ||ly—z| < ||ly—(z+Axz—2))| = |[(y—x)-Axz—2)|.
Ya que para cada v € R”, ||[v? = v"v, tenemos (y—z) (y—) < (y—z) - \Nz—2)) ((y—x)—
Mz —z)). Entonces, 2\(y—z)"(x—x) < A} (x—2)"(x—x). Ahora, dividiendo por A y haciendo
tender A a 0 tenemos que la desigualdad (y — )" (x — &) < 0 se cumple para todo « € S;
equivalentemente, (y —&) y (x — &) forman un dngulo de al menos 90° (ver Figura 1.6(e)). Por
tanto, ' (y —x) > " (y — &) y, ademés, como T # vy, |ly — x| = (y —x)"(y — &) > 0, tenemos
que z'(y —z) <y'(y — ).

Definamos ahora v = (y —&) # 0y r = " (y — &). De las desigualdades anteriores se sigue
que, para cada ¢ € S, v’z <r < v'y, con lo que H(v,r) separa fuertemente {y} y S.? O

Corolario 1.3. 575 CR" es un conjunto convezro y cerrado, entonces S es la interseccion de
todos los semiespacios que lo contienen.

**Ejercicio 1.11. Demuestra el Corolario 1.3. <

A continuacién presentamos la nocién de hiperplano soporte y el Teorema del hiperplano
soporte, que es una consecuencia practicamente inmediata del teorema anterior. Dados § C R"
y & € 0S5, decimos que un hiperplano H (v, ) es un hiperplano soporte de S en & si x € H(v,r)
y S C H(v,r)* 0 S C H(v,r)”. En particular, dicho hiperplano soporte separa Z y S (aunque
no estrictamente).

Teorema 1.4 (Teorema del hiperplano soporte). Dado un conjunto no vacio y convexo S C R™
yx € 05, entonces existe un hiperplano soporte de S en x.

Demostracion. Como T € 35, existe una sucesion {x'} € R™\S tal que {z'} — &. Como S
es no vacio, cerrado y convexo, para cada t € N podemos aplicar el Teorema 1.2. Entonces,
existen {v'} C R™\0 y {r'} C R tales que, para cada t € N, H(v!,r') separa fuertemente
{z'} y S. Sin pérdida de generalidad podemos tomar {v'} tal que, para todo t € N, ||| = 1.
Entonces, {v'} C R" tiene una sucesién convergente con limite v, con |[v|| = 1. Para cada ¢ de
la subsucesién y cada x € S tenemos que (v')'z' > (v')"z. Fijando un & € S y llevando la
subsucesién al limite tenemos que v’ > v'@. Como esto es cierto para todo € S podemos
tomar r = v'& tenemos que H(v,r) es un hiperplano soporte de S en . O

Corolario 1.5. Dado un conjunto no vacio y convero S C R" y & ¢ 5’, entonces existe un
hiperplano separando  y S.

Demostracion. Si @ ¢ S, el corolario se sigue del Teorema 1.2. por otro lado, si & € 95, el
corolario se sigue del Teorema 1.4. O

2Siendo formales, la existencia de Z se sigue del Teorema de Weierstrass, que nos asegura que toda funcién
continua definida sobre un compacto alcanza sus valores méximo y minimo. Como S no tiene por qué ser un
compacto, bastaria con tomar una bola cerrada B centrada en y y que interseque a S. Entonces, el conjunto
S N B es compacto y los puntos de S que no pertenecen a este compacto estdn a mayor distancia de y que
cualquier punto de B. Entonces, infzes||y — || = infzesnplly — ||

3Para la separacién fuerte podemos tomar € = (r + v"y)/2, con lo que v’z < r +¢ < v'y.
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1.2. Conjuntos convexos y propiedades 11

Teorema 1.6 (Separacién de conjuntos convexos). Dados S; C R™ y So C R™ dos conjuntos
no vacios, disjuntos y convexos, entonces existe un hiperplano separando S1 y Ss.

Demostracion. Sea S = S1 — Sy = {y € R* : y = ! —x% conz! € Sy=x? € Sy}. La
convexidad de S; y Sy implica la convexidad de S (véase Ejercicio 1.4). Como S; N Sy = 0,
0 ¢ S. Entonces, por el Corolario 1.5, existen v € R"\{0} y r € R tales que H(v,r) separa 0
y S. Por tanto, para cada &' € S1 y cada 2 € Sy, v"(x! — 2?) > r > v'0 = 0, con lo que
vl > v

Tomando ahora r = inf{v'@ : * € S1} > sup{v'@ : * € S>3} tenemos que H(v,r) separa
S1y Ss. O

1.2.4 Lema de Farkas

A continuacién presentamos el Lema de Farkas, también conocido como el Teorema de alter-
nativa. Este resultado y sus multiples variantes son de gran relevancia para el estudio teérico
de problemas de programacién matematica, especialmente a la hora de derivar condiciones de
optimalidad. En particular, el Teorema de dualidad fuerte en programacién lineal se puede
obtener de manera relativamente sencilla a partir de distintas variantes del Lema de Farkas.

Previamente introducimos un par de resultados auxiliares que seran de utilidad a la hora
de interpretar geométricamente el Lema de Farkas.

Proposicion 1.7. Si C' es un cono convezo, cerrado y no vacio, entonces C = C**.

Demostracion. La inclusion C C C** es practicamente inmediata y es cierta sea o no sea C' un
cono convexo (véase el Ejercicio 1.10).

Supongamos ahora que existe x € C**\C. Como x ¢ C, por el Teorema 1.2, existe un
hiperplano H (v, r) que separa fuertemente {x} de C. Por tanto, v'@ > r y, para todo y € C,
viy<r.Comoy=0e€C,r>0yvx>0.

Veamos que v € C*. En caso contrario existiria y € C tal que v"y > 0. Como C' es un cono
convexo, Ay € C para todo A > 0, con lo que podemos hacer v"(\y) arbitrariamente grande.
Esto contradice que v"y < r para todo y € C. Por tanto, v € C*.

Entonces, como ¢ € C** = {z : z'"w < 0 para todo w € C*}, x'v = v'x < 0, lo que
contradice que v’ > 0. Por tanto, no es posible que x ¢ C. O

Proposiciéon 1.8. Tomemos Apxn. Dado el cono C = {ATy : y € R™, y > 0}, entonces el
cono polar de C, C*, viene dado por:

{z e R" : Az < 0}.

Demostraciéon. Tomemos x € R™ e y > 0. Entonces, v = A"y € C' y tenemos x'v = ' A"y =
y"Ax. Ahora pueden pasar dos cosas:

= Si Ax < 0 entonces, para todo y > 0 o, equivalentemente, para todo v € C, tenemos
quexv=x'Aly=y"Ae <0y x e C*.

» Si existe ¢ tal que (Ax); > 0, entonces podemos tomar y > 0 con y; tan grande como sea
preciso para obtener x'v = &' ATy = y"Ax > 0, con lo que x ¢ C*. O

Prof. Julio Gonzélez Diaz
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12 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

Teorema 1.9 (Lema de Farkas). Dada una matriz Ay, xn y un vector ¢ € R™, entonces uno y
solo uno de los dos siguientes sistemas tiene solucion:

Sistema 1. Ax <0 y c'x > 0 para algin x € R™.

Sistema 2. A"y =c ey > 0 para algin y € R™.

Antes de demostrar el Lema de Farkas vamos a presentar su interpretacién geométrica,
ilustrada graficamente en la Figura 1.7:

Sistema 2. Si A},... A son las filas de A (columnas de A"), el Sistema 2 tiene solucién si
c pertenece al cono convexo, C, generado por dichas filas (su envoltura cénica).

Sistema 1. El Sistema 1 tiene solucién si existe algin « que forme un dngulo mayor o igual
de 90° con todos los vectores que forman las filas de A y, simultaneamente, un dngulo
menor de 90° con el vector c.

Equivalentemente, apoyandonos en la Proposicién 1.8, tenemos que el Sistema 1 tiene
solucién si existe un vector « en el cono polar de C' que forme un dngulo menor de 90°
con el vector c.

Semiespacio de vectores @
con c'z >0

Al e

I

(a) El Sistema 1 tiene solucién. (b) El Sistema 2 tiene solucién.

Figura 1.7: Hustracién de los dos sistemas del enunciado del Lema de Farkas.

Es importante destacar que de esta dltima interpretacion practicamente nos proporciona
una demostracion del Lema de Farkas. Dicho lema se puede reformular de la siguiente manera:
“O cesta en el cono C o ¢ forma un angulo de menos de 90° con algin elemento de C*. Ademas,
solo una de las dos situaciones anteriores es posible.” Pero con esta formulacién el resultado es
casi inmediato. Si ¢ € C, por definicion de C*, ¢ formard un dngulo mayor o igual a 90° con
cualquier € C*. Por otro lado, si ¢ ¢ C, como C' = C** (Proposicién 1.7), entonces ¢ ¢ C**
y por tanto ¢ formard un angulo de menos de 90° con algin elemento de C*.

Noétese que el argumento anterior se apoya implicitamente en los teoremas de separacion,
ya que la Proposicién 1.7 se demostré usando el Teorema 1.2. A continuacién presentamos una
demostracién directa, que no se sustenta en las nociones de cono convexo y cono polar, pero
quiza un poco mas dificil de seguir geométricamente.
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1.3. Funciones convexas y propiedades 13

Demostracion del Lema de Farkas. Para empezar, supongamos que el Sistema 2 tiene solucién.
Entonces, existe y € R™ tal que A"y = ¢ e y > 0. Tomemos ahora x € R" tal que Az < 0.
Entonces, c'x = y"Ax <0, pues y > 0 y Ax < 0. Por tanto, el Sistema 1 no tiene solucién.
Supongamos que el Sistema 2 no tiene solucién y probemos que entonces el Sistema 1 si la
tiene. Tomemos el cono convexo generado por las columnas de A", C ={x:x = A"y,y > 0}.
C' es convexo y cerrado y ¢ ¢ C. Por el Teorema 1.2, existe un hiperplano H(v,r) que separa
fuertemente {c} de C. Por tanto, v'e¢ > r y, para todo € C, v'& < r. Como 0 € C'y
v'0 = 0, tenemos que r > 0, con lo que v"¢ > 0. Ademés, representando cada x € C mediante
la combinacién cénica de la que procede tenemos que, para todoy > 0, r > v'A'y = y' Aw.
Como las componentes de y se pueden hacer arbitrariamente grandes, la desigualdad anterior
implica que Av < 0. Como Av <0y v'c >0, v € R" es una solucién del Sistema 1. O

Si miramos nuevamente el enunciado del Lema de Farkas, no deberia sorprendernos que
tenga implicaciones en el estudio de la dualidad en programacién lineal. El Sistema 1 recuerda
a la region factible del primal con una condicién sobre la funcién objetivo. Por otro lado, el
Sistema 2 usa la traspuesta de la matriz del Sistema 1 y aparece el “vector de costes” del primal
en el lado derecho, lo que claramente apunta al dual. El siguiente ejercicio pide que se exploten
estas conexiones para demostrar el Teorema de dualidad fuerte de la programacién lineal. En
el Tema 5 nos apoyaremos en una variante del Lema de Farkas para probar formalmente el
Teorema de dualidad fuerte en programacién no lineal, que en particular implica el resultado
para programacion lineal.

***Ejercicio 1.12. Usa el Lema de Farkas o alguna variante del mismo para probar el Teorema
de dualidad fuerte de la programacion lineal, que dice lo siguiente:

Dados un par primal-dual de problemas de programacién lineal, P y D, si alguno de los
dos tiene un 6ptimo finito, entonces también el otro lo tiene. Ademas, los valores 6ptimos de
ambos problemas coinciden y tanto P como D tienen soluciones éptimas. <

1.3 Funciones convexas y propiedades

1.3.1 Discusién previa

Supongamos que queremos minimizar una funciéon f : R® — R. Pensemos, por ejemplo, en la
funcion real f(z) = 22. ;Qué opciones tendriamos para buscar el minimo?

= Podriamos representar la funcién graficamente y encontrar asi el minimo. Aunque esto
servirfa con la funcién f(x) = 22, este método no serfa factible para funciones definidas
sobre R™ con n > 3.

= Otra opcion seria buscar un punto donde se anule la derivada. Nuevamente, este método
servirfa para una funcién como f(z) = 22, pero este enfoque para funciones méas generales
tiene importantes limitaciones:

— Buscar puntos donde se anula la derivada (o el gradiente) parten de asumir que la
funcién es diferenciable. Por ejemplo, no nos permitiria encontrar el minimo de la
funcién f(z) = |z|.
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14 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

— Ademaés, incluso en el caso de funciones diferenciables, las condiciones sobre el gra-
diente son simplemente condiciones locales, y podemos encontrarnos con minimos
locales con propiedades muy malas. Por ejemplo, la funcién f(z) = z%(sen(x)? +

1%20 +1), representada en la Figura 1.8(b), tiene infinitos minimos locales y sélo uno
de ellos, x = 0, es un minimo global.

200

400

L L PR L
-20 -10 10 20 -0 -10 10 0

(a) Funcién f(z) = 2. (b) Funcién f(z) = z* (sen(nc)2 + f—; + 1).

Figura 1.8: Unicidad y multiplicidad de 6ptimos locales.

= Si queremos un método que no necesite trabajar con funciones diferenciables también
podemos hacer un mallado de la regién factible, evaluar la funcién en todos los puntos
de esa malla, y quedarnos con el mejor. El mayor problema de este natural método es
que dicha malla seria imposible de definir en problemas donde el dominio de definicién
de la funcién F' es un conjunto no acotado y, ain siendo dicho dominio un conjunto
acotado, estos mallados resultan imposibles de llevar a cabo cuando la dimensién crece.
Por ejemplo, para hacer un mallado en el conjunto [—1,1]! de una precisién comparable
a lo que se obtiene al tomar 100 puntos sobre el intervalo [—1, 1], deberfamos tener
una malla con 100'° puntos. Es decir, el niimero de puntos necesarios en la malla crece
exponencialmente con la dimensién del espacio de definicién de la funcion, lo que hace
que, en general, la optimizacién en base a mallados sea prohibitiva computacionalmente.

= Otra opcidn seria trabajar con el concepto de direccion de descenso. La idea seria partir
de un punto cualquiera @ del dominio de definiciéon de la funcién f y buscar alguna
direccién d en la que la funcién decrezca. Esto nos permite definir un método iterativo
que consistiria en moverse dentro del dominio de f siguiendo direcciones de descenso
hasta que encontremos algtin punto para el que no existen direcciones de descenso, lo que
aseguraria la optimalidad (local) de dicho punto.

Aunque la idea de este enfoque es muy natural, la busqueda de buenas direcciones de
descenso también puede resultar una tarea compleja. Una herramienta muy conveniente
para llevarla a cabo es el concepto de derivada direccional. Por supuesto, cualquier funcién
diferenciable tendré las derivadas direccionales bien definidas, pero hay muchas funciones
no diferenciables para las cuales también estdn bien definidas. Por ejemplo, la funcién
f(x) = |z| no es diferenciable pero si tiene derivadas direccionales.
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Como resumen de esta discusion podemos decir que, a la ahora de minimizar una funcion,
hay que tener cuidado con la existencia de 6ptimos locales que no sean éptimos globales y, por
otro lado, la existencia de derivadas direccionales puede resultar de gran utilidad. A continua-
cién presentamos la clase de las funciones convexas y demostraremos que dicha clase tiene un
buen comportamiento con respecto a los dos aspectos que acabamos de comentar.

1.3.2 Definiciones basicas

En esta seccién desarrollaremos algunas propiedades fundamentales de las funciones convexas
y de las funciones céncavas.

Dado un conjunto no vacio y convexo S C R" y una funciéon f : S — R, la funciéon f es
conveza en S si, para todo x € S e y € Sy para todo X € (0, 1), se tiene

fAz + (1= Ny) < Af(z) + (1= N f(y). (1.1)

Ademas, si la anterior desigualdad es estricta siempre que @ # vy, entonces f es estrictamente
conveza. Una funcién f : S — R es concava (estrictamente céncava) si —f es convexa (es-
trictamente convexa) en S; equivalentemente, una funcién es céncava si en la Ecuacién (1.1)
reemplazamos “<” por “>". Una funciéon que es al mismo tiempo convexa y céncava se llama
afin y se puede expresar como f(x) =ax +bcona € Ry beR.

Geométricamente, que una funcién sea convexa simplemente nos dice que, dados dos puntos
de S, el grafo de la funcién entre dichos puntos estd por debajo de la recta que une sus imagenes
(por encima de dicha recta en el caso de funciones céncavas). La Figura 1.9 ilustra esta idea.
Notese que es importante que la funcién f esté definida sobre un conjunto convexo, pues de
otro modo no tendriamos asegurado que el punto Az + (1 — A\)y pertenece a S. Por otro lado,
hay funciones que pueden ser convexas solo sobre una parte de su dominio de definicién. Por

ejemplo f(x) = 2° no es convexa sobre R pero si sobre S = {z : x > 0}.

Qx4+ (1= Ny)

Az + (1 — \)y) Y

Figura 1.9: Una funcién convexa.

**Ejercicio 1.13. Demuestra que, dado S C R"”, si una funcién f : S — R es a la vez concava
y convexa, entonces existen a € R" y b € R de manera que, para todo « € S, f(x) = a'x + b.

**Ejercicio 1.14. Demuestra que las siguientes funciones son convexas:
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f(x) =|z|, con z € R.
f(x) = 2% —x, con z € R.
f(z) = —21/3, con z > 0.

f(x) = o + 223 + 322 — 421 — 4923 con = € R3. <

El siguiente resultado presenta una primera lista de propiedades de las funciones convexas.

Proposicion 1.10.

(i)

Sean f1, fo,..., fr : R" = R funciones converas y sean ai,Qs,...,qr coeficientes no
negativos, entonces la siguiente funcion es conveza:

k
fle) =) aifi(z).
=1

Sean f1, fo,. .., fr : R® = R funciones convexas, entonces la siguiente funcion es convera:
f(a:) = méx{fl(zc), f?(w)a ERE fk(a:)}

Sea g : R" — R una funcién céncava y sea S = {x : g(x) > 0} un conjunto convexo,
definamos f : S — R como f(x) = Tlm). Entonces f es convexa sobre S.

Sea g : R — R una funcion no decreciente y convexa y sea h : R — R wuna funcion
convexa. Entonces la funcion compuesta f : R — R definida como f(x) = g(h(x)) es
una funcién convexa.

Sea g : R™ — R una funcion convera y sea h : R™ — R™ wuna funcion afin de la forma
h(x) = Az + b, con A una matrix m x n y b € R™. Entonces la funcion compuesta
f:R™ = R definida como f(x) = g(h(x)) es una funcion conveza.

Demostracién. A continuacién demostramos los apartados (II) y (IV), los otros apartados
quedan como ejercicio.

(IT). Consideremos la funcién f y un punto z = Az + (1 — A\)y, con A € (0,1). Entonces,
f(z) = méx{f1(z), f2(2),... fu(z)} = fi(z), para algin i € {1,2,...,k}. Como f; es
convexa tenemos f;(z) < Afi(x) + (1 — N) fi(y). Entonces, como f;(x) < f(x) y fi(y) <
f(y),

f(z) = fi(z) < Mfi(x) + (1 = N fily) < Af(2) + (1= A)f(y).

Con lo que la funcién f es convexa.
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s (IV). Consideremos la funcién f y un punto z = Az + (1 — A\)y. Entonces,

f(z) = g(h(z)) < g(Ah(x) + (1 — A)h(y))
< Ag(h(z)) + (1 = A)g(h(y))
= AM(x) + (1 =) f(y).

Donde la primera desigualdad se sigue de la convexidad de h y el cardcter no decreciente
de g y la segunda desigualdad se sigue de la convexidad de g. O

*Ejercicio 1.15. Demuestra los apartados (I), (III) y (V) de la Proposicién 1.10. <

El siguiente ejercicio pide demostrar que si en el Apartado (IV) de la Proposicién 1.10
eliminamos el supuesto de que la funcién g sea no decreciente, entonces el resultado deja de ser
cierto.

*Ejercicio 1.16. Demuestra mediante un ejemplo que la composicién de funciones convexas
no tiene por qué ser una funcién convexa. <

En la practica es muy habitual encontrarse funciones de la forma de las que tenemos en la
Proposiciéon 1.10: sumas, maximos y ciertas composiciones de funciones convexas. Por tanto,
es importante tener presentes las relaciones establecidas por este resultado.

A partir de aqui nos centraremos Unicamente en funciones convexas, y los resultados para
funciones céncavas se pueden obtener sin més que tener en cuenta que una funcién f es concava
si y sélo si —f es convexa.

Dada una funcién f : S — R, se define el conjunto de nivel inferior asociado a f y a un
valor 7 € R como S, = {& € S : f(x) < r}. Andlogamente se podria definir el conjunto de
nivel superior cambiando “<” por “>".

En la Figura 1.10 presentamos una ilustracién del conjunto de nivel inferior para una funcién
convexa y una funcién no convexa. En dicha figura puede verse que S, es convexo cuando f es
convexa y S, es no convexo cuando f es no convexa. Kl siguiente resultado muestra que esto no
ha sido casualidad: el conjunto de nivel inferior asociado a una funcién convexa es siempre un
conjunto convexo (con la propiedad anéloga siendo cierta para funciones céncavas y el conjunto
de nivel superior).

Proposicion 1.11. Dados un conjunto convero S C R™ y una funcion convera f : S — R,
entonces, para todo r € R, el conjunto de nivel inferior S, = {x € S: f(x) < r} es un conjunto
convexo.

Demostracion. Tomemos « € S, e y € S,. Entonces, x € S,y € S, f(x) <ry f(y) <r.
Tomemos ahora A € (0,1) y z = Ax + (1 — \)y. Por la convexidad de S, z € S y, ademads, por
la convexidad de f:

fZ)=fQz+ (1 -Ny) <Af(®)+ (1 -N)fly) <A+ 1 -Nr=r,
entonces, como f(z) < r, tenemos que z € S,. Por tanto, S, es convexo. O

Notese que la proposicion anterior no dice que los conjuntos de nivel inferiores de las fun-
ciones no convexas vayan a ser siempre no convexos. De hecho, algunos seran convexos y otros
no convexos. Basta notar que si tomamos r = max{f(x) : € S}, entonces S, = S; con lo
que, para este nivel r, S, serd convexo siempre que S lo sea.
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18 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

(a) Funcién convexa. S, convexo. (b) Funcién no convexa. S, no convexo.

Figura 1.10: Tlustrando la relaciéon entre conjuntos de nivel y convexidad de funciones.

1.3.3 Continuidad y derivadas direccionales de funciones convexas

Una propiedad importante de las funciones convexas (y también de las concavas) es que son
continuas en el interior de su dominio.

Teorema 1.12. Dado un conjunto convexo S C R™ y una funcion convexa f : S — R, entonces
f es continua en el interior de S.

La demostraciéon de este resultado es el objeto del siguiente ejercicio.
***Ejercicio 1.17. Demuestra el Teorema 1.12. <

A continuacién presentamos el concepto de derivada direccional de una funcién en un punto.
Como veremos, pedir que una funcién tenga derivadas direccionales es mucho menos exigente
que pedir que sea diferenciable. Como ya comentamos al inicio de esta seccién, muchos algo-
ritmos para minimizar problemas no lineales se basan en encontrar direcciones en las que la
funcién decrece, para lo cual el concepto de derivada direccional es de gran utilidad.

Definicion 1.3. Sea S C R" un conjunto no vacio y sea f : S — R. Sea x € Sy sea d € R" un
vector no nulo tal que existe A > 0 con & + Ad € S para todo A € [0, \]. Entonces, la derivada
direccional de f en & en la direccién d, que denotamos f’(&,d), viene dada por el siguiente

limite si éste existe: f(@+ ) — [(2)
_ + — f(x
/ d = 1’ o .
f(@ d)= lim 3

Nétese que, una vez que hemos fijado  y d, f(x + A\d) sélo depende de A\ y podemos pensar
en f como una funciéon de R en R. En este sentido, la definicién que acabamos de presentar es
similar a la definicién de derivada de una funcién en un punto. Sin embargo, ni siquiera en este
sentido es equivalente, como se deduce del siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.18. Dada la funcién f : R — R definida como f(z) = |z|, jestan bien definidas
las derivadas direccionales de f en x = 07 ;Es f diferenciable en x = 07 <

4He encontrado varias demostraciones de este resultado en distintos libros y, aunque no son especialmente
complicadas, son bastante tediosas. Mi intuicién me dice que tiene que haber algin argumento més sencillo,
pero yo no lo he encontrado.
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1.3. Funciones convexas y propiedades 19

El siguiente resultado establece que uno no tiene que tener especial cuidado a la hora de
asegurar la existencia de derivadas direccionales de funciones convexas.

Proposicion 1.13. Sea f: R” — R una funcion convexa. Sea © € R" y sea d € R™ un vector
no nulo. Entonces, la derivada direccional f'(z,d) existe.

Demostracion. Tomemos Ao > A1 > 0. Por la convexidad de f tenemos que

f@+ nd) = £(@ + ad) + (1= )2) < 1@+ dad) + (1= S @),

de donde obtenemos que

f@ +0d) ~ @) _ 1@+ dod) — (@)
A1 - A2 '

Esta ultima desigualdad contiene una propiedad importante de las funciones convexas: “cada

vez crecen mas rapido” (en funciones reales diferenciables esto se traduce en que la derivada se-

f@+Md)—f(2)
A

gunda es siempre positiva). En otras palabras, el cociente es mondtono decreciente

a medida que A — 0.
Ahora, dado A > 0 tenemos, por la convexidad de f, que

(i—®+@+A@)§1ikﬂi—®+1ikﬂi+hﬂ

de donde

f(@+Ad) - f(z)
A

> f(@) - f(z—d).
Por tanto, a medida que A — 07, tenemos que w es una sucesion decreciente de
valores acotados inferiormente por la constante f(x) — f(& — d). Esto implica que el limite
existe y viene dado por

o H@AAD) — f@) _ f@ D)~ f(@)

O
A—0+ A A>0 A

Notese que el resultado anterior se enuncié para funciones f : R” — R, pero si tomamos
un conjunto convexo S C R" en vez de R™, el resultado s6lo aplica a los puntos del interior de
S (un problema potencial en puntos de la frontera tiene que ver con la posibilidad de que en
ellos haya asintotas verticales). El siguiente ejercicio nos pide construir un ejemplo de funcién
convexa para la cual no exista alguna derivada direccional.

*Ejercicio 1.19. Presenta un ejemplo de una funcién convexa f definida sobre un conjunto
convexo S tal que existe algin punto & € 95 en el que alguna derivada direccional no existe.
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20 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

1.3.4 Subgradientes de funciones convexas

El hecho de que, para toda funciéon convexa f definida sobre un conjunto convexo S, la existencia
de derivadas direccionales esté asegurada para cualquier punto del interior de S tiene bastantes
implicaciones. Una de ellas es que la diferenciabilidad de f ya no es tan critica, pues la existencia
de estas derivadas direccionales también nos permite trabajar con las propiedades locales de f
en cualquier punto & € S.

En este apartado veremos un concepto que generaliza el concepto de gradiente para funcio-
nes convexas (diferenciables o no) y que tiene gran importancia en el campo de la optimizacién:
el subgradiente. Para ello hemos de definir primero lo que es el epigrafo de una funcién convexa.

Una funcién f: S C R™ — R queda completamente caracterizada por su grafo, el conjunto
{(z, f(z)) : * € S} C R™L El epigrafo de f viene dado por los puntos de R"*! que se
encuentran por encima del grafo.

Definicion 1.4. Dado un conjunto no vacio S C R"™ y dada f : S — R, el epigrafo de f,
denotado epi(f) C R™*! se define como

epi(f) = {(z,y) :x €S, ycRey > f(z)}.

(a) Funcién convexa y su epigrafo. (b) Funcién no convexa y su epigrafo.
Figura 1.11: Ilustrando el concepto de epigrafo.

En la Figura 1.11 tenemos representados los epigrafos de dos funciones, una convexa y otra
no convexa. Al igual que pasaba cuando estudiamos los conjuntos de nivel, nos encontramos
con que el epigrafo de una funcién convexa es un conjunto convexo, mientras que esto no tiene
por qué ser cierto para funciones no convexas. A continuacién presentamos este resultado. La
demostracién es sencilla y queda como ejercicio.

Teorema 1.14. Sea S C R™ un conjunto no vacio y convexo y sea f : S — R, entonces f es
convezxa si y solo si su epigrafo es un conjunto convexo.

*Ejercicio 1.20. Demuestra el Teorema 1.14. <

El Teorema 1.14 es de gran importancia en el estudio de funciones convexas. Como el
epigrafo, epi(f), de una funcién convexa es un conjunto convexo, el Teorema del hiperplano
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1.3. Funciones convexas y propiedades 21

soporte (Teorema 1.4) nos asegura que, en cada punto de la frontera de epi(f) habra (al
menos) un hiperplano soporte. Ademés, del Corolario 1.3 se sigue que el conjunto epi(f) se
puede expresar como la intersecciéon de semiespacios asociados a sus hiperplanos soporte. Desde
el punto de vista de la optimizacién este resultado es de gran importancia, ya que nos permite
aproximar el grafo de f (la frontera de epi(f)), como la frontera del conjunto obtenido como la
interseccién de hiperplanos soporte. Cada una de estas aproximaciones se puede ver como una
linealizacion exterior de la funcién f (ver Figura 1.12(a)).

f(@) +5"(z - x)
sT(Ix —I) B )
0 donde s = tan(0)

(a) Linealizacién exterior de una funcién. (b) Subgradiente de una funcién f: R — R.
Figura 1.12: Representacién de un subgradiente de una funciéon convexa.

El concepto de hiperplano soporte al epigrafo de una funcién en un punto da lugar de modo
natural al concepto que definimos a continuacién: el subgradiente de una funcién en un punto.

Definiciéon 1.5. Dados un conjunto convexo S C R" y una funcién convexa f : S — R,
entonces, un vector s € R es un subgradiente de f en & € S si, para todo « € 5,

f(x) > f(z) + s™(x — ).
El conjunto de todos los subgradientes de f en & se llama subdiferencial de f en .

En la Figura 1.12(b) se puede ver claramente la relacién entre un subgradiente y el concepto
de hiperplano soporte. Podemos ver que s se corresponde con la pendiente del hiperplano
soporte.

Geométricamente, el subdiferencial de una funcién convexa f en & estd formado por todos
los hiperplanos en R"*! que pasan por el punto (Z, f(Z)) y que estdn “bajo” el epigrafo de
la funcién. Por otro lado, del mismo modo que la derivada (y el gradiente) de una funcién
diferenciable en un punto dado marca la velocidad de crecimiento/decrecimiento de la funcién
en ese punto, el subdiferencial también contiene informacién de los rangos entre los que se
mueve dicha velocidad segtin hacia donde nos desplacemos. Esto se puede ver muy bien en
la funcién convexa f(z) = |z|. Como es una funcién definida sobre R, su subdiferencial en 0
estd contenido en Ry, mas concretamente, viene dado por el intervalo [—1, 1] (Ejercicio 1.22).
En este caso, —1 es la derivada por la izquierda de dicha funcién, es decir, la velocidad a la
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22 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

que crece la funcién a la izquierda de 0. De modo andlogo, 1 es la velocidad a la que crece la
funcion a la derecha de 0. Cualquier velocidad intermedia es también un subgradiente. Aunque
esta interpretacién es algo mas dificil de ver en dimensiones mas altas, la intuicién sigue siendo
valida.

*Ejercicio 1.21. Demuestra que el subdiferencial de una funcién convexa en un punto es un
conjunto convexo. <

*Ejercicio 1.22. Demuestra que el subdiferencial en el punto z = 0 de la funciéon f : R — R
definida por f(x) = |z| es el intervalo [—1,1]. <

En el siguiente resultado se prueba que toda funcién convexa tiene al menos un subgradiente
en cada punto del interior de su dominio. Este resultado se apoya en la relacién entre los
conceptos de subgradiente e hiperplano soporte.

Teorema 1.15. Sea S C R™ un conjunto no vacio y convexo y sea f : S — R una funcion
conveza, entonces, para todo x en el interior de S, existe al menos un subgradiente s de f
en x.

Ademds, para todo subgradiente s, el hiperplano H = {(x,y) € R"" .y = f(z2)+s"(x—x)}
es un hiperplano soporte de epi(f) en el punto (z, f(&)).

Demostracion. El Teorema 1.14 nos asegura que epi(f) es un conjunto convexo. Ademas, como
para todo & € Sy todo € > 0, (&, f(&) — €) no pertenece a epi(f), el punto (&, f(x)) pertenece
a la frontera de epi(f). Entonces, por el Teorema del hiperplano soporte (Teorema 1.4), existe
un vector no nulo (sg, i) € R™*! tal que, para todo (x,y) € epi(f),

(s0, )" (x,y) < (so, )" (z, f(Z)), o, equivalentemente, so(x —x)+ p(y— f(x)) <0. (1.2)

Ademas, pu no puede ser positivo, pues entonces podriamos contradecir esta desigualdad
tomando y € R lo suficientemente grande. A continuacién probamos que p < 0 viendo que no
puede ser cero. Supongamos que p = 0. Entonces, para todo & € S, sj(x — x) < 0. Ahora
bien, como & pertenece al interior de .5, existe A > 0 tal que z = & + Asgp € S y tenemos que
0> si(z — ) = Asjsp > 0. Pero esto implicaria que sop = 0 y esto contradice que (s, i) sea
un vector no nulo.

Hemos probado que g < 0. Sea s = ﬁo Dividiendo por |u| la segunda expresién en la
Ecuacién (1.2) obtenemos que, para todo (x,y) € epi(f),

s'(x—xz)—y+ f(x) <0.
Sea v = (s,—1) € R""! y r = s"& — f(x) € R. Entonces, el hiperplano
H(v,r) ={(z,y) e R : v (2,y) =1}
={(x,y) eR"™ : (s,-1)"(w,y) = s’ — f(2)}
={(z.y) eR":y = f(@) + sT(x — )},
soporta a epi(f) en (&, f(x)). Por tltimo, si en la expresiéon s'(x — &) —y + f(Z) < 0 tomamos

y = f(x) tenemos que, para todo x € S, f(x) > f(x) + s"(x — &), con lo que s es un
subgradiente de f en . O
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Corolario 1.16. Sea S C R™ un conjunto no vacio y convexo y sea f : S — R una funcion
estrictamente convexa, entonces, para todo T en el interior de S, existe un vector s tal que,
para todo x € S, x # &,

f(x) > f(x) + s"(x — @).
**Ejercicio 1.23. Demuestra el Corolario 1.16. <

Para terminar presentamos un resultado que viene siendo un reciproco del Teorema 1.15.

Teorema 1.17. Sea S C R"™ un conjunto no vacio y convexo y sea f : S — R. Supongamos
que para cada T en el interior de S existe un subgradiente de f en . Entonces, f es conveza
en el interior de S.

Demostracion. Sean x e y dos puntos en el interior de S y sea A € (0,1). Como el interior
de un conjunto convexo es un conjunto convexo, € = Ax + (1 — )y € S. Entonces, existe un
subgradiente s de f en . Por tanto, como x € S ey € S,

fl@)>f@)+s'(x—z)=f(@)+s (- Az +(1-Ny)) = f(x)+ (1 -Ns'(z—y),
fly) > f@)+s(y—z)=f(x)+s(y— Az+(1-Ny)) = f(x) +As"(y — x).

Multiplicando estas desigualdades por A y (1 — \), respectivamente, y después suméandolas
obtenemos

Af(@) + (1= f(y) = f(@) = fOz+ (1 - Ny),

de donde se sigue la convexidad de f en el interior de S. O

**Ejercicio 1.24. Demuestra mediante un ejemplo que una funcién en las hipotesis del Teo-
rema 1.17 no tiene por qué ser convexa en todo el dominio S. <

1.3.5 Funciones convexas y diferenciabilidad

En esta seccién veremos qué propiedades tienen las funciones convexas cuando ademaéas son
diferenciables. Antes de nada, es conveniente definir formalmente la nocién de diferenciabilidad
de funciones de R” en R.

Recordemos que una funciéon f : R — R es diferenciable en un punto z € R si el siguiente

limite existe: ~ ~

. f@+h) - f(@)

lim .

h—0 h
En caso afirmativo, la derivada de f en z, f/(Z), se define precisamente como dicho limite.
Sin embargo, esta definicién no es la mas comoda para trabajar con funciones en R" y es mas
cémodo apoyarse en que lo anterior implica que, si una funcién f : R — R es diferenciable en
T, entonces existe una funciéon ¢ : R — R tal que

limp(h) =0y [(@+h) = f(z) + ['(@h+p()h.

Claramente, bastaria con definir p(h) = w — f!(Z) y la diferenciabilidad de f en &
implica que ¢(h) cumple las propiedades requeridas. Equivalentemente, uno puede hablar de
la existencia de ¢ : R — R tal que

lim o(z — %) =0 1y, paratodox € R, f(z)= f(Z)+ f(z)(x—2Z)+¢(x—2)(z—7T).

T—T
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24 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

Es justamente esta tltima formulacion la que da lugar a una de las definiciones més habituales
del concepto de diferenciabilidad de funciones definidas sobre R"™.

Definiciéon 1.6. Sea S C R™ un conjunto no vacio y sea f : S — R. Entonces decimos que f
es diferenciable en & € S si existen Vf(x) € R", llamado gradiente de f en &, y una funcién
@ : R™ — R tales que

gll_r% p(x—x) =0 y, paratodox e S, f(x)=[f(x)+Vf(x) (x—z)+p(x—z)[z—x|. (1.3)
Una funcién f es diferenciable en un conjunto abierto S’ C S si es diferenciable en todos
los puntos de S’. Si en la representacién de f de la Ecuacién (1.3) no incluimos el sumando
que contiene a la funcién ¢, dicha representaciéon se conoce como la aprozimacion de Taylor de
primer orden de f en &.
No es dificil comprobar que si una funcién f es diferenciable en un punto &, entonces el
gradiente ha de ser tinico y viene dado por

@) @ of@)
Vf(a:)—( Oxr1 = Oxg ' Oz )’
donde, para cada i € {1,2,...,n}, si € denota el i-ésimo vector de la base canénica, entonces
o1@ | f@+re) (@)
—— = lim .
8:}52- A—0 A

**Ejercicio 1.25. Demuestra que el gradiente asociado a una funcién diferenciable f en un
punto & € S es Unico. <

**Ejercicio 1.26. Demuestra que el gradiente asociado a una funcién diferenciable f en un
punto & € S viene dado por

_ of(®) of(z) of ()
Vi@ = ( dr, ' Oxs 7 Oay ):

<

Es importante destacar también que el calculo de derivadas direccionales para funciones
diferenciables puede hacerse de modo sencillo a través del gradiente. Recordemos que

(o) = i 1ETID 1@

Ahora, tomando x = & + A\d en la definicién de diferenciabilidad, tenemos
f(@+Ad) = f(z) + AV f(@)'d+ Ap(Ad)|d],
dividiendo por A > 0 y reordenando los términos obtenemos

f(@+Ad) - f(z)
A

= Vf(@)'d+ p(Ad)||d]|
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Y si ahora hacemos tender A a 0 llegamos a

Fio.d) = i 1ETID 1@

= Vf(z)d. (1.4)

En el siguiente resultado demostramos que, en el caso de funciones convexas diferenciables,
el subdiferencial en un punto &, que recordemos es el conjunto de todos los subgradientes en
&, tiene un unico elemento: el gradiente. En particular esto implica que las consideraciones
hechas en la subseccién anterior para los subgradientes se pueden aplicar inmediatamente para
el gradiente.

Proposicion 1.18. Sea S C R™ un conjunto no vacio y convexo y sea f: S — R una funcion
convexa. Supongamos que f es diferenciable en & € S. Entonces, el gradiente de f enx, V f(&),
es el unico subgradiente de [ en .

Demostracion. El Teorema 1.15 nos asegura que existe al menos un subgradiente s de f en .
Como f es diferenciable, para todo d € R”, tomando = & + Ad tenemos

f(®) = f(@+Ad) > f(z) + As'd, y
f(@) = f(@+Ad) = f(@) + AV [(z)'d+ Ap(Ad)]|d]|

Restando ambas expresiones obtenemos
_ T
0> \(s— V(@) d—Ne(Ad)|d].

Dividiendo por A > 0 y tomando A — 0% obtenemos que (s — Vf(z))'d < 0. Como & € S
podemos tomar d = s —V f(&) y entonces = &+ Ad pertenecerd a S si A es lo suficientemente
pequefio. Por tanto, (s — Vf(z))" (s — Vf(z)) <0, lo que implica que s = V(). O

La Proposiciéon 1.18 tiene una importante implicacién: las nociones de subgradiente y sub-
diferencial son una extensién, para funciones no diferenciables, del concepto de gradiente. Ade-
mas, su existencia para funciones convexas estd garantizada por el Teorema 1.15.

Ahora podemos apoyarnos en los resultados que demostramos para el subgradiente y obtener
de modo inmediato el siguiente resultado.

Teorema 1.19. Sea S C R"™ un conjunto no vacio, abierto y convero y sea f : S — R una
funcion diferenciable. Entonces,

f es convexa <= dados T, x € 5, f(x)
f es estr. convera <= dados x,x € S, con x # &, f(x)

> f(x) +Vf(@) (x - ).

> f(2)+ Vf(x) (x— ).
*Ejercicio 1.27. Demuestra el Teorema 1.19 apoyandote en los resultados ya demostrados

relativos a gradiente y subgradientes de funciones convexas. <

Aunque ya mencionamos algo similar al estudiar los subgradientes, es conveniente recordar
por qué resultados como el Teorema 1.19 pueden ser ttiles a la hora de disenar algoritmos
de minimizacién de un problema de la forma “minimizar f(x) sujeto a & € S”. Fijado &, la
funcién g(x) = f(&) + s"(x — &) es una funcién afin que acota f inferiormente. Por tanto,
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si minimizamos g en S o en una relajacién del conjunto S obtendremos una cota inferior del
minimo del problema original. Si hacemos esto sucesivamente para distintos puntos de S, y
tomamos el maximo de dichas funciones, lo que hacemos es construir una linealizacién exterior
del grafo de f, como ya ilustramos en la Figura 1.12(a). Este tipo de enfoques son comunes en
algoritmos denominados de aprozimacién sucesiva.

A continuacién presentamos una condicion necesaria y suficiente para que una funcién dife-
renciable sea convexa. En el caso de funciones de una variable la intuicién, que ya mencionamos
anteriormente, se reduce a pedir que la pendiente de la funcidn sea creciente.

Teorema 1.20. Sea S C R"™ un conjunto no vacio, abierto y convero sea f : S — R una
funcion diferenciable en S. Entonces, f es convexa si y solo si, para cada par de puntos x € S
ey €S, se tiene

(Vi) - Vi@) G-z >0

Andlogamente, f es estrictamente convexa si y solo si, para cada par de puntos distintos x € S
ey €S, se tiene

(Vi) - Viw) (y—=)>0.

Demostracion. Presentamos la prueba para el caso convexo, siendo andloga la correspondiente
al caso estrictamente convexo.
[14 ”
=" Supongamos que [ es convexa y tomemos € S e y € S. Entonces, por el Teore-
ma 1.19, tenemos que

fly) + Vi) (x—y), y
f(x)+ V(@) (y — o).

>
>

Sumando ambas igualdades obtenemos que (Vf(y) — Vf(z)) (y — x) > 0.
“<=" Tomemos nuevamente x € S e y € S. El Teorema del valor medio nos asegura que
existe A € (0,1) tal que 2 = Az + (1 — \)y cumple que

fy) = (@) =V[(z)(y — =) (1.5)

Por hipétesis tenemos que (Vf(z) — Vf(z)) (z —x) > 0y, como z —x = (1 — \)(y — x),
entonces, (1 — \)(Vf(z) — Vf(z)) (y — ) > 0. Por tanto, Vf(2)"(y — x) > Vf(x) (y — ).
Ahora, aplicando la Ecuacién (1.5), tenemos

fy) = f(®) =Vf(2)'(y —=) 2 Vf(z)(y — =)
Con lo que el Teorema 1.19 nos asegura que f es convexa. O

Aunque los teoremas 1.19 y 1.20 dan sendas caracterizaciones de la convexidad, estas con-
diciones no son féaciles de verificar en la practica. A continuacién veremos que, cuando tenemos
funciones que son dos veces diferenciables, se pueden conseguir condiciones mas manejables.

Definiciéon 1.7. Sea S C R™ un conjunto no vacio y sea f : S — R. Entonces decimos que f
es dos veces diferenciable en & € S si existen V f() € R", una matriz simétrica H () € R"*",
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1.3. Funciones convexas y propiedades 27

llamada matriz hessiana y una funcién ¢ : R™ — R tales que limg_,z ¢(x — &) = 0 y, para todo
x €S,

fl@)=f@)+ Vi@ (z—z)+ %(a: — ) H(z)(x - 2) + oz — )|z — | (1.6)

Una funcién f es dos veces diferenciable en un conjunto abierto S’ C S si es dos veces
diferenciable en todos los puntos de S’. Si en la representacién de f de la Ecuacién (1.6) no
incluimos el sumando que contiene a la funciéon ¢, dicha representacién se conoce como la
aproximacion de Taylor de sequndo orden de f en .

Nuevamente, no seria dificil de comprobar que, dada una funcién dos veces diferenciable, su
matriz hessiana viene dada por las derivadas segundas con respecto a las distintas direcciones
coordenadas:

’f@)  9f(@) 9 f(z)
0x1 01 0xr10x2 "  Ox10xn
’?f@)  9f(@) % f(z)
H(:i) _ Oxo 011 O0x20xo "'  OxoO0xn
’?f@)  9’f(@) 9 f(z)
Oxyn Ox1 0xp Oxs " Oxp Orn

A continuacion presentamos una importante caracterizacién de la convexidad en base a las
propiedades de la matriz hessiana. Este resultado puede verse como una continuacién natural
de la idea detras del Teorema 1.20: si interpretamos ( V f(y) —Vf(z)) (y —2) > 0 como que la
convexidad es equivalente a que a que “el gradiente crece” a medida que “avanzamos” dentro
del dominio, entonces podemos pensar que una funcién serd convexa si su derivada segunda es
no negativa. Para funciones de R™ en R el papel de la derivada segunda lo asume la matriz
hessiana y la idea de que sea no negativa la captura el concepto de matriz semidefinida positiva.

Una matrix simétrica A, x, es semidefinida positiva si, para todo € R", " Ax > 0y es
definida positiva si, para todo x € R™"\{0}, " Az > 0. Anédlogamente, se pueden definir los
conceptos de semidefinida negativa y definida negativa sin mas que cambiar el sentido de las
desigualdades. Como toda matriz simétrica es diagonalizable, también se podrian definir los
conceptos de matriz definida positiva, semidefinida positiva, definida negativa y semidefinida
negativa como aquella que tiene todos sus autovalores positivos, no negativos, negativos y no
positivos, respectivamente. Esta definicién alternativa es til a la hora de probar resultados ma-
tematicos, pero en la practica hay métodos mas eficientes para verificar si una matriz pertenece
a alguna de las clases que acabamos de definir.

Teorema 1.21. Sea S C R™ un conjunto no wvacio, abierto y convexo sea f : S — R una
funcion dos veces diferenciable en S. Entonces, f es convezra si y sélo si la matriz hessiana es
semidefinida positiva en todo punto de S.

Demostracion. “=" Supongamos que f es convexa y tomemos & € S. Tenemos que probar
que, para todo @ € R", " H(x)x > 0. Como S es abierto, para cada & € R", tenemos que
T+ Ax € S si |\ # 0 es suficientemente pequeno. Apoydndonos en el Teorema 1.19 y en el
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28 Tema 1. Introduccién al Analisis Convexo

hecho de que f es dos veces diferenciable tenemos

f@+Xx) > f() + \Vf(z)'x, vy

f@+Ax) = f(&) + AV f(@)z+ )\Q%mTH(:E)x + Mp(Az)||z||.
Restando estas dos ecuaciones obtenemos

1
NS e H(@)z + Mo(A\w)|a|* > 0.

Dividiendo por A? y haciendo tender A a 0 tenemos que z" H(Z)x > 0.

“4<=" Supongamos que la matriz hessiana es semidefinida positiva en todo punto de S.
Tomemos ¢ € S e y € X. El Teorema del valor medio nos asegura que existe A € (0,1) tal que
z = Az + (1 — )y cumple que

1
fly) = fl@) = V(@) (y—2)+ 5y - 2) H(z)(y - 2)
Como z € S, por hipdtesis sabemos que H(z) es semidefinida positiva. Entonces, (y —

x)"H(z)(y —x) > 0, con lo que

f) =z f(@)+ V(@) (y — o)
Al ser esto cierto para todo x € S e y € X, el Teorema 1.19 implica que f es convexa. O

El resultado anterior es de gran utilidad a la hora de verificar la convexidad de una funcién
diferenciable en un punto dado. Ademas, si la funcién es cuadratica, entonces esta verificaciéon
es independiente del punto elegido pues la matriz hessiana es constante.

De modo similar podria demostrarse que si la matriz es definida positiva en todo punto del
dominio entonces es estrictamente convexa. Sin embargo, el reciproco no es del todo cierto en
este caso. Basta considerar la funcién f(z) = x4, que es estrictamente convexa y, sin embargo,
la matriz hessiana es H(z) = 1222, que es definida positiva en todo R salvo en el 0, donde
es semidefinida positiva. Al igual que pasa en el caso real, donde en este caso uno puede
apoyarse en las derivadas de orden superior para verificar la convexidad de la funcién f (en
este caso, bastaria notar que la derivada tercera es 24x y la derivada cuarta 24 > 0), también
para funciones de R™ en R se puede conseguir una caracterizaciéon completa de las funciones
convexas utilizando la misma idea, pero aplicaindola a las derivadas direccionales de orden
superior.

1.4 Ejercicios adicionales

*Ejercicio 1.28. Dados dos conjuntos S; C R"™ y Sy C R", demuestra que conv(S; N .Sy) C
conv(S1) Nconv(Sy). (Es cierta la otra inclusion? En caso negativo, da un contraejemplo. <
<

*Ejercicio 1.29. Demuestra que un politopo es un conjunto cerrado y acotado.

**Ejercicio 1.30. Demuestra, mediante un ejemplo, que la envoltura convexa de un conjunto
cerrado no tiene por qué ser un conjunto cerrado. <
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**Ejercicio 1.31. Demuestra que, dado un cono convexo no vacio C' C R" y su cono polar
C*, C+C* =R", es decir, dado & € R” existen ' € C y 2 € C* tales que x = ' + 2. <

*Ejercicio 1.32. Dado el conjunto convexo S = {x € R?: 22 + 23 + 22 < 4, 22 — 425, <0} y
el punto y = (1,0, 2), encuentra la minima distancia de y a S, un punto de S que se encuentre
a dicha distancia y un hiperplano separando {y} de S. <

*Ejercicio 1.33. Demuestra que el subdiferencial de una funcién en un punto es un conjunto
cerrado. 4

*Ejercicio 1.34. Estudia la concavidad y convexidad de las siguientes funciones (apoyandote
en la matriz hessiana):

T1,T2) = 202 — 4179 — 81 + 379,

T1,xg) = wpe” (B11322),

Ty, 9, T3) = 22172 + 222 + 23 + 203 — 5rq23.

I
f(
v f(x1,m0) = —x1 — 31’% 4+ 4x129 + 1021 — 1029.
f(
f(

T1, T, 13) = —22% — 313 — 223 + 8179 + 3w173 + 42073 <

s .. . 2,2 [ . .

*Ejercicio 1.35. Dada la funcién f(x1,z2) = €217 — 311 + 5ao, jcudl es la aproximacion
de Taylor de primer orden de f en (1,1)? ;y la aproximacién de segundo orden? Argumenta si
estas aproximaciones son céncavas 0 convexas. <
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32 Tema 2. Optimizacién Convexa

2.1 Minimos y maximos en programacion convexa

En el tema anterior vimos que las funciones convexas tienen una gran cantidad de propiedades.
Ademaés, ya comentamos que muchas de ellas son especialmente ttiles a la hora de resolver
problemas de optimizacion. En este tema empezaremos a trabajar de modo méas concreto en
las conexiones entre convexidad y optimizacién, y que hacen de la convexidad de funciones un
objeto central al estudio de problemas de optimizacién. Por otro lado, se trata de una propiedad
bastante menor en el resto de los campos de las matematicas, donde la distincién fundamental
suele ser entre lineal y no lineal. A la hora de resolver problemas de optimizacién la distincién
entre problemas convexos y no convexos tiene al menos la misma importancia que la distincién
entre problemas lineales y no lineales.

En este tema vamos a estudiar el problema de minimizar funciones convexas definidas sobre
conjuntos convexos. En el caso de funciones concavas, los resultados que presentamos en esta
seccién siguen siendo ciertos pero para problemas de maximizar en vez de minimizar. Esto es
inmediato, pues minimizar f(x) es lo mismo que maximizar —f(x) y f(x) es convexa si y s6lo
si —f(x) es concava.

En su formulaciéon méas general, un problema de minimizacion se puede expresar como

minimizar f(x)

sujetoa x € S. (2.1)

En este caso, cualquier punto perteneciente al conjunto S se llama solucion factible. Los
problemas en los que tanto la funcién objetivo f como el conjunto factible S son convexos se
denominan problemas de programacion convezxa.

Dado un problema de minimizacién como el expresado en la Ecuacién (2.1), decimos que
un punto & € S es un dptimo global o una solucion dptima si, para todo « € S, f(x) < f(x).
Decimos que un punto € S es un dptimo local si existe € > 0 tal que, para todo € B(x,&)NS,
f(&) < f(x). Cuando las desigualdades son estrictas, hablamos de 6ptimos globales estrictos
y 6ptimos locales estrictos. En la Figura 2.1 ilustramos los conceptos de optimalidad local y
optimalidad global. Los puntos C, D y E de la figura son éptimos locales estrictos. El punto A
es un 6ptimo local no estricto, al igual que cualquier punto del interior del segmento que une
A y B (no son estrictos pues en todo el segmento la funcién objetivo toma el mismo valor). El
punto F es el tnico 6ptimo global que, por tanto, es estricto.

En la préactica, la mayor parte de los problemas de programacién matematica se nos pre-
sentan con una descripcion explicita del conjunto S, tipicamente de la formas:

minimizar f(x)
sujeto a  g;(x) <0 i=1,...,m (2.2)
hj(a))zo jZl,...,l.

A continuacién presentamos una condicion suficiente para que la regién factible asociada a este
tipo de formulacién sea un conjunto convexo.

Proposicion 2.1. Dado un problema de programacion matemdtica como el formulado en la
Ecuacion (2.2), si la funcion f es convexa y las funciones g; son convezas y las hj son afines,
entonces se trata de un problema de programacién conveza.
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f(z)

minimos
locales

)

|

|

|

| minimos |
| locales | [
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | A 1
| | | s N |
‘ ‘ ‘ minimo .- ‘
| | | global |
I I I I
| | | |
L 1 L 1
r L O% T r ~7 T T

Figura 2.1: Tlustracién de los conceptos de éptimo local y 6ptimo global.

Demostracion. Como f es convexa, basta probar que el conjunto factible S asociado a dicho
problema de programacién matematico es un conjunto convexo. Tomemos x,y € Sy A € [0, 1].
Tenemos que probar que z = Ax + (1 — A\)y pertenece a S. Dada una funcién h; tenemos

hi(2) = hy(Aa + (1 — A)y) B9 \p (@) + (1= Mhi(y) "L X 04+ (1—X)-0=0,
por tanto, z satisface las restricciones dadas por las funciones h;. Dada una funcién g; tenemos

convexidad

6i(2) = g0+ (1 - Ny) " dgi@) + (- Vi) TE A 04 (1-N)0=0,

por tanto, z también satisface las restricciones dadas por las funciones g;. Entonces, hemos
probado que z € S, con lo que el conjunto .S es un conjunto convexo. ]

Como toda funcién afin es convexa, el resultado anterior implica que la programacién lineal
es un caso particular de la programacién convexa.! El siguiente resultado nos garantiza que,
en cualquier problema de programacion convexa, todo éptimo local es un éptimo global.

Teorema 2.2. Sea S C R™ un conjunto no vacio y convexo y sea f : S — R una funcion
conveza en S. Si & es un optimo local del problema “minimizar f(x) sujeto a © € S”, entonces

(i) El punto & es un dptimo global.

(ii) Si x es un optimo local estricto o f es estrictamente convexa, entonces T es el unico
optimo global.

Demostracion. Supongamos que & es un 6ptimo local que no es un éptimo global. Entonces,

!Nétese que los lados derechos de las restricciones de un problema de programacién lineal se pueden ver
como funciones lineales si las vemos de la forma Ax < b o afines si las pensamos como Az — b < 0. Esto hace
que sea habitual referirse a las restricciones de estos problemas como lineales sea cual sea la representacién,
aunque en una de ellas esto no sea del todo preciso.
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34 Tema 2. Optimizacién Convexa

» Existe ¢ > 0 tal que, para todo € B(x,e)N S, f(x) < f(x).
» Existe y € S tal que f(y) < f(Z).

Como S es convexo, para todo A € [0,1], z) = A+ (1—A)y € S. Ademas, para todo A € [0, 1),

B convexidad _ f<f(x) _ - -
flz)=fQz+(1-Ny) < AM@)+A-Nfy) < AM@)+QA-Nf(z)=f(2)
Entonces, si tomamos A suficientemente préximo a 1 tendremos que z) € B (ic,s) NSy que
f(zx) < f(2), lo que contradice que Z sea un minimo local. O

*Ejercicio 2.1. Demuestra el segundo apartado del Teorema 2.2. <

El Teorema 2.2, a pesar de su relativa sencillez, es uno de los resultados mas relevantes a la
hora de valorar la dificultad de un problema de programacién matematica. Para problemas de
programacién matematica en general, existen muchos algoritmos eficientes para buscar éptimos
locales; en particular, una técnica habitual es moverse por la regiéon factible buscando puntos
donde se anule el gradiente. El hecho de que optimalidad local implique optimalidad global hace
que estos algoritmos sean suficientes para resolver completamente problemas de programacion
convexa.

En el resultado siguiente presentamos una condicién necesaria y suficiente para que un
punto factible sea un minimo global en un problema de programaciéon convexa. En caso de que
este minimo global no exista pueden suceder dos cosas:

» inf{f(x) : * € S} es un numero real pero no se alcanza dentro de S. Por ejemplo,
fle)=2y S=(0,1) CR.

» inf{f(x):x € S} = —oco. Por ejemplo, f(z) =2y S =R.
Teorema 2.3. Sea f : R® — R una funcion convera y sea S C R™ un conjunto no vacio y

convexo. Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a x € S.

El punto © € S es un minimo global de este problema si y solo si f tiene un subgradiente s en
x tal que
s'(x—x) >0, paratodox € S.

Demostracion. “<=” Supongamos que, para todo « € S, s"(x — &) > 0, donde s es un subgra-
diente f en &. Entonces, por la definiciéon de subgradiente, para todo € S

fl@) = f@)+s'(x—z) = f(Z).

Y & es un minimo global de f en S.
“=>" Supongamos ahora que  es un minimo global y definamos los dos siguientes subcon-
juntos en R™+1:

Flz{(x_j’y):mERnay>f(m)_f(j)}a y
F={(x—-z,y): xS y<0}
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Es ficil comprobar que F; y F5 son conjuntos convexos. Ademés, F; N Fy = () pues, de otro
modo, existirfa un punto (x,y) € R*! talquex € Sy 0 >y > f(x)— f(Z), lo que es imposible
pues & es un minimo global de f en S. Por el Teorema 1.6, existe un hiperplano separando F
y F». Més concretamente, existen un vector no nulo (89, ) € R**! y un escalar r € R tales
que

so(x — &) + py < r,para todo (x — &, y) € Fi,es decir, para todo x € R" e y > f(x) — f(Z).
so(x — @) + py > r,para todo (x — ,y) € Fy,es decir, para todo x € S ey <0.

Tomando = & e y = 0 en la segunda desigualdad obtenemos r < 0. Ahora, tomando © = &
ey =€ > 0 en la primera desigualdad obtenemos que, para todo € > 0, ue < r. Entonces,
necesariamente u < 0. Ademads, 7 no puede ser negativo, pues tomando e suficientemente
préximo a cero llegariamos a una contradicciéon con pe < r. Por tanto, r = 0.

Si p = 0, entonces la primera desigualdad implica que, para todo x € R", sj(x — &) < 0.
Pero ahora bastaria tomar © = & + so para obtener que sj(x — &) = sjso < 0, lo que implica
que sg = 0, contradiciendo que (g, ) es no nulo.

Entonces, 1 < 0. Si ahora dividimos ambas desigualdades por —u, tomamos s = f—‘L y
tenemos en cuenta que r = 0, obtenemos:

s'(x—x)—y<0, paratodoxecR"ey> f(x)— f(x).
s'(x—x)—y>0, paratodox e Sey<O0.

Tomando y = 0 en la segunda desigualdad tenemos que, para todo € S, s"(x — x) > 0.
Ademas, si en la primera desigualdad, fijado @, tomamos una sucesién de valores de y que
converja a f(x) — f(&) se sigue que, para todo € R,

f(x) = f(z) + s"(x — ).
Por tanto, s es un subgradiente de f en & tal que, para todo © € S, s"(x — &) > 0. O

En la Seccion 2.3 presentamos una discusion detallada de las intuiciones e implicaciones de
este resultado, presentando ademéds una interpretacién geométrica del mismo (ver Figura 2.4).

*Ejercicio 2.2. Demuestra la convexidad de los conjuntos F; y F5 construidos en la demos-
tracion del Teorema 2.3. <

Corolario 2.4. Bajo las hipotesis del Teorema 2.3, si S es abierto, entonces T es un minimo
global del problema si y solo si el vector 0 es un subgradiente de f en &.

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.3 tenemos que & es un minimo global si y sélo si existe
un subgradiente s de f en @ tal que, para todo € S, s"(x — &) > 0. Como S es abierto, si
tomamos A > 0 suficientemente pequeno tenemos que = & — As pertenece a S. Entonces,
—As's > 0y, por tanto, s = 0. O

Por dltimo, podemos ver a qué se reducen estos resultados en el caso diferenciable (ver
Figura 2.4(b)). En particular, vemos que recuperamos la condicién clasica de optimalidad, que
nos dice que el gradiente se ha de anular en los puntos éptimos (del interior del dominio).
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Corolario 2.5. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.3, si f es diferenciable tenemos que, * € S
es un minimo global del problema si y sdlo si, para todo ¢ € S, Vf(x) (x —x) > 0. Ademds,
si S es abierto, T es un minimo global del problema si y sdlo si V f(x) = 0.

Demostracion. Inmediato a partir de la Proposicion 1.18, que nos asegura que el gradiente es
el tinico subgradiente de una funcién diferenciable. O

A continuacién presentamos un resultado relativo al conjunto de 6ptimos globales de un
problema de programacién convexa.

Proposicion 2.6. El conjunto de dptimos globales de un problema de programacion conveza
es un conjunto convero.

*Ejercicio 2.3. Demuestra la Proposicién 2.6. <

Maximos en problemas de programacion convexa

Recordemos que las funciones convexas son funciones que, en cada direccién, o bien “aceleran”
su crecimiento o “desaceleran” su decrecimiento. Dado esto, parece natural que para encontrar
méaximos de estas funciones tengamos que buscar en la frontera de dominio de definicién. Esto
es justamente lo que nos dice el siguiente resultado que, por tanto, aplica también a los minimos
en problemas con funciones céncavas.

Teorema 2.7. Sea S C R™ un poliedro acotado (politopo) no vacio y sea f : S — R una funcion
continua y convexa en S. Entonces, al menos un éptimo del problema “maximizar f(x) sujeto
ax €S” es un punto extremo de S.

Demostracion. Dado que f es continua y S compacto, la funcién f tiene al menos un maximo
global & € §. Si & es un punto extremo de .S ya tendriamos el resultado. En caso contrario,
como S es un poliedro acotado, el Teorema de Carathéodory nos asegura que existen !, ..., ™
puntos extremos de S, con m > 1, tales que & = > j- \pxF con Y1 A =1y Ap > 0 para

todo k € {1,...,m}.? Por la convexidad de f tenemos que
m m
F(@) = FOQ_ M) <7 Af(ah).
k=1 k=1

Dado que, para todo k € {1,...,m}, f(z) > f(z*), la anterior desigualdad implica que, para
todo k € {1,...,m}, f(z) = f(z¥). Por tanto, los puntos extremos x',...,x™ son también

méximos globales de f en S. O

El Teorema 2.7 también es cierto si S es un conjunto convexo compacto general, no nece-
sariamente poliédrico. Asimismo, no es necesario asumir la continuidad de S pero, dado que el
Teorema 1.12 sélo garantiza la continuidad de f en el interior de S, habria que tener algo de
cuidado con los puntos de la frontera del conjunto.

Notese que, aplicado a problemas de programacion lineal, cuya funcién objetivo es tanto
coéHncava como convexa, el resultado anterior nos dice algo que ya conociamos: al menos un
punto extremo es 6ptimo (pues estamos minimizando una funcién coéncava, que es lo mismo
que maximizar una funcién convexa).

2Los puntos extremos de S para los que el coeficiente sea 0 ya no los ponemos en la representacién de .
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2.2 Direcciones de descenso y direcciones factibles

En esta seccién presentamos formalmente otro enfoque para encontrar condiciones de optima-
lidad. Aunque los resultados obtenidos son esencialmente los mismos, este enfoque resultara
muy conveniente cuando queramos generalizar los resultados mas alld de problemas de progra-
macion convexa. Supongamos entonces que tenemos un problema de optimizacién de la forma
minimizargyeg f(x), con f: R™ — R. A continuacién presentamos la definicién de los conceptos
de direcciéon de descenso y direccion factible.

Definicion 2.1. El conjunto de direcciones de descenso de la funcion f en el punto @, DD(f, x),
viene dado por

DP(f,x) = {d € R": f(x + \d) < f(x) para todo X € (0,6), para un cierto § > 0}.

Definicién 2.2. El conjunto de direcciones factibles del conjunto S en el punto x, D' (S, x),
viene dado por

DF(S,x) = {d € R" : x + \d € S para todo ) € (0,4), para un cierto § > 0}.

*Ejercicio 2.4. Demuestra que los conjuntos DP (f, ) U{0} y D (S, z) son conos convexos
cuando f es convexa y S es convexo, respectivamente. <

Para facilitar la notacién, cuando no haya confusiéon denotaremos estos dos conjuntos sim-
plemente como DP y D y nos referiremos a sus elementos como direcciones de descenso y
direcciones factibles, respectivamente. El siguiente resultado relaciona el concepto de direcciéon
de descenso con el de derivada direccional. Recordemos que, para funciones diferenciables, la
Ecuacién (1.4) nos dice que f'(z,d) =V f(z)"d.

Proposicion 2.8. Sea f : R" — R una funcion diferenciable. Dados un punto x € R™ y una
direccion d € R™. Si Vf(x)'d < 0, entonces d es una direccion de descenso en x. Si ademds
f es convexa entonces el reciproco también es cierto.

Demostracion. “=-" Supongamos que V f(x)"d < 0. Por la definicién de gradiente tenemos
f(@+Ad) = f(z) + AV f(z)'d+ Ap(Ad) | d],
con limy_,g p(Ad) = 0. Reordenando los términos y dividiendo por A # 0 obtenemos

f(x+2d) — f(=)

3 = Vi(@)'d+p(Ad)|d]|

Si ahora hacemos tender A a 0 y usamos que Vf(x)'d < 0 y limy_,o p(Ad) = 0 tenemos que
existe 0 > 0 tal que Vf(z)'d + ¢(A\d)||d|| < 0 para todo A € (0,6), de donde se sigue el
resultado.

“<=" Supongamos ahora que d es una direccion de descenso en & y que ademas la funcién f
es convexa. Por el Teorema 1.19, la convexidad de f implica que, dado A > 0, f(z+Ad)—f(x) >
AV f(x)"d, de donde se deduce inmediatamente que V f(x)"d < 0 por ser d una direccién de
descenso en x. O
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38 Tema 2. Optimizacién Convexa

Notese que el reciproco en el resultado anterior no es cierto si la funcién no es convexa
pues, para la funcién f(z) = 23, la direccién d = —1 es una direccién de descenso en z = 0
y, sin embargo, f/(0,—1) = Vf(0)(—1) = 0. De modo més general, cuando en una funcién
diferenciable nos situamos en un maximo o un punto de silla, tendremos que hay direcciones
de descenso y, sin embargo, no podemos apoyarnos en las derivadas direccionales o el gradiente
para identificarlas.

El siguiente resultado caracteriza los éptimos globales de un problema de programacion
convexa como aquellos puntos en los que no hay ninguna direccién que sea simultaneamente
factible y de descenso.

Teorema 2.9. Sea f : R®™ — R una funcion convexa y sea S C R un conjunto no vacio y
convexo. Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a x € S.

El punto & € S es un minimo local (y global) de este problema si y sélo si DP N DF = ).

Demostracion. “=-" La existencia de una direccién d € DP N D implica inmediatamente que
Z no es una solucién 6ptima.

“«=” Supongamos que un punto Z no es un 6ptimo global. Entonces, existe € S con
f(x) < f(x). Definamos d = (x — &). Tenemos que, para todo A € (0, 1),

Z+Ad=\Nz+d) +(1-Nz =z +(1- Nz,

que pertenece a S pues S es convexo. Por tanto d € D¥'. Ademads, por la convexidad de f,para
todo A € (0,1),

f@+2d) = fOx+(1-Nz) < Af(2) + (1 -V f(Z) < f(2),
con lo que d € DP y, por tanto, d € DP n D¥ y DP n D¥ + 0. O

Claramente, DP N D¥ = () siempre serd una condicién necesaria para tener optimalidad
local, independientemente de las propiedades de f y S. Sin embargo, la convexidad es crucial
para la otra implicacién. Consideremos la funciéon f : R — R definida por

f(x):{o six =0,

sin(1) en otro caso.

La representacién de la funciéon f la podemos ver en la Figura 2.2. Claramente, en x = 0
tenemos D = (), con lo que D” N D = (). Sin embargo, = 0 no es un 6ptimo local. El
problema de esta funcién, en comparacién con las funciones convexas, es que ni siquiera tiene
definidas las derivadas direccionales en x = 0. Por otro lado, ndtese que el problema no convexo

minimizar,cg f(z) = 23 en 2 = 0 no sirve como contraejemplo del Teorema 2.9. En este caso
tenemos que la direccién d = —1 pertenece a DP N D, con lo que 0 no puede ser un éptimo
local.
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2.2. Direcciones de descenso y direcciones factibles 39

=) en otro caso.

s=(1,2)

> .

(a) Representacién de f(z1,x2) = |z1] + 2|z2]. (b) Curvas de nivel de f(z1,z2) = |z1| + 2|z2].

Figura 2.3: Ilustracién de la funcion del Ejemplo 2.1.

Terminamos esta seccién con una pequena discusion relativa a la busqueda de direcciones
de descenso. En el caso diferenciable la Proposicién 2.8 implica que, siempre que V f(x) # 0,
tenemos que — V f(x) es una direccién de descenso en @ pues — Vf(xz)"'Vf(x) = —||Vf(x)| <
0. De hecho, en la Seccién 4.8.1 se demuestra que — V f(x) es la direccién de mdzimo descenso
de la funcién f en @ (Proposicién 4.7).

En el caso no diferenciable la identificacion de direcciones de descenso no es tan inmediata,
yva que el resultado anterior para el gradiente no aplica necesariamente a los subgradientes.
Mas concretamente, dado un subgradiente s de f en &, el vector —s no tiene por qué ser una
direccién de descenso. Un ejemplo trivial en el que se puede ver este comportamiento es en la
funcién f(z) = |z|. El punto z = 0 es un minimo del problema y, claramente, en él no existe
ninguna direccién de descenso. Sin embargo, en el punto x = 0 existen infinitos subgradientes
no nulos. Si este comportamiento sucediese inicamente cuando nos encontramos en minimos
del problema, entonces no seria muy problematico. Desafortunadamente, como mostramos en
el siguiente ejemplo, la situacién anterior se puede extender de modo sencillo a situaciones en
las que el punto en estudio no cumple ninguna condicién de optimalidad.

Ejemplo 2.1. Considérese la funcién f : R? — R dada por f(x1,12) = |21]|+2|x2], representada
en la Figura 2.3(a), y cuyas curvas de nivel pueden verse en la Figura 2.3(b).
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Es facil ver que el vector s = (1,2) es un subgradiente en & = (3,0). Como f es una funcién
totalmente separable en ambas variables, es facil ver que su subgradiente en un punto (x1, z2) se
puede expresar como el producto cartesiano del subdiferencial de |z| en 21 y del subdiferencial
de 2|z| en 2. Por tanto, el subdiferencial en (3,0) se corresponde con {1} x [—2,2] (nétese que
|z| es diferenciable en z = 3). En el caso de s = (1, 2) tenemos que, para todo & = (1, 22) € R?,

f(@) = [21] + 2zl > (18] +1- (@1 = 3)) + (2- 0] + 2+ (21 —0)) = f(@) + 5"(@ — @),

con lo que s = (1,2) es un subgradiente en & = (3,0). Por otro lado, tenemos que f(3,0) =3
y que, para todo A € (0,3), f(x —As) = f(3— A, —2\) =3 — A +4X =3+ 3\ > 3, con lo que
—s = —(1,2) no es una direccién de descenso.

Una consecuencia de la discusién anterior relativa a la bisqueda de direcciones de descenso
es que no serd inmediato adaptar algoritmos basados en el uso de gradientes a problemas
no diferenciables usando subgradientes. Por un lado, estos tltimos ni siquiera tienen por qué
devolver direcciones de descenso y, por otro, pueden no ser faciles de calcular. En la Seccién 4.9.1
se presenta un método de subgradiente como adaptacion del método de méaximo descenso a
problemas no diferenciables y la Proposicién 4.17 muestra que, bajo ciertas condiciones, a
pesar de que no tiene por qué seguir direcciones de descenso en todas las iteraciones, este
algoritmo puede tener un buen comportamiento en la practica. Por otro lado, en el estudio de
la dualidad y, méds concretamente, de las formas de resolver el problema dual llevado a cabo
en la Seccién 5.4.6, se tiene una situacién en la que el calculo de subgradientes no resulta
complicado.

2.3 Ejemplo ilustrativo y discusion

En esta seccion vamos a discutir e interpretar los resultados de la seccién anterior, incluyendo
sus implicaciones a la hora de disefiar algoritmos de optimizacion. Para ello nos vamos a centrar
en el caso diferenciable, estudiando el gradiente. Si bien es cierto que algunos de los argumentos
que vamos a hacer para el gradiente en un punto & se pueden adaptar para los subgradientes
en el caso no diferenciable, hay que tener bastante cuidado ya que, como comentamos al final
del apartado anterior, un subgradiente no tiene por qué darnos una direccién de descenso.

El Teorema 2.3 nos da una condicién necesaria y suficiente de optimalidad global para
problemas de programacién convexa. Ademads, en el caso de funciones diferenciables sobre
dominios abiertos, esta condicién se reduce a la habitual de que se anule el gradiente (y, por
tanto, todas las derivadas direccionales).

Toda la discusién la llevaremos a cabo sobre el siguiente problema de minimizacioén, al que
nos referiremos como Problema P:

minimizar f(z) = (z1 — 3)? + (z2 — 5)?
sujetoa —x1+ 9 < 2
1+ 222 < 7
2x1 + 2x9 < 11
I Z 0
To > 0.
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El Problema P consiste en encontrar el punto del conjunto S que minimiza la distancia al punto
(%, 5), donde S es el conjunto definido por las restricciones. Claramente, el conjunto S es un
conjunto convexo, pues es un poliedro (interseccién de semiespacios). Podemos preguntarnos
ademas si la funciéon f es convexa. Como claramente es una funcién dos veces diferenciable
podemos recurrir a su matriz hessiana. En este caso, como tenemos una funcién cuadratica

tenemos que la hessiana es constante: para todo « € R?, la hessiana de la funcién f en x viene

dada por
20
H(x) = (O 2) .

Como esta matriz tiene todos sus autovalores positivos, es definida positiva y, por tanto, la
funcién f es estrictamente convexa. Entonces, como f es convexa y S es convexo, P es un pro-
blema de programacion convexa y podemos aplicar todos los resultados de la seccién anterior.
En la Figura 2.4(a) representamos graficamente el problema P.

o
\__ cu(gzarsli/\(]:glnétem}os hiperplano
T V@) (zx—2)=0

V@) (x—2) >0 «<—

curvas/conjuntos,
de nivel de f

V(& 0)

PR
(a) Tlustrando el Teorema 2.3 y sus corolarios. (b) Geometria del Teorema 2.3.

Figura 2.4: Ilustrando los resultados de optimalidad global de funciones convexas.

Antes de avanzar en la discusion del problema P, hacemos una pequena discusion acerca
del gradiente y de los productos de la forma V f(z)"(x — &). Recordemos que el gradiente de
una funcién diferenciable f en un punto & viene dado por

of(®) of(z) 3f(i)>
Ox1  Oxe 7 Oxy /

Vi@ = (

Cada componente del gradiente nos dice cuanto creceria/decreceria la funcién (localmente) si
nos movemos en la direccién marcada por el correspondiente vector de la base canénica. Tome-
mos ahora un punto del interior de S, por ejemplo el punto (2,2), tenemos que f(2,2) =9.25y
Vf(2,2) = (1,—6)". Supongamos ahora que queremos ver si (2,2) es un éptimo global. Como
estamos en un problema de programacién convexa, optimalidad global equivale a optimalidad
local, con lo que podemos ver qué pasa si nos movemos a puntos que estan cerca de (2,2).
A continuacién discutimos distintos movimientos que se podrian llevar a cabo desde el punto
(2,2):
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» Podemos movernos en la direccién (1,0)". Por ejemplo, pasando al punto (2.5,2) = (2,2)+

0.5-(1,0) € S. En este caso, nos encontramos con que f(2.5,2) = 10 > 9.25 = f(2,2).
Es decir, el movimiento que hemos realizado ha empeorado la funciéon objetivo. Esto no
deberia sorprendernos, pues Vf(2,2) = (1,—6)" ya nos esta diciendo que en el punto
(2,2) la funcién estéd creciendo en la direccion (1,0)" a velocidad 1.

Podemos movernos en la direccién (0, 1). Por ejemplo, pasando al punto (2,2.5) = (2,2)+
0.5-(0,1) € S. Ahora tenemos f(2,2.5) = 6.5 < 9.25 = f(2,2), con lo que hemos
mejorado. Nuevamente, esto ya lo podiamos anticipar dado que el gradiente nos dice que
en la direccién (0,1)" la funcién decrece a velocidad 6. De hecho, esto también explica
que al pasar de (2,2) a (2,2.5) hayamos mejorado més de lo que empeoramos cuando
pasamos al punto (2.5, 2).

Es importante destacar que las velocidades 1 y —6 son locales, y lo que realmente nos
dicen es que, si nos alejamos muy poco en las direcciones (1,0) y (0,1), las tasas de
variacion estardn cerca de 1 y —6, respectivamente. Pero si el alejamiento es grande
estos nimeros pueden perder su significado. Por ejemplo, el gradiente nos dice que si nos
movemos desde (2,2) en la direccion (—1,0)", el valor de f deberia decrecer. Supongamos
entonces que tomamos el punto (0,2) = (2,2) +2-(—1,0) € S. En este caso, tenemos
que f(0,2) = 11.25 > 9.25 = f(2,2) con lo que, en contra de lo que sugeria el gradiente,
hemos empeorado.

Veamos ahora qué pasa si nos movemos en la direccién — V f(2,2) = (—1,6)", por ejemplo
al punto (1.95,2.3) = (2,2) +0.05- (—1,6) € S. En este caso tenemos que f(1.95,2.3) =
7.4925 < 9.25 = f(2,2). Como el gradiente nos marca una direccién de crecimiento de
la funcién, moverse en direcciéon contraria suele ser una buena opcién cuando queremos
minimizar. De hecho, — V f(x) es la direccién de méximo decrecimiento/descenso de la
funcién f en el punto @ (localmente).

Volvamos ahora al primer movimiento, del punto (2,2) al punto (2.5,2). Tenemos que
V£(2,2)((25,2) - (2,2)) = V£(2,2)(0.5,0) = 05 > 0.

Es decir, si tomamos & = (2,2) y « = (2.5,2), el producto de la forma Vf(z)" (x — &)
es no negativo, con lo que d = (0.5,0) no es una direccién de descenso (Proposicién 2.8).
Anélogamente, por la convexidad de f tenemos f(x) > f(z)+Vf(z) (x—x) > f(x) y ya
vemos que movernos de & a & no iba a mejorar la funcién objetivo. Aqui es importante
destacar una caracteristica de las funciones convexas. Como comentamos en el punto
anterior, en general el gradiente s6lo nos da condiciones locales. Sin embargo, cuando
trabajamos con funciones convexas hay informacién local que que se puede hacer global.
En este caso, el gradiente nos decia que, localmente, moverse en la direcciéon (1,0)" iba
a aumentar la funcién objetivo. La convexidad nos dice que ningin movimiento en esa
direccién, sea pequeno o no, mejorard la funcién objetivo. Dado A > 0, y @ = £ + \(1,0),

tenemos que f(x) > f(x)+Vf (@) (x—x) = f(2)+ V(@) - (1,0) = f(Z)+ > f(Z).

El analisis que acabamos de llevar a cabo nos permite sacar un par de conclusiones iniciales

de cara al diseno de algoritmos de optimizacién basados en la busqueda de direcciones de
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descenso de la funcién: i) incluso encontrando una buena direccién de descenso, es importante
tener un buen método para decidir cuanto nos movemos en dicha direccion y ii) las direcciones
de descenso hay que buscarlas entre aquellas direcciones d € R™ tales que Vf(z)'d < 0
(con menor estricto si tenemos asegurada la convexidad). Dicho de otra forma, direcciones
que formen un angulo de al menos 90° con el gradiente. En el caso del punto (2,2), como
pertenece al interior del conjunto S siempre podremos movernos en alguna direcciéon que cumpla
esa propiedad, salvo que tengamos V f(x) = 0, que es precisamente la condicién necesaria y
suficiente de optimalidad en un punto del interior de la regién factible.

La discusién anterior nos da un procedimiento bastante natural para la bisqueda de puntos
Optimos. Supongamos que estamos en un punto & € S y encontramos otro punto € S tal
que Vf(x)"(x —x) < 0. Entonces, esto nos estd indicando que moviéndonos en la direccion de
descenso d = (x — &) podremos mejorar la funcién objetivo. En la practica, es habitual hacer lo
siguiente: una vez tenemos identificada una direcciéon de descenso d, se decide cudnto moverse
en esa direccién resolviendo lo que se conoce como busqueda lineal (line search en inglés). Una
busqueda lineal consiste en resolver un subproblema de minimizacién unidimensional, en este
caso dado por

minimizar f(x + \d)
sujetoa x4+ Ad e S
A>0.

Como veremos mas adelante, este tipo de algoritmos pueden ser muy efectivos, pues es facil
definirlos de tal manera que aseguren la convergencia a un 6ptimo local (y, bajo convexidad,
global) y consisten en resolver una sucesién de problemas de optimizacién esencialmente uni-
dimensionales.

Si miramos ahora a la Figura 2.4(b), tenemos un ejemplo en el que un punto & en el
que Vf(Z) # 0 es un minimo global. Lo que sucede en este caso, es que el conjunto S esté
completamente contenido en el semiespacio {x : Vf(&)"(x — ) > 0}. Es decir, todas las
direcciones hacia las que me puedo mover desde & sin salir del conjunto factible S son direcciones
de crecimiento, con lo que no nos sirven para reducir el valor de la funcién objetivo. Eso es
justamente lo que me dice el Teorema 2.9: DP N DF = ().

Si volvemos al Problema P y miramos el punto (1,3), tenemos que Vf(1,3) = (—1,—4)".
En la Figura 2.4(a) se puede ver que este vector forma un dngulo menor de 90° con cualquier
vector (x1 — 1,29 — 3) con (x1,22) € S. Por tanto, la discusién anterior nos asegura que,
efectivamente, (1,3) es un 6ptimo global del problema. Como ilustracién, podemos ver lo que
pasa tomando & = (0,2). En este caso, (r1 — 1,29 — 3) = (—1,—1) y al multiplicarlo por el
V£(1,3) obtenemos (—1) - (=1)+ (=1)-(—4) =5> 0.

Asimismo, miremos ahora qué pasa con el punto (0,0), que también pertenece a la frontera
de S. En este caso, la situacién es la opuesta a la que teniamos para el punto (1,3): es facil
verificar graficamente que, para todo & € S, Vf(0,0)" - (x — (0,0)) < 0. Por tanto, cualquier
direccién de la forma x—(0,0), con & € S, seria una direcciéon de descenso. En general, no sélo es
importante elegir de forma adecuada cuanto nos movemos en una cierta direccién de descenso,
sino que también es importante saber qué direccién de descenso elegir cuando tenemos muchas
a nuestra disposicion. Como ya comentamos, en el caso diferenciable, la direccién opuesta al
gradiente es una buena candidata (en el caso no diferenciable habria que ver cémo elegir entre
los distintos subgradientes).
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Si nos fijamos nuevamente en el punto (0,0) y en las curvas de nivel, esté claro que estamos
ante un maximo local. Del mismo modo, también el punto (%, 0) es un méximo local y f(0,0) =
27.25 < 41 = f(%, 0). Es decir, tenemos un 6ptimo local que no es un éptimo global; esto es
porque al ser el problema de maximizar, para tener que optimalidad local implica optimalidad
global necesitariamos que la funciéon f fuese céncava en vez de convexa.

Una vez hecha esta discusion acerca de lo que hay detras del Teorema 2.3, podemos pensar
un poco en el papel de las distintas hipotesis del mismo. Para ello, nos centraremos en el caso
diferenciable, es decir, en el Corolario 2.5.

S no convexo. En este caso, de la primera parte de la demostracion del Teorema 2.3 se deduce
que la condicién de que, para todo x € S, Vf(x)"(x—x) > 0, sigue siendo suficiente para
asegurar la optimalidad global de Z. Todo lo que hace falta es apoyarse en la convexidad
de f. Para verlo, supongamos que existe & € S tal que f(&) > f(&). Entonces, por la
convexidad de f,

f@) > f(&) = f(x)+ V(@) (@ -2).

Pero esto implicaria que Vf(Z)"(Z —x) < 0. Fijémonos que esto nos permite interpretar
la condicién de que, para todo & € S, Vf(&)"(x — &) > 0, como que el hiperplano
{z :Vf(z)"(x —x) = 0} separa S de las soluciones que mejoran con respecto a .

f no convexa. En este caso, la condicién V f(Z)"(x —Z) > 0 ni siquiera asegura que estemos
ante un minimo local:

3

» La funcién f(xz) = 2° cumple la condicién en z = 0 pues f/(0) = 0 y 0 no es un

optimo local.

» La funcién f(z) = z%(sen(z)? + 1’”—020 + 1), usada al principio de la Seccién 1.3 (ver
Figura 1.8(b)) tiene infinitos puntos en los que se anula la derivada y, por tanto,
infinitos puntos donde se cumple la condicién. Sin embargo, infinitos de ellos son
maximos locales, infinitos minimos locales y sélo uno es un minimo global.

f diferenciable no convexa y S convexo. Pensemos ahora en la otra direccién del resul-
tado del Corolario 2.5. Supongamos que & € S es un minimo global. Entonces, necesa-
riamente tendremos que tener que, para todo € S, Vf(z)"(x — ) > 0. En otro caso,
si existe & tal que Vf(Z)(Z — &) < 0, tendriamos que, moviéndonos en la direccién
d = & — x hacia puntos de la forma & + Ad, si A es lo suficientemente pequenio perma-
necerfamos dentro del conjunto S (pues es convexo) y el valor de la funcién objetivo se
reduciria (definicién de gradiente).

f diferenciable no convexa y S no convexo. La discusién anterior nos permite llegar a
un concepto mas general. Si tenemos simplemente diferenciabilidad y & es un minimo
local y hay alguna direcciéon d en la que & + Ad € S si A es suficientemente pequeno,
entonces Vf(Z)'d > 0. Dicho en palabras, si estamos en un 6ptimo local y la funcién
objetivo se reduce en una direccion, entonces es porque esa direcciéon nos echa fuera del
conjunto.
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2.4 Generalizaciones del concepto de funciéon convexa

Como hemos visto en este tema y en el anterior, las funciones convexas tienen propiedades que
las hacen bastante especiales, como la garantia de existencia de derivadas direccionales y de
subgradientes, o la garantia de que todo minimo local es un minimo global.

Para terminar este tema presentamos una serie de definiciones que generalizan la idea de
convexidad y cada una de ellas mantiene algunas de las principales propiedades de las funciones
convexas con lo que, segun el tipo de funciones que tengamos, puede ser importante verificar
si se encuentran en alguna de estas clases. Nuevamente, a partir de las variaciones de la idea
de convexidad que presentamos en esta seccién se pueden definir variaciones de la concavidad
sin mas que cambiar el signo de la funcién f. En la Figura 2.5 presentamos un esquema con
las diferentes clases de convexidad y las relaciones légicas entre ellas.

Estrictamente
convexa l
J
L
bajo
diferenciabilidad Convexa
v
Estrictamente bajo
seudoconvexa, diferenciabilidad
~ 7 v
l————| seudoconvexa
v
EEE—
3 Estrictamente
cuasiconvexa
~ J h'
) Semiestrictamente
cuasiconvexa

bajo
semicontinuidad
inferior

L .
»| Cuasiconvexa [&———

Figura 2.5: Relaciones entre los distintos tipos de convexidad.

Definicion 2.3. Sea S C R™ conjunto no vacio y convexo y sea f : S — R. Entonces,

(i) La funcién f es cuasiconvera si, para todo € S e y € Sy para todo A € (0, 1), se tiene

fAz + (1= Ny) < méx{f(z), f(y)}

La funcién f es semiestrictamente cuasiconveza si, siempre que f(x) # f(y), la des-
igualdad anterior es estricta. La funcién f es estrictamente cuasiconveza si, siempre que
x # y, la desigualdad anterior es estricta.

(ii) Supongamos que f es diferenciable en S. Entonces, f es seudoconveza si, para todo « € S
ey €S, f(y) < f(x) implica que Vf(x) (y —x) < 0.
La funcion f es estrictamente seudoconveza si, siempre que « # vy, f(y) < f(x) implica
que Vf(x) (y —x) <0.
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A continuacién presentamos una recoleccién de las propiedades més importantes de las fun-
ciones convexas y vemos cudles se mantienen cuando estudiamos las distintas generalizaciones
(ver Figura 2.6).

= Epigrafo convexo. Funciones convexas y estrictamente convexas.
De hecho, vimos que funcién convexa si y sélo si epigrafo convexo (Teorema 1.14).
= Conjuntos de nivel inferiores convexos. Funciones convexas y estrictamente conve-

xas, seudoconvexas y estrictamente seudoconvexas, cuasiconvexas y estrictamente cuasi-
convexas.

En este caso, se puede probar que una funcién es cuasiconvexa si y sélo si los conjuntos
de nivel inferiores son convexos.

= Optimo local implica 6ptimo global. Funciones convexas y estrictamente convexas,
seudoconvexas y estrictamente seudoconvexas, estrictamente cuasiconvexas y semiestric-
tamente cuasiconvexas.

= Unicidad 6ptimo global. Estrictamente convexas, estrictamente seudoconvexas y es-
trictamente cuasiconvexas.

» Vf(Z) = 0= 6ptimo global. Funciones convexas y estrictamente convexas, seudo-
convexas y estrictamente seudoconvexas.

Estrictamente Convexa, Estrictamente Semiestrictamente
convexa cuasiconvexa cuasiconvexa

h'd

epi(f)

: pnicidad
Y Opt. glob.

convexo

. Estrictamente
Cuasiconvexa Seudoconvexa
seudoconvexa

Figura 2.6: Relaciones entre los distintos tipos de convexidad.

2.5 Ejercicios adicionales

*Ejercicio 2.5. El comité ejecutivo de una gran constructora tiene que elegir entre p € N
proyectos que se le han presentado para la construcciéon de un puente. Cada uno de estos
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proyectos viene caracterizado por un vector 7 € R", donde cada componente del vector a/
representa distintas variables relativas a la estructura a construir: longitud, altura, grosor,
numero de pilares,. ..

Para evaluar los distintos proyectos la empresa dispone de una serie de funciones f3, con
k e {1,2,...,100}. Estas funciones son convexas y fi(x) representa una medida del riesgo
asociado a la opciéon x. Supongamos que la empresa esta interesada en elegir la solucién que
minimize el maximo riesgo de acuerdo a estas funciones.

= Modeliza el problema de optimizacion al que se enfrenta este comité ejecutivo, escribiendo
su formulaciéon como un problema de programacién matemética.

= ;Estamos ante un problema de optimizacién convexa? <

**Ejercicio 2.6. El departamento de riesgos de un banco tiene que elegir entre distintas
carteras de inversiéon. Cada cartera de inversién viene dada por un vector * € R", x > 0,
donde cada componente x; representa el dinero invertido en comprar acciones de la empresa i.
Ademas, > i, x; = b, donde b es el presupuesto que la ejecutiva del banco ha decidido invertir.
Tras un exhaustivo analisis, desde el departamento han reducido a un centenar de posibilidades
los escenarios que se podran producir en el futuro, cada uno de ellos con una probabilidad
estimada de ocurrencia p,. Ademas, para cada escenario existe una funcién concava f tal que
frx(x) denota el beneficio obtenido por la empresa si finalmente se produce el escenario k.

Modeliza el problema de optimizacién al que se enfrentaria el departamento de riesgos en
cada uno de los siguientes casos, escribiendo su formulacién como un problema de programacion
matematica. Razona ademas para cada uno de ellos si estamos o no ante un problema de
optimizacién convexa:

= Kl departamento de riesgos quiere maximizar el beneficio esperado con su inversion.

= Estamos ante un departamento conservador que lo tinico que quiere es maximizar el
beneficio que se produciria en el peor caso.

= Kl departamento de riesgos busca un compromiso entre beneficio y riesgo, con lo que su
objetivo serd de la forma maximizar aE(x)— (1 —«a)R(x). Donde E(x) denota el beneficio
esperado y R(x) es una medida de riesgo dada, en este caso, por la semivarianza asociada

a la solucién «, y se define como SV (z) = ;2% (min{ fi(z) — E(w),O})Q. <
**Ejercicio 2.7. Considera el siguiente problema de optimizacion:
= (x1 —4)* + (22 — 6)°

)
sujeto a x2 > :r%
< 4.

minimizar f(

T2

Escribe una condicién necesaria y suficiente de optimalidad global. Verifica si se cumple o no
para el punto (2,4). <
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3.1 Modelizaciéon de problemas de optimizacién matematica

A la hora de transcribir a un ordenador un problema general de optimizacién matematica, nos
encontramos con una situacién de mayor complejidad que en el caso de estar ante problemas
de programacién lineal y entera, cuya descripcién pasa esencialmente por especificar la matriz
de restricciones, el vector de lados derechos, el vector de costes y, en caso de ser necesario, la
especificacién de las variables que han de tomar valores enteros. Esto hace que sea relativamente
sencillo definir un estandar para la formulaciéon de problemas de programacién lineal y entera,
gracias al cual es relativamente sencillo resolver un mismo problema con distintas herramientas
de optimizacién lineal y comparar el rendimiento de las mismas.

En el caso de los optimizadores para problemas de optimizacién no lineal, habitualmente
llamados solvers por su nombre en inglés, es habitual que cada una trabaje internamente la
descripcién del problema de optimizaciéon que se adapte mejor al lenguaje de programacién en
el que se halla desarrollado la herramienta y al tipo de algoritmos implementados en la misma.

Esto plantea la necesidad de herramientas que permitan una modelizacién 4gil de problemas
generales de optimizacién no lineal y que después se encarguen de traducir/adaptar dichos
modelos a las necesidades de cada herramienta de optimizacion. Esto facilitard la tarea de
probar distintos optimizadores y algoritmos sobre un mismo problema de optimizacién.

Las herramientas que acabamos de describir se conocen como lenguajes de modelizaciéon
algebraicos. Dos lenguajes clasicos y de uso ampliamente extendido son GAMS (General Al-
gebraic Modeling System, Boisvert y otros (1985)) y AMPL (A Mathematical Programming
Language, Fourer y otros (1990)) que, ain siendo de pago, permiten un uso completo de los
mismos a través de licencias académicas. Ademas, en los ultimos anos han salido multitud de
alternativas gratuitas, desarrolladas como librerias de distintos lenguajes de programacion co-
mo por ejemplo Pyomo para Python (Python Optimization Modelling (Hart y otros, 2012)) y
JuMP para Julia (Julia for Mathematical Optimization (Dunning y otros, 2017)).

3.2 Lenguaje AMPL

Durante esta asignatura usaremos el lenguaje AMPL con una licencia académica, bajo la cual
se compartird un enlace de descarga de una versién sin restricciones del entorno de trabajo de
AMPL.

En estas notas no vamos a incluir explicaciones relativas al manejo del lenguaje AMPL.
En su lugar presentaremos algunas indicaciones para su uso e instalacion asi como algunas
referencias, que se facilitaran durante el curso mediante un enlace de descarga.

Es conveniente destacar que ademds de servir como lenguaje de modelizacién algebraico,
AMPL también puede usarse como lenguaje de programacién, pues admite la elaboracion de
scripts con bucles, sentencias condicionales,. .. Sin embargo, aun siendo util a nivel académi-
co, las funcionalidades de programacion de AMPL son bastante limitadas, siendo mucho méas
eficiente la programacién directa de scripts en otros lenguajes que después se enganchen con
AMPL a través de las correspondientes APIs (Application Program Interface).
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3.2.1 Opciones de “Instalacion” y “Ejecucion”

Opcién 1. Instalar una version de AMPL con su interfaz (AMPL IDE, Integrated Develop-
ment Environment) y resolviendo los problemas desde el propio programa. Una versién
completa de AMPL con los optimizadores asociados, con una licencia académica para el
presente curso, puede descargarse de:!

= Windows 64bit: http://bit.ly/ AMPLWin64PM20-21
» Linux 64bit: http://bit.ly/AMPLLinux64PM20-21

» Mac-OS 64bit: http://bit.ly/AMPLMac64PM20-21. Interfaz AMPL IDE para Mac-
OS en fichero aparte: http://bit.ly/AMPLMacInterf20-21.

En la pédgina https://ampl.com/try-ampl/ampl-for-courses/ampl-course-install/ puede
verse informacién adicional relativa a la “instalacién” de la herramienta.

Opcién 2. Sin instalar nada. Es posible trabajar directamente con AMPL editando el cédigo
desde cualquier editor de texto y llamando a las herramientas de optimizacién a través
de la plataforma online de NEOS (https://neos-server.org/neos/).

La principal ventaja de la primera opcién es que las ejecuciones se hacen localmente en el
propio ordenador, con lo que los resultados se escriben directamente en ficheros. Por otro lado,
lanzar problemas sobre NEOS tiene la ventaja de no requerir instalacién y, en el caso de querer
resolver problemas que consuman bastante tiempo, no tendremos nuestro ordenador saturado
con dicha tarea pues la ejecucion del optimizador se hace remotamente. En cualquier caso, no es
esperable que en el curso de esta asignatura se vayan a resolver problemas computacionalmente
muy exigentes.

3.2.2 Herramientas de optimizacién disponibles

En la web de NEOS (http://www.neos-server.org/neos/solvers/) hay una gran cantidad de op-
timizadores (solvers) disponibles para ejecucién online a través de AMPL. Estos optimizadores
incluyen, entre otros, Gurobi, CPLEX y FICO-Xpress para problemas de programacion lineal
y entera y BARON, Couenne , CONOPT, Ipopt, Knitro, LOQO, MINOS y SNOPT para pro-
blemas no lineales (cabe destacar que BARON y Couenne son los tinicos de los anteriores que
pueden garantizar optimalidad global de las soluciones obtenidas).

En caso de optar por trabajar localmente con AMPL, la mayoria de los optimizadores
que acabamos de mencionar también estaran disponibles. Ademads, se pueden incluir facilmente
optimizadores adicionales sin més que descargar la versién correspondiente al sistema operativo
del ordenador y copiarla en la carpeta de la instalacién de AMPL:

Optimizadores de cédigo abierto. Destacan el optimizador local Ipopt y el optimizador
global Couenne: https://ampl.com/products/solvers/open-source/.

! Alternativamente, se puede descargar directamente una versién de demostracién de http: //ampl.com/try-
ampl/download-a-demo-version/, que estard limitada a problemas con un niimero relativamente reducido varia-
bles.
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Otros optimizadores gratuitos. Existe un amplio catialogo de optimizadores, algunos dise-
nados para problemas mas generales y otros més especificos, que han sido “enganchados”
con AMPL y pueden descargarse tipicamente desde las paginas web de los desarrolladores:
https://ampl.com/products/solvers/all-solvers-for-ampl /.

3.2.3 Referencias para aprender AMPL

En la web se pueden encontrar multitud de referencias para aprender AMPL. Durante esta
asignatura se facilitaran, entre otros, los siguientes tutoriales cuyos contenidos se adaptan bien
al grado de profundidad que requerira esta asignatura:

» El tutorial “AMPL: A Mathematical Programming Language” (Fourer y otros, 1990)
escrito por los padres de AMPL es un buen comienzo.

= Aunque quiza como primera toma de contacto sea més accesible “Introduction to AMPL:
A Tutorial”, escrito por Kaminsky y Rajan.

= También se facilitaran par de referencias en castellano, una escrita en el afio 2014 por
Jorge Hans Alayo Gamarra y otra en el ano 2000 por Pedro Luis Luque.

Ademas de los tutoriales que acabamos de mencionar, el alumno interesado también podra
acceder libremente a los siguientes recursos:

» Ellibro de AMPL (http://ampl.com/resources/the-ampl-book/chapter-downloads/), que
estd disponible gratis en la web de AMPL y tiene multitud de contenidos y ejemplos.

s Informacién acerca de las funciones disponibles en AMPL en el manual de referencia
(http://ampl.com/BOOK/CHAPTERS /24-refman.pdf) incluido como apéndice del libro
de AMPL.
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4.1 Introducciéon

Aunque la mayoria de los problemas que surgen en la practica son problemas con restriccio-
nes, hay bastantes motivos por los que es importante estar familiarizado con las técnicas de
optimizacién sin restricciones:

(i) Los problemas sin restricciones también son habituales en la realidad.

(ii) Muchos algoritmos de optimizacién con restricciones resuelven el problema de partida
transformandolo en una sucesién de problemas no restringidos, ya sea mediante el uso de
métodos de penalizaciéon y métodos de barrera o mediante multiplicadores de Lagrange
y conceptos de dualidad (como veremos en el Tema 7).

(iii) La mayoria de los métodos se basan en encontrar una direccién de descenso apropiada
y después elegir el desplazamiento éptimo en dicha direccién. La busqueda de dicho
desplazamiento se reduce habitualmente a minimizar una funcién de una variable sin
restricciones (o con restricciones sencillas como cotas inferiores y superiores para las
variables).

(iv) Una buena parte de las técnicas e ideas de la optimizacién sin restricciones se pueden ex-
tender y adaptar de modo natural para dar lugar a métodos de resolucién para problemas
con restricciones.

4.2 Algoritmos

En el resto de estas notas presentaremos una buena cantidad de algoritmos y, aunque a estas
alturas suponemos ya una familiarizacién con el concepto de algoritmo, presentamos aqui unas
pinceladas con ciertas observaciones que pueden ser de relevancia.

4.2.1 El concepto de algoritmo

Recordemos que nuestro objetivo principal consiste en encontrar una soluciéon éptima de un
problema de optimizacion P de la forma:

minimizar f(x)
sujetoa x € S.

El procedimiento de resolucion consistira en el empleo de algoritmos. En nuestro caso, se trata
de procesos iterativos que, siguiendo unas instrucciones prefijadas, generan una sucesién de
puntos con la intencién de que converjan a un punto con las propiedades deseadas.

Siendo un poco mas formales, un algoritmo se puede representar mediante la llamada co-
rrespondencia algoritmica, A, que, a partir de un punto inicial ', genera una sucesién x', 2,
x3,...donde 't € A(x!). Cada una de estas aplicaciones de la correspondencia A constituye
una iteracion del algoritmo.

Idealmente, lo que deseariamos es que tener algoritmos que construyesen sucesiones de
puntos convergentes a un Optimo global del problema. Sin embargo, es habitual tener que
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conformarse con objetivos menos ambiciosos, especialmente cuando estamos fuera del dominio
de problemas de optimizacién convexa (y perdemos la propiedad de que todo 6ptimo local es
un 6ptimo global). Debido a esto, es habitual que los algoritmos se disefien de tal manera que
terminen cuando se alcanzan puntos de un cierto conjunto deseable 2. Por ejemplo, podriamos
tener lo siguiente:

= {x : & es un 6ptimo local de P}.

Q={x: f(x) < b}, donde b es un valor aceptable de la funcién objetivo.

» Q={z: f(x) —v* <e}, donde v* es el valor de la funcién objetivo en el éptimo (que se
supondria conocido en este caso) y ¢ es una precisién prefijada.

» O = {& : & cumple las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker de P}. Estas condiciones,
muy relacionadas con el concepto de 6ptimo local, las veremos en el tema siguiente.

Una parte muy importante del desarrollo de algoritmos es precisamente asegurar, mediante
demostraciones matematicas, que la sucesiéon generada por un algoritmo siempre converge a
un punto del conjunto deseable en cuestién. En caso de que esto no sea posible, habra que
buscar condiciones suficientes a imponer sobre el problema P o sobre la solucién inicial ! que
aseguren dicha convergencia. Llevar a cabo este tipo de andlisis para los distintos algoritmos
que presentaremos en este y otros temas requeriria introducir algunos conceptos y resultados
auxiliares. Sin embargo, en lo que a algoritmos se refiere, nosotros nos centraremos en las
definiciones e intuiciones de los mismos y, aunque presentaremos los resultados relativos a su
convergencia, no los demostraremos.

Otra cuestién importante en el desarrollo de algoritmos iterativos es la dependencia de la
solucion final del iterante inicial. Supongamos, por ejemplo, que tenemos un algoritmo que
tiene asegurada la convergencia al conjunto €2, dado por los 6ptimos locales del problema P.
Es muy posible que dependiendo del iterante inicial podamos terminar en 6ptimos locales con
valores muy distintos de la funcién objetivo. Aunque esta cuestién no la vamos a discutir en
estos apuntes, es de gran importancia en el desarrollo de algoritmos que encuentren soluciones
con buenas propiedades globales.!

Supongamos ahora que tenemos dos algoritmos para resolver el mismo problema y que
ambos tienen asegurada la convergencia a puntos de un conjunto deseable ). En este caso,
a la hora de decidir entre ambos suele ser habitual compararlos en base a su velocidad de
convergencia tedrica. Es esta cuestién a la que esta dedicado el siguiente apartado.

Antes de pasar a hablar de velocidades de convergencia es importante destacar otro criterio
practico para valorar la calidad de un algoritmo, que consiste en estudiar su eficacia para
minimizar funciones cuadraticas. La razon es que, aunque la aproximacién lineal de una funcién
cerca de un minimo suele ser bastante pobre (pues todas las componentes del gradiente se estdn
haciendo cero), la aproximacién cuadrética suele ser bastante adecuada. Por tanto, un algoritmo
que no tiene un buen comportamiento para optimizar funciones cuadréticas es probable que

1Un enfoque muy habitual en la practica, dada la sencillez de implementacién, es el llamado multiarrangue,
que consiste en lanzar el mismo algoritmo partiendo de iterantes iniciales distintos y quedandose finalmente con
la mejor de las soluciones obtenidas en las distintas pasadas.
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no tenga un buen comportamiento para funciones no lineales en general, al menos cuando nos
acerquemos al 6ptimo (pues cerca del 6ptimo la aproximacién cuadratica serd razonablemente
buena).

4.2.2 Velocidad de convergencia

A continuacién desarrollamos brevemente el concepto de wvelocidad de convergencia asintética,
aunque otros criterios basados en wvelocidades de convergencia medias también son posibles
(aunque no tan estudiados).

Sea {r'};eny C R una sucesién con limite 7 y tal que, para todo t € N, 7! # 7. El orden de
convergencia es el supremo de los niimeros no negativos p verificando que existe p € R tal que
| _

2

lim sup p-

t—00 ‘Tt - f|p
A efectos de lo que vamos a comentar aqui se puede pensar simplemente en términos de limite en
vez de limite superior, si eso nos resulta mas sencillo.® En particular, los 6rdenes de convergencia
mas habituales en la practica son los siguientes:

Convergencia lineal. Se da cuando p =1y p € (0,1). En este caso tenemos que, asintética-
mente, [Tt — 7| = p|r! — 7| y uno incluso podria verse tentado a decir que
Pl tplet -7
r Fl=p-plr —7l.
Es por esto que a veces se usa el nombre de convergencia geométrica para referirse a la

convergencia lineal, aunque este nombre deberia reservarse para situaciones en las que la
sucesién sea realmente una sucesion geométrica (y no sélo de modo asintético).

Equivalentemente, la sucesion tiene convergencia lineal si existen p € (0,1) y k € N tales
que, para todo > k, [r1 — 7| < plrt — 7],

Convergencia superlineal. Se da cuando p > 1 0 p = 1 y p = 0. Equivalentemente, la
sucesién tiene convergencia superlineal si existe una sucesion {p'}ien con im0 pb = 0
tal que, para todo t € N, |rtt1 — 7| < ptlrt — 7.

Convergencia cuadratica. Es un caso particular de la convergencia superlineal en el que
p=2.

En la practica, los algoritmos con convergencia lineal pueden llegar a ser bastante lentos (pues
p puede estar muy cerca de 1) y aquellos con convergencia cuadrética casi siempre son bastante
rapidos.

*En general el limite superior se define como lim sup,_, ., ' = lim;—c (sup,, *). En el caso de sucesiones
de ntimeros reales, el limite superior es el menor nimero real b tal que, para todo € > 0, b+ € es mayor que casi
todos los términos de la sucesién (donde casi todos quiere decir “todos salvo una cantidad finita”).

3Formalmente se debe trabajar con limites superiores, ya que no toda sucesién tiene limite pero toda sucesién
tiene limite superior. Por supuesto, en caso de que una sucesién sea convergente su limite es también su limite
superior.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



4.2. Algoritmos 57

Las definiciones de velocidad de convergencia que acabamos de presentar se pueden gene-
ralizar inmediatamente para el caso en el que tenemos sucesiones de vectores {x!};cy C R”
con limite Z y tales que, para todo t € N, x! # Z. Para ello bastarfa reemplazar las distancias
de la forma |r® — 7| por la distancia euclidea ||z' — Z|.* Esto permite hablar de velocidad de
convergencia a una solucién . El caso unidimensional es 1til incluso en problemas definidos en
R™ con n > 1, para hablar de velocidad de convergencia a un determinado valor de la funcién
objetivo.

Para terminar, es importante destacar que los conceptos de velocidad y orden de con-
vergencia que acabamos de comentar simplemente nos dan informacién acerca del nimero de
iteraciones que necesitard el método. Otra consideracion muy importante a la hora de establecer
comparaciones entre algoritmos es la del tiempo requerido para realizar cada iteracion.

4.2.3 El criterio de parada

Una vez que tenemos un algoritmo cuya convergencia ha sido demostrada teéricamente, a la
hora de implementarlo es importante definir algin criterio de parada, que especifique cuando
termina el algoritmo. Por supuesto, lo natural seria terminar el algoritmo en cuanto encontrase-
mos un punto del conjunto deseable ). Sin embargo, en la mayoria de los casos la convergencia
a puntos de €2 sélo se alcanza en el limite y es necesario definir reglas practicas de terminacion
de los algoritmos. Idealmente nos gustaria poner un criterio segiin el cual se terminase el algo-
ritmo cuando estuviésemos lo suficientemente cerca del punto limite pero, desafortunadamente,
no conocemos ese punto limite, pues es precisamente lo que pretendemos encontrar con el algo-
ritmo. Es por esto que la mayoria de los criterios de parada se “apoyan” en que toda sucesion
convergente es de Cauchy y, por tanto, sabemos que para todo € > 0 habra un término de la
sucesiéon tal que la distancia entre dos términos cualesquiera posteriores es menor que € > 0.

A continuacién presentamos una serie de criterios de parada habituales (y que pueden ser
usados conjuntamente), donde € > 0 y k € N son dos valores prefijados:

» ||z!tF — x!|| < e. El algoritmo termina si en k iteraciones nos hemos movido menos de
distancia € en la sucesiéon de puntos generada.

e < e. Similar al criterio anterior, pero usando la distancia relativa en vez de
la distancia absoluta. A la hora de implementar criterios de parada relativos hay que
tener cuidado pues si ' — 0, el denominador tiende a cero y el test de parada podria

: : [
no cumplirse nunca. Es por eso que lo normal es hacer algo del tipo R FaET £,
donde § > 0 es un valor pequeno, pero que asegure que el denominador nunca se acerca

demasiado a cero (tomar J = ¢ es una opcién habitual).

» |f(x!) — f(x'F)| < e. En este caso se mira cudnto ha mejorado la funcién objetivo en las
dltimas k iteraciones.

(gt tE
= % < e. Similar al criterio anterior, pero usando la mejora relativa. Nuevamen-

te, en la practica suele optarse por algo de la forma %w < g, con ¢ > 0 un valor

pequeno.

4Aunque en la practica la distancia euclidea es la mis habitual, a veces es necesario trabajar con otros
conceptos de distancia. Por ejemplo cuando tenemos sucesiones en espacios de dimensién infinita.
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» |Vf(z!)|| < e. Este criterio podria ser de utilidad especialmente en problemas de optimi-
zacién sin restricciones, donde sabemos que V f(x) = 0 es condicién necesaria para tener
optimalidad local.

4.3 Condiciones de optimalidad en problemas sin restricciones

Del mismo modo que en la Seccién 2.1 estudiamos las condiciones de optimalidad en proble-
mas de optimizacién convexa, a continuacion presentamos los resultados correspondientes a
funciones generales en el caso de problemas sin restricciones.

El siguiente resultado nos dice que la condicién que, bajo diferenciabilidad, aseguraba opti-
malidad global en el caso convexo, ahora es inicamente una condicién necesaria de optimalidad
local.

Proposiciéon 4.1. Sea f : R" — R una funcion diferenciable en . Si & es un minimo local,
entonces V f(x) = 0.

Demostracion. Supongamos que & es un minimo local y que Vf(&) # 0. Entonces, tomando
d = — Vf(z) tenemos que Vf(z)'d = —||Vf(z)||* < 0y la Proposicién 2.8 nos asegura que d
es una direcciéon de descenso, lo que contradice que & sea un minimo local. ]

Nuevamente, la funcién f(x) = 23 y el punto & = 0 sirven como ejemplo de que la condicién
del resultado anterior no es una condicién suficiente. La condicién V f(Z) = 0 usa informacién
relativa a las derivadas parciales de primer orden de f, y por eso se conoce como condicion de
primer orden. Podemos conseguir una condicién necesaria algo mas fina introduciendo infor-
macién relativa a las derivadas segundas.

Proposicion 4.2. Sea f : R” — R una funcion dos veces diferenciable en x. Si T es un
minimo local, entonces Vf(x) =0 y H(&) es semidefinida positiva.

Demostracion. Supongamos que & es un minimo local. Consideremos una direccién d € R”.
Por las condiciones sobre la diferenciabilidad de f tenemos que, para todo A > 0.

f(+Xd) = f(x) + A\Vf(x)'d+ %VdTH(@)d + Np(Ad)||d||?,

con limy_o ¢(Ad) = 0. Por la Proposicién 4.1, Vf(x) = 0, con lo que la ecuacién anterior se
puede expresar como

f(x+2d) - f(=)
A2

1
= §dTH(:rc)d + o(\d)|d|>.

Como Z es un minimo local, f(x + Ad) — f(x) > 0 si A es suficientemente pequeno, en cuyo
caso también d"H (z)d + ¢(Ad)||d||* > 0. Por tanto, si hacemos tender A a cero tendremos
d"H (z)d > 0. Como d fue elegido de modo arbitrario, H (&) es semidefinida positiva. O

Para terminar nos apoyaremos en la matriz hessiana para presentar una condicién suficiente
de optimalidad local.
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Proposicién 4.3. Sea f : R™ — R una funcion dos veces diferenciable en &. Si Vf(x) =0y
H () es definida positiva, entonces T es un minimo local estricto.

Demostracion. Como f es dos veces diferenciable tenemos que, para todo & € R",

f(@) = f(@) + V@) (x—7)+ %(a: —Z) H(z)(x— )+ oz — 2)|z — 2|

con limg_,z p(x—x) = 0. Supongamos que & no es un minimo local estricto. Entonces existe una
sucesién de puntos {x!};en cuyo limite es Z y tal que, para todo t € N, zt Az y f(x') < f(z).
Teniendo en cuenta que V f(Z) = 0, la ecuacién anterior implica que, para todo t € N,

02 f(a') - (@) = 5! — &) H@)(' - &) + pla 3]s’ - &

Si ahora dividimos por ||z’ — Z||? y definimos d' = (z' — &)/||z! — z||?, tenemos que

0> _(d) H(z)d" + p(d')|z' — 2|

DN =

Si tomamos ahora la sucesién {d'};cn, como todos sus elementos tienen norma 1, estd definida
en un compacto y tendréd una subsucesién convergente con limite d. Ademas, como limg_,z p(x—
) = 0, en el limite tendremos 0 > d"H (Z)d, lo que contradice que H (Z) sea definida positiva
y, por tanto, € es un minimo local estricto. ]

Los algoritmos que presentaremos en el resto de esta seccion tienen como objetivo buscar
puntos que cumplan las condiciones necesarias de optimalidad local que acabamos de presentar
y, a ser posible, también las condiciones suficientes. Por tanto, los resultados tedricos alrede-
dor de estos algoritmos suelen centrarse en comprobar que los puntos limite de la sucesién
generada por el algoritmo verifican que en ellos se anula el gradiente y, a ser posible, también
alguna condicién sobre la matriz hessiana. Como ya comentamos en el apartado anterior, en la
practica estos algoritmos suelen complementarse con alguna heuristica que intente reducir las
probabilidades de quedarse con un mal éptimo local.

4.4 Optimizacion unidimensional sin usar derivadas

La optimizacién unidimensional es la columna vertebral de muchos algoritmos de optimizacion
para problemas de programacién no lineal. Muchos de estos algoritmos proceden de la siguiente
manera: dado un punto ¢, se buscan una direccién d’ y un paso adecuado \!, en base a los
cuales se define 't! = &t + \'d'. Esta idea ya la esbozamos en la Seccién 2.3.

Direccién. La direccién d' suele ser una direccién de descenso (ver Definicion 2.1).

Paso. Elpaso A puede intentar tomarse de forma 6ptima, minimizando g(\) = f(z!+\d"), con
lo que tenemos un problema unidimensional. Estos problemas se conocen como problemas
de bisqueda lineal (line search).
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En esta seccion y en la siguiente discutiremos algunos métodos clasicos para resolver pro-
blemas de buisqueda lineal. Una primera idea podria ser buscar un punto en el que se anule la
derivada de la funcién g. Sin embargo, esto en la practica puede tener multiples inconvenientes:

» La funcién g puede resultar bastante compleja, ya que estd definida implicitamente a
partir de la funcién multidimensional f, lo que puede dificultar trabajar con ella analiti-
camente.

= Si f no es diferenciable, g tampoco lo sera.

» Si f es diferenciable, tenemos ¢'(\) = d'"Vf(x + Ad) y buscar puntos para los que
g'(\) = 0 equivale a resolver la ecuacién d' V f(x + Ad) = 0, que normalmente serd no
lineal.

» Incluso si somos capaces de encontrar puntos tales que ¢’(\) = 0, salvo que tengamos
asegurada la convexidad de g, podremos estar ante minimos locales, maximos locales e
incluso puntos de silla.

Por los motivos que acabamos de exponer, lo habitual es utilizar técnicas numéricas para
minimizar la funcién g, aprovechandose del caracter unidimensional de la misma.

En general, asumiremos que la minimizacién se realiza dentro de un intervalo cerrado. Méas
concretamente, trabajaremos con el problema de minimizar g(\) con A € [a,b]. Todo lo que
sabemos es que A no esté fuera de este intervalo y su ubicacién dentro del mismo es desconocida,
con lo que este intervalo se conoce como intervalo de incertidumbre. El objetivo de los métodos
de bisqueda consiste en ir reduciendo sucesivamente este intervalo hasta que tengamos una
precision que consideremos suficiente.

A continuacion presentamos un sencillo resultado, que sirve de motivaciéon para algunos de
los métodos que definiremos posteriormente.®

Proposicién 4.4. Sea g : R — R una funcion estrictamente convexa sobre el intervalo [a,b].
Sean X\ y p dos puntos en [a,b] con A < p.

(i) S7g(N\) > g(u), entonces, para todo z € [a, N), g(z) > g(u). Es decir, el minimo global se
encuentra a la derecha de .

(ii) Sig(N) < g(p), entonces, para todo z € (u,b], g(z) > g(A). Es decir, el minimo global se
encuentra a la izquierda de p.

Demostracion. Demostraremos tinicamente el primer caso, siendo similar la demostracién del
segundo. Supongamos que g(\) > g(u) y tomemos z € [a, \). Claramente, existe v € (0,1) tal
que A = vz + (1 — v)u. Por la convexidad de g,
9(N)>g(n)
9N <v9(z) + (1 =7)g(w) < 9(2) + (1 =7)g9(V).
Restando ¢g(\) en los dos lados de la desigualdad obtenemos 0 < vg(z) — vg(A), con lo que
g(z) > g(A). Como g(A) > g(p), concluimos que g(z) > g(u). O

5Para la Proposicién 4.4 es suficiente con asumir que la funcién es estrictamente cuasiconvexa. Del mismo
modo, para otros resultados que mencionaremos méas adelante, también se puede trabajar con seudoconvexidad
en vez de convexidad. Para facilitar la exposicion, presentamos todos los resultados asumiendo la condicién de
convexidad, que engloba a ambas (afiadiendo diferenciabilidad cuando sea preciso).
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Si lo que queremos es minimizar la funcién g, la Proposiciéon 4.4 nos dice cémo se reduce
el intervalo de incertidumbre en cada caso. Esta reduccién, que podemos ver en la Figura 4.1,
es en la que se apoyan algunos de los algoritmos que presentaremos en esta seccion, con lo que
la convexidad es una propiedad necesaria para asegurar que éstos alcanzan un 6ptimo global.
En el caso de que la funcién original no sea convexa, uno puede intentar dividir el intervalo
de incertidumbre en subintervalos en los que si sea convexa, encontrar el minimo en cada uno
de ellos y al final quedarse con el menor de los minimos obtenidos. Alternativamente, uno
puede aplicar directamente dichos algoritmos sobre el intervalo completo, conformandose con
la posible convergencia de los mismos a éptimos locales en vez de 6ptimos globales.

g(N) 9(w)

nuevo intervalo nuevo intervalo

Figura 4.1: Ilustracién de los dos casos en la Proposicion 4.4.

4.4.1 Buasqueda uniforme

La busqueda uniforme es el enfoque mas simple, y que consiste en elegir una malla del intervalo
de incertidumbre [a', b'] y evaluar ¢ en todos los puntos de dentro de la malla, que seran de la
forma a' + ké con k € {1,...,n} y tales que b* = a' + (n + 1)5. Una vez hecho esto, si A es
un punto de la malla donde la funcién ha tomado un valor minimo, la convexidad de f implica
que el 6ptimo estd en el subintervalo [\ — &, A + 8] (ver Figura 4.2).

~

|
“ A—6 A N+0 b

Figura 4.2: Ilustracién del método de bisqueda uniforme.
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METODO DE BUSQUEDA UNIFORME

INICIALIZACION
Elegir [ > 0, la longitud deseada en el intervalo final. Definir n € N como el niimero natural mas
1 1
pequefio tal que 2&=2) < | Definir § = 22"

+ n+1

Paso 1 ) A
Calcular k = argmincqq, .3 g(a* + k6). Definir A = a' + k. FIN. Devolvemos el intervalo
A —68,X+4).

Figura 4.3: Esquema del método de buisqueda uniforme.

Notese que, bajo convexidad, el algoritmo, representado en la Figura 4.3, no necesita evaluar
g en los extremos del intervalo [a',b!]. Por tanto, después de n evaluaciones de la funcién
objetivo, la longitud del nuevo intervalo de incertidumbre pasa a ser 29. Un método habitual
para implementar busqueda uniforme en la practica, en vez de fijar directamente un tamano n
que nos asegure la precision deseada, consiste en empezar con un valor relativamente pequefio
de n (poca precisién) e ir aumentando la precision a medida que vamos queddndonos son
subintervalos mas pequenos. En cualquier caso, los siguientes métodos serdn mas eficientes
pues, en vez de generar por adelantado todos los puntos en los que se va a evaluar la funcion,
van utilizando informacién de las iteraciones precedentes a la hora de generar los nuevos puntos.

4.4.2 Meétodo de dicotomia

La Proposicién 4.4 nos dice cémo se va a reducir el intervalo de incertidumbre inicial [a®, b!]
tras dos evaluaciones de la funcién objetivo en puntos A\' y u'. En un caso la longitud del nuevo
intervalo sera ' —a' y en otro b'—\!'. Como a priori no sabemos en cuél de estos dos casos vamos
a estar, la idea del método de dicotomia consiste en minimizar el valor maximo que pueden
tomar estas dos longitudes. Claramente, la forma de conseguir esto es tomar \!' = p! = #
reduciendo a la mitad la longitud del intervalo con cada iteracién. Sin embargo, como dos
evaluaciones son necesarias para aplicar la Proposicién 4.4, el método de dicotomia coloca A!
y p' simétricamente a distancia ¢ > 0 del punto medio, al'gbl (ver Figura 4.4).

El método de dicotomia, representado en la Figura 4.5, asegura que en cada iteracién t se
obtiene un nuevo intervalo de incertidumbre cuya longitud es ¢ + #. Apoyéandose en esto se
puede probar ficilmente que la longitud del intervalo [a'*!, b'*1] es exactamente %(b1 —al) +
2e(1 — %) Apoyandonos en esta forma podemos calcular el nimero de iteraciones necesarias
para conseguir una determinada longitud final {.

Y

4.4.3 Meétodo de la seccién aurea

En cada iteracién del método de dicotomia se realizan dos evaluaciones de la funcion objetivo y
se reduce la longitud del intervalo de incertidumbre practicamente a la mitad. A continuaciéon
presentamos el método de la seccién durea (Wilde, 1964), cuya idea es hacer inicamente una
evaluacion por iteracién, sacrificando un poco la reduccion de la longitud del intervalo. La idea
consiste en elegir \! y u! asegurando lo siguiente:
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«—> «—>
0 2 P2 ;2
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
o o o S
1 1 )
1 1 1
) 1
1 1 1
1 1
) 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
(o2 O lo 0 [ O lo 0
ay A1 M1 b1 ai A1 M1 b1
Posibles intervalos Posibles intervalos
de incertidumbre de incertidumbre

Figura 4.4: Ilustracién del método de dicotomia.

METODO DE DICOTOMIA

INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir [ > 0, la longitud deseada en el intervalo final. Denotemos al intervalo inicial
por [a',b'] y definamos ¢ = 1.

PAso 1
= Si [b* —a'] < I, FIN. Devolvemos el intervalo [a’, b"].

= En otro caso, definir \' = # —eypt= # + €. Ir al Paso 2.

PAso 2
= Si g(\') < g(p'), definir '™ = o y ' = pt.
= En otro caso, definir ' = X y '™ = p'.

Reemplazar ¢ por t + 1 e ir al PAso 1.

Figura 4.5: Esquema del método de dicotomia.

» La longitud del nuevo intervalo de incertidumbre es independiente del resultado de la
iteracién actual (aunque no tiene por qué ser dicha reduccién practicamente igual a 0.5
como en el método de dicotomia). Por tanto, b — A\ = u! — a’. Si escribimos A! como
combinacién convexa de a’ y b* tenemos A\ = aa® + (1 — a)b’, con a € (0,1). Entonces,

pt—at =b" -\ =b" — (aa’ + (1 — a)b') = a(b' — ).
Con lo que AX! =a' + (1 —a)(b —a') y pt = at + a(bt —a') y

bt+1 o atJrl — a(bt _ at).

» En la iteracién t 4+ 1, o bien XTt = puf o p!t! = A\ Esta es la clave del método de la
seccidon aurea, pues asegura que en cada nueva iteraciéon sélo serd necesaria una nueva
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evaluacién de la funcién objetivo. Para esto hay que distinguir dos casos, que ilustramos
en la Figura 4.6.

o o o o)
a* AR 1 bk
Caso 1: o o o o
aFtt \k+1 Iuk+1 p+1
Caso 2: o o o 7o)
akFT1 A\k+1 uk+1 ph+1

Figura 4.6: Ilustracién del método de la seccién durea.

— Si g(\) > g(ut), entonces a'*! = At y bl = b, En este caso, para que AN't! = ;f
aplicando la férmula para el calculo de A! obtenida anteriormente (y reemplazando
t por t + 1) tendremos

,ut — )\t—I—l — at-i—l + (1 _ a)(bt—I—l _ at-i—l) — )\t + (1 _ Oé)(bt _ )\t)‘

t t

Si en esta ecuacién aplicamos las sustituciones X! = at + (1 — a)(b! — a') y put =

al + a(bt — a') obtenemos
d+aM —d)=d+1-a)V —a)+ (1 -a)d — (a' + (1 —a)d —a'))).

Simplificando esta expresién llegamos a la ecuacién o + a — 1 = 0.

— Si g(\) < g(p'), un analisis andlogo nos lleva de nuevo a la ecuaciéon o +a —1 = 0.

Por tanto, como las raices de la ecuacién a?+a—1 = 0 son _H'f ~ 0.618 y=15 ‘f ~ —1.618y
€ (0,1), nos quedaremos con la primera solucién con lo que o = 0.618. Notese que el niimero

de oro es H‘[ =1618=a+1== y de ahi que este método se conozca con el nombre de
método de la seccién aurea. La descrlpmon algoritimica del método estd representada en la
Figura 4.7.

Exceptuando la primera iteracién, en la que dos evaluaciones funcionales son necesarias,
el método de la seccidon durea realiza una tnica evaluacién de g en cada iteraciéon y consigue
reducir la longitud del intervalo de incertidumbre a 0.618 veces su longitud original. En este
sentido, tras n evaluaciones funcionales tendriamos que la longitud con el método de dicotomia
seria | = (%)%(bl —a') y con el método de la seccién durea [ = (0.618)"~1(b! — al).

Para terminar, es interesante mencionar otro método de busqueda lineal sin derivadas, que
se conoce como método de busqueda de Fibonacci, atribuido a Kiefer (1953). El procedimiento
es practicamente analogo al del método de la seccién aurea, pero « varia iteracion a iteracion y
sus valores son fijados a priori dependiendo del nimero total de iteraciones deseadas. En caso de
que este dicho niimero sea n, tendremos of = FF%:I, donde F* denota el k-ésimo término de la
sucesion de Fibonacci.% En el método de Fibonacci ha de especificarse de antemano el niimero
de iteraciones y la reduccién del intervalo de incertidumbre cambia iteracién a iteracién, pero

5La sucesién de Fibonacci se define como F° = F! =1y, para todo k > 1, FF¥*1 = p* 4 k-1,
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METODO DE LA SECCION AUREA

INICIALIZACION

Definamos o = *1%‘/3

Definamos \' = a' + (1 — )b —a'), u* =a' +a(d' —a') y t

PaAso 1
= Si [b* — a'] < I, FIN. Devolvemos el intervalo [a’, b'].

= En otro caso, ir al PAso 2.

PAso 2

at+1 +a(bt+1 t+1)

t+1).

a*™). Evaluar g(u

a4+ (1 — )0 — a't'). Evaluar g(A').

Reemplazar t por t + 1 e ir al PAso 1.

Elegir I > 0, la longitud deseada en el intervalo final. Denotemos al intervalo inicial por [a', b'].

=1.

= Sig(\) > g(p'), definir o' = X' y ' = b'. Ademds, definir X't = pf y pttt

= Si g(\) < g(ph), definir '™t = o' y '™ = puf. Ademds, definir pttt = X'y AT =

Figura 4.7: Esquema del método de la secciéon durea.

se mantiene la propiedad de que sélo una evaluacion de la funcién objetivo es necesaria en cada

. ., , . k _
iteracion. Ademads, se sabe que limy_, o % =a= 1%‘/5

con lo que para valores grandes de

n el comportamiento de este método es muy similar al del método de la seccién aurea.

4.4.4 Comparacién de los métodos de bisqueda lineal sin derivadas

La Tabla 4.1 presenta, para cada uno de los métodos, la expresion para la longitud del in-
tervalo de incertidumbre resultante como funcién del ntimero de evaluaciones de la funcién
objetivo. Estos valores son bastante sencillos de obtener a partir de las descripciones de los
métodos. Ademads, presentamos también el valor para el método de biseccién, que veremos en

la Seccién 4.5.1.

Longitud Valor bl—al=1 0 —-al=1
Intervalo final tedrico n =10 n = 20
Método

Biisqueda uniforme | [ = % 0.1818 0.095238
Dicotomia 1=052(b" —a') 0.0313 0.000977
Seccién durea [=0.618""1(b! —al) 0.0132 0.000107
Fibonacci | =todl 0.0112 0.000091
Biseccién 1=0.5"(b" —al) 0.0009 0.000001

Tabla 4.1: Comparativa

La Tabla 4.1 deja muy clara la ineficiencia del método de buisqueda uniforme y también la
mejora que los métodos de la seccion durea y Fibonacci representan con respecto al método de

Esta versién: 26 de noviembre de 2020
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66 Tema 4. Optimizacién sin Restricciones. Algoritmos

dicotomia.

Es importante anadir que, desde el punto de vista tedrico, se puede demostrar que el
método de Fibonacci es el método mas eficiente de entre todos los que no usan derivadas
en lo que respecta al nimero de evaluaciones funcionales que son necesarias para conseguir una
determinada reduccién del intervalo de incertidumbre.

En la préactica, de entre los métodos descritos en esta seccién, el método de la seccion durea
suele ser el elegido.

4.5 Optimizacion unidimensional usando derivadas

4.5.1 Meétodo de biseccion

Nuevamente, suponemos que queremos minimizar una funcién real g sobre un intervalo cerrado
y acotado. Supongamos ademas que g es convexa y diferenciable.”

La idea del método de biseccién es reemplazar los dos valores de la funcién g que la Propo-
sicién 4.4 requiere para poder reducir el intervalo de incertidumbre por una tnica observaciéon
de su derivada. Supongamos que en la iteracién ¢ evaluamos ¢’ en un punto A del intervalo de
incertidumbre [af, b']. Entonces, pueden suceder tres cosas:

g’ (At) = 0. En este caso, la convexidad de g asegura que A\’ es el minimo buscado.

g’ (AY) > 0. Por la convexidad de g, para todo A > A, g(A\) > g(A) + g’ (A)(X — AP) > g(\D).
Por tanto, el minimo de g estara a la izquierda de A’.

g’ (AY) < 0. Por la convexidad de g, para todo A < Af, g(A) > g(A) + ¢’ (A) (A — AE) > g(\D).
Por tanto, el minimo de g estara a la derecha de M.

Razonando igual que cuando definimos el método de dicotomia, si queremos minimizar el
valor maximo que puede tomar la longitud del nuevo intervalo de incertidumbre, lo mejor es
que A sea el punto medio del intervalo de incertidumbre actual. Esto es exactamente lo que
hace el método de biseccién, representado en la Figura 4.8,. De hecho, este método es andlogo
al método de dicotomia, donde en cada iteracién se evalia la derivada en vez de los dos puntos
centrales.®

4.5.2 Meétodo de Newton

El método de Newton se basa en ideas desarrolladas por Isaac Newton en la segunda mitad
del siglo XVII para encontrar raices de funciones, es decir, resolver ecuaciones de la forma
f(x) = 0, para una referencia més reciente se puede consultar Fletcher (1987). En el caso de
la optimizacién lo que busca es resolver Vf(x) = 0, o ¢'(\) = 0 en el caso unidimensional
que nos atane por el momento. Requiere que la funcién g sea dos veces diferenciable y se

"Para el correcto funcionamiento del método de biseccién bastarfa con pedir que g sea seudoconvexa.
8En este sentido, el método de dicotomia puede interpretarse como una evaluacién de la derivada por
diferencias finitas.
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METODO DE BISECCION

INICIALIZACION
Elegir [ > 0, la longitud deseada en el intervalo final. Denotemos al intervalo inicial por [a',b'] y
definamos ¢t = 1.

Paso 1
= Si [b* —a'] < I, FIN. Devolvemos el intervalo [a’, b"].

= En otro caso, definir \! = #. Ir al PAso 2.

PaAso 2

= Si g'(\") =0, FIN. Devolvemos A!, que es el minimo buscado.
= Si¢g’(\') >0, definir ' = a® y b = AL,
= Sig’(\") <0, definir o't = X\ y b'T = b,

Reemplazar ¢ por t + 1 e ir al PAso 1.

Figura 4.8: Esquema del método de biseccién.

basa en trabajar con la aproximacién cuadritica de dicha funcién en el punto actual Af. Mas
concretamente, esta aproximaciéon cuadratica viene dada por:

a0 = 9(X) + ¢/ (XA = X) + g () (h — N)?.

Este método se basa en tomar como siguiente iterante, A'*!, el punto donde ¢/(\) = 0 y
que, en el caso de que ¢(\) sea una funcién convexa, coincidird con su minimo. Dado que
d(\) =g (\Y) + g"(A\) (A — M), el método de Newton definira A1 como

g'(\)
g" (A’

El esquema del método de Newton estd representado en la Figura 4.9. Es importante hacer

)\t-i-l — )\t _

METODO DE NEWTON

INICIALIZACION
Elegir ¢ > 0, precisién para el criterio de parada. Denotemos al intervalo inicial por [al,bl].
Definamos t =1y \' = #.

Paso 1
= Si|g’'(\Y)| < &, FIN. Devolvemos A'.

= En otro caso, definir X!t = Af — %. Ir al PAso 2.

Paso 2
s Si AT — )| < g, FIN. Devolvemos '

= En otro caso, reemplazar t por t + 1 e ir al PAso 1.

Figura 4.9: Esquema del método de Newton.

un par de limitaciones importantes de este método:
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» El método de Newton solo estd definido si no pasa por ningtin A’ para el cual g”(\*) = 0.

= Ademsds, nada nos asegura que el algoritmo avance en direcciones en las que mejora la
funcién objetivo. Por ejemplo, si las aproximaciones cuadraticas no son convexas, entonces
el algoritmo podria estar encontrando méaximos locales de dichas aproximaciones, con lo
que el comportamiento estaria lejos de ser el deseable.

A pesar de estos dos problemas, el método de Newton es uno de los métodos méas populares
en optimizacién no lineal. Los principales motivos son los siguientes:

= Se puede demostrar que, si el método parte de un punto suficientemente préximo a un
punto en el que el gradiente de la funcién se anula, entonces el algoritmo converge a ese
punto (que si no tenemos convexidad no tiene por qué ser un minimo). Este resultado es
cierto aunque la funcién a minimizar no sea convexa.

» El método se puede generalizar de modo bastante sencillo a dimensiones mas altas (como
veremos en la Seccién 4.8).

= Los métodos de cuasi-Newton, que trabajan con aproximaciones de la derivada segunda,
permiten asegurar que dicha aproximaciéon nunca se anula sin comprometer el resto de
propiedades del algoritmo.

= El método de Newton y sus variantes suelen tener buenas velocidades de convergencia.

4.6 Optimizacion unidimensional: métodos inexactos

Todos los métodos que hemos descrito hasta ahora son lo que se denominan métodos exactos,
pues permiten tener un control exacto de la distancia méxima a la solucién 6ptima. Sin embargo,
se basan en supuestos de convexidad que muchas veces no se cumplen en la practica. Ademaés,
a la hora de trabajar con implementaciones hechas en ordenador rara vez se puede hablar de
métodos 100 % exactos.

Para terminar la exposicién de técnicas de buisqueda de linea queremos mencionar breve-
mente un par de métodos inexactos de gran popularidad en la practica:

Busqueda lineal por ajuste cuadratico. Se trata de un método que no usa derivadas. En
cada iteracion realiza un ajuste cuadréatico basado en las evaluaciones en tres puntos del
intervalo de incertidumbre. Iteracién a iteracion se actualiza exactamente uno de los tres
puntos y se realiza un nuevo ajuste.

Backtracking. Este método es una de las multiples adaptaciones de la conocida como regla
de Armijo-Goldstein (Armijo, 1966), que son muy empleadas en la practica. Una de sus
mayores virtudes es que requiere un nimero relativamente reducido de evaluaciones de
la funcién objetivo. El esquema general es el siguiente. Se eligen parametros 5y = con
0 < f < v < 1. Después, se elige A como el primer v* en la sucesién de potencias de ~:

v, 72,73, ... tal que:

ky _
gy )’Yk 9(0) < ,39/(0)~

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



4.7. Optimizacién multidimensional sin usar derivadas 69

Noétese que ¢'(0) < 0 por estar trabajando con una direccién de descenso. La idea es muy
natural. No serd necesario incrementar k indefinidamente pues
k—o00 y

Si pensamos en 8 = 0.9, lo que hace este método es partir de v cercano a 1 y quedarse
con el paso mas grande posible (de los obtenidos mediante potencias de ) que obtiene
un decrecimiento de la funcién g comparable al marcado por la derivada ¢'(0). Més
concretamente, en vez de exigir un decrecimiento relativo de al menos ¢'(0) (que se
estaria garantizado en el limite cuando & — 00), nos conformaremos con un decrecimiento
relativo mejor que 0.9 - ¢'(0).

4.7 Optimizacion multidimensional sin usar derivadas

Pasamos ahora a estudiar problemas de optimizacién multidimensional sin restricciones de la
forma minimizargern f(x), empezando en esta seccion por dos métodos que no requieren el
uso de derivadas. Como ya comentamos, muchos de los métodos que veremos en el resto de
las secciones de este tema se apoyan en la realizaciéon de biisquedas lineales, y la clave esta en
escoger de forma adecuada las direcciones en las que realizar dichas busquedas.

4.7.1 Método de descenso por coordenadas

Se trata de un método clasico usado desde los origenes de la optimizacién matemética y es
dificil atribuirle una autoria concreta. Se basa en usar como direcciones de biisqueda, de modo
alternativo, las direcciones de los ejes coordenados. El método de descenso por coordenadas

esta representado en la Figura 4.10, donde e', ..., e" denotan los vectores de la base canénica.
. . . . t+1l_ gt
En dicha figura hemos tomado un criterio de parada relativo de la forma IIthHwH < g, pero

se podrian haber elegido otros criterios en su lugar.

METODO DE DESCENSO POR COORDENADAS

INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir un punto inicial '. Definir y' = 2’ y t = j = 1.

Paso 1

Calcular )\, solucién del problema minimizaryer f(y’ + Ae?). Definir y? T = g7 + Me?.

= Si j < n reemplazar j por j + 1 y repetir el PAso 1.
= Sij=n, ir al PASo 2.

Paso 2
Definir &'t = ¢+
P

[

» En otro caso, definir y' = '™ y j = 1. Reemplazar ¢ por t + 1 e ir al PAso 1.

< ¢, FIN. Devolvemos ‘™.

Figura 4.10: Esquema del método de descenso por coordenadas.
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Proposicion 4.5. Supongamos que se cumplen los siguientes supuestos:
= La funcion f es diferenciable.
s El minimo de cualquier busqueda lineal asociada a la funcion f es dnico.
» La sucesion de puntos generada por el algoritmo estd contenida en un conjunto compacto.

Entonces, todo punto de acumulacion x de la sucesion generada por el método de descenso por
coordenadas cumple V f(x) = 0.

Como ya comentamos al principio de este tema, vamos a centrarnos en las intuiciones detras
los algoritmos y en sus propiedades, tratando de abstraernos de las demostraciones en la medida
de lo posible.

Notese que, a pesar de ser un método que no usa derivadas, la convergencia del método
de descenso por coordenadas necesita diferenciabilidad. En la Figura 4.11 podemos ver el tipo
de comportamiento que puede aparecer en funciones no diferenciables, y que ocasiona que el
algoritmo se atasque en su buisqueda al no producirse mejora en ninguna de las direcciones e’.
Se trata de la funcién

fla) = 22+ (2 — 6)? sixzg <1y
v (v1 —6)2+ 23 siz >,

que para puntos debajo de la diagonal D = {x : z1 = x2} coincide con la distancia al punto
(0,6) y en puntos encima de la diagonal con la distancia al punto (6,0). Esta funcién es
diferenciable en R?\ D y, como vemos en la Figura 4.11, si empezamos el algoritmo en el punto
(2,1) y nos movemos en la direccién (1, 0), el paso éptimo serd —1, llegando al punto (1,1) € D.
Pero el algoritmo de descenso por coordenadas no consigue mejorar cuando llega a puntos de
la diagonal (esto se deduce facilmente de la forma de las curvas de nivel en la figura, donde
movimientos en horizontal o vertical no permiten mejorar).

Otro problema habitual en el algoritmo de descenso por coordenadas es el conocido como
zigzag, que se produce cuando las curvas de nivel de la funcién a minimizar definen “valles
estrechos”, como representamos en la Figura 4.12.

En este caso tenemos que el algoritmo, a la hora de minimizar la funcién f(z) = (3—x1)%+
7(z2 —x2)?2, tiene un avance muy lento hacia el tinico 6ptimo global, el punto (3,9). En la figura
vemos las primeras 50 iteraciones del algoritmo, que necesitaria méas de 800 iteraciones para
verificar el criterio de parada con e = 107

En el siguiente apartado presentamos una modificaciéon del método de descenso por coor-
denadas, que introduce un paso de aceleracién para mitigar el impacto de este tipo de zigzag.

4.7.2 Método de Hooke y Jeeves

El método de Hooke y Jeeves (1961) consiste en introducir una pequeiia mejora en el método
de descenso por coordenadas, que tiene como principal objetivo acelerar la convergencia del
mismo. Mas concretamente, supongamos que realizamos un ciclo completo de btisqueda en las
direcciones e’ en el método de descenso por coordenadas, pasando del punto a! al punto a‘**.
Dado que la direccién x!+! —x? es la direccién en la que el algoritmo se ha movido dentro de este
ciclo, parece natural hacer una nueva buisqueda en esta direccién antes de iniciar un nuevo ciclo
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x+(x2-6)7, sing=xr, (x1-6)x3, en otro caso Mét. descenso por coordenadas
=T
W77 @
@ ¥
o - o
o — o~ —
- - - “~—
o 4
o | |

Figura 4.11: Ejemplo en el que el método de descenso por coordenadas no converge a un punto
estacionario.

en las direcciones e’. Esto es exactamente lo que hace el algoritmo de Hooke y Jeeves. En este
algoritmo, la biisqueda en la direccién 2T — 2! se conoce como paso de aceleracion o biisqueda
por patrén, en la que se hace una biisqueda siguiendo el patrén obtenido con las biisquedas en
las direcciones €. El esquema de este algoritmo esté representado en la Figura 4.13.

El siguiente resultado establece que las condiciones necesarias para la convergencia del
método de Hooke y Jeeves son las mismas que las condiciones para el método de descenso por
coordenadas.

Proposicion 4.6. Supongamos que se cumplen los siguientes supuestos:
s La funcion [ es diferenciable.
s El minimo de cualquier busqueda lineal asociada a la funcion f es inico.
» La sucesion de puntos generada por el algoritmo estd contenida en un conjunto compacto.

Entonces, todo punto de acumulacion de la sucesion generada por el método de Hooke y Jeeves

cumple V f(x) = 0.

En la Figura 4.12 podemos ver como, efectivamente, el método de Hooke y Jeeves corrige
significativamente el efecto del zigzag asociado al método de descenso por coordenadas. Aunque
la convergencia sigue siendo bastante lenta en el ejemplo en cuestion, el nimero de iteraciones
para conseguir la precisién de 10~ es cuatro veces menor, quedandose en 200.

Es interesante terminar mencionando brevemente el método de Rosenbrock (1960) que,
en cierto modo, se puede ver como un refinamiento del método de Hooke y Jeeves. La idea es
realizar ciclos de biisquedas lineales siguiendo las direcciones marcadas por una base de vectores
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2 2.2 2 2,2
o () = (3—x)" +T(%—x) () =(3-x1)" +7(x2—x)
- Métodos
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--- HJ o
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Figura 4.12: Ejemplo en el que el método de descenso por coordenadas tiene una convergencia
lenta por culpa del fenémeno de zigzag.

ortogonales, pero sin atarse a las direcciones de los ejes coordenados. Esqueméticamente, este
método consistiria en lo siguiente:

= Se realiza un primer ciclo de biisqueda en las direcciones e’ (como harfan el método de
descenso por coordenadas y Hooke y Jeeves).

= Se realiza un paso de aceleracién en la direccién d' = 2+ — 2* (como harfa el método
de Hooke y Jeeves).

= Ahora, en vez de volver a las direcciones e/, se definen vectores d?...d" de tal manera
que {d',d?,...,d"} sea una base ortogonal.’

= En iteraciones posteriores se repite el mismo procedimiento. Al final de cada ciclo de n
busquedas, se obtiene una nueva base ortogonal a partir de la direccién que marca el
patrén identificado en dicho ciclo.

9Esto se suele hacer mediante el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.
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METODO DE HOOKE Y JEEVES

INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir un punto inicial z'. Definir y! = a!' y t = j = 1.

Paso1 , ‘ , o
Calcular )\, solucién del problema minimizaryer f(y’ + Ae?). Definir y? T = 37 + Me’.

= Si j < n reemplazar j por j + 1 y repetir el PAso 1.
= Sij =n,ir al PAaso 2.

Paso 2
Definir &'t = ¢+
+1_ g
- Silz 1l < ¢, FIN. Devolvemos z'*.

[E

= En otro caso, ir al PAsO 3.

PASO 3 (AcELERACION) )
Definir d = a_ctH — ' y calcular ), solucién del problema minimizarser f(2'™ + Ad). Definir
y! = a1 + A\d y j = 1. Reemplazar t por t + 1 e ir al Paso 1.

Figura 4.13: Esquema del método de Hooke y Jeeves.

En su origen, tanto el método de Hooke y Jeeves como el método de Rosenbrock fueron
definidos como métodos discretos que, en cada iteracién, en vez de realizar btisquedas de linea,
simplemente realizaban evaluaciones de la funciéon objetivo en los puntos obtenidos al moverse
con paso § y —d en la direccion actual y aceptando el nuevo punto en caso de que se produjese
una mejora en la funciéon objetivo. En ambos algoritmos era clave que el paso § se fuese
ajustando dindmicamente durante las distintas iteraciones.'”

4.8 Optimizacion multidimensional usando derivadas

En esta seccién veremos como la buisqueda de direcciones de descenso apropiadas puede ser he-
cha de modo mucho mas eficiente si podemos apoyarnos en informacion relativa a las derivadas
de la funcién en estudio.

4.8.1 Meétodo de maximo descenso

Se trata de un método cldsico, también conocido como el método de Cauchy, pues fue él
quien lo propuso en 1847, para una referencia mas reciente se puede consultar Gonzaga (1990).
La idea del método es la base de muchos de los métodos mas importantes de optimizacién
multidimensional sin restricciones.

Recordemos que, dada una funciéon f : R® — R y un punto & € R™, un vector d € R" es
una direccién de descenso si existe § > 0 tal que, para todo A € (0,6), f(x + Ad) < f(x). En

10Un paso fijo no es deseable ya que si es demasiado pequefio resultard en un algoritmo muy lento y si es
demasiado grande puede detenerse en puntos que estan lejos de cumplir alguna condicién de optimalidad. Por
supuesto, lo que es grande o pequeno depende de la funcién en cuestién y en general no se puede saber con
antelacion.
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particular, si para una direccién d tenemos que f'(x,d) = limy_,o+ w < 0, entonces d
es una direccion de descenso. El método de maximo descenso busca la direcciéon d que minimice
este ultimo limite, es decir, la direccién en la que, localmente, méas rapido esté descendiendo
la funcién f en el punto z. El siguiente resultado muestra que esa direccién es precisamente
la direccién opuesta al gradiente y por eso este método se conoce también como el método del
gradiente.

Proposicion 4.7. Sea f : R® — R wuna funcion diferenciable en un punto € R™ tal que
Vf(x) # 0. Entonces, la solucion éptima del problema de minimizar f'(x,d) sujeto a ||d]| <1
viene dada por d = m En otras palabras, la direccion de mdximo descenso de f en x

viene dada por —V f(z).

Demostracion. Dado que f es diferenciable en & tenemos que

f’(ar;,d) — Ali)I(I)h f($ + )‘()t\) — f($)

=V/f(z)'d

con lo que queremos encontrar d, el minimo de Vf(x)"d sujeto a ||d|| < 1. Ahora bien, si
denotamos por 04 al dngulo que forman los vectores V f(x) y d, tenemos que

Vi@)'d=|Vf(@)|ld]cos(0a) = -V f(z)lld] = —[IVf(z)].

Ademas, las desigualdades anteriores s6lo son igualdades cuando cos(fy) = —1y [|d| = 1, lo

que implica que d va en la direcciéon opuesta a V f(x) y tiene norma 1 o, lo que es lo mismo,

d— Vi@ ]
V@I

En la Figura 4.14 representamos el método de maximo descenso, que consiste en la rea-
lizacién sucesiva de busquedas lineales en las direcciones que vayan marcando los gradientes.
Dado que el objetivo del algoritmo es encontrar un punto critico (V f(x) = 0) hemos tomado
como criterio de parada que la norma del gradiente sea lo suficientemente pequena, aunque

este criterio no es esencial para el algoritmo y se podrian tomar otros.!
METODO DE MAXIMO DESCENSO
INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir un punto inicial 2'. Definir ¢ = 1.

Paso 1
= Si ||[Vf(z")| < e, FIN. Devolvemos z*.
= En otro caso, definir d’ = — Vf(z"). Calcular \', solucién de minimizary>o f(z' + Ad").

Definir /T = ' + A'd’. Reemplazar ¢ por t + 1. Repetir el Paso 1.

Figura 4.14: Esquema del método de maximo descenso.

Proposicion 4.8. Supongamos que se cumplen los siguientes supuestos:

1De hecho, para facilitar las comparaciones entre algoritmos, en las implementaciones usadas para generar los
ejemplos de estas notas se ha tomado la distancia relativa como criterio de parada (posiblemente complementada
con algun otro criterio, dependiendo del algoritmo).
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» La funcion f es continuamente diferenciable.
= La sucesion de puntos generada por el algoritmo estd contenida en un conjunto compacto.

Entonces, todo punto de acumulacion x de la sucesion generada por el método de mdximo
descenso cumple V f(x) = 0.

Uno de los principales motivos de la popularidad del método de maximo descenso es su
sencillez de implementacién. Sin embargo, este método tiene importantes limitaciones y es por
eso que los métodos que presentamos en las siguientes secciones suelen ser preferibles (métodos
que, de uno u otro modo, buscan direcciones apropiadas a partir del gradiente).

El método de gradiente también es muy susceptible de sufrir el problema del zigzag que ya
comentamos en el caso del método de descenso por coordenadas. Intuitivamente, lo que sucede
es que en cada iteracién t “agotamos” lo que nos podemos mover desde x' en la direccién del
gradiente y, por lo tanto, como desde el punto x!*!' no podemos mejorar moviéndonos en la
direccién de V f(x!) (ni con pasos positivos ni con pasos negativos), tendremos que V f(z!*+1)
sera ortogonal a V f(x!). Esta ortogonalidad de iterantes consecutivos del método es la que
llevara al zigzag. De hecho, si volvemos a la Figura 4.12, donde se ilustré el zigzag del método
de descenso por coordenadas para la funcién f(z) = (3 — 21)? + 7(z2 — 22)2, tenemos que
V£(0,0) = ¢(—6,0), con lo que en la primera iteraciéon del método de maximo descenso se hard
una btisqueda en la direccién e'. Como acabamos de argumentar, la biisqueda en la segunda
iteracién sera entonces en la direccién e?, volviendo a el en la tercera y asi sucesivamente.
Por tanto, en este ejemplo el método de maximo descenso coincide exactamente con el método
de descenso por coordenadas, sufriendo entonces el mismo problema de zigzag y convergencia
lenta.

El hecho de que el método de gradiente coincida en este ejemplo con el método de descenso
por coordenadas no tiene mayor trascendencia y rara vez se producird en problemas en R"
con n > 2, pues el gradiente de la primera iteracién no condicionard de manera tan critica el
comportamiento del algoritmo en las iteraciones siguientes (pues el espacio de vectores ortogo-
nales al gradiente tendrd dimensién mayor que 1). En cualquier caso, la ortogonalidad de las
direcciones usadas en iteraciones consecutivas si que puede seguir dando lugar al fenémeno de
zigzag.

A continuacién presentamos un resultado relativo para la velocidad de convergencia del
método de maximo descenso, para el cual hemos de introducir previamente un concepto im-
portante en el disefio de algoritmos. Supongamos que A, x, es una matriz diagonalizable y que
Amix ¥ Amin denotan, respectivamente, los autovalores de A con mayor y menor valor absoluto.
Entonces, el nimero de condicionamiento de la matriz A, k(A), se define como

Kk(A) = M
’)\min’
En general, cuanto mas grande sea el nimero de condicionamiento de una matriz, mas pro-
blemas experimentan los algoritmos que, directa o indirectamente, dependen de dicha matriz.
Una de las razones es que un valor grande de x(A) puede dar lugar a problemas de estabili-
dad numérica, ya que un amplio rango de valores entre |Amax| ¥ |Amin| suele tener asociados

2Una funcién f: R — R es continuamente diferenciable si Vf es una funcién continua.
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problemas de precision. En el caso del método de gradiente, el condicionamiento también esta
muy relacionado en el fenémeno de zigzag del método, y esto es lo que captura el siguiente
resultado.

Proposicion 4.9. Supongamos que f : R™ — R es una funcion dos veces diferenciable y que
T es un minimo local al que converge una sucesion {x'}ien generada por el método de mdximo
descenso. Entonces, si la matriz hessiana H(x) es definida positiva, la sucesion {f(z")}ien
converge a f(&) a una velocidad lineal, es decir, asintoticamente tenemos que

[f(@") = f(@)] = plf (') = f(2)],

(k(H(z))—1)

donde, ademds, la tasa p estd acotada por (MH(?:W

La Proposicién 4.9 es un resultado negativo para el método de maximo descenso. No sélo la
velocidad de convergencia del método serd como mucho lineal, sino que ademas la tasa asociada
depende del condicionamiento de la matriz hessiana en el punto limite . En particular, como
% es creciente en x(H (x)) y converge a 1 cuando «(H (x)) — oo, la convergencia
puede llegar a ser muy lenta para valores grandes de x(H (&).

Este resultado negativo también puede ser explicado de modo intuitivo. En cierta manera,
la calidad de un paso del método de méximo descenso en una iteraciéon ¢t depende de cémo
de buena sea la aproximaciéon de Taylor de primer orden de f en «'. La propia definicién del

gradiente nos asegura que
f(@' +2d) = f(z") + AV f(x")d+ Ap(Ad),

donde limy_,0p(Ad) = 0 y d es una direccién de btsqueda con ||d|| = 1. Si x' estd cerca
de un punto  con Vf(z) = 0 y f es continuamente diferenciable, entonces |V f(z?)|| serd
un niimero pequeiio. Por tanto, como ||d|| = 1, AV f(x!)"d serd también pequeiio. El método
de méaximo descenso se basa en la linealizacién en torno a x' para encontrar la direccién de
bisqueda, descartando posible influencia del término Ap(Ad). Sin embargo, cuando AV f(x!)"d
es pequeno, la influencia de A\p(Ad) deja de ser despreciable y las direcciones basadas en la
linealizacién en torno a ! dejan de ser efectivas.

La forma mas habitual de modificar el método de méximo descenso para mejorar su com-
portamiento consiste en desviar el gradiente, siendo esta la idea principal de los métodos que
discutiremos en el resto de esta secciéon. En vez de movernos directamente en la direccién
— V f(x), usaremos una direccién de la forma —AVf(x) o — Vf(x) + v donde la matriz A
y el vector v han de ser elegidos de modo apropiado. De hecho, es habitual que la matriz A
use directa o indirectamente informacion de la hessiana de f. Esto puede ser muy 1util pues, la
aproximacion de segundo orden de una funcién en torno a un punto critico si que es efectiva,
lo que es clave para las tasas de convergencia cuadraticas que obtienen habitualmente estos
métodos.

4.8.2 Método de Newton

En esta seccién presentamos la generalizacion al caso multidimensional del método de Newton
introducido en la Seccién 4.5.2 como método para realizar bisquedas de linea. Recordemos que
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el método de maximo descenso elige la direccién de buisqueda basdndose en una aproximacion
de orden uno de la funcién, es decir, la linealizacién de la funcién en torno al punto en cuestion,
vy que se basa en el uso del gradiente. La idea del método de Newton consiste en ir un paso
més alld y tomar dicha direccion basandose en la aproximacién de orden dos de la funcién.
De hecho, en su versiéon mas clasica, el método de Newton ni siquiera usa busquedas de linea,
realizando un paso unitario en la direcciéon obtenida al desviar el gradiente multiplicindolo por
la inversa de la matriz hessiana:

$t+1 —pl — H(mt)_l Vf(a:t)

Al igual que en el caso unidimensional, esta expresién surge de tomar como nuevo iterante el
)

punto donde se anula el gradiente de la aproximacion cuadrética, ¢(x), de la funcién en torno

al iterante actual. Formalmente,

o() = (@) + V(') (@~ ) + (o~ ) H)(a - ')

La expresién 2! = ot — H(x!) ™1 V f(!) se obtiene sin més que resolver la ecuacién Vq(x) = 0
(v el célculo es esencialmente el mismo ya presentado para el caso unidimensional). En la
Figura 4.15 representamos el esquema completo del método de Newton bésico (en la practica
se suele implementar acompanado de una busqueda de linea).

METODO DE NEWTON

INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir un punto inicial 2'. Definir ¢ = 1.

Paso 1
= Si ||[Vf(z")| < e, FIN. Devolvemos z".
= En otro caso, definir d' = —H(z")"* Vf(z") y '™ = a' + d'. Reemplazar t por t + 1.
Repetir el Paso 1.

Figura 4.15: Esquema del método de Newton bésico.

Aunque el método de Newton es de gran interés desde el punto de vista conceptual, su
implementacién directa en la practica tiene bastantes problemas, lo que hace que lo habitual
sea usar distintas modificaciones del mismo. Los principales problemas del método de Newton
son los siguientes:

P-I No tiene por qué estar bien definido, pues requiere que la matriz hessiana sea invertible
en todos los puntos que el método va construyendo.

P-II Incluso si el método estd bien definido, la direccién d* construida por el método no tiene
por qué ser una direccién de descenso. Por ejemplo, si la hessiana fuese la opuesta de la
matriz identidad, entonces tendriamos d' = V f(x!), que es justamente la direccién de
maximo crecimiento de la funcién.

P-III Ademsés, incluso si la direccién d! es una direccién de descenso, puede ser que con el
paso unitario elegido por el método ya no lo sea.
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P-IV Desde el punto de vista computacional este método también presenta dos inconvenientes:

= Requiere calcular explicitamente la matriz hessiana en cada iteracién, lo cual puede
ser muy costoso computacionalmente.

= Ademads del propio cédlculo de la matriz hessiana, el método requiere hacer mani-
pulaciones con la misma: célculo de la inversa y multiplicacién matriz por vector.
Cuando la dimension del problema crece, el requerir manipulaciones matriciales en
vez de simplemente vectoriales (como las del método de maximo descenso) puede
resultar en mucho tiempo invertido en cada iteracion del algoritmo.

Desde el punto de vista de la convergencia tedrica del algoritmo y de la velocidad de dicha
convergencia (pensada como el orden del niimero de iteraciones necesario para acercarse sufi-
cientemente al 6ptimo), P-IV no es relevante, aunque si lo es por supuesto a la hora de decidirse
por uno u otro algoritmo; eso si, en la practica, un buen equilibrio entre el niimero necesario
de iteraciones y tiempo requerido por iteracion es fundamental para el comportamiento de un
algoritmo. P-III tiene facil arreglo, pues bastaria con modificar el método de Newton para que
haga una busqueda de linea en cada iteracién en la direccién d. Si nos fijamos ahora en los
puntos P-1 y P-II, y pensamos que nuestro algoritmo debe encontrar un é6ptimo local, tenemos
que cerca del mismo ambos problemas desaparecen:

= Por un lado la optimalidad local del punto asegura que la matriz es definida positiva y
por tanto invertible.

» Si H(x!) es definida positiva también lo es H(x!)™!, con lo que d = —H (z')~! V f(x?!)
es una direcciéon de descenso pues

Vi(x)d=—-Vfx) H) Vi) <o.

Son precisamente estas dos observaciones las que permiten obtener el siguiente resultado
de convergencia para el método de Newton.

Proposicion 4.10. Supongamos que f : R" — R es una funcion dos veces continuamente
diferenciable. Sea & € R™ tal que Vf(x) = 0 y H(x) es invertible. Si partimos de un punto
x! suficientemente prézimo a T, entonces el método de Newton converge a &, y el orden de
convergencia es al menos cuadrdtico.

Mads concretamente, es necesario que existan constantes ay y oo tales que:

() 1 H @) < 0.
(i) |[Vf(Z) - Vf(x) - H(z)(x—z)| < asl|x —x||? para todo = tal que |z — x| < ||x' —z].

Es importante destacar que los supuestos de la Proposicién 4.10 se cumplen, en particular,
si & es un minimo o un maximo local (estricto). Por tanto, salvo que estemos trabajando con
funciones convexas, en cuyo caso la condicién V f(&) = 0 asegura que estamos ante un minimo
global, hay que tener cuidado al aplicar el método de Newton. Es habitual disenar métodos

!3El resultado es cierto, por ejemplo, para la norma matricial definida como || A|| = méxz | || Az||.
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basados en el método de Newton que lejos del 6ptimo tengan un comportamiento parecido
al del método de maximo descenso y cerca del mismo tengan el orden de convergencia del
método de Newton. En esta linea discutiremos el método de Levenberg-Marquardt, aunque
antes presentamos una reinterpretacion del método de Newton.

Reinterpretaciéon del método de Newton como un método de maximo descenso

Consideremos ahora un ejemplo como el discutido en la Seccién 2.3, que consistia en minimizar

la distancia al punto & = (%,5) sujeto a una serie de restricciones. Mds concretamente, la
funcién a minimizar era f(x) = (21 — 2)? + (z2 — 5)%. En la Figura 2.4(a) representamos las

curvas de nivel de esta funcién y también los gradientes en distintos puntos. En este caso,
para todo punto & € R?, Vf(x) = 2(x1 — &1,22 — Z2). Es decir, el gradiente apunta en la
direccién del vector  — @ y, por tanto, la recta que pasa por x en la direcciéon del gradiente
pasa también por el punto x. Esto hace que el método de maximo descenso converja en una
iteracion para este tipo de problemas, como ilustramos en la Figura 4.16. Por supuesto, el
método de Newton, que converge en una iteracion para cualquier problema cuadratico también
convergerd en una iteraciéon. En este ejemplo, la matriz hessiana se obtiene al multiplicar por
dos la matriz identidad, H(x) = 2I, y su inversa es H(z)~' = 1I. Por tanto, la direccién
d=—-H(z")"'Vf(z!) = —% V f(x!), como era de esperar, pues, si tanto el método de maximo
descenso como el método de Newton convergen en una iteracién, deberan moverse en la misma

direccién.

f(x) = (X, —3/2)° +(x—5)°

@0

Métodos
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Figura 4.16: Métodos de descenso por coordenadas, méximo descenso y Newton sobre un pro-
blema de minimizaciéon de distancia euclidea.

Para problemas cuadraticos mas generales, el método de méximo descenso ya no tiene
por qué converger en una iteracion (ni mucho menos) y, sin embargo, el método de Newton
mantiene esta propiedad. La razén es que el método de Newton se puede interpretar como
la aplicacion del método de descenso a una versién “reescalada” del problema original que
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tiene la misma propiedad del ejemplo que acabamos de discutir. Para ver esto formalmente,
supongamos que H (zt) es definida positiva y su inversa admite una factorizacion de Cholesky
dada por H(z!)~! = LL™.** Consideremos ahora el cambio de variable asociado al reescalado
x = Ly, que transforma la funcién f(z) en f*(y) = f(Ly) y el iterante x! se convierte en
yt = L~ '2!. Aplicando la regla de la cadena tenemos que el gradiente en y' es Vf*(y?) =
L'Vf(Ly') = L" Vf(x'). Entonces, un paso unitario en la direccién opuesta al gradiente nos
llevaria al punto y'*! = y* — L™ V f(x!) que, en el espacio de variables original seria

gt = Lyt = Lyt — LL'Vf(z!) = 2 — H(z")" 1 Vf(a}),

que es justamente un paso del método de Newton. Resumiendo, esta reinterpretaciéon nos
permite ver el método de Newton como un cambio de coordenadas que en particular transforma
cualquier problema cuadréatico en un problema de minimizacién de la distancia euclidea como
el de la Figura 4.16.

Método de Levenberg-Marquardt (o método de Gauss-Newton)

Este método consiste en una variacion natural del método de Newton, que permite solventar de
manera sencilla los problemas P-1, P-II y P-III. Ademds, como comentaremos mas adelante, el
método de Levenberg-Marquardt surgié en el contexto de los problemas de ajustes de minimos
cuadrados, en los cuales también solventa bastante exitosamente el problema P-IV. Histori-
camente, el método fue introducido independientemente por Levenberg (1944) y Marquardt
(1963), aunque fue Gauss quien, mas de 100 afios antes, observé que el método de Newton
podia adaptarse para resolver problemas de ajustes de minimos cuadrados sin requerir el uso
de la matriz hessiana.

La idea del método consiste en reemplazar el uso de H(z!)~! por el de una aproximacién
A, simétrica y definida positiva. Esto asegura que siempre tendremos direcciones de descenso
y permite solucionar los problemas P-I y P-II. Ademaés, complementado con una busqueda de
linea soluciona también el problema P-III. Por supuesto, si tomamos como matriz A la matriz
identidad, pasamos al método de maximo descenso y perdemos todas las bondades del método
de Newton, con lo que es importante que A sea efectivamente una aproximacién de H (z?)~1.
El método de Levenberg-Marquardt se basa en trabajar con la matriz (' T+ H (z'))~!, donde &*
deberfa ser el menor escalar que asegure que todos los autovalores de €T + H (z!) son mayores
que un cierto valor prefijado > 0. Por tanto, el paso fundamental del método viene dado por:

wt+1 — :Bt . )\tdt,

donde A es el paso éptimo en la direcciéon d' = (¢'T+ H(x!))~! V f(x"'). Por supuesto, todavia
queda abierto el tema de determinar, en cada iteracién, el valor €f. Una de las claves del método
de Levenberg-Marquardt, es que este valor se puede calcular aprovechandose de la factorizacion
de la matriz €T + H (x!), usada a su vez para resolver el sistema (¢'I + H (z!))(z!™! — zt) =
Vf(x!). Aunque no vamos a entrar aqui en los detalles, hay formas de llevar esto a cabo sin
que el calculo de los € suponga una carga importante para el algoritmo.

14Toda matriz simétrica y definida positiva A puede ser descompuesta como A = LL", donde L es una matriz
triangular inferior cuyos términos diagonales son todos mayores que cero. Esta descomposicién se conoce con el
nombre de factorizacién de Cholesky.
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Supongamos ahora que aplicamos este algoritmo a un problema de programaciéon no lineal
y que nos encontramos en un punto ' lejos de un minimo local. En este caso, es posible que
la matriz H (x') esté lejos de ser definida positiva, con lo que &’ deberd tomar un valor grande,
(e'T + H(x')) se parecera a un miltiplo de la matriz identidad y la iteracién actual serd muy
similar a una iteracién del método de méximo descenso (especialmente si lo complementamos
con una busqueda de linea). Por otro lado, si estamos cerca de un minimo local, entonces
H(z!) serd definida positiva, podremos tomar e/ = 0 y la iteraciéon actual se corresponderd
con una iteracién del método de Newton. En este sentido, el método de Levenberg-Marquardt
tiene un comportamiento muy similar al del método de maximo descenso cuando esta lejos de
un minimo y al método de Newton cuando estd cerca, con lo que hereda de este tltimo los
resultados relativos a su orden de convergencia.

El gran problema de este método, y que hace que en la practica sean mucho mas populares
los métodos cuasi-Newton que discutiremos en la siguiente seccion, es que requiere el calculo
explicito de la matriz hessiana en cada iteracién. Sin embargo, hay una clase de problemas muy
importante en la practica para la cual este método se puede aplicar sin necesidad de trabajar
con las derivadas segundas de las funciones. Se trata de los problemas de minimos cuadrados,
en cuya formulacion general se trata de minimizar problemas con funcién objetivo

fla) =5 @) = gl

donde las funciones h! : R — R son dos veces diferenciables y la constante % estd simple-
mente por comodidad para los cédlculos. Este tipo de problemas aparecen habitualmente en
identificaciéon de modelos (muy habitual en estadistica y en el estudio de modelos fisicos y
quimicos), donde x representa un vector de pardmetros desconocidos en un modelo de la for-
ma y = p(x, 2), con ¢ : R"" — R, donde z representa las variables de entrada del modelo
(z variable explicativa e y variable explicada). Entonces, dada una coleccién de observaciones
(2!, y"), conl € {1,...,m}, tenemos que las funciones h'(x) representaran las diferencias entre

los valores observados, ¢!, y los valores predichos por el modelo:

W) = o' - p(@,2).10

Por tanto, la minimizacién de f(z) = §|/h(z)||? es equivalente a la minimizacién de los errores
cuadraticos del ajuste. En el caso de que la funcién ¢ sea lineal tendriamos un problema clasico
de regresién lineal, donde la solucién del problema de minimos cuadrados puede ser obtenida de
forma explicita de miltiples maneras. Sin embargo, cuando el ajuste es no lineal, la resoluciéon
explicita del problema de minimos cuadrados ya no es posible y es necesario recurrir a métodos
generales de optimizacién sin restricciones.

Veamos ahora por qué el método de Levenberg-Marquardt es especialmente apropiado para
este tipo de problemas. Para empezar, es facil obtener las siguientes expresiones para el gra-
diente y la hessiana de la funcién f (para evitar confusién entre la hessiana de f y la hessiana

15Ta extensién al caso de minimos cuadrados ponderados es inmediata, sin mds que poner un peso w' multi-
plicando cada término y' — ¢(x, 2').
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de las funciones h!, denotamos la hessiana por V?2):
Z W (z) V Il (),
= ZVhl(w)TVhl + Zhl )V2h (x).

A la hora de aplicar el método de Levenberg-Marquardt a problemas de minimos cuadrados,
tendriamos que el problema computacional P-IV aparece en el calculo del segundo sumando
de la hessiana de f, que es donde aparece la hessiana de los ajustes, V2h!(z). La aplicacion
del método pasa por desechar este segundo sumando, tomando A(x) = 37", V hl(x)" V h(x)
como aproximacién de la hessiana y trabajando entonces en el método con e'I + A(x!). Esta
aproximacién descartando el sumando 3 ", h!(z)V2h!(zx) tiene muy buen comportamiento en
la practica y estd justificada por los siguientes motivos:

= Por un lado, para problemas de minimos cuadrados bien construidos es de esperar que los
ajustes sean razonablemente buenos, con lo que los valores h!(x) deberfan tomar valores
préximos a cero cerca del ajuste éptimo.

» El término 37", hl(x)V2h!(x) puede tener efectos no deseados en el ajuste en el caso de
que tengamos algiin “outlier”, I, para el cual h!(x) no va de la mano con el ajuste del
resto de observaciones. En este caso, el término >/, h!(x)V2h!(x) podria provocar que
los outliers acabaran teniendo un peso excesivo en el resultado final del ajuste.

= Ademsds, en el caso de que las funciones h! sean sélo ligeramente no lineales, los valores
de las hessianas V2h!(x) también serdn pequefios.

4.8.3 Direcciones conjugadas: Gradiente conjugado y cuasi-Newton

En la secciéon anterior, en la discusiéon del método de Newton, comentamos que el método de
Newton se puede ver como un método de gradiente aplicado sobre una transformacién del
problema original mediante un cambio de variable que se apoyaba en la matriz hessiana. En
particular, es el uso de la hessiana el que permite que la convergencia en una iteracion del
método de gradiente para la minimizacién de distancias euclideas, como el ilustrado en la
Figura 4.16, se obtenga con el método de Newton para cualquier funcién cuadratica.

A pesar de eso, el mayor problema del método de Newton (y heredado por Levenberg-
Marquardt, aunque bastante atenuado en el caso de problemas de minimos cuadrados) es la
necesidad de calcular y procesar la matriz hessiana en todas las iteraciones del método. En esta
secci6n presentamos una importante familia de métodos que mantiene las buenas propiedades
del método de Newton sin tener que manipular explicitamente la matriz hessiana.

Tanto el método de Newton como los métodos que discutiremos en esta secciéon para minimi-
zar funciones no lineales se basan en generalizar métodos que tienen un buen comportamiento
en problemas cuadraticos. Una de las razones para seguir este enfoque es que cerca de un mi-
nimo local la funcién cuadréitica dada por la aproximacion de Taylor de segundo orden de la
funcién objetivo es una buena aproximacién de la misma. Por tanto, un método rara vez va a
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tener un buen comportamiento cerca del 6ptimo de un problema no cuadratico si no tiene un
buen comportamiento para problemas cuadraticos.

Direcciones conjugadas y problemas cuadraticos

Consideremos nuevamente el ejemplo de la Figura 4.16, con la funcién f(x) = (z1 — %)2 +
(2 — 5)2. Si miramos el comportamiento del método de descenso por coordenadas vemos que
alcanza la convergencia en dos iteraciones independientemente del iterante inicial. En la primera
iteracién nos moveremos en la direccién (1,0) hasta situarnos en la vertical del punto (2,5),
es decir, la primera coordenada serd igual a % En la segunda iteracién nos moveremos en la
direccién (0, 1) hasta situarnos en el punto (%, 5), con funcién objetivo igual a cero. {Qué tiene
de especial este problema para que el método de descenso por coordenadas lo resuelva en sélo
dos iteraciones? La clave estd en que la funcién f(x) es separable, pues puede ser escrita como
dos sumandos independientes para cada una de las dos coordenadas x1 y xso.

Veamos ahora cémo formalizar este concepto para funciones cuadréticas generales. Dada

una funcién f : R” — R, decimos que f es una funcién cuadrética si se puede expresar como'®

1 n 1 n n
flx)=b+c'x+ §xTQx =b+ Y cmi+ 5 > Quuiz;.
i=1 1=1j=1

Ademas, este problema es separable si Q es una matriz diagonal, en cuyo caso tenemos

fl@)=b+> (cmi+ %Qz’i(l’i)Z)‘

i=1
En el caso del ejemplo de la Figura 4.16 tenemos que es separable pues

J(@) = (21— 22 + (@2 — 5)* = % + (=31 4 (21)%) + (= 1022 + (22)).

Es precisamente esta separabilidad la que hace que el minimo de la funcién n-dimensional
se pueda calcular mediante la minimizacién sucesiva (e independiente) en cada una de las
n direcciones de los ejes coordenados. Del mismo modo que el método de Newton permitia
replicar el comportamiento del método del gradiente para problemas separables en problemas
cuadréticos generales, se puede decir que los métodos de direcciones conjugadas buscan hacer lo
propio con respecto al método de descenso por coordenadas. Mas concretamente, son métodos
que al aplicarse sobre problemas cuadraticos consiguen identificar n direcciones de tal manera
que el 6ptimo del problema se consigue mediante la minimizacién sucesiva (e independiente)
en estas direcciones. Es aqui donde entra el concepto de direcciones conjugadas, que definimos
a continuacion.

Definicién 4.1. Sea Q,,,, una matriz simétrica y definida positiva. Las direcciones d', ..., d"
se denominan Q-conjugadas si son todas distintas de cero y son Q-ortogonales. Es decir, para
todo i # 7,

(d)'Qd’ = 0.

®Nuevamente, el uso del coeficiente 5 s para obtener expresiones mas sencillas al calcular el gradiente y la
matriz hessiana.
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Si recordamos el método de méximo descenso, alli tenfamos que dos direcciones d' y d?
usadas en iteraciones consecutivas del método tenian la propiedad de que eran ortogonales,
(dl)Td2 = 0, y que esta propiedad era en parte culpable de los fenémenos de zigzag que
puede presentar el método en la practica. El concepto de direcciones conjugadas en vez de
direcciones ortogonales es la clave de los algoritmos que veremos a continuacién. El siguiente
resultado muestra que las direcciones conjugadas se pueden usar para definir un nuevo sistema
de coordenadas.

Proposicién 4.11. Si las direcciones d*, ..., d" son Q-conjugadas, entonces son linealmente
independientes.

Demostracion. Supongamos que existen coeficientes A1,...,\, tales que > ;- \d' = 0. Fi-
jemos ahora j € {1,...,n} y multipliquemos escalarmente ambos lados de esta igualdad por
Qd’. Entonces, usando que las direcciones son Q-conjugadas obtenemos

(SN Q = YN Q= \() Qe = 0.

=1 i=1

Como Q es definida positiva y d’ # 0, tenemos que Aj = 0. Como esto es cierto para todo
j €{1,...,n}, obtenemos el resultado deseado. ]

Consideremos ahora una funcién cuadratica de la forma f(x) = ¢’z + %a:TQa: y tomemos n
direcciones Q-conjugadas d', . .., d".' Nétese que la hessiana H (x) coincide, para todo x, con
la matriz @, con lo que el concepto de Q-conjugacién en problemas cuadraticos quiere decir
direcciones conjugadas con respecto a la matriz hessiana. Supongamos ahora que queremos
minimizar f(z) y partimos de un punto inicial !. Entonces, dado otro punto cualquiera & € R",
como las direcciones d', . .., d" forman una base tendremos que x — ! puede ser representado
como combinacién lineal de dichas direcciones. Es decir, existen y1, ..., ¥y, tales que

n
x=x' + z:yzdZ
i=1

Apoyandonos en este cambio de sistema de coordenadas podemos escribir f(x) como funcién
del vector y y obtenemos una nueva funcién F' dada por

F(y) = +Zyzdz +Zyzd’ )'Q(z +Zyzdz
=1

Ahora, usando que las direcciones d*, . .., d" son Q-conjugadas y que la matriz Q es simétrica,
esta expresion se reduce a

F(y)—cTa:1+Zylch" ( ) Q' +Zyl )'Qd’ + - Z yi)*(d)"Qd".

=1 =1

17 A partir de aqui siempre que trabajemos con una funcién cuadratica asumiremos que b = 0, pues simplifica
la notacién y eliminar este término constante no afecta a la solucién éptima.
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Claramente, esta nueva funcioén es separable y podria ser resuelta minimizando sucesivamente
con respecto a las direcciones e',...,e" (en el espacio de variables y). Entonces, teniendo en
cuenta que los términos constantes no afectan al proceso de optimizacion, la minimizaciéon en
cada direccion seria equivalente a encontrar el valor de y; que minimice

CT.’El + yichz 4

%($1>TQ$1 +yi(x")'Qd + %(yi)z(di)TQdi =

0, equivalentemente,

(' +yid') + %(wl +4id)'Q(a' + yid').
Esto se corresponde con la expresién de f(x! + yidi) con lo que minimizar la funciéon F' en la
direccién e’ es equivalente a minimizar f desde ! en la direccién dt.

Lo que acabamos de hacer es esbozar la propiedad fundamental de las direcciones conjuga-
das: permiten resolver problemas cuadraticos en espacios de dimensién n en n iteraciones. Antes
de continuar presentamos un ejemplo en el que se pone en practica el concepto de direcciones
conjugadas.

Ejemplo 4.1. Considérese el problema

1 _
minimizar f(x) = —12x9 + &r% + 8x% — 8ry = —1220 + in ( _186 186> .

Veamos cémo generar direcciones conjugadas para este problema (la matriz Q es definida
positiva y sus autovalores son 24 y 8). Supongamos que empezamos con el vector (d*)" = (1,0).
Entonces, d? ha de cumplir que 0 = (d')"Qd? = 16d; — 8d3. Por tanto, tomando (d?)" = (1, 2)
tenemos un par de direcciones Q-conjugadas.

*Ejercicio 4.1. Partiendo de la funcién f del Ejemplo 4.1 y de las direcciones d' y d?
definidas en él, realiza las siguientes tareas:

Elige un punto inicial cualquiera en R? y minimiza sucesivamente la funcién f en las
direcciones d' y d?.

Comprueba que el punto obtenido tras estos dos pasos es el éptimo global del problema.

Repite el proceso eligiendo otro punto inicial distinto.

Representa graficamente el resultado obtenido.

Notese que la minimizacién del problema original y de los problemas unidimensionales se puede
hacer de modo sencillo aprovechandose de la diferenciabilidad y convexidad del problema;
H(x) = Q es definida positiva. <

El hecho de que al trabajar con las direcciones conjugadas podamos pensar en el problema
original como un problema separable, sugiere que un método iterativo que se va moviendo
sucesivamente siguiendo estas direcciones tendra la propiedad de que, en cada paso, el gradiente
de la funcién en el punto actual serd ortogonal a las direcciones conjugadas ya utilizadas (pues
por la separabilidad en esas direcciones ya hemos mejorado todo lo que podriamos mejorar).
Esto es precisamente lo que dice el siguiente resultado.
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Proposiciéon 4.12. Sea f : R" — R una funcion cuadrdtica dada por f(x) = ch+%mTQm con
Q simétrica y definida positiva y sean d', ..., d" direcciones conjugadas. Sea ' un punto inicial
arbitrario. Para k € {1,...,n}, sea ¥ la solucién éptima del problema minyeg f(x* + Ad¥) y
sea zh 1 =k + \kdF. Entonces, para todo k € {1,...,n},

Vf(x*HTd = 0, para todo i < k.

A partir de esta proposicién, dado que los vectores d*,...,d" forman una base de R™, el
siguiente resultado es inmediato.

Corolario 4.13. En las hipdtesis de la Proposicion 4.12, el punto " es un minimo global
del problema de minimizar la funcion f.

Es importante destacar que la convergencia al éptimo en n pasos es un resultado tedrico y
que rara vez se consigue de modo exacto en la practica, pues las biisquedas de linea unidimen-
sionales normalmente serdan aproximadas, con lo que lo que tras n iteraciones tendremos una
aproximacion del éptimo.

**Ejercicio 4.2. Demuestra la Proposicién 4.12 y el Corolario 4.13. <

Utilidad de las direcciones conjugadas y calculo de las mismas

A estas alturas, es importante plantearse la siguiente pregunta: dado el problema de optimiza-
cién
minimizar f(x) = ¢'x + %mTQm

del enunciado de la Proposicion 4.12, en el que se asume que @ es simétrica y definida positiva,
jrealmente necesitamos trabajar con direcciones conjugadas para resolverlo? Los supuestos
sobre la matriz Q nos aseguran que tenemos un problema de optimizaciéon convexo y es facil
comprobar que V f(x) = Qx + c. Sabemos que en estos problemas V f(x) = 0 es una condicién
necesaria y suficiente de optimalidad, lo que en este caso se reduce a resolver el sistema lineal

Qx = —c.

i Por qué estamos entonces interesados en el uso de direcciones conjugadas? Las principales
razones son las siguientes:

» En primer lugar, resolver un sistema de la forma Qx = —c puede ser muy costoso
computacionalmente cuando la dimension n es grande (invertir una matriz es algo compu-
tacionalmente caro). De hecho, algoritmos como el método de gradiente conjugado que
presentamos en la siguiente seccién surgieron originalmente para resolver este tipo de
problemas, no para resolver problemas de optimizacién.

= Ademsds, como ya comentamos, la idea de estos métodos se puede adaptar de modo casi
inmediato para atacar problemas no cuadraticos, y los algoritmos resultantes deberian
beneficiarse del buen comportamiento de las técnicas de direcciones conjugadas para
problemas cuadraticos.
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La siguiente pregunta que deberiamos plantearnos es la siguiente: ;cémo generamos direc-
ciones conjugadas? Si el calculo de las direcciones conjugadas requiere el uso de la matriz Q, o
de la hessiana H (x) cuando pasemos a problemas no cuadraticos, entonces el problema P-1V del
método de Newton no desaparece: seguirfamos teniendo que hacer calculos y manipulaciones
explicitas con la hessiana en las distintas iteraciones del algoritmo.

En la siguiente secciéon presentamos un método que se basa en generar direcciones con-
jugadas sin ni siquiera conocer la matriz Q y llevando a cabo tnicamente manipulaciones
vectoriales.

Método de gradiente conjugado

En esta seccién presentamos el método de gradiente conjugado, cuya idea fue introducida
por Hestenes y Stiefel (1952) para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Posteriormente, se
empezd a aplicar en el contexto de optimizacién sin restricciones apoyandose en el hecho de que
el 6ptimo de un problema cuadratico convexo coincide con la solucién del sistema Qx = —c.
Fueron Fletcher y Reeves (1964) quienes extendieron el método a la resolucién de sistemas
no lineales y de problemas de optimizacién sin restricciones. Aqui comentaremos la versién de
Polak y Ribiére (1969).

La clave del método esta en la generacion de direcciones conjugadas para problemas cua-
draticos sin apoyarse explicitamente en la matriz @ y cuya generalizacién natural a problemas
no cuadraticos no requeriré el uso de la matriz hessiana. Previamente, en la Figura 4.17 presen-
tamos una versién del método de gradiente conjugado que obtiene las direcciones conjugadas
basiandose en la matriz Q y el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

METODO DE GRADIENTE CONJUGADO (APOYANDOSE EN LA MATRIZ Q)

INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir un punto inicial 2'. Definir ¢ = 1.

Paso 1
= Si ||[Vf(z")| < e, FIN. Devolvemos z".
= En otro caso, definir, mediante Gram-Schmids, el vector d’ como la Q-ortogonalizacién de
— Vf(x") con respecto a las direcciones d’, con j < t:

t-1 t\T i
d'=—-vVf(z') - Z Mdl-

2 (d)Qd
Calcular A, solucién del problema minimizaryeg f(z* + Ad'). Definir ™! = 2! + \'d’.
Reemplazar t por t 4+ 1. Repetir el PAso 1.

Figura 4.17: Esquema del método de gradiente conjugado apoyandose en la matriz Q.

A continuacién demostramos que las direcciones d' obtenidas con el método descrito en la
Figura 4.17 son Q-ortogonales y, ademads, se pueden calcular de modo equivalente sin hacer uso
de la matriz Q. Una de las claves esta en aprovecharse de que, para problemas cuadraticos, la
matriz hessiana se puede reconstruir apoyandose en diferencias entre gradientes, mas concreta-
mente, dados dos puntos ' y £'*! tenemos que V f(x!*1) -V f(z!) = (Qz't+¢c)— (Qz'+c) =
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Q! — o)

Proposicion 4.14. Considérense el método descrito en la Figura 4.17. Entonces se cumple lo
stquiente:

(i) Las direcciones d*,...,d" son Q-ortogonales.
(ii) Cada direccion distinta de cero en {d*,...,d"} es una direccién de descenso.
(iii) Las direcciones d',...,d" se pueden calcular sin hacer uso de la matriz Q.

Demostracion. (I) La Q-ortogonalidad se obtiene por induccién. Para ¢ = 1 no hay nada que
demostrar, pues d! es la tinica direccién disponible. Supongamos ahora que d',...,d""!, con
t < n, son Q-ortogonales. Dado j < t, tenemos

t—1 ;
. L -viEed
(@)'Qd = -Vf@)Qd — () — - 7—d) Qd
,; (d')"Qd
y, por la hipétesis de induccién, sélo el producto con i = j sera distinto de cero en el segundo
sumando con lo que:

- Vi) Qd

@yqa ©V ¥ =0

(d)'Qd = - V(') Qd —(

(IT) Para ver que las direcciones d’ son direcciones de descenso basta notar que, por la
Proposicién 4.12; para todo i < j, V f(2?)"d" = 0, con lo que

Jj—1 I\T %
Vi@ = V@) V@) - @)Y e iy s,
= d)Qd
con lo que si el algoritmo no paré en el iterante 7, tenemos V f (x/ )de < 0.

(ITT) Este paso lo haremos también por induccién. Para t = 1 tenemos d' = — V f(z!),
cuyo calculo no requiere usar la matriz Q. Supongamos entonces que ya tenemos direcciones
Q-ortogonales d',...,d" ! y que han sido calculadas sin usar Q. Veamos c6mo calcular d'.

Dado, j < t, denotemos por D7 al espacio vectorial generado por las direcciones d', ..., d’.
Por la Proposicién 4.12, para todo j < t, Vf(x!)"d’ = 0, con lo que V f(x?) es perpendicular a
cualquier vector de D?. Ademads, como las direcciones d', . . ., d’ son linealmente independientes
y cada direccién d’ se puede expresar como combinacién lineal de los gradientes V f (x%), con
i < j, tenemos que V f(x') también ha de ser ortogonal a todos los gradientes anteriores. En
particular tenemos que, para todo j € {2,...,t — 1},

Vi) (V@) = V(@) =0.
Usando la expresion del gradiente de una funcién cuadratica tenemos

VI@) - Vi@ = Q@) o) = Q) =N ()
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Por (II) sabemos que d’~! es una direccién de descenso en /! y, como tenemos un problema
de optimizacién convexa, esto implica que M¥~! > 0. Combinando ahora las dos ecuaciones
anteriores tenemos que, para todo j € {2,...,t — 1}, Vf(x!)"Qd’~* = 0. Entonces, si vamos
ahora a la expresién usada para definir d' en la Figura 4.17 tenemos

B Vf(mt)Tthfl

t—1 j
- Vi) Qd , -
— s T d = —Vf(:nt) +atd! 1, con o' = W

d' =-Vfx') - , :

2 @yqd
Hemos simplificado el célculo, pero ol todavia depende de Q. Usando ahora la Ecuacién (4.1)
y que X7 # 0 (por ser d'~! una direccién de descenso), tenemos Qd'"! = (Vf(z!) —
Vf(xt=1)) /AL, Entonces,

V@) (V@) - V@)
(@ (V@) = V@)

con lo que o no depende de Q y d' = — V f(x!) + atd'™! se puede calcular sin conocer Q. [

El célculo del coeficiente a! en la demostracién que acabamos de ver se puede afinar todavia
un poco mas. Usando que V f(zx!) es ortogonal a d 'y que Vf(x!~1) es ortogonal a todos los
vectores usados en la definicién de d'~! excepto el propio V f (x'~1), tenemos

(d™H)(Vf(") = V(') = —(d) V'™ = IV
de donde obtenemos la expresién de o de Polak y Ribiere:

V@) (Vi) - V@)
[Vi@DP |

Podiamos ir todavia un paso més alld, y apoyarnos en que V f(x!) es ortogonal a Vf(x!~1)
para obtener la férmula de Fletcher y Reeves:

L V)P
Vi@

Aunque ambas formulaciones son equivalentes mateméticamente, en la practica la expresion de
Polak y Ribiére parece mas robusta a los errores numéricos de las buiisquedas de linea. Ademés,
también la hace preferible para problemas no cuadréticos el hecho de que la ortogonalidad de
Vf(x') y Vf(x'~!) no tiene por qué ser cierta para los mismos.

Corolario 4.15. Sea f : R" — R wuna funcién cuadrdtica dada por f(x) = c'x + %azTQaz
con Q simétrica y definida positiva. Entonces, el método de gradiente conjugado encuentra la
solucion optima del problema de minimizacion asociado en, como mucho, n iteraciones.

Demostracion. Inmediato sin mas que combinar el Corolario 4.13 con la Proposicién 4.14. [

En la Figura 4.18 tenemos la representacion del método de gradiente conjugado de Polak
y Ribiére que puede aplicarse directamente a problemas no cuadréaticos. En la practica, este
método se suele implementar reiniciando el calculo del gradiente conjugado cada cierto niimero
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de iteraciones, digamos ¢, tomando d* = — V f(x'). La razén es que la propiedad de conjugacion
de las direcciones construidas se puede ir perdiendo debido a problemas de precisién numérica en
las biisquedas de linea realizadas iteracion a iteracién. Se ha observado que es efectivo reiniciar
cada 10 o 20 iteraciones, independientemente de la dimensién n del problema. Esto permite
combinar de forma eficiente la robustez del método de maximo descenso lejos del 6ptimo con
la eficacia del método de gradiente conjugado cerca del mismo.

METODO DE GRADIENTE CONJUGADO (SIN APOYARSE EN LA MATRIZ Q)

INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir un punto inicial z'. Definir ¢ = 1.

Paso 1
= Si ||[Vf(z")] < ¢, FIN. Devolvemos z".

= En otro caso, definir d* = — Vf(z') + a'd*~'. Donde o' =0y, sit > 1,

o V@) (Vi) - Vi)
- IV f (=12 '

Calcular A, solucién del problema minimizary>o f(x' + Ad"). Definir z'*! = ' + \'d".
Reemplazar t por ¢t + 1. Repetir el Paso 1.

Figura 4.18: Esquema del método de gradiente conjugado sin apoyarse en la matriz Q.

Proposicion 4.16. Supongamos que se cumplen los siguientes supuestos:
» La funcion f es continuamente diferenciable.
» La sucesion de puntos generada por el algoritmo estd contenida en un conjunto compacto.

Entonces, todo punto de acumulacion x de la sucesion generada por el método de gradiente
conjugado cumple V f(x) = 0.

Ademds, si la sucesion es convergente a un punto © y f es dos veces continuamente dife-
renciable en un entorno de & y con H (&) definida positiva, entonces el orden de convergencia
es n-superlineal.'®

El resultado relativo a la velocidad de convergencia no es muy relevante, pues en la practica
reinicia el método introduciendo un paso de maximo descenso cada pocas iteraciones.

Terminamos este apartado con una pequena discusion de las principales fortalezas y debi-
lidades del método de gradiente conjugado:

= Una de las grandes ventajas del método de gradiente conjugado es la sencillez de su imple-
mentacion y el hecho de que es muy ligero computacionalmente: sélo hace manipulaciones
vectoriales y, ademds, no tiene unos grandes requerimientos de memoria (s6lo hay que
guardar el gradiente de la iteracién anterior).

8 Formalmente, la sucesién {x'}:en tiene convergencia n-superlineal si la sucesion {y’}ien, donde y* = ™,
tiene convergencia superlineal. Con algin supuesto adicional se puede probar que la convergencia es n-cuadratica.
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= Una de las principales debilidades se deriva justamente del punto precedente. Como en
cada iteracion sélo utiliza informacién del gradiente de la iteracion anterior para desviar
el gradiente actual, la calidad de dicha desviacion estd limitada con respecto a lo que
se puede conseguir con los métodos cuasi-Newton que discutiremos en el siguiente apar-
tado, y que usan mucha mas informacién en cada paso. Sin embargo, esta informaciéon
adicional pasa por tener que manipular matrices, lo que tiene asociado un mayor coste
computacional.

= Por ultimo, el método es sensible al condicionamiento de la matriz hessiana en el limite,
aunque mucho menos que el método de gradiente. Hay versiones del método que llevan
a cabo precondicionamientos, dirigidos a atenuar los problemas derivados de un mal
condicionamiento.

Métodos cuasi-Newton

Los métodos cuasi-Newton deben su nombre a su similitud con el método de Newton y, desde
el punto de vista matematico, se pueden ver como métodos de direcciones conjugadas. Se trata
de métodos que en cada iteracion desvian el gradiente multiplicAndolo por una matriz, y no
usando Unicamente la informacién del gradiente de la iteracién anterior como hace el método
de gradiente conjugado. Més concretamente, esta familia de métodos se basa en calcular a‘*!
mediante una busqueda lineal desde ! en una direccién de la forma

d' = -V'Vf(a'),

donde las matrices V' son matrices simétricas, definidas positivas y, a ser posible, buenas apro-
ximaciones de la inversa de la matriz hessiana (y de ahi el nombre de métodos cuasi-Newton.
Ademas, en el caso de problemas cuadraticos las direcciones construidas por el algoritmo de-
beran ser direcciones conjugadas. Hay multiples formas de definir las matrices V¥, y aqui
presentamos una formulacién general introducida por Broyden (1967) y que engloba a algu-
nas de las versiones méas habituales. Previamente necesitamos un poco de notacién. Definimos,
pl =zt —xly q' = Vf(x!t!) — Vf(x!). Entonces, podemos definir una familia de métodos
cuasi-Newton basados en el célculo

p'(p")  V'g'(d)V!

®)q  (¢)V'g

donde V! es una matriz simétrica y definida positiva,
. pt tht

vl = rd Vg y w' € [0,1] es un pardmetro a elegir.

Vt+1 — Vt + +wt((qt)Ttht)Ut(Ut)T,

No vamos a entrar aqui en la justificacién de esta férmula, tarea que seria mas sencilla estu-
diando primero alguno de sus casos més representativos:

w! = 0. El método DFP, propuesto por Davidon (1959) y desarrollado posteriormente por
Fletcher y Powell (1963).
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w! = 1. El método BFGS, propuesto independientemente por Broyden (1970), Fletcher (1970),
Goldfarb (1970) y Shanno (1970).

Se puede probar teéricamente que estos métodos generan matrices V! que son definidas
positivas y por tanto las direcciones d' = —V! V f(x?) son direcciones de descenso. Ademas,
también se puede probar que, acompanados de una busqueda de linea exacta, todos los métodos
de esta familia son matematicamente equivalentes para funciones continuamente diferenciables.
Més concretamente, en cada iteracién ¢, todos obtienen una direccién de busqueda d' que es
paralela al vector v’. Sin embargo, en la practica las buisquedas de linea no son exactas y el
método BFGS suele exhibir un rendimiento superior. Ademds, también se puede probar que,
en el caso de problemas cuadraticos, son también matematicamente equivalentes al método de
gradiente conjugado cuando este se aplica con un precondicionamiento dado por la matriz V1.

Terminamos este apartado con una pequenia discusion de las principales fortalezas y debi-
lidades de los métodos cuasi-Newton:

= Los métodos cuasi-Newton aseguran una velocidad de convergencia cuadratica.

= En la préictica se ha observado que los métodos cuasi-Newton son menos sensibles a
imprecisiones en las bisquedas de linea que el método de gradiente conjugado.

= Sin embargo, cuando la dimensiéon es muy alta las manipulaciones matriciales de estos
métodos se vuelven muy costosas. En este sentido es importante destacar que hay versio-
nes de “memoria limitada” de los métodos cuasi-Newton que buscan un equilibrio entre
la sofisticacién en el célculo de los V! y la ligereza del método de gradiente conjugado.

= En la practica se ha observado que los métodos cuasi-Newton pueden generar matrices
intermedias con problemas de condicionamiento, lo que puede afectar a su estabilidad
numérica. Para evitar estos problemas, hay versiones de estos métodos que introducen un
factor de escalado en los calculos, aunque una discusién detallada de este procedimiento
va més alld del alcance de estas notas.

4.8.4 Métodos de region de confianza

Para terminar presentamos una tultima familia de métodos de optimizacién sin restricciones,
cuya filosofia se usa habitualmente en problemas de optimizaciéon con restricciones. La idea
es la siguiente, queremos resolver el problema minimizarzegn f(x). Pensemos en los métodos
ya vistos hasta ahora, en particular, en el método de Newton, el de Levenberg-Marquardt o
algiin método cuasi-Newton. Una forma de ver estos métodos es pensar que, en cada iteracion
t, trabajan con una aproximacién cuadratica de f en torno al iterante x':

@) = f(@) + V()@ - 2) + 5@ -2 Q! w — a')

donde Q' coincide con la hessiana H(x!) en el método de Newton y entonces tenemos la
aproximacion de Taylor de segundo orden, o puede ser otra matriz que pretenda aproximar
dicha matriz hessiana. En el caso de que Q' sea una matriz definida positiva el minimo de
q' se alcanza en el punto ! — Q™! Vf(x!), que se corresponderia con un paso de longitud 1
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en la direccién d = —Q 1 Vf(x!). Exceptuando el método de Newton, el resto de métodos
que hemos comentado realizarian una busqueda de linea en la direccién d! (y también las
implementaciones del método de Newton en la practica).

La idea de los métodos de region de confianza es reemplazar esta busqueda de linea por
una busqueda en cualquier direccién, pero dentro de un cierto entorno del punto x'. Lo més
natural es partir de un cierto radio r! y restringir la btisqueda a la bola B, de centro x! y
radio rt:

B'={x eR": |z — x| <r'}.
El conjunto B! se denomina regién de confianza y en la iteracién ¢ buscamos resolver el sub-
problema minimizar,e gt ¢'(z). El éptimo de este problema sera el nuevo iterante x!*! a par-
tir del cual definiremos una nueva aproximacién ¢'*! y asi sucesivamente. Los subproblemas
minimizar,c p: ¢ () no son busquedas de linea, pero son problemas cuadraticos definidos sobre
un dominio acotado y si las matrices Q' son definidas positivas su resolucién no es complicada
(basta moverse desde x! en la direccién de maximo descenso hasta alcanzar la frontera de BY).

Por otro lado, es importante definir el radio r’ de forma adecuada, de tal manera que
podamos dar pasos relativamente grandes y, al mismo tiempo, no nos salgamos de la regién en
la que ¢! es una buena aproximacién de la funcién f. Veamos el enfoque habitual para conseguir
esto. Supongamos que y' es el 6ptimo del subproblema de la iteracién ¢, lo que queremos
es evaluar cémo de bueno es el valor f(y') en comparacién con el valor de la aproximacién
cuadrética ¢'(y'). Como la diferencia absoluta entre f(y') y ¢'(y') no es muy informativa, lo
que se suele hacer es comparar la mejora predicha por el modelo cuadratico con la mejora real
obtenida. Mas concretamente, dado v € (0,1), se evalda si

fy") < f(@') —(d'(2") — ' ("))

Noétese que ¢! (x') — ¢'(y') va a ser siempre no negativo, con lo que si v vale por ejemplo 0.5
estarfamos pidiendo que la mejora real que se produce en la funcién f al pasar de ! a y! tiene
que ser al menos 0.5 veces la mejora obtenida en el modelo cuadratico. En caso afirmativo, se
considera que la aproximacion es buena y se realiza un paso de descenso definiendo x!*! = yt,
ademas, si la desigualdad se cumple para un valor v suficientemente proximo a 1, incrementamos
el radio de la regién de confianza definiendo /T = ;7! con 31 > 1. En caso contrario, el modelo
no es lo suficientemente bueno y hay que reducir la regién de confianza, definiendo r*+1 = Bort,
con By € (0,1). A este paso se le llama paso nulo, pues pasamos a la iteracién siguiente con
x!T! = !, El esquema general de un algoritmo de regién de confianza estd representado en
la Figura 4.19. Para profundizar en este tipo de algoritmos el lector puede acudir tanto a la
referencia principal para estas notas, Bazaraa y otros (2006), como a las siguientes referencias,
especializadas en métodos de regién de confianza: Conn y otros (2000) y Powell (2003).

4.9 Optimizacion multidimensional sin diferenciabilidad

Hasta ahora hemos visto métodos de optimizacién multidimensional tanto con derivadas como
sin ellas, pero todos los resultados de convergencia de los mismos requerian diferenciabilidad.
Para terminar la exposicién de métodos de optimizacién sin restricciones comentaremos bre-
vemente la idea del método de subgradiente, cuya convergencia se puede garantizar incluso en
ausencia de diferenciabilidad.
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ESQUEMA GENERAL DE UN METODO DE REGION DE CONFIANZA

INICIALIZACION
Elegir € > 0. Elegir r* >0,y y7con 0 <y <7< 1,y 81 > 1y B2 € (0,1/61). Elegir un punto
inicial ', calcular Vf(z') y Q', y con ellos definir ¢'. Definir ¢t = 1.

Paso 1
Calcular y*, solucién del problema minimizar,c gt ¢*(x*).

= Si|f(z") — ¢'(y")| < &, FIN. Devolvemos y*.
= En otro caso:

- Si f(y") < f(=") —v(¢'(=") — ¢'(¥")), ir al Paso 2.
= Si f(y") > f(z") = (4 (z") —q'(y")), ir al Paso 3.
PASO 2 (raso pE pEsceNso)
Si f(y") < f(=') —7(¢'(@") — ¢ (y")), definir r'*" = Birt.
Definir &'t = y*. Calcular Vf(z'™") y Q"", y con ellos definir ¢"*'. Reemplazar ¢ por ¢t + 1 e
ir al Paso 1.

PASO 3 (raso nuro)
Definir 't = x| T = Bar’. Reemplazar ¢ por t + 1 e ir al Paso 1.

Figura 4.19: Esquema de un método de region de confianza.

4.9.1 Meétodo de subgradiente

En este apartado vamos a comentar un método de optimizacion para problemas de optimizacion
convexa no diferenciables basado en el uso de subgradientes; algunas referencias clasicas de este
método son Polyak (1967, 1969) y Held y otros (1974). Este método se puede ver como una
generalizacién directa del método de méximo descenso, pero donde el gradiente se reemplaza
por un subgradiente. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurria con el método de méximo
descenso, cuando se trabaja con un subgradiente no tenemos asegurado que la direcciéon opuesta
al mismo sea efectivamente una direcciéon de descenso. Sin embargo, si en cada iteraciéon nos
movemos en pasos suficientemente pequefios, se puede garantizar que el algoritmo converge a
una solucién éptima (con lo que no se realizardn bisquedas de linea).

El esquema mas basico de un algoritmo de subgradiente se puede ver en la Figura 4.20.
Nétese que el criterio de parada ||s!|| < ¢ podria no cumplirse nunca pues, aunque encontremos
una solucién para la cual el vector 0 pertenece al subdiferencial, no tenemos garantizado que
el método vaya a escoger justamente dicho subgradiente. Es por ello que hay que usar otros
criterios de parada adicionales basados en el niimero de iteraciones o valores de la cota superior
(esto seria habitual usando esquemas de optimizacién primal-dual, donde ambos problemas se
van aportando sucesivamente cotas el uno al otro).

El resultado formal detrds del método de subgradiente es el siguiente.

Proposicion 4.17. Supongamos que la funcion f es convexa y no diferenciable. Si la sucesion
{\'} es no negativa, converge a 0y, ademds, cumple que > 2o A\l = oo, entonces:

» O bien el algoritmo termina en una cantidad finita de iteraciones (por el criterio sobre
Is*]1)-
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METODO (RUDIMENTARIO) DE SUBGRADIENTE

INICIALIZACION
Elegir £ > 0. Elegir un punto inicial 2'. Definir la cota superior inicial UB' = f(z') y & = «'.
Definir ¢ = 1.
Paso 1
Elegir un subgradiente s del subdiferencial de f en x’. Ir al PAso 2.
Paso 2
= Si||s'|| < &, FIN. Devolvemos x'.
= En otro caso, definir d* = — “2: - Determinar el paso A' y definir '™ = &' + Aid'. Si
f(xz') < UB?, definir UB'"™ = f(z'™') y £ = ='*'. Reemplazar ¢ por ¢ + 1. Repetir el
Paso 1.

Figura 4.20: Esquema del método de méximo descenso.

= O el algoritmo genera una sucesion infinita tal que UB* converge al minimo de f (con el
punto & siendo una solucion dptima,).

Intuitivamente, la condicién sobre los ! garantiza que, cuando cometamos un “error” mo-
viéndonos en una direccién que no es de descenso, dicho error tendrd magnitud X, y podra
ser rectificado en las restantes iteraciones. Mas alld de esta intuicion, el resultado se apoya
fuertemente en la convexidad de f y las propiedades de los subgradientes.

A la vista de la Proposicién 4.17, podria parecer que la sucesién dada por \! = % es una
opcién razonable. Sin embargo, tiene mal comportamiento en la practica y hay que tener en

cuenta otras consideraciones a la hora de elegir los \.

Ademés de la cuestién de cémo el elegir en cada iteraciéon un subgradiente y un paso
adecuados, este algoritmo sufre también de otros problemas que hacen adecuado trabajar con
modificaciones en el espiritu del método de gradiente conjugado, desviando el subgradiente para
evitar problemas derivados de que ciertos angulos se aproximen demasiado a 90°. En cualquier
caso, todas estas consideraciones requeririan un andlisis bastante profundo, que va mas alla de
estas notas.

Aunque existen otros algoritmos para el caso de funciones convexas no diferenciables, una
gran ventaja del método de subgradiente es que se puede adaptar de modo sencillo a problemas
de optimizacién con restricciones (siempre que sean problemas de programacién convexa). En
este caso, en cada iteracién bastarfa definir '*! como la proyecciéon de x! + \d' sobre el
conjunto factible.

Por citar otros métodos también basados en el uso de subgradientes tendriamos, por ejem-
plo, métodos de planos de corte y bundle methods.'?

9Quien desee profundizar en estos algoritmos puede referirse al libro “Nonlinear Optimization” (Andrzej
Ruszczynski).
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4.10 Ejemplos ilustrativos

En esta secciéon presentamos algunos ejemplos ilustrativos de las ideas de los algoritmos que
hemos discutido en este tema, asi como de las implicaciones en el rendimiento de los mismos.

Ejemplo 4.2. En la Seccién 4.8.1 presentamos el método de maximo descenso y la Proposi-
cién 4.8 asegura la convergencia del mismo a un punto con gradiente igual a cero en el caso de
que la funcién f sea continuamente diferenciable. En este ejemplo pretendemos ilustrar que el
supuesto de diferenciabilidad es crucial.

Considérese la funcién f : R? — R definida por partes como sigue:

Vot + 323 si|ze| <2y

flx) = x1 + 3|2

. > 71
5 si |xa] > a1

Estamos ante una funcién continua y diferenciable practicamente en todo su dominio, aunque
habiendo problemas en los puntos de la forma |zs| = 1, siendo especialmente problematico el

punto (0, 0).

W+, si |xa|<xy, L*ilﬁl. en otro caso Mét. maximo descenso

o \\

-2
|

3
|

Figura 4.21: Ejemplo en el que el método de descenso por coordenadas converge a un punto
que estd lejos de ser un minimo de la funcién.

En la Figura 4.21 vemos el comportamiento del algoritmo de maximo descenso cuando este
parte del punto =! = (3,1):

Primera iteracién. Como z! = (3,1), 73| < 21 y el gradiente de la funcién en x! sigue la
direccién (z1,3z3) = (3,3). Y tenemos que la direccién de méaximo descenso es (—3, —3).
Como z} = 3z3, no es dificil ver que % = ' —(21/2,21/2) = (21 /2, —21/2) = (1.5, -0.5).
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Segunda iteracién. Ahora x> = (1.5,—0.5) y, nuevamente, |73 < 22 y el gradiente sigue

la direccién (x1,3z3) = (1.5, —1.5), que es ortogonal a la de la iteracién anterior y dard
lugar al punto = = x% — (z%/2, —23/2) = (2}/2, —23/2) = (0.75,0.25).

t_(ﬂf% 5

Resto de iteraciones. En general tendremos que x 52T, W) = (2,5%, ﬁ) y

siempre se cumplird que |z3| < 21

Por tanto, el algoritmo siempre se moverd en una zona en la que f viene dada por y/z? + 3z3
y convergerda al minimo de esta funcién, que es el punto (0,0) y el valor de la funcién en
este punto es 0. Sin embargo, la funcién f estd definida a trozos y estd claro que no tiene un
minimo finito, pues en puntos de la forma (—2t,0) con ¢t € N tenemos que f(—2t,0) = —t. Es
importante destacar que el algoritmo funciona mal aunque todos los iterantes construidos son
puntos donde la funcién es continuamente diferenciable. El problema radica en que precisamente
el punto limite es el que no lo es. <&

Ejemplo 4.3. Ahora presentamos un ejemplo de funcién continuamente diferenciable con
multiples puntos estacionarios, Vf(x) = 0, y varios éptimos globales. Se trata de la funcién
f : R? — R definida como f(x) = (z1 — 23)% + 3(x1 — 22)*. Esta funcién tiene cinco puntos
estacionarios, con distinto comportamiento en lo que respecta a la optimalidad:

» Los puntos (0,0), (1,1) y (—1,—1) son los tres tnicos 6ptimos globales, en los que la
funcién f toma el valor 0.

» Los puntos (0.30874,0.57735) y (0.30874,—0.57735) que son puntos estacionarios donde

la matriz hessiana no es semidefinida positiva y que no son 6ptimos locales.

En las figuras 4.22, 4.23 y 4.24 ilustramos como los distintos algoritmos pueden converger a
distintos 6ptimos globales y como, ademés, dicha convergencia depende del iterante inicial.
O

Ejemplo 4.4. Para terminar presentamos un ejemplo de funcién continuamente diferenciable
y un comportamiento bastante periédico aunque con un tnico éptimo global. Se trata de la
funcién f : R? — R definida como f(x) = 10sin(x1)? cos(z2)?+ (23 +23)/10. En este caso vemos
en la Figura 4.25 que todos los métodos salvo el método de Newton alcanzan exitosamente el
6ptimo global (0,0). El método de Newton tiene problemas para moverse por la regién factible
y su comportamiento no es nada deseable. La razon principal es que la implementacién que
hemos hecho del mismo no tiene una biisqueda de linea, con lo que no tenemos asegurado que
el método mejore la funcién objetivo entre iteraciones. Si modificAsemos la implementacién

incluyendo una busqueda de linea entonces este problema desapareceria.
O

4.11 Ejercicios adicionales

**Ejercicio 4.3. Encuentra el minimo de la funcién g(\) = 6e=2* 4+ 2)? en el intervalo [0, 10]
usando tres de los métodos de busqueda de linea vistos en este tema. Representa en una tabla
los resultados obtenidos iteracién a iteracion.
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) = (- 5)+ 3(x; - x)*

Mét. descenso por coordenadas

Métodos
® 71— bc

- W
P D

= Nw

—— GC
o 4
- by e g
B T T

-z -1 0 1 2 3 4 5 1 prd 3 4
Mét. Hooke y Jeeves Mét. maximo descenso
© - g
= o |
o~
- 4 =
o~
o [
K =
T T T T T
1.00 1.05 1.10 1.15 1.20
Mét. Newton Mét. gradiente conjugado

o o
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o o
(o] o~
o o |
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10 14
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10 15
1 1

9

4 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20

Figura 4.22: Funcién f(x) = (z1 — 23)% + 3(z1 — x2)* con iterante inicial ! = (1, 3).
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fx) = (%, —Xfi-'jz*' 3(x; —XJ‘ Mét. descenso por coordenadas

™ T Wétodos
— DC

--- H 2

T LD v '

—— &C W ®

[=T | v A

v A

L= .

B T T T 4 ' T T T

-z -1 0 1 2 -2.1 -2.0 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5
Mét. Hooke y Jeeves Mét. maximo descenso
o~
= o |
2] (]
-+ -
o g
' T T
=20 -1.2 -18 -1.4 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2
Mét. Newton Mét. gradiente conjugado
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- v = kvd
o o
] o
= g
o o |
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Figura 4.23: Funcién f(x) = (z1 — 23)% + 3(z1 — x2)* con iterante inicial ! = (—1.5, —1.5).
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fx) = (%, —ngz*' 3(x; _ij., Mét. descenso por coordenadas
{ Metodos -
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Figura 4.24: Funcién f(x) = (z1 — 23)% + 3(z1 — x2)* con iterante inicial ! = (—0.5, —0.5).
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Mét. descenso por coordenadas

f(x) = 10sin(x;Fcosix;)*+ (Xf+ xi)h 0
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Figura 4.25: Funcién f(z) = 10sin(z1)? cos(z2)?+ (22 +23)/10 con iterante inicial ' = (-3, 5).
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Discute brevemente el rendimiento de los tres métodos elegidos en el ejemplo en cuestién y
relaciénalos, en la medida de lo posible, con lo que cabria esperar dado lo visto en este tema.
<

*Ejercicio 4.4. Para los métodos de bisqueda uniforme, dicotomia, seccién durea y Fibonac-
ci, calcula el niimero de evaluaciones funcionales requeridas para a € {0.1,0.01,0.001,0.0001},
donde « es el ratio entre la longitud del intervalo de incertidumbre final y el inicial.

Discute brevemente el incremento observado para los distintos métodos a medida que se
reduce « y relaciona este rendimiento, en la medida de lo posible, con lo que cabria esperar
dado lo visto en este tema. <

**Ejercicio 4.5. Considera la funciéon f definida por
f(x) = (z1 + 23)* + 2(x1 — 29 — 4)L.
Dado un punto « y una direccién d, definimos g(A\) = f(x + Ad).

(i) Para x = (0,0) y d = — V f(x), usando el método de la biseccién, encuentra el valor que
resuelve el problema de minimizar g(\).

(ii) Para « = (5,4) y d = — Vf(x), usando el método de la seccién durea, encuentra el valor
que resuelve el problema de minimizar g(\).

Discute los resultados obtenidos. <

**Ejercicio 4.6. Demuestra que el método de Fibonacci se aproxima al método de la seccién
aurea cuando el nimero de evaluaciones funcionales se hace suficientemente grande. <
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5.1 Introduccion

Este tema se puede considerar la columna vertebral de la optimizacién con restricciones: el
estudio de los fundamentos mateméticos de las condiciones de optimalidad y de la dualidad en
optimizacion no lineal. Trabajaremos sin apoyarnos en supuestos de convexidad, aunque siempre
mantendremos los problemas convexos como punto de comparacién. Por otro lado, durante
practicamente todo el andlisis en este tema trabajaremos bajo supuestos de diferenciabilidad.
Este tema se estructura en dos partes:

= Inicialmente estudiaremos las condiciones de optimalidad para problemas con restric-
ciones, con el objetivo ultimo de presentar formalmente las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker (y mencionando de pasada las condiciones de Fritz John).

= Después pasaremos a presentar los conceptos basicos de dualidad. Mas concretamente
hablaremos de dualidad lagrangiana. Después presentaremos los teoremas de dualidad
y sus implicaciones en el estudio de problemas de programacién matematica.

5.2 Condiciones de optimalidad

Vamos a empezar esta seccién recordando algunas de las condiciones de optimalidad que ob-
tuvimos para el caso problemas de programacion convexa con funcién objetivo dife-
renciable.

Corolario 2.5. & € S es un minimo global si y sélo si Vf(z)"(x — ) > 0, para todo « € S.

Teorema 2.9. & € S es un minimo global si y sélo si DP N DF = .

Recordemos que, segiin la Definicién 2.1 y la Definicién 2.2, tenemos:

DP(f,x) ={d e R": f(x + \d) < f(zx) para todo X € (0,4), para un cierto § > 0} y
DF(S, ) = {d € R" :  + A\d € S para todo X € (0,4), para un cierto § > 0}.

Como ya comentamos en su momento, cuando no haya ambigiiedad, conjuntos del tipo
DP(f, x) y DF (S, x) se denotaran simplemente por D? y DF.

Las condiciones de optimalidad que acabamos de recordar, aunque importantes, no son
faciles de manejar en la préactica, pues su verificacién resulta cuanto menos dificil. En esta
seccion vamos a ver como reemplazar estas condiciones por otras mas manejables, que en
particular nos serviran para estudiar optimalidad local en el caso no convexo. Ademas, en el
caso convexo seran esencialmente equivalentes a las originales.

Recordemos también que, en el caso diferenciable, la Proposicién 2.8 nos daba una condicién
suficiente para que una direccién sea de descenso:

Proposicién 2.8. Sid € R" es tal que Vf(x)"d < 0, entonces d es una direccién de descenso.
Si ademas f es convexa el reciproco también es cierto.
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Este resultado da lugar a la definicién de dos conjuntos asociados con el cono de direcciones
de descenso, DP:

DP(f,@)={d€R": Vf(x)'d <0} y
DP(f,z) ={deR": Vf(x)'d < 0}.
Es facil ver que se tiene la siguiente relacion
DP ¢ pP c DP.

La primera desigualdad se sigue inmediatamente de la Proposicién 2.8 (V f(x)"d < 0 implica
direccién de descenso). Ademds, este mismo resultado asegura que si f es convexa D = DP.
La segunda desigualdad se sigue de un resultado analogo, que nos diria que Vf(x)'d > 0
implica que tenemos una direccién de ascenso, con lo que, necesariamente, DP C Df .

Ejercicio 5.1. Presenta algiin ejemplo en el que las inclusiones en D? C DP C Df sean
estrictas. <

A continuacién presentamos una primera condicién necesaria de optimalidad local. Este
resultado, cuya ilustraciéon grafica puede verse en la Figura 5.1, nos dice que si en un punto
dado tenemos que DP N D £ (), entonces hay alguna direccién que es simultdneamente de
descenso y factible, con lo que ese punto no puede ser un minimo local. N6tese que el enunciado
de este resultado es similar al del Teorema 2.9, pero ahora no se asume convexidad, ni de f ni
de S. Por otro lado, si que se asume diferenciabilidad de f en el punto en estudio para poder
hablar del conjunto DP.

curvas/conjuntos
de nivel de f

->

Figura 5.1: Condicién necesaria de optimalidad local.

Teorema 5.1. Dada la funcion f : R® — R y el conjunto S C R un conjunto no wvacio.
Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a x € S.

Si f es diferenciable en el punto & € S y & es un minimo local, entonces DP N DY = ().
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Demostracién. Supongamos que & es un minimo local y que existe d € DP N D¥. Entonces,
por la Proposicién 2.8, d € DP | con lo que existe §; > 0 tal que, para todo A € (0,d1),

flx+Ad) < f(x).
Ademés, como d € D, existe d; > 0 tal que, para todo A € (0, d2),
x+NdeS,

con lo que tenemos una contradicciéon con que & sea un minimo local. ]

Notese que estas condiciones en general no son suficientes, como ilustramos con dos ejemplos
en la Figura 5.2:

» En la Figura 5.2(a), tenemos la funcién f(x) = x9, definida sobre el conjunto S = {x €
R? : 25 = 2?}. El dominio es una curva en R? que en ningiin punto tiene direcciones
factibles, D' = (). Por tanto, cualquier punto cumple que D? N D = §), y tinicamente
x = (0,0) es un minimo local (y global).

» En la Figura 5.2(b) tenemos la funcién f(x) = 23, que en = 0 cumple que V f(0) = 0,
con lo que DP = (). Por tanto, = 0 cumple que DP N D = ) pero no es un minimo
local.

400

—400 |-

(a) Conjunto S = {x € R? : x5 = x7}, dominio de (b) Funcién f : R — R dada por f(z) = z®.
f:S — R dada por f(x) = 2.

Figura 5.2: La condicién del Teorema 5.1 no es suficiente.

Un aspecto importante del Teorema 5.1, de cara al disefio de algoritmos, es que DP es
maés facil de manejar que DP,| pues DP se define a través de una condicién directa sobre el
gradiente. En la Figura 5.1 puede verse que D no es mas que un semiespacio. El siguiente
paso es conseguir algo parecido para el conjunto DY para pasar de expresiones puramente
geométricas relativas a conos de direcciones de descenso y factibles, a condiciones puramente
algebraicas.

Para facilitar la exposicién, supondremos por el momento que tenemos un problema de
programacién matematica con restricciones de desigualdad inicamente. Es decir, problemas de
la forma:

minimizar f(x)
sujetoa gi(x) <0 i=1,...,m.
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Por tanto, tenemos el conjunto factible S = {& € R™ : g;(x) < 0 para todo i € {1,...,m}}.
Ademas, dado « € S, denotamos por I(x) = {i : gi(x) = 0}, el conjunto de las restricciones
activas o saturadas en x. Dado un punto « € S, las restricciones asociadas a I(x) son las que
limitan los movimientos desde el punto x, pues estamos en el interior del conjunto definido
por las otras restricciones. Como caso extremo, si I(x) = () quiere decir que x € S y cualquier
direccién sera una direccién factible.

Estamos ahora en condiciones de definir dos nuevos conjuntos que, como veremos poste-
riormente, estan muy estrechamente ligados a DF'.

DF(S,x) = {d € R" : Vg;(x)"d < 0 para todo i € I(x)} y
DE(S,x) = {d € R" : Vg;(x)"d < 0 para todo i € I(x)}.

El siguiente resultado establece una relacién andloga de estos conjuntos con respecto al
conjunto D" a la de los conjuntos D y Df con respecto al conjunto DP.

Proposiciéon 5.2. Consideremos la region factible S = {x € R™ : g;(x) < 0 para todo i €
{1,...,m}}. Dado un punto © € S, si

» las funciones g; con i € I(x) son diferenciables en & y

» las funciones g; con i & I(&) son continuas en &,

entonces
pf c p* c pL.

Ademds, si las funciones g; coni € I(Z) son estrictamente converas en &, entonces DY = DF 1

Demostracion. Supongamos que d € D', Para las restricciones i ¢ I(x) tenemos que g;(x) < 0.
Entonces, por la continuidad estas funciones, existe d; > 0 tal que, para todo A € (0, ;) y todo
i & 1(z),

gi(a? + )\d) < 0.
Ademss, como d € DY para todo i € I(z) tenemos Vg;(Z)'d < 0. Aplicando ahora la
Proposicion 2.8 tenemos que d es una direcciéon de descenso para las g;. Es decir, existe ds tal
que, para todo A € (0,4d2) y todo i € I(x),

gi(x + Ad) < gi(x) =0.

Combinando las dos ecuaciones anteriores, tomando § = min{d;,d2}, tenemos que, para todo
X € (0,6), los puntos de la forma & + Ad son factibles. Por tanto, d € D con lo que hemos
probado que D C DF.

La demostracién de que D C D_IE es similar. Sid € D y d ¢ Df , entonces tendriamos que
Vgi(&)'d > 0 para algtin i € I(&). La Proposicién 2.8 implicaria ahora que d es una direccién
de ascenso para g; en . Por tanto, tomando A > 0 suficientemente pequefio tendriamos que
gi(x + \d) > gi(x) = 0, contradiciendo que d € DF".

Para terminar, supongamos que las funciones g; con i € I(&) son estrictamente convexas
en . Tomemos ahora d € D. Supongamos ahora que d ¢ Df. Entonces existe i € I(x)
tal que Vg;(z)'d > 0. Como g; es estrictamente convexa tenemos que, para todo A > 0,
gi(@ + Ad) > gi(Z) + Vg;(2)"Ad > g;(x) = 0. Pero esto contradice que d € D¥". O

'Para este tltimo resultado serfa suficiente con pedir seudoconvexidad estricta de las g; con i € I(z).
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108 Tema 5. Optimizacion con restricciones. Conceptos tedricos

Es facil ver que en el ejemplo de la Figura 5.1 se tiene que D = D¥ C Df.

*Ejercicio 5.2. Presenta ejemplos mostrando las distintas posibilidades para las inclusiones
DF c DF C Df: (estrictas y no estrictas). <

Ahora estamos en condiciones de presentar una nueva condicién necesaria de optimalidad,
que recoge la esencia de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker que veremos en la siguiente
seccion.

Teorema 5.3. Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m.

Supongamos que & es un punto factible tal que
» las funciones f y g; con i € I(x) son diferenciables en & y

» las funciones g; con i & I(&) son continuas en .

Si @ es un minimo local, entonces DP? N DY = (. Ademds, si f es convexa vy las g; con i € I(z)
son estrictamente convexas en &, DP N DY = 0 implica que T es un minimo local (y global).

Demostracién. Si & es un minimo local, por el Teorema 5.1 tenemos que DP?NDF = (. Ademas,
la Proposicién 5.2 nos dice que DF C DF. Por tanto, D? N DF = .

Si f es convexa sabemos que D = DP y, ademds, la convexidad estricta de las funciones
gi con i € I(x) implica que D¥ = DF (Proposicién 5.2). Por tanto, DP N DY = DP nDF =)
y el Teorema 2.9 nos asegura que & es un 6ptimo local (y global). O

Recapitulemos brevemente antes de pasar a la siguiente seccién. Las definiciones de los
conjuntos D y D¥ son tales que, en todo minimo local, ha de cumplirse que D? N DF = ().
Ademas, sabemos que en general el reciproco no es cierto como podemos ver, por ejemplo,
con las funciones de la Figura 5.2. En la siguiente seccién veremos que, a cambio, la condiciéon
DP N DF = ) es mucho mas manejable que la condicién DP N DF = ().

En la Figura 5.3 tenemos una representacién de un punto & en el que se cumple la condicién
DPNDF =0, y en la que ademas hemos representado los gradientes de las restricciones activas
en el punto junto con el gradiente de la funcién objetivo.

El hecho de que en el punto & se cumpla la condicién DP N DY = () nos dice que no hay
ningtin vector d que forme un angulo mayor de 90° con V f(&) y, simultdneamente, mayor
de 90° con todos los gradientes de las restricciones activas en . Geométricamente, esto esta
muy relacionado con el hecho de que — V f(x) esté en el cono generado por los gradientes de
dichas restricciones, como se puede ver en la Figura 5.3. Son justamente estas intuiciones la
que formalizaremos en la siguiente seccion, primero a través de las condiciones de Fritz John y
después a través de las condiciones de KKT.
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Figura 5.3: Tlustracién de un punto en el que se cumple que DP N D = (.

5.2.1 Ejemplos
Ejemplo 5.1. Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar (21 — 3)% + (73 — 2)2
sujeto a a:% + :c% <5
T +x2 <3
I > 0
) > 0.

En este problema tenemos f(z) = (z1 — 3)? + (72 — 2)? y cuatro restricciones de desigualdad
que, con la formulacién g;(x) < 0 se corresponderian con:

gl($):$%+$%—5, 93(1:) = —1,
go(x) = o1 + 22 — 3, ga(x) = —x2.

Este problema aparece representado en la Figura 5.4(a). En ella se puede ver que el punto
(2,1) seré el 6ptimo global del problema, pues, como marcan las curvas de nivel de f, es el
punto factible que més esté cerca de (3,2). La funcién objetivo en este punto es f(2,1) = 2
Vamos a estudiar tres puntos factibles y evaluar en ellos la condicién necesaria de optimalidad:
DP n DY = (). Previamente, veamos la expresiéon de los gradientes de funcién objetivo y
restricciones:

Vf(x) = (221 — 6,225 — 4),
Vgi(z) = (221,222),  Vgs(x) = (-1,0),
Vga(z) = (1,1), Vga(z) = (0,-1).

Primer punto: z! = (1.8,1.2). La funcién objetivo es f(1.8,1.2) = 2.08 con I(z!) = {2},
pues tnicamente la restriccion go(x) = 21 + x2 — 3 esta activa en (1.8,1.2). Para calcular
DP vy D¥ necesitamos los gradientes, que vienen dados por:

Vix') =(-24,-16) vy Vgola!) =(1,1).
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(a) Regién factible y curvas de nivel.

(b) Estudiando si D2 N DY = 0.

Figura 5.4: Tlustracién del Ejemplo 5.1.

Por tanto, DP = {d : (-2.4,-1.6)-d < 0}y Df = {d : (1,1)-d < 0}. En la parte superior
de la Figura 5.4(b) podemos ver los conjuntos D? y DF y vemos que DP N DF +£ (),
y tenemos direcciones que nos permiten acercarnos hacia >

mateniéndonos dentro del
conjunto y, al mismo tiempo, mejorando la funcién objetivo.

Segundo punto: x? = (1,2). La funcién objetivo es f(1,2) = 4, y ahora tenemos que I(x?)
{1,2} y los gradientes asociados a x* = (1,2) son:

vf(mQ) = (_470)7 le(:BQ) = (274)7 y VQQ(m2) = (17 1)‘

Podemos ver en la parte intermedia de la Figura 5.4(b) que, nuevamente D? N DF £ ().
Por tanto, ? = (1,2) no cumple la condicién necesaria de optimalidad local.

Tercer punto: x> = (2,1). Veamos ahora que pasa con el punto que ya hemos anticipado que
es el 6ptimo global con f(2,1) = 2. Tenemos que I(x3) = {1,2} y los gradientes asociados

ax3=(2,1) son:
Vi) =(-2,-2), Va()=42), v Vg’ =(,1).

Ahora podemos ver en la parte inferior de la Figura 5.4(b) que D” N D¥ = ) con lo que
la condicién necesaria de optimalidad se cumple en el éptimo, 3 = (2,1). &

Para terminar esta seccién presentamos otro ejemplo que ilustra que la utilidad de la con-
dicion DP N DY = () para identificar 6ptimos locales puede depender de cémo estén expresadas
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las restricciones. Esto supone una limitacién més para esta condicién necesaria, ya que su
efectividad, para un problema dado, puede ser dependiente de la formulacién escogida para el
mismo. En el ejemplo siguiente se podria saber a priori la formulacién que seria preferible, pero
este no tiene por qué ser el caso en general.

Ejemplo 5.2. Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar (21 — 1) + (w2 — 1)?
sujeto a (21 + 22 —1)2 <0
I Z 0
xI9 Z 0.

Para este problema tenemos que, dado un punto factible x,
V@) = (201 -2,205-2) y Vai(@) = (3(z1 + 2 — 1)%,3(x1 + 22 — 1)%).

Ahora, para cualquier punto factible  en el que z1 + x2 = 1 tendremos que Vg;(x) = (0,0).
Por tanto, D¥ = (), con lo que D? N D¥ = () y la condicién necesaria no es de gran ayuda.
Por otro lado, la restriccion (zq1 + zo — 1)3 < 0 es claramente equivalente a 1 +x2 — 1 < 0,
con lo que ahora el gradiente de la restriccién asociada seria (1, 1). Con esta nueva formulacién,
no serfa dificil comprobar que la condicién D N D = {) sélo se cumplir en el punto (0.5,0.5),
que ademas resulta ser el inico éptimo global del problema. &

Este ejemplo ilustra una importante limitacién de la condicién necesaria de optimalidad
DP N DF = (. Vamos a dividir esta limitaciéon en dos casos, de muy distinta relevancia:

» La condicién se cumplird siempre que DY = (), independientemente de cémo sea DY en
el punto dado. Esto no es un gran problema, aunque, al igual que pasa en problemas
sin restricciones, podemos encontrarnos con que la condicién se cumple en maximos y
puntos de silla, que no es lo que estamos buscando. Al igual que en el caso de problemas
sin restricciones, uno puede recurrir a condiciones sobre las derivadas de segundo orden
(la hessiana) para evaluar qué pasa exactamente en el punto en cuestiéon. Por supuesto,
el problema también desaparece bajo ciertos supuestos de convexidad.

» La condicién también se cumplird siempre que Df = (). Este ya es un problema més
grande, pues estamos hablando de que una condicién de optimalidad se cumplird inde-
pendientemente de como sea el gradiente de la funcién objetivo, lo que parece no deseable.
Esto es exactamente lo que pasa con todos los puntos de la forma x1 +x2 = 1 en el Ejem-
plo 5.2. Tenemos infinitos puntos que cumplen la condicién necesaria y tinicamente uno
de ellos es un 6ptimo local.

= La utilidad de la condicién DP N D = () puede variar entre formulaciones equivalentes
de un mismo problema.

Las limitaciones que acabamos de comentar las heredaran las condiciones de Fritz John
que veremos en la siguiente seccién, pues se trata de unas condiciones que son equivalentes a
DPNDY = (). Sin embargo, gracias a las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, estas limitaciones
se veran sustancialmente atenuadas.
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5.3 Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

En esta seccién seguimos avanzando en nuestro objetivo de obtener condiciones de optimali-
dad manejables. Cuando decimos manejables nos referimos a condiciones que no solo aporten
intuiciones geométricas, sino que también puedan ser aprovechadas para disenar algoritmos y
para hacer desarrollos tedricos sobre distintas clases de problemas de optimizacion.

5.3.1 Condiciones de Fritz John para problemas sin restricciones de igualdad

Comenzaremos formalizando las intuiciones desarrolladas al final de la seccién anterior, para
lo cual nos sera de gran importancia el siguiente resultado, conocido como Teorema de Gordan
y cuya demostracién se puede obtener como un corolario bastante sencillo del Lema de Farkas.

Teorema 5.4 (Teorema de Gordan). Tomemos Ay xn. Entonces uno y sélo uno de los si-
guientes sistemas tiene solucion:
Sistema 1. Ax < 0 para algin x € R".
Sistema 2. A'Ty=0ey >0, y # 0, para algin y € R™.

**Ejercicio 5.3. Demuestra el Teorema de Gordan apoyandote en el Lema de Farkas. <

Ahora estamos en condiciones de presentar las condiciones de Fritz John (John, 1948), que
no son mas que una reformulacién de la condicién DP N DF = (). Como veremos en los ejemplos
de la Seccion 5.3.2, estas condiciones resultan mas manejables para trabajar de modo analitico.

Teorema 5.5 (Condiciones necesarias de Fritz John). Consideremos el siguiente problema de
optimizacion:
minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0  i=1,....,m.

Supongamos que T es un punto factible tal que
» las funciones f y g; coni € I(x) son diferenciables en & y
» las funciones g; con i & I(&) son continuas en .

Si & es un minimo local, entonces existen escalares ug y u; para todo i € 1(x) tales que

UuQ Vf(j) + Z U; ng(i) =0
icl(@)
up > 0,u; >0  para todo i € I(x)
(uo, upz)) # (0,0).

Si las funciones g; con i ¢ I(x) son también diferenciables en &, entonces las condiciones
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anteriores pueden ser escritas, de modo equivalente, con respecto a (ug,u) € R™ como

uo Vf(x) + Zul Vygi(x) =0
i=1
u;igi(Z) =0  para todo i € {1,...,m}
uo > 0,u; >0  para todoi € {1,...,m}

(u()v ul(i)) 7é (07 0)'

Demostracién. Como Z es un éptimo local, el Teorema 5.3 nos asegura que D N D = (.
Equivalentemente, no existe ningin d € R" tal que Vf(z)'d < 0y Vg;(Z)'d < 0 para todo
i € I(x). Si llamamos A a la matriz cuyas filas son dichos gradientes (traspuestos), entonces
la condicién DP N DF = () es equivalente a que el sistema Ad < 0 no tenga solucién. Por el
Teorema de Gordan (Teorema 5.4), existird un vector y con tantas componentes como filas
tiene la matriz A tal que y > 0, y # 0y A"y = 0. Si denotamos la primera componente de y
por ug vy el resto por u; con i € I(&), tenemos la primera formulacién del resultado.

La segunda formulacién se obtiene simplemente definiendo u; = 0 para todo i ¢ I(x) (la
diferenciabilidad de las g; con ¢ ¢ I(Z) en & es necesaria unicamente para poder hablar de los
gradientes de estas restricciones en ). O

Las condiciones necesarias de FJ, al igual que pasard con las condiciones de KKT que
veremos mas adelante, se pueden convertir en condiciones suficientes bajo supuestos adicionales
de convexidad (seudoconvexidad en el caso de las condiciones de FJ).

Noétese que, con respecto a la intuiciéon desarrollada en la secciéon anterior, estas condiciones
no implican que — V f(&) sea una combinacién cénica de los gradientes de las restricciones
activas en x, pues ug puede valer 0. Esto es justamente lo que sucede en situaciones como la
del Ejemplo 5.2 y, como comentamos al discutir dicho ejemplo, resulta problematico para las
condiciones de Fritz John (y es solventado de modo bastante satisfactorio por las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker).

Los escalares ug y u; se conocen como multiplicadores de Lagrange y, como discutiremos
més adelante, nos permiten obtener informacién acerca de ciertas caracteristicas del punto
relevantes para el problema de optimizaciéon en estudio. La condicion de que & sea factible
se conoce como condicion de factibilidad del primal (FP), las condiciones u;g;() = 0 son las
condiciones de holguras complementarias (HC), y las condiciones sobre los gradientes y sobre
(ug,u) se conocen como condiciones de factibilidad del dual (FD). El papel de las holguras
complementarias es exactamente el mismo que en los problemas de programacion lineal. En
particular, el multiplicador de Lagrange asociado a las restricciones que no se saturan en & sera
cero. Como comentaremos més adelante y veremos con mas detalle cuando introduzcamos la
dualidad, los multiplicadores de Lagrange se corresponden justamente con la soluciéon éptima
del problema dual asociado a nuestro problema de optimizacion.

Cualquier punto & para el que existen multiplicadores de Lagrange (ug,w) cumpliendo las
condiciones FP, FD y HC se llamaréa punto Fritz John.
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5.3.2 Condiciones de Fritz John: Discusiéon y ejemplos

Ejemplo 5.3. Consideremos el siguiente problema de optimizacién, que es una pequena va-
riacién del visto en el Ejemplo 5.1:
minimizar (z1 — 3)2 + (29 — 2)?
sujetoa 22 + 23 <5

T+ 229 < 4
I Z 0
xI9 Z 0.
g3(z) =0 curvas/conjuntos

de nivel de f

ga(z) =0

Figura 5.5: Regién factible y curvas de nivel del problema del Ejemplo 5.3.

La region factible y las curvas de nivel de este problema estan representadas en la Figura 5.5.
El 6ptimo sigue siendo el punto & = (2, 1), aunque los gradientes de las restricciones en dicho
punto, también representados en la figura, cambian ligeramente con respecto al Ejemplo 5.1.
En este caso tenemos:

Vf(i) = (_27 _2)7 Vgl(j) = (4a 2) y VQZ(Z_B) = (172)'

Del mismo modo que hicimos en el Ejemplo 5.1, podrfamos comprobar que D? N D = (),
y obtendriamos una situacién muy similar a la de la parte inferior de la Figura 5.4(b). Sin
embargo, es méas facil comprobar las condiciones de Fritz John, que son mucho mas manejables
analiticamente. En este caso, se reducen a buscar un vector no nulo (ug,u1,u2) > 0 tal que

() =0)-0)

Es facil comprobar que ug = 3, u; = 1 y us = 2 es una solucién de dicho sistema y, por tanto,
el punto (2,1) cumple la condicién de factibilidad del dual de FJ. De hecho, tenemos tres
variables y dos ecuaciones, con lo que podemos despejar u; y uo en funcién de ug, obteniendo

que cualquier punto en el que ug > 0, u; = g y uz = 2% cumple las condiciones requeridas.
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Podemos coger otro punto distinto, como el (0,0) y ver qué pasa con las condiciones de FJ.
En = = (0,0) tenemos que I(x) = {3,4}. Nétese que las restricciones asociadas, expresadas
como restricciones g;(x) < 0 serfan —z; < 0y —z2 < 0. Por tanto, los gradientes asociados al
punto & = (0,0) son

Vf(m) = (_67 _4)7 VQS(:B) = (_170)7 y VQ4(m) = (07 _1)'

El sistema dado por las condiciones de FJ queda ahora

(=2 ~(2)- )

La primera ecuacion implica que uz = —6ug y la segunda que uy = —4ug. Por tanto, si ug > 0
romperiamos la restriccién de no negatividad para ug y ug. Por otro lado, si ug = 0 tendriamos
uz = uq = 0, pero el vector (ug,ui,us) debe ser no nulo. En cualquiera de los dos casos, la
condiciéon FD de FJ no se cumplirfa en (0,0) y, por tanto, no es un éptimo local. &

Ejemplo 5.4. Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar —x
sujeto a 3 — (1 —21)> <0

€T Z 0.
Vg1 (x)
Iﬁc:(l,o) g2(x) =0
—0
(0,0) V(&
/@) I\ g1(z) =0
Vga ()

Figura 5.6: Region factible y curvas de nivel del problema del Ejemplo 5.4.

Este problema esta representado en la Figura 5.6. Claramente, el éptimo del problema es
el punto & = (1,0). En este punto estan activas las dos restricciones y, ademds, sus gradientes
apuntan en direcciones opuestas Vg1 (&) = — Vgo(x). Esto implica que DI = (), pues ningiin
vector puede formar un angulo de menos de 90° con un vector dado y con su opuesto. Por
tanto, sabemos que las condiciones de FJ se cumpliran en este punto. Mas concretamente, la
condiciéon FD en este caso queda:

()~ )-(%)- )

De la primera ecuacién sacamos que, necesariamente, ug = 0. De la segunda sacamos que
u1 = ug. Por tanto, cualquier vector de la forma (0, k%, k) con k > 0 servird para verificar la
condicién FD de FJ. &
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Obsérvese que en el ejemplo anterior tenemos algo parecido a lo que comentamos en el
Ejemplo 5.2. La condicién se cumple porque D = (), pero sin ninguna informacién de la fun-
cién objetivo. En este caso coincide que es un 6ptimo local, pero como vimos en el Ejemplo 5.2,
no siempre serd el caso. A continuacién mostramos un ejemplo de que esto puede ser proble-
matico incluso para problemas convexos. Mas atn, mostramos que incluso para problemas de
programacién lineal puedo tener puntos de FJ no son 6ptimos.

Ejemplo 5.5. Consideremos el siguiente problema de programacion lineal:

minimizar —xo
sujeto a x1+ 222 <6
1 — X2 S 0
1 — X9 Z 0
T Z 0
o 2 0.

La regiéon factible de este problema aparece representada en la Figura 5.7. En este problema
tenemos g1(x) = x1 4222 — 6, g2(x) = x1 — 22, g3(®) = —x1 + 22, ga(®) = —71 y g5(x) = —2.

D=0 @ <0

gs(x) <0

/

Vs (:E) Va1 (j)

IA
o

g1(x)

IN
o

gs(x)

>

Figura 5.7: Ilustracién de que las condiciones de F'J pueden no ser suficientes en problemas de
programacién lineal.

La regién factible se corresponde con el segmento que une los puntos (0,0) y (2,2). Como
el objetivo es minimizar —z2, el Gnico 6ptimo de este problema es el punto & = (2,2). Sin
embargo, como en toda la regién factible las restricciones 2 y 3 estdn activas y sus gradientes
apuntan en direcciones opuestas, Vga(x) = — Vg3(x), tendremos que, para todo punto factible,
la condicién de FD de FJ se cumplira tomando, por ejemplo, ug = uz = 1 y todos los demés
multiplicadores igual a 0.

Nuevamente, nos encontramos con que la condicién necesaria de FJ selecciona demasiados
puntos, con lo que esta lejos de ser suficiente. <&

A continuacién presentamos, a modo de resumen, algunas observaciones que se puede ex-
traer relativas a las condiciones de Fritz John:
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= Se trata de condiciones muy manejables analiticamente.

= Se pueden convertir en condiciones suficientes, pero bajo supuestos adicionales de conve-
xidad.

= Las condiciones de FJ son necesarias para optimalidad local, pero pueden cumplirse y
que el punto no sea 6ptimo de ningtn tipo.

= Cualquier punto en el que se anule V f o algin gradiente de una restriccion activa en ese
punto sera automaticamente un punto FJ.

— Siempre que DY = () tendré un punto Fritz John, independientemente de la funcién
objetivo. Esto es un problema, pues puedo tener DY = () pero D # ), con lo que
podria tener direcciones factibles. Si dichas direcciones también son de descenso,
entonces no tengo optimalidad. Esto es lo que ilustramos con los ejemplos 5.2 y 5.5.

— La aparicién o no de los problemas anteriores puede ser sensible a formulaciones
equivalentes del mismo problema (Ejemplo 5.2).

— Las condiciones de KKT permiten mitigar estos problemas de las condiciones de FJ.

5.3.3 Condiciones de KKT para problemas sin restricciones de igualdad

Como hemos visto en la demostracién del Teorema 5.5, el Teorema de Gordan nos asegura
la equivalencia entre que un punto Z sea un punto Fritz John y la condicién DP n DE = .
En particular, como hemos comentado repetidamente en el apartado anterior, esto se cumplird
siempre que D = (), independientemente de la funcién f.

Recordemos que DY = () quiere decir que no existe ningtin d € R” tal que Vg;(z)'d < 0
para todo i € I(x). Razonemos ahora de modo similar a la demostracién del Teorema 5.5.
Llamemos A a la matriz cuyas filas son dichos gradientes (traspuestos); pero a diferencia de
entonces, ahora no incluimos el gradiente de f. La condicién Df = () es equivalente a que el
sistema Ad < 0 no tenga solucién. Por el Teorema de Gordan (Teorema 5.4), existird un vector
y con tantas componentes como filas tiene la matriz A tal que y > 0,y #0y A’y = 0. Por
tanto, con bastante generalidad, dado un punto factible «, el Teorema de Gordan nos permite
decir lo siguiente:

DF £ 0 <= el vector 0 no se puede obtener mediante una combinacion conica no trivial de
los gradientes Vg;(x), coni € I(x).

Una condiciéon como la anterior se conoce como “constraint qualification” o condicion de re-
gularidad. Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se basan en incluir alguna condicién de
regularidad que asegure que DY # (), y una gran cantidad de condiciones de regularidad han
sido estudiadas en la literatura buscando un equilibrio entre la facilidad de manejo de dichas
condiciones y la proximidad del conjunto de puntos resultantes al conjunto de 6ptimos locales.
El estudio de condiciones de regularidad es un tema de investigacion complejo en si mismo, y va
més alld de los objetivos de estas notas.? Es por ello que aqui nos centraremos en la condicién

2El Capitulo 5 del libro de referencia Bazaraa y otros (2006) estd integramente dedicado al estudio de
“constraint qualifications”.
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de regularidad que impone que los gradientes Vg;(x), con ¢ € I(x), sean linealmente inde-
pendientes. Como toda combinacion conica es también una combinacién lineal, esta condicién
implica la que mencionamos anteriormente sobre las combinaciones conicas.

Una vez que tengamos una condicién de regularidad para la cual Df # (), tendremos
asegurado que en todo punto F'J el multiplicador ug debera ser distinto de cero (pues ninguna
combinacién de los gradientes Vg;(x) dard lugar al vector 0). Esto garantiza que la funcién
objetivo siempre tenga algo que decir en la condicién de optimalidad resultante.

Tras las reflexiones anteriores, ya podemos presentar las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker, que fueron obtenidas independientemente por Karush (1939) y por Kuhn y Tucker
(1951).

Teorema 5.6 (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Consideremos el siguiente
problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a gi(x) <0 i=1,...,m.

Supongamos que T es un punto factible tal que
» las funciones f y g; coni € I(x) son diferenciables en x,
» las funciones g; con i & I(&) son continuas en & y
» los vectores Vg;(x), con i € I(x), son linealmente independientes.

Si & es un minimo local, entonces existen escalares unicos u; para todo i € 1(x) tales que

Vi@)+ > uVgi(®)=0
€l(x)
u; >0 para todo i € I(x).

Si las funciones g; con i ¢ I(x) son también diferenciables en &, entonces las condiciones
anteriores pueden ser escritas, de modo equivalente, como

VI(@)+ Y us V(@) = 0
=1

u;gi(x) =0  para todo i € {1,...,m}
u; >0 para todo i € {1,...,m}.

Demostracion. Por el Teorema 5.5 tenemos ug y 4; con i € I(&) tales que
[ Vf(j) + Z U Vgl(:i) =0
iel(z)
uo,u; > 0 para todo i € I(x)
(uo, wr(z)) # (0,0).

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



5.3. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 119

Ademas, la independencia de los vectores Vg;(Z), con i € I(&) asegura que ug > 0. Por tanto,
el resultado se sigue de tomar u; = g—é con ¢ € I(x). Para la formulacién equivalente basta
definir u; = 0 para aquellos i ¢ I(x).

Por dltimo, para probar la unicidad de los multiplicadores supongamos que

Vi@ + > wVg@ =0 vy
iel(z)
V@) + Y uiVgi(z)=0.
i€l(z)

Entonces, 0 = >Zicrz) i Vi(T) — Xicr@) Wi VGi(Z) = Yiepz) (wi — i) Vgi(Z). La indepen-
dencia los vectores Vg;(x), con i € I(x), implica que, para todo i € I(&), u; = u;. O

Al igual que con las condiciones de FJ, los u; se llaman multiplicadores de Lagrange y las
restricciones que componen las condiciones de KKT se suelen llamar factibilidad del dual (FD)
y holguras complementarias (HC). Cualquier punto & para el que existen multiplicadores de
Lagrange u tales que (Z,u) cumple las condiciones de KKT se denomina punto KKT.

Es habitual ver las condiciones de KKT expresadas matricialmente, apoyandose en la matriz
Vg(&), una matriz m x n que representa la matriz jacobiana de la funcién g : R™ — R™, cuyas
componentes son las funciones g;(x). En este caso, ademés de la condicién de factibilidad de
&, tendriamos

Vi) + Vg(@)u=0
u'g(z) =0
u>0

Al igual que pasaba en el caso de las condiciones de FJ, las condiciones necesarias de KKT
también se pueden pasar a condiciones suficientes bajo unos minimos supuestos de convexidad.

5.3.4 Condiciones de KKT: Discusiéon y ejemplos

Comenzaremos revisando los mismos ejemplos que estudiamos para las condiciones de FJ:

Ejemplo 5.3 En este primer ejemplo tenfamos que (2,1) era un punto FJ y que los multipli-
cadores tenian que cumplir que ug > 0. Por tanto, es inmediato pasar a las condiciones
KKT obteniendo u; = % V Ug = %

Ejemplo 5.4 El 6ptimo de este problema era el punto & = (1,0), que vimos era un punto
FJ. Sin embargo, tenemos que Vgi(Z) = — Vga(Z), con lo que no cumple la condicién
de regularidad y no podemos invocar al Teorema 5.6 para asegurar que nos encontramos
ante un punto KKT. De hecho, vimos que la condicién de FD de FJ sélo se podia cumplir
con ug = 0, nunca con ug > 0. Por tanto, estamos ante un éptimo local (y global) que no
es un KKT.
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Ejemplo 5.5 No es dificil comprobar que en este ejemplo, de todos los puntos FJ (que son
todos los puntos factibles), s6lo & = (2,2) es un punto KKT. La razon es que es el tnico
en el que entra en juego el gradiente Vgi(Z) y que permitird expresar — V f(Z) como
combinacién cénica de Vgi(&) y Vgs(x):

V(@) Vor(@)+us Vaa () Fus Vs (@) = <_01> u @ e <_11> s <_11> B (8> '

La condicion KKT se cumple tomando u; = %, upg =0y uz = % Notese que en este caso
tenemos que & = (2,2) es un 6ptimo que no cumple la condicién de regularidad y, sin
embargo, es un KKT.

Los dos tltimos ejemplos ponen de manifiesto la principal diferencia entre las condiciones
de FJ y las de KKT. A cambio de descartar muchos puntos FJ que no son éptimos locales,
como en el caso del Ejemplo 5.5, las condiciones de regularidad detras de la motivacién de los
puntos KKT también pueden dejar fuera 6ptimos locales y globales, como en el Ejemplo 5.4.
En la practica, se considera mas positivo el primer efecto y por eso las condiciones de KKT
son las condiciones de referencia en el diseno de algoritmos.

Por otro lado, el dltimo ejemplo nos permite ver que un punto & puede ser un punto KKT
aunque en él no se cumpla ninguna condicién de regularidad. Es decir, aunque no podamos
apoyarnos en resultados como el Teorema 5.6 para asegurar que, efectivamente, ha de ser un
punto KKT.

Como ya hemos comentado, el Ejemplo 5.4 muestra que, en aquellos puntos donde no se
cumplen las condiciones de regularidad, las condiciones de KKT pueden no ser condiciones
necesarias de optimalidad. El siguiente ejercicio nos pide que construyamos un ejemplo en el
que esto suceda incluso bajo supuestos de convexidad.

**Ejercicio 5.4. Presenta un ejemplo de un problema de programaciéon convexa en el que el
6ptimo global no es un punto KKT. <

5.3.5 Interpretacion econémica de los multiplicadores de Lagrange

Por dltimo, es importante destacar que los multiplicadores de Lagrange tienen importante
utilidad practica en el andlisis de sensibilidad, basada en una interpretacion econémica de los
mismos. Esta interpretacion estd muy conectada con la dualidad y la discutiremos de nuevo en
la Seccién 5.4, donde primero probaremos la correspondencia entre multiplicadores de Lagrange
y variables éptimas del problema dual (Teorema 5.21 y Teorema 5.23) y después formalizaremos
la interpretacién econémica que a continuaciéon describimos (Proposicion 5.26). Al igual que
sucedia en el caso de la programacion lineal, las variables duales pueden ser interpretadas como
precios sombra. Més concretamente, de la misma manera que el gradiente me dice cuanto varia
la funcién objetivo por cada unidad que me mueva siguiendo su direccién, cada multiplicador
de Lagrange me indica cudnto mejoraria la funcién objetivo por cada unidad en la que relaje
la restriccion asociada. En general, para problemas no lineales estas tasas de variaciéon son
Unicamente locales, pero pueden ser muy informativas a la hora de tomar decisiones, ya que
me dicen “cuanto me molesta” cada restriccién en el punto KKT en cuestion.
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Para ilustrar esto volveremos al problema del Ejemplo 5.3. Recordamos que el problema
alli planteado era
minimizar (z1 — 3)2 + (w3 — 2)?
sujetoa % + 23 <5
T1 4+ 229 < 4
I Z 0
xI9 Z 0.

El éptimo de este problema es el punto = (2,1), en el que estan activas las dos primeras
restricciones. Vimos que los multiplicadores de Lagrange asociados son u; = % V Ug = % Esto
sugiere que relajar la restriccion go(x) < 0 deberia tener un mayor impacto que relajar la
restricciéon g;(x) < 0. Para comprobar esto vamos a hacer un pequenio andlisis de sensibilidad,
cambiando los lados derechos de las restricciones 1 y 2, que llamaremos b; y ba, respectivamen-
te.?

Caso base: by =5y by =4. El é6ptimoes x = (2,1) y f(x) = 2.

Variacién 1: by = 5.1 y by = 4. El nuevo éptimo es & = (2.033,0.984) y f(z) = 1.968. La
mejora en la funcién objetivo es 0.032, mientras que lo predicho por el multiplicador de
Lagrange seria u; - 0.1 = %0.1 ~ 0.033. Por tanto vemos que, efectivamente, el multi-
plicador de Lagrange nos da una estimacién bastante fiable de lo que podemos mejorar
localmente si relajamos la restriccién asociada (o lo que podemos empeorar si la endure-
cemos).

Variacién 2: by =5 y by = 4.1. Hemos cambiado la segunda restriccion, que anticipaba una
tasa de variacion dos veces mayor. En este caso el nuevo éptimo es & = (1.965,1.068) y
f(&) = 1.941. La mejora en la funcién objetivo es 0.059, mientras que lo predicho por
el multiplicador de Lagrange seria us - 0.1 = %0.1 ~ 0.067. La aproximacién vuelve a ser
aceptable.

Variacion 3: by = 6 y by = 4. Ahora hemos incrementado b; en un 20 %, que ya es un cambio
suficientemente grande como para que la tasa de variacién predicha por el multiplicador
deje de ser fiable. En este caso el nuevo éptimo es & = (2.297,0.852) y f(x) = 1.813. La
mejora en la funcién objetivo es 0.187, mientras que lo predicho por el multiplicador de
Lagrange seria uy -1 = % ~ 0.333. La aproximacion no es mala, pero es bastante peor
que antes.

Variaciéon 4: by =5 y by = 5. Ahora hemos incrementado by en un 25 %. El nuevo 6ptimo es
x = (1.861,1.240) y f(x) = 1.875. La mejora en la funcién objetivo es 0.125, mientras
que lo predicho por el multiplicador de Lagrange seria ug - 1 = % ~ 0.667. Vemos que en
este caso la aproximacion es bastante mala.

Viendo los dos ultimos casos tenemos que el cambio de by de 4 a 5 da lugar a una mejora
menor que el cambio de b; de 5 a 6, a pesar de que el multiplicador de Lagrange de la segunda
restriccién es mayor. Esto ilustra perfectamente el cardcter local de la interpretacién de los
multiplicadores de Lagrange como precios sombra.

3Las variaciones aqui presentadas han sido resueltas mediante un simple script en AMPL.
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5.3.6 Condiciones de KKT para problemas generales

En esta secciéon vamos a ver cémo obtener las condiciones KKT en problemas en los que puede
haber tanto restricciones de desigualdad como de igualdad. Las condiciones de Fritz John tam-
bién se pueden generalizar para este caso, siendo dicha generalizacion debida a Mangasarian y
Fromovitz (1967), pero como dichas condiciones las usamos principalmente como vehiculo para
motivar las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, en esta seccién presentaremos directamente
estas ultimas.

Inicialmente, uno podria pensar que la extensién a problemas con restricciones de igualdad
es inmediata, sin més que descomponer toda restricciéon de la forma h;(x) = 0 en dos restriccio-
nes de desigualdad gj, () = hj(x) <0y gj,(x) = —h;(x) < 0y aplicar entonces el Teorema 5.6.
Esto resultarfa en que habrfa un multiplicador u;, > 0 asociado a Vgj, () = Vh;(x) y otro
uj, > 0 asociado a Vgj,(&) = — Vh;(x). Juntando ambos nos quedaria un sumando de la
forma

(uj, —uj,) Vhy(2),
lo que es equivalente a tener un unico multiplicador u; = u;, — u;, asociado a la restriccion
de igualdad, pero que puede tener cualquier signo (ya que es la diferencia de dos niimeros no
negativos).

Aunque la intuicién que acabamos de mostrar no va desencaminada y es, en cierto modo, lo
que recoge el siguiente resultado, la demostracién formal requiere mucho mas cuidado. La razén
es que la transformacién de cada restriccién de igualdad en dos restricciones de desigualdad
resulta en problemas que no cumplen la condicién de regularidad (pues Vgj;, (&) = — Vg;, (),
con lo que no son independientes).

Teorema 5.7 (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Consideremos el siguiente
problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m
hi(®)=0 j=1,...,L

Supongamos que T es un punto factible tal que

» las funciones f y g; coni € I(x) son diferenciables en x,

las funciones g; con i ¢ I(x) son continuas en T,

» las funciones hj(x) con j € {1,...,l} son continuamente diferenciables.
= los vectores Vg;(x), coni € I(x), y Vhj(x) con j € {1,...,1} son linealmente indepen-
dientes.

Si @ es un minimo local, entonces existen escalares inicos u; para todo i € I(x) =1 y v; para
todo j € {1,...,1} tales que

l
Vi(x)+ Z u; Vgi(x) + Z (o th(if)) =

icl j=1
u; >0 para todo i € 1.
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Si las funciones g; con i ¢ I(x) son también diferenciables en &, entonces las condiciones
anteriores pueden ser escritas, de modo equivalente, como

m l
Vf(x)+ Z u; Vgi(x) + Z vj Vhj(x) =0

i=1 j=1

e}

u;g; () = para todo i € {1,...,m}

u; >0 para todo i € {1,...,m}.

La demostracién de este resultado es significativamente méas complicada que la demostraciéon
del resultado sin restricciones de igualdad (Teorema 5.6). De hecho, las demostraciones més
comunes requieren trabajar con sistemas de ecuaciones diferenciales los cuales, aun sin ser muy
complejos, incrementan la dificultad de la demostracién. Una de estas demostraciones puede
verse en la Seccién 4.3 del libro Bazaraa y otros (2006).

***Ejercicio 5.5. Presenta una demostracién del Teorema 5.7. <

5.3.7 Condiciones KKT de segundo orden

En este dltimo apartado relativo a las condiciones de KKT presentamos las condiciones de
segundo orden, cuyo papel es andlogo al desempefiado por las condiciones de segundo orden
en el caso de la optimizacién sin restricciones y que fueron inicialmente estudiadas por Mc-
Cormick (1967) y posteriormente refinadas en Ben-Tal (1980) y Fletcher (1987). En el estudio
de problemas de optimizacién sin restricciones tenemos la condicién necesaria de optimalidad
Vf(xz) = 0, basada en en gradiente, y con la ayuda de las derivadas de segundo orden, ba-
sadas en la hessiana, podemos conseguir condiciones suficientes (sin necesidad de apoyarse en
supuestos de convexidad, que es la otra via para garantizar suficiencia).

Para introducir las condiciones de segundo orden es ttil introducir el concepto de funcion
lagrangiana, que serd de gran importancia en la Seccién 5.4 para desarrollar la teoria de dua-
lidad y también es de gran utilidad en el desarrollo de algunos algoritmos para problemas con
restricciones como el método del lagrangiano aumentado que veremos en la Seccion 7.3.

Definicién 5.1. Dado problema de optimizacién de la forma

minimizar f(x)
sujeto a  g;(x) <

0 i=1,....,m
hj(x):() ]

donde todas las funciones son dos veces diferenciables, la funcion lagrangiana se define como
m l
i=1 j=1

Esta funcién esta muy relacionada con las condiciones de KKT pues, dado & un punto KKT
con multiplicadores u > 0 y © podemos hablar de la funcién lagrangiana restringida al primal:
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m l
L (@) = f(=) + > wigi(x) + Y _ v;hj(x)
i=1 j=1

Ahora, podemos ver que la condicién de factibilidad del dual de KKT en el punto & es equiva-
lente a que VLY () = 0. Ademds, es facil ver que, para todo punto factible &, L” (x) < f(x),
mientras que L (z) = f(z) (por la condicién de holguras complementarias). Simplemente bas-
ta notar que en un punto factible se anulan las funciones h; y que las g; serdn no positivas lo
cual, unido a la no negatividad de los u; da lugar a la propiedad mencionada.

Por lo tanto, si & es un minimo local para L’ tendremos que existird un entorno de &
tal que, para todo & en dicho entorno, f(x) = LP( ) < LP(x) < f(x). Entonces, & serd un
minimo local del problema de optimizacién de partida. Como es habitual, bajo convexidad
ambos minimos serian globales. En particular, la Proposicién 4.3 nos asegurara lo siguiente. Si
z es un punto KKT (VL (Z) = 0) y, ademas, la hessiana de la funcién LY (z), V2LF (z), e
definida positiva, entonces Z es un minimo local estricto de L”(Z) y, por tanto, también del
problema de optimizaciéon de partida.

A continuacién presentamos la condicién de segundo orden de KKT, que estd muy relacio-
nada con la propiedad de que V2L (z) sea definida positiva, pero siendo mucho méas débil, ya
que sélo requiere que d" V2L (z)d sea positivo para un subconjunto especifico de direcciones
vy no para todo d € R™, como es el caso en la condicién que enunciamos arriba.

Previamente necesitamos dividir en dos el conjunto de restricciones activas en un punto
KKT z, I(x) = {i : g;(x) = 0}. Méas concretamente, si los multiplicadores asociados a & vienen
dados por u y v, definimos

Restricciones fuertemente activas. I (z) = {i € I(z) : u; > 0}.
Restricciones débilmente activas. I°(z) = {i € I(z) : u; = 0}.

En las condiciones de KKT de segundo orden trabajaremos con la hessiana de la funcién
lagrangiana primal para un punto & con multiplicadores dados por w y v:

!
VALP(z) = V2 f(@)+ > V(T Z@ V2hi(z),
€l(x) J=1
donde V2f(z), V2g;(Z) y V2h;(Z) son las hessianas de las funciones que definen el problema
evaluadas en el punto .
Ademas, trabajaremos con el cono de direcciones dado por

C(:F;):{deR"'d;éOy Vg (2)'d=0 Vielt(z),
Vgi(2)'d<0 Vicl'(x), y
Vh(®)'d=0 Vje{l,. 1}}.

Teorema 5.8 (Condiciones suficientes de Karush-Kuhn-Tucker de segundo orden). Conside-
remos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a  g;(x) <0 =1,...
hj(x)=0 j=1,...,L
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Supongamos que las funciones f, g; coni € {1,...,m} y hj con j € {1,...,l} son dos veces
diferenciables. Supongamos que & es un punto KKT con multiplicadores de Lagrange dados por
u y v. Dada la hessiana de la funcion lagrangiana primal

l
VAL (&) = V2 f(z) + Y @ Vi) + D U VZhi(z).
icl(z) Jj=1

Entonces, si d" V2LY (z)d > 0 para todo d € C(z), el punto T es un minimo local estricto.

Noétese que, en el caso de que tengamos un problema sin restricciones, el enunciado del
Teorema 5.8 nos dice que si Vf(z) =0y H(x) es definida positiva entonces & es un minimo
local, que es justamente el enunciado de la Proposicién 4.3, que por tanto es un caso particular
del teorema. De hecho, la demostracion del Teorema 5.8 sigue una linea parecida a la de dicha
proposicién. Los calculos necesarios, que son algo mas laboriosos en este caso son el objetivo
del siguiente ejercicio y pueden encontrarse nuevamente en el libro Bazaraa y otros (2006).

***Ejercicio 5.6. Presenta una demostracién del Teorema 5.8. <

El siguiente corolario contiene una condicién suficiente para que C(z) = (), que se traduce
inmediatamente en una condicién suficiente de optimalidad local.

Corolario 5.9. En las condiciones del Teorema 5.8, si los vectores Vg;(x), coni € IT(x), y
Vhj(z), con j € {1,...,l}, contienen un subconjunto de n vectores linealmente independientes,
entonces & es un minimo local estricto.

Demostracién. En los supuestos del corolario claramente C(x) = (), pues el vector 0 es el
Unico que puede ser ortogonal a todos los vectores de una base. Por tanto, la condicién del
Teorema 5.8 se cumple trivialmente. O

Para terminar esta seccién vamos a presentar las condiciones necesarias de Karush-Kuhn-
Tucker de segundo orden.

Teorema 5.10 (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker de segundo orden). Conside-
remos el siguiente problema de optimizacion:

minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m
=0

hj(x) jZl,...,l.
Supongamos que se cumplen las condiciones necesarias de KKT de primer orden y que las fun-
ciones f, g; coni € {1,...,m} yhj conj € {1,...,1l} son dos veces diferenciables. Supongamos

que T es un minimo local, que entonces también es KKT y tendrd multiplicadores de Lagrange
dados por w y v. Sea V2LT (x) la hessiana de la funcién lagrangiana primal,

!
VAL (&) = V2 f(z) + Y @ Vi) + Y b VZhi(T).
icl(z) Jj=1

Entonces, d" VLY (z)d > 0 para todo d € C ().
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***Ejercicio 5.7. Presenta una demostracién del Teorema 5.10. <

En este caso, si tenemos un problema de optimizacion sin restricciones, el enunciado del
Teorema 5.10 nos dice que, si tenemos un minimo local, entonces Vf(z) = 0 y H(Z) es
semidefinida positiva. Este es justamente el encunciado de la Proposiciéon 4.2, que por tanto es
un caso particular del teorema.

5.3.8 Condiciones de KKT y problemas de programacién lineal

En este apartado vamos a explorar las implicaciones de las condiciones de KKT en el caso
especial de los problemas de programacién lineal. En particular, el problema ilustrado en el
Ejemplo 5.5, en el que vimos que las condiciones necesarias de FJ no son suficientes ni siquiera
en el caso de problemas lineales, no afecta a las condiciones de KKT.

Antes de continuar, es conveniente recordar un par de conceptos béasicos de dualidad en
programacién lineal, que serdn de utilidad en esta secciéon. Recordemos la formulacion de un
problema de programacion lineal en forma estandar y su dual:

Problema primal P Problema dual D
minimizar c'x maximizar b'w
sujetoa Ax =0b sujetoa A'w < c.
x>0

Supongamos ahora que P tiene n variables y m restricciones, es decir, A € R™*™. Deno-
temos las filas de A por Alf y las columnas por Af. El Teorema de holguras complementarias
nos dice que si x es una solucién factible de P y w es una solucion factible de D, entonces x y
w son un par primal-dual éptimo si y sélo si

wi(AZf:l:—bi) =0 paratodoie{l,...,m}y
(cj —w'Af)x; =0 paratodo j € {1,...,n}.

Aquellas restricciones del primal en las que haya holgura (Aj x — b;j # 0) tendran variable
dual asociada nula (w; = 0). Andlogamente, aquellas restricciones del dual en las que haya
holgura (¢; — w' A§ # 0) tendran variable primal asociada nula (x; = 0).

En el caso que nos ocupa, en el que el problema primal ha sido expresado en forma estandar,
tenemos que, por ser x factible, Ax = b, con lo que el primer conjunto de condiciones de
holguras complementarias se cumplira trivialmente y tnicamente tenemos que preocuparnos
de las igualdades (¢; — w"A§)x; = 0.

Tras este pequeno recordatorio estamos en condiciones de presentar el resultado que rela-
ciona las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker con la optimalidad en los problemas P y D.

Proposiciéon 5.11. Dado un problema de programacion lineal en forma estandar, entonces &
es un punto KKT con multiplicadores de Lagrange (w,v), conu > 0 asociado a las restricciones
—x <0 (ox>0) siy solo six es optimo de P y v es dptimo de D.
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5.3. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 127

Demostracion. Si expresamos el problema P poniendo primero las restricciones de desigualdad
en forma g;(x) < 0 y cambiando de signo las restricciones de igualdad nos queda:

minimizar c'x
sujetoa —x <0
—Ax = —b.

Recordemos que e’ denota al i-ésimo vector de la base canénica. Entonces, un punto factible
& es un KKT si existen multiplicadores (uw,v) con u > 0 tales que

(FD) c+ > ui(—e') — Z}'nzl {UA;'C = 0

(HC) ui(—x;) = 0 paratodoie{l,...,n}.
Estas ecuaciones pueden escribirse de modo equivalente como

(FD) A'v+u = ¢
ujr; = 0 paratodoie€ {l,...,n}.

Como u > 0, la llamada condicién de factibilidad del dual de KKT (FD), efectivamente es
equivalente a que A™v < ¢, es decir, v es una solucién factible de D.

Ademas, como u; = ¢; — (A"0); = (¢; — VT AS), tenemos que las llamadas condiciones de
holguras complementarias de KKT (HC) efectivamente implican que v cumple las condiciones
de holguras complementarias pues, para todo i € {1,...,n},

wit; =0 siysolosi (¢ —v"Af)T; =0

Noétese que las condiciones ﬁj(Az-a: —b;) = 0 para todo j € {1,...,m} se cumplen trivialmente
por estar el problema P en forma estandar.

Por tanto, tenemos probada la equivalencia entre las condiciones KKT asociadas al punto
& con multiplicadores (u,v) y la optimalidad del par primal-dual dado por  y v. O

Esta equivalencia entre condiciones de KKT y optimalidad para problemas de programacion
lineal es importante para el disefio de ciertas familias de algoritmos de optimizacién. Més
concretamente, algoritmos que se basan en resolver iterativamente aproximaciones lineales del
problema no lineal en cuestién, que se fundamentan en el siguiente resultado.

Teorema 5.12. Supongamos que las funciones f y g; con i € {1,...,m} son diferenciables.
Consideremos el problema de optimizacion que definen y su aproximacion lineal de primer
orden en un punto factible &, LP(x):

Problema P Problema LP(x)
minimizar f(x) minimizar f(z) + Vf(x) (z — x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m sujeto a  gi(x) + Vgi(x) (x —x) <0 i=1,...,m.

Entonces, & es un punto KKT de P si y solo si & es un optimo de LP(x).
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Demostracion. Claramente, & es una solucién factible de LP(Z), pues los términos (x — &) se
anulan en & y @ es factible del problema original. Si obviamos los términos constantes de la
funcion objetivo, f(x) y Vf(x)'@, LP(x) y su dual, DLP(Z) se pueden expresar como

maximizar — Vf(z)'x

sujeto a Vg(x)'x < Vgi(x)'x—gi(x) i=1,...,m

minimizar Z Uu; ( Vgi(x)'x— gz(ﬂ_?))
i=1

sujeto a Zngi(:Y:) =—-Vf(®) i=1,...,m.
i=1

u>0

En este caso, el Teorema de holguras complementarias nos dice que & es una soluciéon 6ptima de
LP(&) si y sélo si existe u solucién factible de DLP (&) que cumpla las condiciones de holguras
complementarias. Pero la factibilidad de DLP(&Z) es justamente la condicién FD de KKT. Por
otro lado, las condiciones de holguras complementarias se pueden expresar como:

ﬁ¢<Vgi(53)T53 - Vgi(z)'z + 91‘(53)> =u,gi(z) =0, i=1,...,m.

Notese que las condiciones de holguras complementarias asociadas a las restricciones del dual no
son necesarias pues dichas restricciones son de igualdad. Ahora bien, las condiciones u;g;(Z) = 0
son justamente las condiciones HC de KKT. O

5.4 Dualidad

En esta seccién estudiaremos formalmente los resultados principales de dualidad en problemas
de optimizacién no lineal y discutiremos las implicaciones de los mismos a la hora de resol-
ver problemas de optimizacién, con especial atenciéon a las implicaciones en el desarrollo de
algoritmos. Se tratara de un desarrollo principalmente conceptual, aunque se intentard incluir
ejemplos que ayuden a entender las intuiciones detrds de los distintos resultados. Ademads, en
la Seccion 5.5 se presentaran tres aplicaciones de la dualidad y los multiplicadores de Lagrange
en el estudio y resoluciéon de distintos problemas de optimizacién.

5.4.1 Recordatorio de dualidad en programacion lineal

Antes de presentar los conceptos de dualidad en optimizacién no lineal, es conveniente presentar
un rapido recordatorio de los conceptos y resultados bésicos en optimizacién lineal.* Después
veremos que muchos de los resultados e ideas subyacentes a la dualidad en optimizacién lineal
tienen sus andlogos en el caso no lineal.

Supondremos que el problema primal tiene n variables y m restricciones, con lo que la
matriz de restricciones serd A € R ™ el vector de costes ¢ € R™ y el de lados derechos

4Para un andlisis més profundo de la dualidad en programacién lineal, asi como para las demostraciones de
los resultados aqui presentados, referirse a cualquier libro de programacién lineal, como Bazaraa y otros (2009).
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b € R™. Las variables del primal se corresponderan con * € R” y las del dual con w € R™.
Denotamos las filas de A por A; y las columnas por Af.

Comenzamos recordando las formulaciones del problema dual cuando el primal estd en
forma estandar y cuando estd en forma canénica:

(forma estandar)

Problema primal P Problema dual D
minimizar c'x maximizar b'w
sujetoa Az =0b sujetoa A'w < c.
x>0

(forma canédnica)

Problema primal P Problema dual D
minimizar c'x maximizar b'w
sujetoa Ax >b sujetoa A'w<c
x>0 w > 0.

A modo de resumen, de las anteriores formulaciones podemos extraer las siguientes relacio-
nes entre un problema y su dual:

= Si el primal es un problema de minimizacién, entonces el dual lo es de maximizacién.

= Matricialmente, en el problema primal trabajamos con la matriz A y en el dual con A'.
Por este motivo en vez de Ax tenemos A"w.

= Cada variable del primal se corresponde con una restriccién del dual.
= Cada restriccion del primal se corresponde con una variable del dual.
= El vector b de lados derechos del primal es el vector de costes del dual.
= El vector de costes del primal c es el vector de lados derechos del dual.

= Variables no restringidas se corresponden con restricciones de igualdad y variables no
negativas se corresponden con restricciones de menor o igual.

= Restricciones de igualdad se corresponden con variables no restringidas y restricciones de
mayor o igual se corresponden con variables no negativas.

Recordamos a continuacion los principales resultados relativos a la dualidad:
Proposicion. El dual del dual es el primal.

Teorema (Teorema de dualidad débil). Dado un par soluciones factibles x y w de los proble-
mas P y D, respectivamente, entonces ¢'x > b'w.

Este sencillo resultado, cuya demostracién es inmediata, tiene varias implicaciones practicas.
La primera de ellas es que las soluciones factibles del primal (problema de minimizacion)
siempre nos dardn cotas superiores para el dual (problema de maximizacién). Andlogamente,
las soluciones factibles del dual siempre nos daran cotas inferiores para el primal.
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Corolario. Si x y w son soluciones factibles del primal y del dual tales que c'x = b'w,
entonces * y w son soluciones optimas de primal y dual, respectivamente.

Corolario. Dado un par de problemas duales P y D, si la funcion objetivo de uno de ellos es
no acotada, entonces el otro no tiene soluciones factibles.

Teorema (Teorema de dualidad fuerte). Dado un par de problemas duales P y D, si uno de
ellos tiene una solucion optima, entonces también el otro tiene solucion optima y los valores
optimos de la funcion objetivo coinciden.

En particular, si x y w son soluciones optimas de P y D, respectivamente, tenemos que

c'r =bw.

Dado un problema de programacién lineal, este puede caer en una de las siguientes cate-
gorias: (I) El problema tiene un 6ptimo finito, (II) El problema es no acotado y (III) No tiene
solucién. Si combinamos este hecho con los resultados que acabamos de presentar, no es dificil
las relaciones en la Tabla 5.1, que ilustra las distintas categorias en las que se puede encontrar
el par primal-dual.

Dual | - . ) Sin soluciones
Primal Optimo finito No acotado factiblos
Optimo finito (1) imposible imposible
No acotado imposible imposible (2)
Sin soluciones imposible (2) (3)

factibles

Tabla 5.1: Posibles categorias para un par primal-dual.

Para terminar, presentamos un ultimo resultado, el conocido como Teorema de las holguras
complementarias.

Teorema (Teorema de las holguras complementarias). Dado un par de problemas duales P
y D y un par de soluciones factibles x y w. Entonces,  y w forman un par de soluciones
optimas si y solo si

'wj(Ag-m —bj) =0 paratodoje{1,...,m}y
(ci —w'Af)x; =0 para todo i € {1,...,n}.

Este resultado nos dice que, bajo optimalidad, aquellas restricciones del primal en las que
haya holgura, A;CL’ —bj # 0, tendran variable dual asociada nula, w; = 0. Anédlogamente,
aquellas restricciones del dual en las que haya holgura, ¢; — w"A§ # 0, tendran variable primal
asociada nula, z; = 0.
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5.4.2 El dual lagrangiano

Durante esta seccién hablaremos continuamente de los problemas primal y dual asociados a
un problema de optimizacién no lineal. En particular, trabajaremos con el dual lagrangiano,
que se apoya en la funcién lagrangiana, con la cual ya trabajamos en la Seccién 5.3.7. Mas
concretamente, trabajaremos con problemas de la forma

minimizar f(x)
sujeto a  g;(x) <

hj(x) =
xeS,

0 i=1,....,m
0 1 ! (5.1)
ji=1,...,
donde el conjunto S vendra dado a su vez por restricciones adicionales, que pueden ser tanto
lineales como no lineales. La idea es que este conjunto contendra aquellas restricciones que no se
desean “dualizar” (subir a la funcién objetivo), tipicamente porque son restricciones “faciles”
(como por ejemplo restricciones lineales o de cota). La funcién lagrangiana asociada a este
problema viene dada por

m l
L(z,u,v) = f(x) + Z u;gi(x) + Z vihj(x).
i=1 j=1

Se trata de una funciéon que depende tanto de las variables del primal, &, como de las que
en esta seccién llamaremos wvariables duales, w y v. Naturalmente, existe una fuerte relaciéon
entre las variables duales y los multiplicadores de Lagrange estudiados en la Secciéon 5.3, y que
analizaremos mas adelante.

Asociadas a la funcién lagrangiana tendremos las funciones primal y dual, dadas por £ (x)
y LP (u,v) respectivamente, y cuyas definiciones son

LP(x)= sup L(x,u,v) y LP(u,v) = inf L(x,u,v).
(u,v),u>0 z€S

Nétese que la funcién £ () toma valores en RU{+o0} y £P (u, v) en RU{—oc}. A continuacién
definimos los problemas primal y dual:

Problema primal P Problema dual D
minimizar £ (z) Y maximizar L (u,v)
sujetoa x € S sujeto a  w > 0.

En la literatura se han propuesto muchas formulaciones alternativas de los llamados problemas
duales, y la que acabamos de presentar, que se conoce con el nombre de dual lagrangiano es
quiza la variante mas estudiada y en la que se apoyan mas algoritmos de optimizacién. La
teoria de la dualidad investiga las relaciones entre el problema primal y el dual. La funcién
primal £F(x) es facil de evaluar. Si un punto @« es factible en el problema de optimizacién
original, entonces L (x) = f(x) pues las restricciones asociadas a las variables no negativas u;
toman valores no positivos y las restricciones asociadas a las variables v; toman valor cero; es
decir, para minimizar f(x) 4+ >, wigi(x) + 22‘21 vjh;(x) dado un @ factible lo mejor que se
puede hacer es tomar u = 0, obteniendo justamente f(x). Por otro lado, si  no es factible y
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se viola una cierta restriccién, podremos hacer tender £ () a +oo sin mas que incrementar
arbitrariamente la variable dual asociada. Por tanto, la funcién primal viene dada por:

P (z) = {f(a:) si « es factible para el problema (5.1),y

+o00 en otro caso,

de donde se concluye inmediatamente que el problema de optimizacién original es equivalente
al problema primal P. La funcién dual es méas compleja evaluar y en general no es facil obtener
una expresion explicita para la misma. Como mostraremos més adelante en esta seccién, una
excepcion son los problemas de programacién lineal. Tras esta discusién podemos presentar las
formulaciones finales de los problemas P y D, con las que trabajaremos en el resto de la seccion:

Problema primal P
minimizar f(x)

sujeto a  g;(x) <0 i=1,...,m (5.2)
hj(a:) =0 j = 1, ,l
xesS
y
Problema dual D
m l
i D — 1 . .
maximizar L (u,v) = ;jrelgf(a:) + ;ulgl(a;) —|—jz::111jh](m) (5.3)

sujeto a u > 0.

El dual lagragiano consiste en pasar penalizadas a la funcién objetivo todas las restricciones
del problema P, salvo aquellas recogidas en el conjunto S. Por tanto, a un mismo problema
de programacién matematica pueden corresponderle distintos duales lagrangianos, segin las
restricciones que se incluyan en el conjunto S. Esta eleccion serd relevante, pues afectara a la
dificultad de resolucién del problema dual resultante y a su utilidad para resolver el problema P.
Las penalizaciones asociadas a las restricciones dualizadas vienen dadas por las variables duales,
Ui y Uj.

Fijados u y v, el problema de minimizacién que hay que resolver para evaluar la funcién
dual £P (u,v) se llama subproblema dual lagrangiano. Siendo totalmente formales, en la Ecua-
ci6n (5.3) deberfamos hablar del supremo de £ (u,v), pues el problema de optimizacién dual
podria ser no acotado (aunque el Teorema de dualidad débil implicara que esto no seréd posible
si el problema P tiene alguna solucién factible).

Dualidad lagrangiana y teoria de juegos

Existe una fuerte relacién entre la teoria de la dualidad y la teoria de juegos. Desde el punto de
vista histérico, la dualidad en programacién lineal surgié cuando el brillante matematico John
von Neumann estaba estudiando condiciones de equilibrio en juegos bipersonales matriciales,
y también en discusiones con George Dantzig, padre del método simplex, cuando este dltimo
estaba desarrollando dicho algoritmo. Veamos un poco la intuiciéon detras de esta relacion, en
la que profundizaremos algo mas en la Seccién 5.4.5.
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Tenemos un juego en el que un jugador quiere minimizar la funcién lagrangiana y otro
quiere maximizarla. Para ello, el jugador 1 tiene que elegir las variables del primal, el jugador 2
las variables del dual y L(x,u,v) representa el pago que tiene que hacerle el jugador 1 al
jugador 2 para una combinacién de estrategias dada.

La funcién objetivo del jugador 1 serd, para cada x € S, ui(x, (u,v)) = —L(x,u,v), y
la del jugador 2 serd, dados u > 0 y v, us(x, (u,v)) = L(x,u,v) = —ui(x, (u,v)). Estamos
entonces ante un juego de suma nula. De este modo, dada una eleccién de “estrategia” (u,v)
con u > 0 por parte del jugador 2, el jugador 1 tiene que intentar maximizar u(x, (u,v)) o,
equivalentemente, minimizar f(x) + > /% uigi(x) + 22:1 vjh;(x). Independientemente de la
eleccion del jugador 2, el jugador 1 siempre puede asegurarse un valor al menos tan bajo como
el del 6ptimo del problema primal P. Esto es porque en toda solucién factible del primal ,
por ser u > 0, tenemos que

m l
f@) + ) wigi(x) + Y vihj(x) < f(z).
i=1 j=1

Esta observacion es la base del Teorema de dualidad débil (Teorema 5.13) que veremos en la
Seccién 5.4.4. El objetivo del jugador 1 es intentar aprovecharse de que puede elegir “estrategias”
x que no se correspondan con soluciones factibles del primal para asi conseguir un valor todavia
inferior de la funcién lagrangiana. Lo que nos dice el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19)
que también veremos en la Seccion 5.4.4 es que, cuando P es un problema de optimizacién
convexa, si el jugador 2 elige adecuadamente su “estrategia” (u,v), el jugador 1 no puede
hacer nada mejor que responder con la estrategia dada por la solucién 6ptima de P. En general
esto no tiene por qué ser asi, pues el jugador 1 podria ser capaz de mejorar el valor del 6ptimo
del primal para cualquier eleccion de estrategias del jugador 2.

En particular, cuando estamos ante un problema de optimizacién convexa, tenemos que las
elecciones 6ptimas de ambos jugadores, & y (u,?), son un equilibrio de Nash del juego que
acabamos de describir. Atin més, en la Seccién 5.4.5 probaremos que el reciproco también es
cierto: hay una correspondencia entre pares de soluciones 6ptimas de los problemas P y D y
equilibrios de Nash de este juego.

Dualidad lagrangiana y métodos de penalizacion

A continuacién discutimos brevemente la relacién entre la dualidad lagrangiana y uno de los
algoritmos clasicos de optimizacién con restricciones que se discutirdn en la Secciéon 7.2: los
métodos de penalizacién exterior. Estos métodos, a la hora de resolver un problema de opti-
mizacién como el de la Ecuacién (5.2), proceden de la siguiente manera: toman una sucesién
{p'}ien C RT tal que p! — oo y, para cada p', resuelven el problema:

m l
L - ¢
minimizar f(®) + > p' max{0, gi(x)} + jgl p'|hj(z)].

re i1

La idea es que, cuando p' sea suficientemente grande, los 6ptimos del problema de la itera-
cién t serdn necesariamente puntos factibles del problema P (pues las infactibilidades estdn muy
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penalizadas). En particular, dentro de estos puntos factibles, los éptimos para el problema pe-
nalizado coincidirdn con los 6ptimos del problema original. En el caso particular de que S = 0),
esto permite atacar problemas de optimizacién con restricciones utilizando toda la maquinaria
disponible para la resolucién de problemas de optimizacion sin restricciones. Aunque se trata
de un enfoque muy natural, en la Secciéon 7.2 veremos que tiene importantes limitaciones.

A la hora de trabajar con el dual lagrangiano tenemos que las variables duales reemplazan
a la penalizacién p! de las distintas restricciones, pero el papel es similar. El método del
lagrangiano aumentado que veremos en la Seccidén 7.3 enriquece la idea de los métodos de
penalizacion, pero trabajando explicitamente con las variables duales en vez de usar la sucesién
{p'}ien. Informalmente la idea se puede describir como sigue: si el método de penalizacién
busca trabajar con penalizaciones suficientemente grandes como para que ninguna solucién no
factible pueda ser 6ptimo del subproblema a resolver en la iteracién t, el método de lagrangiano
aumentado busca que las penalizaciones (u!,v!) de la iteracién ¢ se aproximen cada vez més
al valor 6ptimo del problema dual. Esto permite equilibrar la tensién entre optimalidad y
factibilidad sin necesitar inclinar la balanza totalmente hacia el lado de la factibilidad como
hacen los métodos de penalizacién al hacer que p! — oo.

Dualidad en programacién lineal

A continuacion vamos a recordar la formulacién de la dualidad en programacién lineal y mos-
trar que es un caso particular de la dualidad lagrangiana. Esto implicard, en particular, que
cualquier resultado matematico que se obtenga para dualidad lagrangiana se puede aplicar
inmediatamente para la dualidad clasica en programacion lineal. La formulacién clasica de los
problemas primal y dual en programacién lineal viene dada por

Problema primal P Problema dual D
minimizar c'x maximizar v'b
sujetoa Ax=0>b Y sujetoa A'w <e.

x>0
Por otro lado, si tomamos S = {x : * > 0} tenemos el siguiente dual lagrangiano:

maximizar £ (v) = igf(’){cT:c +v7(b— Ax)}.

Claramente, £ (v) = v"b+infz>0{(c"—v"A)z}. Y ahora obtenemos una formulacién explicita
para la funcién dual:

—0o0 en otro caso.

ED(v):{vb si (c"—v"A)>0

Con lo que el dual lagrangiano puede ser reescrito equivalentemente como

maximizar v'b
sujetoa A'v <e¢c,

que es justamente lo que queriamos mostrar.
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5.4.3 Interpretacion geométrica de la dualidad lagrangiana

En este apartado discutimos la intuicion geométrica detrds del problema dual. Para ello traba-
jaremos con un problema con una tnica restricciéon de la forma g(x) < 0, con lo que primal y
dual seran de la siguiente forma:

Problema primal P Problema dual D
minimizar f(x) maximizar L (u) = inf f(x) + ug(x) (5.4)
sujeto a g(x) <0 sujeto a u > 0. '
resS

Ahora trabajaremos en R?, con vectores de la forma (y, z) y, en particular, con el conjunto
G ={(y,2) € R? : y = g(x) y 2 = f(x) para algiin € S}. Este conjunto, representado en
la Figura 5.8, es la imagen bajo la aplicacién (g, f) del conjunto S. Los puntos factibles de P
se corresponden con puntos (y, z) de G con un valor y < 0 y entonces z representard un valor
factible de f en P. El éptimo de P se correspondera con el punto de G con y < 0 y un menor
valor de z, representado como (¥, Z) en la figura.

o0 O

pendiente —u

z4+uy =k

pendiente —U

Figura 5.8: Problema primal. Encontrar el punto en G con y < 0 y menor ordenada z: (y, Z)
(adaptacion de la Figura 6.1 en Bazaraa y otros (2006)).

Veamos ahora la como interpretar el dual, apoydndonos también en la Figura 5.8. Para
ello empezamos con la evaluacién de la funcién dual £P(u). Dado u > 0, £ (u) resulta de
minimizar f(x) 4+ ug(x) con € S. Equivalentemente, queremos minimizar z + uy con (y, z)
en el conjunto G. Ahora bien, z 4+ uy = k representa una recta con pendiente —u y ordenada
en el origen k. Por tanto, £ (u) se corresponde con el valor de k méas pequefo para el cual la
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recta z +uy = k interseca a G. Equivalentemente, £ (u) busca el hiperplano soporte de G con
pendiente —u.

Ahora resulta sencillo interpretar el problema dual, que consiste maximizar la funcién
LP(u). El problema D consiste en encontrar la pendiente del hiperplano soporte de G' que
tiene una mayor ordenada en el origen, denotado por —u en la Figura 5.8. Ademas, en la Fi-
gura 5.8 vemos también que dicho hiperplano se corresponde con la recta z + uy = z, con lo
que en el problema ahi representado tenemos que el objetivo en el 6ptimo del primal coincide
con el objetivo en el 6ptimo del dual. Esto se debe a la convexidad del conjunto G y, como
veremos mas adelante, esta se obtendra cuando el problema P sea un problema de optimizacion
convexa.

Funcién perturbacién

Para terminar esta discusién vamos a presentar una interpretaciéon adicional, relacionada con
la anterior, y que es relevante para el andlisis de sensibilidad y la interpretacién econémica de
los multiplicadores de Lagrange presentada en la Seccién 5.3.5.

Definamos 7(y) = minges{f(x) : g(x) < y}, llamada funcién perturbacion pues devuelve el
valor 6ptimo del problema que se obtiene al perturbar la restricciéon g(x) < 0 del problema P.
En particular, el clculo de 7(0) es equivalente a resolver el problema P. Claramente 7 es una
funcién no creciente en y, pues a medida que y crece también crece la region factible de nuestro
problema de minimizaciéon. En la Figura 5.8 vemos que para valores de y a la izquierda de
A tenemos 7(y) = oo y a la derecha de B la 7 permanece constante. Entre los puntos A y
B, 7 se corresponde con la envolvente inferior de G, propiedad que se cumplird siempre que
tengamos que P es un problema de optimizacién convexa (sin convexidad 7 serd la mayor
funciéon mondtona decreciente que envuelve G inferiormente).

Fijémonos ahora en que si 7 es diferenciable tenemos que 7'(0) = —u, lo que da lugar a la
siguiente interpretacién econémica del la solucion éptima del dual. El opuesto de la soluciéon
optima del dual, —u, es la tasa de variacién de la funcién objetivo a medida que perturbo la
restriccién g(x) < 0. Equivalentemente, —u me dice cuanto gano, localmente, por cada unidad
en la que relaje la restriccion. Dado que —u es la pendiente de un hiperplano soporte de G y
bajo convexidad de este conjunto 7 es una envolvente inferior del mismo, si 7 no es diferenciable
pero si convexa tenemos que —u es un subgradiente de 7 en 0, pues 7(y) > 7(0) — uy para todo
y € R.° En la Seccién 5.4.5 probaremos que las propiedades que acabamos de comentar de la
funcién perturbacion son ciertas en general.

Como ya hemos comentado, mas adelante probaremos la correspondencia entre multiplica-
dores de Lagrange y soluciones 6ptimas del dual, con lo que la anterior interpretacion econémica
aplica a los multiplicadores de Lagrange, lo que supone una justificacion adicional de la discu-
sion presentada en la Seccién 5.3.5.

*Ejercicio 5.8. Demuestra que la funcién perturbacién 7(y) asociada al problema P de la
Ecuacién (5.4) es la mayor funcién decreciente cuyo epigrafo contiene al conjunto G. <

5Recordemos que, segtin la Definicién 1.5, la condicién para que s sea un subgradiente de una funcién convexa
f:S — R" en un punto & es que f(x) > f(z) + s'(x — &) para todo z € S.
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Ejemplo ilustrativo

Ejemplo 5.6. Terminamos esta seccién con un ejemplo ilustrativo de los conceptos geométricos
que hemos descrito a través de la Figura 5.8. Consideremos el problema primal dado por

minimizar 2 + 3
sujetoa —x1 —a2+4<0
x>0

y cuya representacién puede verse en la Figura 5.9(a). Claramente, el 6ptimo del primal es el
punto & = (2,2) y el valor objetivo es f(x) = 8.

Bly) z
D
. £P ()
G
(4.8)
a(y) = x(y)
z =38 éptin)9~'
enPyD -
(40) \“ .-' y
OO i jorere>  (4,0)
(a) Problema P. (b) Problema D. (c) Relacién geométrica entre P y D.

Figura 5.9: Ilustracién del Ejemplo 5.6 (adaptacion de la Figura 6.2 en Bazaraa y otros (2006)).
Por otro lado, tomando S = {z € R?: & > 0} tenemos que la funcién dual viene dada por

ED(u) = inf {x% + w% +u(—z1 —x2+4)} = inf {x% —uzy}+ inf {x% —uxs} + 4u.
zeS x1>0 z2>0

Los infimos de £ (u) se alcanzan en z; = x5 = u/2 siempre que u > 0. Si u < 0 el minimo se
alcanza en 1 = x9 = 0 con lo que obtenemos una expresion explicita para la funcién dual:

£D(u): —%u2+4u siu>0
4u siu < 0.

Esta funcién la tenemos representada en la la Figura 5.9(b). Se trata de una funcién céncava
y su maximo se alcanza en % = 4 con funcién objetivo £V (4) = 8, con lo que el valor 6ptimo
del problema dual coincide con el del primal. Mas adelante veremos que la concavidad es
una propiedad general de la funciéon dual, lo cual es muy importante a la hora de resolver
el problema dual, dado que este es un problema de maximizar. En otras palabras, expresado
como un problema de minimizacién, el problema dual es un problema de optimizacién convexo,
siendo esta propiedad independiente de si el primal lo es.
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Si pasamos ahora a la construccién del conjunto G, nos encontramos que podemos carac-
terizarlo mediante su envoltura superior e inferior. Para cada valor y estamos interesados en
los valores minimo y maximo que puede tomar f(x) sujeto a la restriccién —z1 — z9 +4 = y.
A la funcién que representa los valores minimos le llamaremos a(y) y a la que representa los
méximos 3(y). Sustituyendo por ejemplo o = —z1 + 4 — y en la funcién objetivo y derivando
es facil obtener que, para todo y < 4, a(y) = (4 —)?/2 y B(y) = (4 — y)?. Ademas, es facil
ver si y > 4 el problema no tiene soluciones factibles, pues ningin & > 0 puede cumplir la
restricciéon. El conjunto G y las funciones a(y) v 5(y) estéan representados en la Figura 5.9(c),
donde se puede ver ademds que la funcién a(y) coincide con la funcién perturbacién 7(y) cuan-
do y < 4 y permanece constante en el valor 0 de ahi en adelante. La pendiente de la tangente
a la funcién en y = 0 es ©'(0) = —4, el opuesto de la solucién éptima del problema dual. Por
ultimo, tenemos que dicha tangente esta estrictamente por debajo del conjunto G o, lo que es lo
mismo, 7(y) > 7(0) — 4y para todo y € R, lo cual, aunque no lo probaremos, es una condicién
necesaria y suficiente para que el primal y el dual tengan el mismo valor 6ptimo. &

5.4.4 Teoremas de dualidad

A continuacién presentamos algunos de los principales resultados tedricos relativos a la duali-
dad, conocidos como dualidad débil y dualidad fuerte. La dualidad débil se cumple siempre y
la dualidad fuerte necesita supuestos de convexidad.

Durante toda esta seccién trabajaremos con las formulaciones de los problemas primal, P, y
dual, D, de las ecuaciones (5.2) y (5.3), respectivamente. Cuando sea conveniente trabajaremos
con la formulacién vectorial de las restricciones: g(x) < 0 y h(x) = 0. Esto nos permite, en
particular, escribir la funcién dual como £ (u,v) = infzes f(x) + u'g(x) + v h(x).

Dualidad débil

Teorema 5.13 (Teorema de dualidad débil). Dado un par soluciones factibles x y (u,v) de
los problemas P y D, respectivamente, entonces f(x) > LP (u,v).

Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata de la siguiente ecuacién:
LP (u,v) = inf f(2) + u'g(2) + v"h(2) < f(z) + u'g(x) + v"h(z) < f(z),
e

donde la primera desigualdad no es mas que aplicar la definiciéon de infimo y la segunda usa
que, dada la factibilidad de  y (u,v), sabemos que © > 0, g(x) <0y h(x) = 0. O

El Teorema de dualidad débil nos dice que la funciéon objetivo de cualquier solucién factible
del primal siempre estard por encima de la funcién objetivo en cualquier soluciéon factible
del dual. En particular, como P es un problema de minimizar, cualquier solucién factible
del dual nos darda una cota inferior del valor éptimo del primal. Del mismo modo, cualquier
solucion factible del primal nos dard una cota superior del valor 6ptimo del dual. Esta y otras
consideraciones estan recogidas en los siguientes corolarios del Teorema de dualidad débil, cuyas
demostraciones omitimos por ser inmediatas.

Corolario 5.14. infyes{f(x) : g(x) <0, h(z) = 0} > sup{L” (u,v), u > 0}.
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Corolario 5.15. Si f(z) = LP(w,v), con & factible en P y (u,v) factible en D, entonces
es dptimo en Py (u,v) dptimo en D.

Corolario 5.16. Siinfzcs{f(x): g(x) <0, h(x) = 0} = —oc0, entonces LP (u,v) = —occ para
todo u > 0 y para todo v.

Corolario 5.17. Si sup{L? (u,v), u > 0} = oo, entonces P no tiene soluciones factibles.

Duality gap

El Corolario 5.15 nos da una condicién suficiente para comprobar la optimalidad global de
una solucién factible del primal: basta con encontrar una solucién factible del dual que tenga
la misma funcién objetivo. Desafortunadamente, esto no resulta facil, ya que es habitual que
dicha solucién no exista, en cuyo caso nos encontramos en situaciones en las que infyes{f(x) :
g(z) <0, h(z) = 0} > sup{L”(u,v), u > 0}, y la diferencia entre estas dos cantidades se
conoce como duality gap.

“Duality gap” I

Objetivo en éptimo primal

f(@) =m(0)

pendiente —U .
Objetivo en éptimo dual-+"" W(y)

L£P(a)

(0,0)

Figura 5.10: Tlustraciéon de la existencia de duality gap (adaptacién de la Figura 6.3 en Bazaraa y otros
(2006)).

La Figura 5.10 representa una situaciéon en la que el duality gap es estrictamente positivo.
En la figura podemos ver también la funcién perturbacién 7(y), que recordemos es la mayor
funcién decreciente que envuelve G inferiormente (Ejercicio 5.8). Recordemos que el éptimo
del problema primal es 7(0). Por otro lado, para el hiperplano soporte del conjunto G con una
mayor ordenada en el origen dicha ordenada toma el valor £P(u) < 7(0). Ademés, también es
facil ver que no existe ningin w tal que 7(y) > m(0) — uy para todo y € R. En otras palabras,
la falta de convexidad de G hace que el epigrafo de 7(y) no tenga ningtin hiperplano soporte
eny=0.
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Dualidad fuerte

En este apartado presentamos el Teorema de dualidad fuerte, que da condiciones suficientes
para que el valor éptimo de P y D coincidan o, lo que es lo mismo, para que no exista duality
gap. Previamente necesitamos un lema auxiliar, que guarda cierta similitud con el Lema de
Farkas (Teorema 1.9) y que al igual que este requiere del uso de los teoremas de separacion
para su demostracién; mas concretamente, el Corolario 1.5 al Teorema. del hiperplano soporte
(Teorema 1.4). Recordemos que dicho corolario dice que, dado un conjunto no vacio y convexo
SCR'yx ¢ S , entonces existe un hiperplano separando & y S. Equivalentemente, existe un
vector w # 0 tal que w'(x — &) < 0 para todo « en la clausura de S; es decir, el vector w
forma un angulo de al menos 90° con todos los vectores de la forma x — &.

Lema 5.18. Sea S C R™ un conjunto convero, o : R™ — R y g : R® — R™ convezas, y
h:R" — R afin, i.e., h(x) = Az — b. Dados los sistemas:
Sistema 1. a(x) <0, g(x) <0, h(x) =0 conx € S.
Sistema 2. upa(x) +u'g(x)+v h(x) > 0 para todo € S con (up,u) > 0 y (ug,u,v) # 0.
Entonces, si el Sistema 1 no tiene una solucion x, el Sistema 2 tiene una solucion (ug, u,v).
Ademds, el reciproco es cierto si ug > 0.

Demostracion. “=" Supongamos que el Sistema 1 no tiene solucién y definamos el conjunto
A=A{(p,a.7) :p>alz), g = g(x),r = h(x) para algin € S}.

La convexidad de Sy de los epigrafos de o y g, unida al caricter afin de h, nos asegura que A
es convexo. Como el Sistema 1 no tiene solucién, (0,0,0) ¢ A. Entonces, por el Corolario 1.5
existe (ug,u,v) # 0 tal que

upp +u'q+v'r >0 paratodo (p,q, ) en la clausura de A.°

Por la definicion de A, en la desigualdad anterior p y q se pueden hacer arbitrariamente
grandes. Por tanto, necesariamente (ug,u) > 0. Fijemos ahora x € S. Entonces, (p,q,r) =
(a(x),g(x), h(x)) esté en la clausura de A con lo que la desigualdad upa(x)+u'g(x)+v h(x) >
0 se cumple para todo & € S. Por tanto, el Sistema 2 tiene solucién.

“«<” Supongamos que el Sistema 2 tiene una solucién con uy > 0. Es decir, existe (ug, u, v)
con ug > 0y u > 0 tal que

uoa(x) + u'g(x) + v h(x) > 0 para todo x € S.

Supongamos que existe € S tal que g(xz) < 0 y h(x) = 0. Entonces, necesariamente,
upa(x) > 0. Como uy > 0, tendremos a(x) > 0. Por tanto, el Sistema 1 no tiene solucién. [

De la misma manera que el Lema de Farkas captura la esencia geométrica de la dualidad en
programacién lineal, el Lema 5.18 captura la esencia geométrica del Teorema de dualidad fuerte.
En ambos casos, la condicién recogida en el Sistema 1 tiene que ver con el problema primal pues
incluye condiciones sobre su regién factible Az < 0, g(x) < 0, h(x) = 0 y su funcién objetivo

SRealmente el Corolario 1.5 asegura la existencia de —(uo, u,v) # 0, que es tal que —uop —u'q —v'r < 0.
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a través de c'x > 0 y a(x) < 0; la relacién entre la funcién a(x) y la funciéon f(x) quedard
clara en la demostracion del Teorema de dualidad fuerte. Del mismo modo, en el Sistema 2
aparece reflejado el dual mediante A"y = ¢ con y > 0 y upa(x) + u'g(x) + v"h(x) > 0 con
(ug,u) > 0.

A continuacién presentamos el Teorema de dualidad, cuyo principal mensaje es que en
problemas de optimizaciéon convexa no hay duality gap. Aunque, al igual que sucedia con las
condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker (Teorema 5.6), es necesario incluir una condi-
cién de regularidad que excluya ciertas situaciones “patolégicas”.

Teorema 5.19 (Teorema de dualidad fuerte). Sea P un un problema de optimizacion convexa
en el que O pertenece al interior de h(S) y se cumple la siguiente condicion de reqularidad:
existe & tal que g(&) < 0 y h(x) = 0. Entonces no existe duality gap, es decir,

inf {(x) : g(x) <0, h(z) = 0} = sup £L(u, v).
e u>0

Ademds, si el anterior infimo es finito tenemos que
(i) supyso L (u,v) se alcanza para un par (@,v) cona >0 y
(ii) si el infimo se alcanza en &, entonces u'g(x) =0 (holguras complementarias).

Demostracion. Sea v = infes{f(x) : g(x) < 0, h(x) = 0}. Como Z es factible, v < oo. Si
v = —oo, por el Corolario 5.16, supuzo{LD(u,'v) = —o0 y no hay duality gap. Suponemos
entonces que <y es finito y consideremos el sistema

f(x)—v<0, g(x) <0, h(x) =0, conxcS.

Por definicién de ~, este sistema no tiene solucién. Los supuestos sobre S, f, g v h permiten
aplicar el Lema 5.18. Por tanto, existe (ug,u,v) # 0 con (ug,u) > 0 tal que

up(f(z) —v)) +u'g(x) + v'h(xz) >0 para todo x € S. (5.5)

A continuacién probamos que la condicién de regularidad asegura que ug > 0. Supongamos que

ug = 0 y recordemos que & € S es tal que g(&) < 0 y h(Z) = 0. Entonces, si ponemos & en la

Ecuacién (5.5) obtenemos que u"g(x) > 0. Como g(&) < 0, necesariamente u = 0. Entonces,

v'h(x) > 0 para todo € S. En particular, como 0 estd en el interior de h(S), existe * € S

tal que h(x*) = —Av con A > 0. Por tanto, 0 < v"h(x*) = —\||v||? lo que implica que v = 0.

Hemos probado que ug = 0 implica que (ug, u,v) = 0, con lo que tenemos una contradiccion.
Dado que ug > 0, podemos dividir por ug. Si definimos u = u% y U= u%, tenemos

f(x)+u"g(x) +v"h(x) >~ paratodo x € S.

Por tanto, L (w,v) = infyes f(x) + u'g(x) + v h(x) > v. Ahora bien, por el Teorema de
dualidad débil (Teorema 5.13), £LP(w,v) < 7, con lo que L”(u,) = v y hemos demostrado
que no hay duality gap y (u,v) resuelve el dual.

Por dltimo, si & € S resuelve el primal, i.e., f(x) =, g(&) < 0y h(x) = 0, entonces la
Ecuacién (5.5) implica que u"g(x) > 0. Como u > 0y g(x) < 0, entonces u'g(x) = 0. O
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La condicién de que 0 pertenezca al interior de h(S) no es muy restrictiva. En particular,
si S =R"y h(x) = Ax — b, entonces es facil ver que si A tiene rango maximo (en otro caso
podemos eliminar las restricciones afines redundantes) tenemos que h(R") = R! con lo que 0
estd en el interior de h(S). Por otro lado, la condicién de regularidad simplemente exige que
haya algiin punto factible que sea interior a todas las restricciones de desigualdad.

El Teorema de dualidad débil nos da una condicién suficiente para poder obtener el va-
lor 6ptimo del problema primal a partir de la resolucién del dual. Desafortunadamente, dicha
condicién requiere que el problema primal sea un problema de optimizaciéon convexa, que es
justo la clase de problemas donde tenemos garantizado que optimalidad local implica optima-
lidad global y resulta més sencillo resolver el primal. Atn asi, se trata de un resultado de gran
utilidad practica pues muchos algoritmos iterativos resuelven simultdneamente P y D, lo que
permite ir cerrando el gap entre las cotas superiores del valor 6ptimo de P obtenidas de las
soluciones factibles de P y las cotas inferiores obtenidas a partir de soluciones factibles de D.
La diferencia entre estas cotas da una informacién muy relevante acerca de la calidad de la
mejor soluciéon de P obtenida hasta una determinada iteracién y permite establecer criterios
de parada muy efectivos. Ademaés, hay clases de problemas convexos donde la resolucién simul-
tanea de primal y dual ha probado ser especialmente efectiva, dando lugar a algoritmos muy
eficientes en problemas de flujo en redes como el Algoritmo de Dijkstra para el problema del
camino mas corto y el Método hingaro para el problema de asignacion.

5.4.5 Puntos de silla, dualidad y condiciones de KKT

El Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19) presenta una condicién suficiente para que el
valor 6ptimo de los problemas primal y dual coincidan. Dicha condicién consiste en la con-
vexidad del problema P, complementada con una condicién de regularidad. En este apartado
vamos a presentar una condicién necesaria y suficiente para dicha ausencia de duality gap: que
la funcién lagrangiana L(x,u,v) = f(x) + u'g(x) + v"h(x) tenga un punto de silla.

Definicién 5.2. Dado el problema primal de la Ecuacién (5.2), decimos que el punto (z,u, v)
con & € Sy u >0 esun punto de silla de la funcién lagrangiana L(x,u,v) si

L(z,u,v) < L(z,u,v) < L(x,u,v) paratodox € Sy todowu>0.

Dado el punto (z,u,v), si cambio la componente del dual reduzco L y si cambio la del
primal aumento L. En otras palabras, & resuelve £”(u,v) y (u,v) resuelve £ (z). En la
Figura 5.11 representamos un punto de silla de la funciéon f(xq,z2) = 23 — 22.

Recordemos ahora la interpretacién del dual que presentamos en la Seccién 5.4.2 como
un juego en el que un jugador quiere minimizar la funcién lagrangiana eligiendo las “estra-
tegias” @ y el otro maximizarla eligiendo las “estrategias” (u,v). Bajo esta interpretacién, es
equivalente hablar de puntos de silla de la funcién lagrangiana y de equilibrios de Nash de dicho
juego: dado un punto de silla (Z,u, v), ninguno de los dos jugadores puede ganar desvidndose
unilateralmente.

La condicién de punto de silla no resulta de gran utilidad en la practica pero, como veremos
a continuacién, resulta de gran utilidad teérica. La principal razén es que permite obtener de
modo relativamente sencillo relaciones entre dichos puntos y la ausencia de duality gap, las
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f(xb x2)

Figura 5.11: El (0,0) es un punto de silla de f(z1,72) = 23 — 23; f crece en toda direccién
(d1,0), con dy # 0, y decrece en toda direccién (0, dz), con da # 0.

condiciones de KKT y también la funcién perturbacién. En cierta manera, nos encontramos
ante cuatro formas complementarias de estudiar un problema primal controlando de forma
explicita la tension entre optimalidad y factibilidad.

Puntos de silla y ausencia de duality gap

El resultado siguiente me dice que una condicién necesaria y suficiente para que (&, u,v) sea
un punto de silla es que Z sea el éptimo del problema mingcg L(x, w,v) y ademéds & sea factible
y cumpla holguras complementarias.

Teorema 5.20. Sea (&, u,v) una solucion con & € S yu > 0. Entonces, (&, u,v) es un punto
de silla de L(x,u,v) siy solo si i) L(x,u,v) = mingeg L(x,u,v), i) g(x) <0 y h(x) =0y
iii) W' g(z) = 0.

Demostracion. “=" Si (&,u,v) es un punto de silla, entonces i) se cumple por definicién.
Trabajando ahora con la “optimalidad” de (u,v) dado & tenemos que, para todo (u,v) con
u >0, f(x) +u'g(x) + v'h(z) > f(x)+ u'g(x) + v h(x). Como u y v pueden tomarse
arbitrariamente grandes, g() < 0 y h(x) = 0, con lo que tenemos ii). Si ademas tomamos
u =0y v = v en la desigualdad anterior, obtenemos u'g(x) > 0. Ahora bien, como u >0y
g(x) < 0, tenemos iii).

“«” Supongamos que (&, u,v) cumple i), ii) y iii). Por i) sabemos que, para todo x € S,
L(z,u,v) < L(xz,u,v). Ademas,

L(z,u,v) = f(z) +u'g(x) +v'h(z) =" f(x) > f[f(2)+u'g(x)+v'h(z)=L2 uv),

con lo que (Z,u,v) es un punto de silla. O
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Nétese que a pesar de la similitud de las condiciones i), ii) y iii) con las condiciones de
KKT, el resultado anterior no me dice que un punto de KKT se corresponda con un punto de
silla. La razon es que, en general, el éptimo del problema mingcg L(x, w,v) no tiene por qué
ser un punto factible (las condiciones de KKT como mucho grantizan optimalidad local de este
problema).

Teorema 5.21. Sea (&, u,v) una solucion con & € S yu > 0. Entonces, (&, u,v) es un punto
de silla de L(x,u,v) siy solo si & y (u,v) son, respectivamente, soluciones 6ptimas de Py D
sin duality gap, es decir, f(x) = L (u,v).

Demostracion. “=" Supongamos que (&, u,v) es un punto de silla. Como u > 0, (u,v) es
factible en D. A continuacién usamos la equivalencia entre punto de silla y las condiciones 1),ii)
y iii) del Teorema 5.20. Como & € S y se cumple ii), Z es factible en P. Por iii), L(Z,u,v) =
f(x). Por otro lado, por i) tenemos que L£P(u,v) = mingegs L(x,u,v) = L(Z,u,v) con lo
que f(&) = LP(u,v) y el Corolario 5.15 asegura la optimalidad de  y (w,v) en P y D,
respectivamente.

“«<” Supongamos que & y (u,v) son soluciones éptimas en P y D, respectivamente con
f(x) = LP(u,v). Por la factiblidad de Z tenemos que & € S y se cumple la condicién ii) del
Teorema 5.20. Ademas, usando la factibilidad de  y (u, v) tenemos

£2(a,5) = min{ f(z) +@'g(x) + 0'h(x)} < [(2)+@'g(@) +0"h(z) = [(7)+@'g(®) < /()

Ahora bien, como sabemos que f(z) = L”(u,v), las anteriores desigualdades son igualdades
y tenemos que u'g(x) = 0, con lo que se cumple iii) del Teorema 5.20. Ademéds, L(Z,u,v) =
f(z) = LP(u,v) = minges L(x, w, ), con lo que también se cumple iii). El Teorema 5.20 nos
asegura ahora que (&, u,v) es un punto de silla. O

Corolario 5.22. Bajo las condiciones de convexidad y regularidad del Teorema de dualidad
fuerte (Teorema 5.19), si & es una solucion dptima de P, entonces existe (w,v) con u > 0 tal
que (&,u,v) es un punto de silla.

Demostracion. Por el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19), apartado (I), existe una
solucién 6ptima del problema D, (u,v), con u > 0. Ademds, no hay duality gap, con lo que
f(®) = LP(u,v). Por tanto, el Teorema 5.21 nos asegura que (Z, %, v) es un punto de silla. [

Puntos de silla y condiciones de KKT

Recordemos que en el estudio de las condiciones de KKT resulta de gran utilidad el conjunto
de restricciones activas en un cierto punto x, I(z) = {i : g;(z) = 0}.

Teorema 5.23. Supongamos que T € S cumple las condiciones de KKT del problema P de la
Ecuacion (5.2). Supongamos, ademds, que f y g; coni € I(&) son convezas y que cada hj con
v; # 0 es afin. Entonces, (Z,u,v) es un punto de silla.

Reciprocamente, si (x,u,v) con & € S yu > 0 es un punto de silla, entonces x es factible
en Py, ademds, & es un punto KKT con multiplicadores dados por (u,v).
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Demostracion. “=" Dado que & € S, ninguna restriccién que define S estd activa en & y las
condiciones de KKT nos dicen que los multiplicadores asociados a dichas restricciones tomaran
el valor 0. El Teorema 5.7 nos dice que existen (u,?) con w > 0 tales que

l

Vf +ZUngz Z ) =0 y u;gi(x)=0 paratodoie {1,...,m}.
1=1 7=1

En particular, la condicién de holguras complementarias implica que, u; = 0 para todo i ¢ I(&).
Por la convexidad de las funciones f y g; con ¢ € I(x) y la afinidad de cada h; con v; # 0
tenemos que, para todo x € S,

f@) = f(®) + V(@) (z - ),
gi(x) = gi(Z) + Vgi(® )T(m ), paratodo i€ I(z), y
hj(x) = hj(Z) + Vhj(x) (x —x), paratodo je€ {1,...,1}, con v; # 0.

Si ahora multiplicamos por @; > 0 la ecuacién asociada a cada g; y por v; la ecuacién asociada
a cada h; con v; # 0, sumamos estas ecuaciones a la ecuacién de la funcién f y agrupamos
términos obtenemos que, para todo x € S,

L(xz,w,v) — L(Z,u,v) > (Vf —|—ZuZng +Z’UJVh ))T(a:—:fs)zo,

=1 7=1

donde la ultima igualdad no es mas que la aplicacién de la condicién de KKT; con lo que
ya tenemos que L(&,u,v) < L(x,u,v). Por otro lado, dado que que g(x) < 0, h(x) =0, y
u'g(x) = 0, tenemos que

L(z,u,v) = f(z)+u'g(x) +v'h(z) < f(z) = L(x,u,v),

con lo que (Z,u,v) es un punto de silla.

“«<" Supongamos ahora que (&,u,?) es un punto de silla con & € S y u > 0. Por el
Teorema 5.20, tenemos que g(¢) <0, h(z) =0y u'g(x) = 0, con lo que  es factible para P.
El Teorema 5.20 también nos dice que L(Z,u,v) = mingegs L(x,u,v). Como x € S, entonces

0=V, L(xz,uv) =Vf(x —l—ZuZVgZ +ZUJVh z),

=1 7j=1

con lo que & es un punto KKT con multiplicadores dados por (u, v). ]

Puntos de silla y funcién perturbacién

Para terminar, nos apoyamos nuevamente en el concepto de punto de silla para formalizar
alguna de las intuiciones presentadas en la Secciéon 5.4.3 para la funcién perturbacién. Lo
primero que tenemos que hacer es presentar la definicién formal de funcién perturbacién.
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Definicién 5.3. Dado el problema P de la Ecuacion (5.2), definimos la funcién perturbacién
7 : R R, para todo (y,q) € R™* como

m(y,q) = gleig{f(w) g(x) <y, h(z) = q}.

Fl siguiente resultado muestra que, bajo el supuesto de que P tenga un éptimo, la ausencia
de duality gap es equivalente a la existencia de un hiperplano soporte al epigrafo de 7 en el
punto (0, 7(0)).

Teorema 5.24. Asumamos que el problema P tiene una solucion éptima &. Entonces, (Z,u,v)
es un punto de silla si y sélo si, para todo (y,q) € R™T,

m(y,q) = 7(0) — (u,v)"(y, q), (5.6)

u
0, equivalentemente, el hiperplano H((u,v),z) = {(y,q) € R™" : (u,v)"(y,q) = z} soporta
epi(m) en el punto (0,7(0)).

v) es un punto de silla. El Teorema 5.21 asegura

Demostracion. “=" Supongamos que (Z,u,
LP (u,v). Entonces, dado (y, q¢) € R™, tenemos que

que no hay duality gap, es decir, f(x) =

7(0) = f(x) = LP(u,v) = min{f(:r:) +u'g(x) + v h(x)}
l
= (u,v)(y, )+m1n{ +Zuz gi(x) — Z x _QJ)}

Si aplicamos ahora el Teorema de dualidad débil (Teorema 5.13) al problema perturbado con
(y,q), tenemos que el minimo de la dltima igualdad es menor o igual que 7(y, q). Por tanto,
concluimos que 7(y,q) > 7(0) — (u,v)"(y, q).

“«” Supongamos ahora que & es un 6ptimo de P y que (u,v) es tal que, para todo
(y,q) € R™* 7(y,q) > 7(0) — (u,9)"(y,q). Antes de nada veamos que @ > 0. Supongamos
que existe i tal que u; < 0. Entonces, tomando (y, q) tal que su tnica componente distinta de
cero es y; > 0 tendriamos 7(0) > 7 (y, q), por la monotonia de la funcién 7. Por tanto, tenemos

7(0) > 7(y,q) > 7(0) — (u,v)'(y,q),

de donde (u,v)"(y,q) > 0, lo que a su vez implica que u;y; > 0, lo que es imposible pues ambos
términos son estrictamente negativos.

Tenemos ya que w > 0. A continuacién vamos a probar que se cumplen las condiciones i),
ii) y iii) del Teorema 5.20, que implican que (&, u,v) es un punto de silla. Como & es factible,
g(x) < 0y h(z) =0, con lo que se cumple ii). Ademds, si tomamos (y,q) = (g(z), h(z))
tenemos que el problema perturbado con (y,q) es mas restringido que el problema P. Pero,
como & también es factible para dicho problema, 7(y,q) = 7(0). Por la Ecuacién (5.6), esto
implica que u'g(x) > 0 pero, dado que g(¢) < 0 y u > 0, necesariamente u'g(x) = 0, con lo
que se cumple iii).

Nos queda por probar que se cumple i), que dice que L(Z, u,v) = mingcg L(x, u,v). Tene-
mos que, para todo (y, q) € R™*,

L(z,u,v) = f(@) +u'g(®) + v"h(Z) = f(&) = 7(0) < 7(y,q) + (v,9)"(y, q).
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Dado & € S definimos (@,q) = (g(&), h(2)). Claramente, 7(g,q) < f(&), pues & es factible

para el problema perturbado con (g, ). Usando esto en la anterior ecuacién, obtenemos que,
para todo & € S, L(xz,u,v) < f(&) +u'g(x) + v"h(Z), como queriamos probar. O

El siguiente resultado relaciona la convexidad del problema primal con la convexidad de la
funcién perturbacién.

Proposicién 5.25. Dado el problema primal de la Ecuacion (5.2) la funcién f y las funcio-
nes g; son convezas, las funciones h; afines y el conjunto S es convexo, entonces la funcion
perturbacion es convexa.

**Ejercicio 5.9. Demuestra la Proposicién 5.25. <

Una implicacién de la combinaciéon del Teorema 5.24 y la Proposicién 5.25 es que, en
problemas de optimizacién convexa, el vector —(u,v) es un subgradiente de 7 en 0.

A continuacién presentamos un ultimo resultado, que contiene la formalizacién de la inter-
pretacién de los multiplicadores de Lagrange como tasas de cambio marginales de la funcién
objetivo del problema P ante perturbaciones en los lados derechos de las restricciones.

Proposicién 5.26. Si (x,u,v) es un punto de silla asociado a Py D y la funcion perturbacion
7w es continuamente diferenciable en 0, entonces

Demostracion. Como 7 es continuamente diferenciable en 0 podemos tomar la aproximacién
de Taylor de primer orden de 7 en ese punto, obteniendo que, para todo (y, q) € R

m(y,q) = 7(0) + Vr(0)'(y,a) + ¢y @)ll(y @)ll, donde lim ‘o(y,q)=0.
Por el Teorema 5.24, m(y,q) > 7(0) — (u,v)"(y, q). Restando las dos tltimas ecuaciones tene-
mos que

—(Vn(0) + (@,9)) (v.9) > ¢(y.9)ll(v. )| para todo (y,q) € R™.

Tomemos ahora la sucesién {(y’, g) }ien, donde (y', ¢') = (V7 (0) + (u,v)). Entonces,

—I9R(0) + (@) > ¢(y',a); [V7(0) + (@,9)],

de donde obtenemos que —||V7(0) + (u, )| > ¢(y', ¢"). Pero, dado que lim;—,~ ¢(y?, ¢*) = 0,
la anterior desigualdad sélo es posible si V7(0) = —(u, v). O

La Proposicién 5.26 asume la existencia de un punto de silla (&, u,v). Dicho supuesto,
combinado con los teoremas 5.21 y 5.23, nos asegura que & y (u,?) son soluciones éptimas
de primal y dual respectivamente y que (u,v) se corresponde los multiplicadores de Lagrange
asociados a &. Por tanto, la ecuacién V7(0) = —(u,v) es la justificacion matematica de la
interpretacién econémica de los multiplicadores de Lagrange comentada en la Seccion 5.3.5 y
durante la interpretacion geométrica de la dualidad lagrangiana en la Seccion 5.4.3.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



148 Tema 5. Optimizacion con restricciones. Conceptos tedricos

Recapitulando

Concluimos esta seccion dedicada a los resultados matematicos asociados a los puntos de silla
recapitulando un poco lo que hemos aprendido con ellos. Los teoremas vistos en esta seccién
nos muestran que, bajo supuestos de convexidad, no hay diferencia entre hablar de los multi-
plicadores de Lagrange, de soluciones éptimas de primal y dual, de puntos de silla de la funcién
lagrangiana o de subgradientes de la funcién perturbacién en el origen.

Si no tenemos convexidad y no tenemos garantizada la existencia de puntos de silla, todas
las conexiones aqui desarrolladas pierden mucha fuerza. Sin embargo, es importante comentar
que, a nivel local, muchas propiedades siguen siendo ciertas. Por ejemplo, la interpretaciéon
econémica de los multiplicadores de Lagrange, que es una propiedad local, se mantiene. A
continuacién presentamos informalmente la intuicién detras de esta afirmacién. Sea & un punto
KKT del problema P, podemos trabajar con LP(&Z), la aproximacién lineal de primer orden
de P en z, estudiada brevemente en la Seccién 5.3.8. El Teorema 5.12 nos asegura que & es un
6ptimo global de LP(x), y de la demostracion se sigue que los multiplicadores de Lagrange son
los mismos que para el problema P. Como el problema linealizado es un problema convexo, los
multiplicadores de Lagrange admiten la interpretacién econémica arriba descrita. Ahora bien,
bajo las condiciones de regularidad adecuadas, cerca de & el problema LP(Z) es una buena
aproximacion de P, con lo que la interpretacién econémica también es vélida para el problema
original.

5.4.6 Resolucion de dual y primal

Hasta ahora hemos presentado un gran niimero de resultados relativos a la dualidad lagrangia-
na, que deberian ser suficientes para comenzar a ver la gran importancia de la misma a nivel
conceptual y también a nivel practico. En este iltimo punto, ya comentamos que muchos de
los algoritmos maés eficientes computacionalmente para distintas clases de problemas se apoyan
de una u otra manera en la formulacién dual de los problemas en estudio. En particular, los
algoritmos iterativos que van calculando simultdneamente soluciones de primal y dual pueden
ser muy efectivos gracias a la informacién proporcionada por las cotas. Recordemos que, dado
un problema P de minimizacion, cada solucién factible del primal nos da una cota superior del
valor 6ptimo de la funcién objetivo y cada solucién factible del dual nos da una cota inferior.
En problemas de programacion convexa la diferencia entre estas cotas convergera a cero, pro-
porcionando no sélo criterios de parada muy fiables, sino también informacién de la evolucién
del algoritmo con las iteraciones.

También desde un punto de vista practico surgen multiples cuestiones alrededor de la re-
solucion del problema D jcomo de facil es resolverlo? jes mas facil o méas dificil que resolver el
problema P? Una vez resuelto D, j podemos usarlo para recuperar una solucién 6ptima de P? El
resto de esta seccion estd dedicada a responder a estas y otras preguntas, aunque omitiremos
buena parte de los desarrollos formales, que pueden consultarse en el libro Bazaraa y otros
(2006).
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Propiedades de la funcién dual

Para poder afrontar la resolucién del problema dual es importante conocer primero sus pro-
piedades, a lo que dedicamos este apartado. El primer resultado nos dice que la funcién dual
es concava y, dado que estamos ante un problema de maximizacién, tendremos todas las bue-
nas propiedades de la optimizacién convexa. En particular, todo 6ptimo local serd un 6ptimo
global.

Durante este apartado asumiremos que el conjunto S es compacto y, para facilitar la expo-
sicién, usaremos la notacién w = (u,v) y o = (g, h).

Proposicién 5.27. Dado el problema P de la Ecuacion (5.2), si S es no vacio y compacto y
las funciones f y o son continuas, entonces la funcion dual LP (w) = infzes{f(x) +w o (x)}
es concava.

Demostracion. Como f y o son continuas y S es compacto, el infimo en £ (w) seré siempre
finito, con lo que £ (w) € R para todo w € R™* . Dados w y w € R™*! y \ € (0, 1), tenemos

LPOw + (1 = Niv) = nf{f(@) + (Ow + (1 = Nd) o ()}

= ;;relg{A(f(m) +wo(@)) + (1- V) (f(@) + w0 (x))}
>\ inf {f(@) +w'o(@)} + (1 - ) inf {f(2) + 0o ()}
= AP (w) + (1 = N LP(w). O

Aunque la demostracion anterior es bastante sencilla, se podria obtener también a partir de
las propiedades de las funciones convexas, apoyandonos en el hecho de que, para cada x € S,
la funcién lagrangiana L(x,w) = f(x) + wo(x) es una funcién afin en w; y recordemos que
toda funcién afin es céncava y convexa. Por tanto, la funcién dual LP(w) = infges{f(z) +
w'o(z)} = —supyeg{—f(x) — w'o(x)}. Entonces, —LP (w) = supyeg{—f(z) — w'o(x)} es
convexa por ser supremo de convexas,” lo que implica que £P (w) es céncava.

Aunque la concavidad del problema dual es una buena noticia para su maximizacion, el
principal problema sigue siendo que la evaluacién de la funcién dual £P (w) pasa por resolver
un problema de minimizaciéon. A continuacién vamos a ver que al menos el calculo de los
gradientes /subgradientes de dicha £ en un punto w es relativamente sencillo. Para ello es
necesario estudiar la diferenciabilidad de la funciéon dual y los resultados que presentaremos a
continuacién serd de utilidad el conjunto de soluciones éptimas de £ (w):

S(w) = {53 : & es un 6ptimo global de Helfs{f<x) + wTU(w)}}.

Proposicion 5.28. Supongamos que S es no vacio y compacto y que las funciones f y o son
continuas. Dado, w € R™ | si S(w) = {&}, entonces LP es diferenciable en w con gradiente

VLP (w) = o ().

"Por la Proposicién 1.10, el maximo de una cantidad finita de funciones convexas es una funcién convexa,
pero aqui tenemos una cantidad infinita de funciones. La generalizacion para el caso f(x) = sup;c; fi(x) donde
las f; son convexas es sencilla a partir del Teorema 1.14, que nos dice que una funcién es convexa si y sélo si su
epigrafo es un conjunto convexo. Entonces, como epi(f) = (., epi fi, tenemos que epi(f) es una interseccién
conjuntos convexos, con lo que claramente es convexo.
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Este resultado nos dice que una condicién suficiente para que la funciéon dual sea diferencia-
ble en un punto w es que el problema de optimizacién infzcs{f(x) + w o (x)} tenga un tnico
optimo . Ademaés, el gradiente se obtiene sin més que evaluar las restricciones de P en &. Esto
no deberia se sorprendente, pues si nos abstraemos del infimo, el gradiente de f(x) + w o (x)
en w es justamente o (x). Intuitivamente, si para un w € R™* el éptimo & es tal que una
cierta restriccién g;(Z) toma un valor positivo, entonces me interesard que el peso asociado
w; = U; Crezca, ya que queremos maximizar LP.

A continuacién presentamos el resultado relativo a los subgradientes de £, incluyendo su
demostracién dada la sencillez de la misma.

Proposicion 5.29. Supongamos que S es no vacio y compacto y que las funciones f y o son
continuas. Dados w € R™ y z € S(w), entonces o () es un subgradiente de LP en w.

Demostracion. Dado w € R™*!, los supuestos sobre S y las funciones f y o nos garantizan
que S(w) # ). Entonces, dado Z € S(w) y dado @ € R™*!

LP () = nt{f(z) + @'o(x)}
< f(z) +0'o(x)
= f(@) + (@ — w)'o(2) + w'o(z)
=L (w) + (b — w) "o (),

con lo que o (z) es un subgradiente de £ en w.® O

Proposicion 5.30. Supongamos que S es no vacio y compacto y que las funciones f y o son
continuas. Dado w € R™t, el subdiferencial de LP en w viene dado por

conv ({a(a_:) T € S(w)})

Resolucion del problema dual

Recordemos que, a la hora de definir la funcién dual lagrangiana, hay cierta libertad para elegir
qué restricciones se llevan a la funcién objetivo y cudles se dejan en el conjunto S. Esta eleccion
debe tener en cuenta la tension entre:

» Dificultad para evaluar £ (u,v) para cada par (u,v).
= Duality gap entre P y D.

Por ejemplo, si no subimos ninguna restriccién, tenemos que P=D, no hay duality gap, pero
evaluar £P es equivalente a resolver el problema P. Es importante elegir bien la formulacién
del dual que resulta més adecuada para cada problema.

A la vista de los resultados relativos a los gradientes y subgradientes de £, parece natural
resolver el problema dual aplicando algiin método de optimizacién sin restricciones visto en
el Tema 4, como el método de maximo descenso (Seccion 4.8.1) o el método de subgradiente

8Notese que como estamos trabajando con una funcién céncava, la desigualdad en la definicién de subgra-
diente se invierte con respecto al caso de funciones convexas.
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(Seccién 4.9.1). Dada la concavidad de £, estos métodos deberfan converger a un éptimo global
de £P. Supongamos que estamos usando un algoritmo iterativo que en cada paso determina una
direccién de ascenso de L y realiza una btisqueda de linea en esa direccién para determinar la
nueva solucién. Entonces uno tiene que tener cuidado con las siguientes dificultades técnicas:

Pérdida de Factibilidad. El problema D no es puramente un problema sin restricciones,
debido a la condicién w > 0. Si trabajamos con el método de gradiente y en una itera-
cién concreta estamos en el punto (u,v) con S(u,v) = {Z}, tenemos que VLY (u,v) =
(g(x),h(x)). Si para algin i € {1,...,m} tenemos u; = 0 y g;(x) < 0, entonces
u; + Agi(&) < 0 para todo A > 0, violando la restriccién de no negatividad de w;.

Una posible soluciéon para este problema pasa por usar direcciones proyectadas, de la
forma (g(x), h(x)), donde

. gi(x) siu; >0
g9i(x) =" .
méax{0, gi(x)} siwu; =0.

No diferenciabilidad de £”. Obliga a trabajar con subgradientes. El problema es que en la
practica no resulta facil encontrar subgradientes que sean direcciones de ascenso.

Debido a estas y otras dificultades, es habitual que se recurra a versiones especializadas de los
métodos de gradiente/subgradiente y de otras técnicas de optimizaciéon no diferenciable como
los métodos de planos de corte. En caso de que la estructura del problema lo permita, también
es habitual usar técnicas de descomposicion para resolver el dual.

Resolucion del problema primal

Una vez discutidos los aspectos més relevantes de la resolucion del problema dual, cabe pre-
guntarse hasta qué punto esto resulta de utilidad para resolver el primal. Si P es un problema
de optimizacién convexa, entonces el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19) nos asegura
que no hay duality gap. Ademads, en este caso se puede obtener un éptimo (global) de P a partir
de un 6ptimo de D sin més que resolver un cierto problema de programaciéon lineal.

Por otro lado, cuando el problema P no es un problema de optimizacion convexa, que es
cuando resulta mas dificil resolverlo, ya resulta mucho mas dificil obtener un 6ptimo (local)
de P a partir de un éptimo de D.

Como conclusién podemos decir que, aunque en muchas clases de problemas el dual resulta
de gran utilidad, no hace “milagros”.

5.5 Aplicaciones de la dualidad y de las condiciones de KKT

5.5.1 Descomposiciéon mediante dualidad

A la hora de resolver problemas de optimizacion en la practica, es habitual que estos tengan una
estructura que, manipulandolos adecuadamente, permita descomponerlos en problemas més
sencillos. Es por esto que el estudio de técnicas de descomposicion, que son el centro del Tema 6,
es un campo de investigacién de gran actividad y de mucha relevancia en aplicaciones reales,
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donde cada vez es mas habitual encontrarse problemas de gran tamafno y cuya descomposicion
en problemas més pequenos puede acelerar drasticamente los tiempos de resolucion.

Relajacion lagrangiana: Descomposicion mediante dualidad lagrangiana

La relajacién lagrangiana es una de las técnicas més habituales para descomponer problemas
de programaciéon no lineal. A continuacién ilustramos su idea en una clase de problemas, re-
lativamente frecuentes en la préactica, para la cual la resolucién del dual puede ser de gran
utilidad.” Como es habitual, partimos de un problema primal de la forma

Problema primal P
minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m
hj(m) =0

Supongamos ahora que el conjunto S y las funciones que definen objetivo y restricciones son
separables de alguna manera. En el caso mas sencillo tendriamos que existen a € R" y b € R"”
tales que S = [[p_; [ak, bg] ¥y, ademas,

f@)=>" fF ()
k=1

gi(x) =Y gi(zr), i=1,....,m
k=1

hi(z) =3 h(ar), j=1,...,L
k=1

En este caso, la funcién lagrangiana también se puede descomponer como

n

m l m l
L(z,u,v) = f(z) + Zuigz’(ﬁc) + Zvjhj(i”) = Z <fk($k) + Zuigf(ﬂfk) + Zvjh;g(wk))
i=1 j=1 i=1 j=1

k=1

Esta separabilidad en las variables @ puede ser aprovechada para facilitar la evaluacion de la
funcién dual:

n

m l
LP (u,v) = inf L(x,u,v) = Z inf (fk(:xk) + Zuzgf(:vk) + Zvjh;?(:rk)),
i=1 j=1

zes oy Tk€lak,br]

con lo que el calculo de la misma se descompone en el cdlculo de n subproblemas. A veces
estos subproblemas podran ser resueltos de forma explicita y, en otros casos, el simple hecho de
poder resolver los subproblemas de forma independiente puede dar lugar a un dual mas facil
de resolver que el primal. Si ademéas tenemos que estamos ante un problema de optimizacion
convexa, entonces, como sabemos por el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19) que no hay

9El contenido de este apartado estd basado en la Seccién 4.4 del libro Ruszczytiski (2006).
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duality gap, resolver el dual puede ser manera més eficiente de encontrar la solucién éptima del
primal. En particular, en la situacién que acabamos de describir, la clave radica en que evaluar
LP (u,v) pasa por resolver n problemas de optimizacién unidimensionales. Un aspecto de gran
importancia a la hora de aplicar este tipo de ideas consiste en determinar bien qué restricciones
se pasan a la funciéon objetivo, se “dualizan”, y cudles se dejan en el conjunto S.

En el Tema 6 presentaremos una introduccién a las técnicas de descomposicién aunque,
para hacer la exposicién mas accesible, estard centrada principalmente en problemas de pro-
gramacion lineal.

Ejemplo de descomposicion: Un problema de planificaciéon energética

Supongamos que tenemos n plantas energéticas que, conjuntamente, tienen que satisfacer una
demanda de d > 0 unidades. Denotamos por x; a la cantidad de energia a generar por la planta
k, que suponemos puede generar entre 0 y by > 0 unidades de energia con un coste dado por

1)
fk(:nk) = Ry + 5 Tk
Asumimos que, para todo k € {1,...,n}, ¢x > 0y g > 0, con lo que las funciones de coste son
estrictamente convexas. Suponemos ahora que S = [[;_;[0, bx|, con >";_; by, > d para asegurar
que el problema tiene soluciones factibles. Entonces, el problema de optimizacion de satisfacer
toda la demanda a minimo coste puede escribirse como

Problema primal P
n

minimizar Z R ()
k=1
n
sujeto a Z T > d
k=1
zes.

Como S es compacto, el problema tiene alguna solucién 6ptima. Ademads, al tratarse de un
problema de optimizacién convexa, el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19) asegura que
no hay duality gap. Por tanto, podemos resolver el dual para encontrar el é6ptimo del primal.
La funcién lagrangiana asociada a este problema viene dada por

=S ) fu(d— Y ),
k=1 k=1

con lo que la funcién dual es

LP(u )—ud—l—mlnz (2 —uxk)—ud—i—z min (¥ (z) — uxy).

mke[o br]
Para cada k € {1,...,n} podemos estudiar el subproblema de minimizacién
LP(w)= min (ff(xp) —uzy) = min (cap + q—km% — uTg).
ka[O,bk] (Eke[o,bk] 2
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Cada supbroblema £kD (u) admite la siguiente interpretacién: dado un precio u recibido por
unidad de energia producida, encontrar la produccién que minimiza las pérdidas (maximiza
los beneficios) de la planta k. Como £ (u) es un problema de optimizacién cuadritico en una
variable, puede ser resuelto mediante célculo elemental, obteniendo la solucién éptima

0 si0<u<g

= u—cp

T(u) = sicp <u < e+ qpby

b siu > ¢+ qibg.

Por tanto, al poder resolver de forma explicita todos los subproblemas, también podemos eva-
luar de forma explicita la funcién dual EkD (u). En particular, vemos que la energia producida
por una planta es una funcién no decreciente del multiplicador u: a mayor precio mayor produc-
cién. Como el primal tiene una solucién 6ptima y se cumplen las condiciones del Teorema de
dualidad fuerte (Teorema 5.19), también existe también una solucién éptima del dual, u. Ade-
mas, el vector &(u) = (z1(u), ..., Tn(u)) serd una solucién éptima del problema P. Esto implica
que & tiene que cumplir la restriccion de abastecimiento Y ;_; xx > d. Ademds, nunca serd 6p-
timo producir por encima del nivel minimo, con lo que la restricciéon se cumplird con igualdad.
Esto asegura que se cumpla la condicién de holguras complementarias, w(>_j;_; Zx(u) —d) = 0.
Entonces, en el 6ptimo tendremos que

> zp(u) =d.
k=1

Como tenemos una férmula explicita para Zy(u) que tnicamente depende de la variable u,
despejando en la anterior ecuacién obtendremos el éptimo del dual, u, a partir del que después
calcularemos el 6ptimo del problema original, &(u). Intuitivamente, dado que las funciones
Zr(u) son no decrecientes, el calculo de u se puede hacer sin méas que determinar el precio al
cual se producen exactamente las d unidades de energia que se demandan. En este ejemplo se ve
muy bien el papel de la penalizacion impuesta por el multiplicador de Lagrange, equilibrando
la tensién entre optimalidad y factibilidad.

Apoyandonos en la expresién explicita de los Zx(u) podemos obtener, para cada k €
{1,...,n}, la expresién explicita de L (u):

0 si0<u<g

2
Ly (u) = _% sicp <u < ep + qiby

2
(cx — u)bg + % si u > ¢ + qrbg.

Dado que, para todo u > 0, tenemos que EkD (u) < 0, vemos que ninguna planta sufrird pérdidas.
Esto es natural, pues en los subproblemas siempre se puede elegir no producir. Ademas, siempre
que una planta produce obtiene beneficios.

En mercados energéticos regulados, donde hay multitud de productores de energia conec-
tados a una misma red, surgen problemas similares al que acabamos de describir, aunque de
una mayor complejidad. En estos problemas, el regulador del mercado (la CNMC en Espana)
puede resolver el problema completo, que involucra caracteristicas operativas propias de cada
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productor (y que determinan su funcién de coste) sin necesidad de acceder a esa informacién
privada. Para ello, el regulador puede solicitar a las distintas empresas informacién acerca del
nivel de producciéon que alcanzarian para distintos valores del precio sombra wu y asi resolver
el problema original. En la practica es habitual que, una vez resuelto el problema, el precio
sombra Optimo obtenido se utilice como precio de referencia en subastas de compra-venta de
la energia en cuestion.

5.5.2 Resolucién de problemas multinivel

Es relativamente frecuente encontrarse problemas reales cuya modelizacién pasa por la for-
mulacién de problemas multinivel, en los que aparecen multiples problemas de optimizacién
anidados y cuya resolucién puede requerir el uso de técnicas especificas.

En este apartado pretendemos mostrar como la dualidad o, en este caso, directamente
las condiciones de KKT, pueden ser de gran utilidad a la hora de transformar un problema
multinivel en un problema clasico de un tnico nivel, como los que hemos estudiado hasta
ahora. Para ello nos centraremos en problemas binivel y, més concretamente, en un ejemplo
muy proximo a la teoria de juegos, donde estos problemas binivel aparecen frecuentemente.

Problemas binivel

La formulacion clasica de un problema de optimizacién binivel viene dada por

minimizarg, f°(x,y)
sujeto a g7 (x,y) <0 i=1,...,m
hi(z,y) =0 j=1,...,0°

y € argmin,  f'(z,y)
sujeto a  ¢g'(x,y) <
hl(xvy) =

En esta formulacién tenemos dos problemas anidados:

0 =1,..
0 j=1,...,0.

Nivel superior. Tenemos un problema con funcién objetivo f° y restricciones g% y h®. Ade-
mas, en el problema superior tenemos una restriccién adicional, que nos dice que, fijadas
las variables «, las variables y deben ser un 6ptimo del problema inferior.

Nivel inferior. Tenemos un problema con funcién objetivo f'y restricciones g' y h'.

El problema que surge entonces es el de como resolver este problema de optimizacién binivel
en el que la regién factible del problema superior depende de la resolucién del problema de
optimizacion del nivel inferior. Una de las situaciones mas sencillas que se pueden plantear
es aquella en la que este ultimo problema sea un problema de optimizaciéon convexa en y
(para todo valor de x). En este caso, las condiciones de optimalidad de KKT seran condiciones
necesarias y suficientes de optimalidad global, con lo que podremos reemplazar el problema de
nivel inferior por sus condiciones de KKT. En el siguiente apartado presentamos una aplicacién
en la que este enfoque puede resultar de gran utilidad.

También conviene mencionar que, en el caso de que el problema del nivel inferior sea ademés
lineal, se puede reemplazar dicho problema por las restricciones de factibilidad de primal y
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dual, ademés de una restricciéon que exija que la funcién objetivo tome el mismo valor en los
problemas primal y dual. Esto, unido al Teorema de dualidad fuerte, asegurard la optimalidad
de las variables primales y duales.

Ejemplo de problema binivel: Duopolio de Stackelberg

En este apartado vamos a hacer pequefio andlisis de competencia entre empresas clasico en
teoria de juegos, adaptado de distintos ejemplos discutidos en Gonzélez-Diaz y otros (2010).
Presentaremos un modelo sencillo, pues el objetivo es el de presentar una herramienta meto-
doldgica para problemas binivel, que por supuesto podria aplicarse en situaciones mucho mas
complejas y realistas que la aqui estudiada. Mas concretamente, tendremos una situacién en la
que las distintas empresas tienen que determinar la cantidad a producir de un cierto producto,
con el objetivo de maximizar los beneficios finales.

Supongamos que la demanda maxima del mercado viene dada por d > 0 unidades del pro-
ducto en cuestién y que su precio, como funcién de dicha demanda méxima y de la produccion
total, viene dado por m4(p) = max{0,d — p} euros. Supongamos ademds que producir cada
unidad del producto tiene un coste de ¢ euros, con 0 < ¢ < d. Lo que haremos a continuacién
serd estudiar y comparar las soluciones obtenidas en los siguientes escenarios:

ESCENARIO I: Monopolio. Hay una tnica empresa en el mercado.

ESCENARIO II: Duopolio de Cournot. Dos empresas compiten eligiendo de manera si-
multdnea e independiente la cantidad a producir. Este modelo es considerado uno de los
precursores de la teorfa de juegos moderna, publicado por Cournot (1838) en el siglo XIX.

ESCENARIO III: Duopolio de Stackelberg. Similar al anterior, pero ahora una de las
empresas actia como lider, eligiendo primero la cantidad a producir. A la vista de la
decisién de la empresa lider, la segunda empresa (seguidora) decide su propia produccién.
1, Qué empresa saldra favorecida? ;lider o seguidora? Estas situaciones fueron planteadas
por primera vez por von Stackelberg (1934). Como veremos, es en este modelo en el que
aparecen los problemas binivel.

ESCENARIO I: Monopolio.

Supongamos que tenemos un monopolio con una demanda méaxima dada por d > 0. Cla-
ramente, nunca serd 6ptimo para el monopolista producir x > d unidades, pues incurriria en
un coste de produccion cx > 0 y el precio de venta seria 0 euros por unidad. En otro caso, el
beneficio del monopolista con una produccién x < d vendra dado por fi(z) = mg(x)x — cx =
(d — x)x — cx = (d — ¢)x — x2. Por tanto, la estrategia éptima del monopolista pasara por ma-
ximizar fq(x) con z € [0,d]. Ahora bien, como f}(x) = —2 para todo z, tenemos una funcién
céncava y, por tanto, la condicién f/j(z) = 0 es una condicién suficiente de optimalidad global.
Como f}(z) = (d — ¢) — 2z tenemos que fj(xz) =0siy sélosi z = (d—c)/2.

Por tanto, en el caso de un monopolista tenemos que la produccién éptima es = = (d—c)/2,
con un beneficio asociado para el monopolista dado por f;(Z) = (d — ¢)?/4. Por otro lado, el
precio de venta por unidad de producto seria (d + ¢)/2.

ESCENARIO II: Duopolio de Cournot.
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Procedemos ahora a estudiar el escenario en el que ambas empresas eligen sus niveles de
produccién simultdneamente. Tenemos que el beneficio de una empresa depende tanto del nivel
de produccién elegido por ella como del nivel de produccién elegido por la otra empresa. Esto
se corresponde con un juego no cooperativo con dos jugadores. Tanto el jugador 1 como el
jugador 2 han de elegir sus estrategias, 1 € [0,d] y z2 € [0,d], y tienen funciones de beneficio
asociadas dadas por

fj(:nl,:cg) = mg(r1 + 22)x1 — cry = madx{0, (d — 1 — x2)}x1 —cx1 y

ff(xl, x9) = wmg(r1 + x2)xe — cre = Max{0, (d — 1 — z2) }x2 — cxa.

En este juego estaremos interesados en buscar equilibrios de Nash (Nash, 1950, 1951), es decir,
estrategias T; y To tal que ningin jugador pueda ganar desviandose unilateralmente de las
mismas. Formalmente, queremos encontrar valores z1 y Ty tales que

f3(z1,Zo) para todo z1 € [0,d] ¥
f3(Z1,z2) para todo x5 € [0,d).

fi(@1, %) >
fi(#1,29) >
Por tanto, en un equilibrio de Nash ambos jugadores estdn maximizando dada la estrategia del
rival. Llamemos BR;(z;) a la mejor respuesta (Best Reply) del jugador i ante una produccion
xj de su rival. Si el jugador 1 toma como dada una estrategia xo € [0,d] del jugador 2, es
facil ver que su problema de maximizacién es equivalente al problema de un monopolista en
un mercado con demanda maxima dada por d — xo. Por tanto, por lo visto en el estudio de la
situacion de monopolio, su respuesta éptima seria BRi(z2) = (d — x2 — ¢)/2. Del mismo modo,
BRa(z1) = (d — 21 — ¢)/2. Por tanto, un equilibrio de Nash debe resolver el sistema

d—1xz9—c d—x1—c
A R A
que tiene por tnica soluciéon z; = Z3 = (d—c)/3. La produccién total viene dada por 2(d—c)/3,
que es mayor que la obtenida en el caso del monopolio, (d — ¢)/2. El beneficio de cada empresa
viene dado por (d — ¢)2/9, con lo que la suma de los beneficios de las empresas, 2(d — ¢)?/9,
también es menor que el beneficio del monopolista en el caso anterior, (d—c)?/4. Por tltimo, el
precio del producto pasa a ser (d+2c)/3, menor que en el caso de un monopolista, (d+c)/2. Esto
es consistente con el hecho de que, a mayor competencia, menores precios para los consumidores
y menores beneficios para las empresas.

ESCENARIO III: Duopolio de Stackelberg.

Para concluir, discutimos el escenario en el que la elecciéon de produccién es secuencial.
Supondremos que la empresa 1 acttia como lider, eligiendo la produccién en primer lugar, y
que la empresa 2 es la seguidora, eligiendo su producciéon conociendo ya la produccién de la
primera empresa. Desde el punto de vista de la teoria de juegos estamos ante un juego en forma
extensiva, en el que el concepto de solucién apropiado seria el llamado equilibrio perfecto en
subjuegos (Selten, 1975). La estrategia del jugador 1 consiste nuevamente en elegir =1 € [0, d|
y la estrategia del jugador 2 serd una funcién g2 : [0, d] — [0,d] que, para cada z1 € [0, d], elige
un nivel de produccién zy € [0,d]. Sus funciones de beneficio seran las mismas del apartado
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anterior, f(} y fdQ. De modo similar al equilibrio de Nash, un equilibrio perfecto en subjuegos
exige que ambos jugadores estén maximizando dada la estrategia del rival. Formalmente,

fa(@1,93(1) = fi(z1.g3(21)) para todo z1 € [0,d] 'y
3 (Z1,95(Z1)) > f3(Z1,x2) para todo o € [0,d)].

En este sencillo ejemplo podemos caracterizar explicitamente la funcién gfl. En equilibrio, gfl(wl)
serd lo mejor que el jugador 2 puede hacer tomando como dada la produccién del jugador 1.
Por tanto, podemos usar la funcién mejor respuesta del apartado anterior: g5(x1) = BRa(z1) =
(d — x1 — ¢)/2. Por tanto, el problema al que se enfrenta el jugador 1 es el de maximizar, con
x1 € [0,d], la funcién

_ d—z—c
falwr) = filer, (d =21 = 0)/2) = (d = @1 — (d = 21 =€) /2)ar — exy = (——5—)ar.
Como f%(z1) = —1 para todo z; € [0, d], tenemos nuevamente una funcién céncavay fi(z1) =0

es una condicién suficiente de optimalidad global. En este caso tenemos

- d—x1—c I d—c
/ - = —
Ja(x1) = 5 5 5 1,

con lo que la condicién fc’l(xl) = 0 implica que el éptimo es z; = (d — ¢)/2. Por tanto, la pro-
duccién 6ptima de la empresa lider en el duopolio de Stackelberg coincide con la produccion en
caso de monopolio. Sin embargo, aqui tenemos la produccién adicional de la empresa seguidora,
T2 = g3(Z1) = (d — ¢)/4. La produccién total es 3(d — c)/4. El beneficio de la empresa lider
es (d — c)?/8, el doble que el beneficio de la seguidora, (d — ¢)?/16, para un beneficio total de
3(d—c)?/16. El precio en este caso es (d+3c)/4. Nuevamente, podemos ver que la competencia
aumenta la produccién, reduce el beneficio de las empresas y también el precio a pagar por el
consumidor.

En la Tabla 5.2 presentamos el resumen de los resultados en los tres escenarios discutidos,
incluyendo una ilustracién numérica para el caso en el que d =15y ¢ = 3.

El poder obtener una expresién explicita para la funcién g2 ha sido fundamental para poder
obtener la caracterizaciéon analitica de la solucion del duopolio de Stackelberg. En general,
cuando nos enfrentamos a un problema binivel, no es posible tener dicha expresién explicita de
la solucién del problema del nivel inferior como funcién de la eleccién del nivel superior, lo que
complica sustancialmente la resolucién de estos problemas. A continuacién vamos a presentar
un procedimiento alternativo para resolver el duopolio de Stackelberg que tiene la gran ventaja
de servir de modo mucho méas general, sin requerir una expresién explicita para las soluciones
del nivel inferior. A continuacién presentamos la formulaciéon matematica del problema binivel
asociado al duopolio de Stackelberg, en la que usamos el hecho de que ningin jugador elegira
un nivel de produccién que lleve el nivel total por encima de la demanda maxima d:

maximizary, z, (d—x1 —x2)x] — ¢y
sujetoa 1 <d
I Z 0
T € argmax,, (d — x1 — T2)r2 — cT2
sujetoa  x1 + 22 <d
zo > 0.
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Resumen general de resultados

Prod. z1 Prod. z2 Prod. Total Benef.1 Benef. 2 Benef. Total Precio

. d—c (d—c)? d+c
Monopolio 5 - o°
d—c d—c 2(d—c) (d—c)? | (d—c)? 2(d—c)? d+2c

Duop. Cournot 3 3 3 3 5 5 5
d—c d—c 3(d—c) (d—c)? | (d—c)? 3(d—c)? d+3c

Duop. Stackelberg 5 e 1 3 5 T ,

Tlustracion para el casod =15y ¢ =3

Prod. z1 Prod. z2 Prod. Total Benef.1 Benef. 2 Benef. Total Precio

Monopolio 6 36 9
Duop. Cournot 4 4 8 16 16 32 7
Duop. Stackelberg 6 3 9 18 9 27 6

Tabla 5.2: Resumen de los resultados de los distintos modelos de competencia.

Resolver este problema es equivalente a encontrar la produccién asociada al equilibrio perfecto
en subjuegos que acabamos de caracterizar. El jugador 1 quiere maximizar sus beneficios,
sujeto a que el jugador 2, a la vista de la produccion elegida por el jugador 1, también lo esté
haciendo. Para mostrar el planteamiento general para resolver este tipo de problemas binivel,
presentamos una reformulacién equivalente como problema de minimizacién y con todas las
restricciones del tipo “menor o igual”, para tener la formulacién habitual con la que hemos
trabajado en este tema:

minimizary, z, 23 — (d — ¢ — x2)31

sujetoa 1 <d
—X1 S 0
z9 € argmin,, 23 — (d — ¢ — x1)z2
sujetoa =z + 22 <d
— 22 < 0.

(5.7)

Si aislamos el problema del nivel inferior tenemos

minimizar,, f(xs) =3 — (d —c — 21)x2
sujeto a  g1(x) =21 +a2—d <0
g2(x2) = —x2 <0,

donde d, ¢ y también x1 son parametros fijos. La funcion objetivo es convexa y la regién factible
también. Por tanto, al tener un problema de programacién convexa, las condiciones de KKT
(Teorema 5.6) son necesarias y suficientes para garantizar la optimalidad. Para presentar dichas
condiciones necesitamos conocer primero los gradientes de funciéon objetivo y restricciones:

Vf(rg) =213 —d+c+mz, Vai(rz) =1y Vgi(z2) =-1
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Ahora las condiciones de KKT, Teorema 5.6, unidas a la convexidad del problema en estudio,
nos dicen que una condicién necesaria y suficiente para que un punto factible Zs en el que
los gradientes de las restricciones activas son independientes sea un minimo es que existan
multiplicadores u; y us tales que

V f(x2) +u1 Vgi(x2) + u2 Vg (22) =0
u191(z2) =0, wuzga(x2) =0
up >0, ug >0,

y, sustituyendo, tenemos
200 —d+c+z1 +ur —u2 =0,
ui(zy + 22 —d) =0, —ugwe =20 (5.8)
up >0, wuz>0.

Es importante observar que los gradientes de las restricciones son paralelos entre si, lo que
podria ser un problema para cumplir la condicién de regularidad del Teorema 5.6. Sin embargo,
esto unicamente seria un problema si las dos restricciones estuviesen simultdneamente activas
en el punto en estudio, cosa que Unicamente podria suceder si x1 =d y x2 = 0.

Ahora podemos reemplazar el problema inferior en el problema binivel (5.7) por sus res-
tricciones de factibilidad més las restricciones de optimalidad de la Ecuacién (5.8), obteniendo
la siguiente formulacién en un dnico nivel:

. . . 2
minimizary, pou;us €7 — (d — ¢ — x2)21

sujetoa x1 <d
—$1§0
r1+xo—d<0
—$2§0
200 —d+c+x1+u —us =0
ul(acl—l—acQ—d):O
—uoxg =0
u120
UQZO.

Este problema captura, mediante las iltimas cinco restricciones, la condicién de optimalidad
del problema del nivel inferior del problema binivel original y, mediante las dos anteriores,
las condiciones de factibilidad de dicho problema, con lo que su resolucién es equivalente a
la resolucién del problema original. Por tanto, la resolucién de este problema en cualquier
optimizador global para distintos valores de d y ¢, a través de AMPL por ejemplo, nos permitiria
llegar a los mismos éptimos que con las soluciones analiticas obtenidas anteriormente. Como ya
hemos comentado, la ventaja de este método radica en que es un enfoque mucho mas general,
aplicable mas alla de pequenos problemas académicos como el que hemos estado discutiendo
en este apartado.

5.5.3 Clasificacion mediante support vector machines

En este apartado vamos a ver un pequefio ejemplo de cémo la optimizacién matematica vy,
en particular, la dualidad lagrangiana, aparece de modo natural en un campo tan activo en
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la actualidad como el del aprendizaje automatico (machine learning). Dado que el objetivo
es unicamente mostrar una aplicacién mas de los conceptos tedricos desarrollados en este te-
ma, solamente introduciremos aquellos conceptos propios del aprendizaje automatico que sean
necesarios para hacer la exposicién autocontenida.'”

Uno de los problemas mas habituales en el campo del aprendizaje automatico es el problema
de clasificacion. Se trata de un problema en el que se dispone de un conjunto predeterminado
de categorias o clases y de un conjunto de observaciones de entrenamiento para cuyos elementos
se conoce la clase a la que pertenecen. El objetivo es ser capaces de clasificar nuevas obser-
vaciones, es decir, determinar a qué clase pertenecen a partir del conocimiento aprendido con
la muestra de entrenamiento. La clasificaciéon se considera un tipo de aprendizaje supervisado,
pues conocemos de antemano las clases disponibles y, para cada observacién del conjunto de
entrenamiento, la clase a la que pertenece. Por contraposicion, la versiéon no supervisada es lo
que se conoce habitualmente como agrupamiento (clustering).

A la hora de ver cémo resolver un problema de clasificacién, vamos a centrarnos en una
de las técnicas de resoluciéon mas exitosas: las mdquinas de vectores de soporte, conocidas
habitualmente por sus siglas en inglés, SVM (support vector machines). Los trabajos pioneros
en esta técnica son Vapnik y Lerner (1963), Vapnik y Chervonenkis (1964, 1974) y, algo mas
recientemente, destacan los avances introducidos en Cortes y Vapnik (1995). De una u otra
manera, la investigacion actual en SVMs se apoya en los resultados e intuiciones desarrolladas
en estos primeros trabajos.

Problemas de clasificaciéon binaria

Durante toda la exposicién nos centraremos en problemas de clasificacién binaria, en los que te-
nemos unicamente dos categorias en las que clasificar nuestras observaciones. Ejemplos de estos
problemas pueden ser la clasificacién de pacientes en enfermos y sanos, de correos electrénicos
en basura y no basura, clasificacién en valido o invédlido en pruebas de calidad.

Partimos de un conjunto de [ observaciones, para cada una de las cuales tenemos los valores
de n variables explicativas. Por tanto, las observaciones vienen dadas por {x!,...,z'} Cc R".
Ademés, para cada observacién i € {1,...,1} tenemos su clasificacién y; € {—1,1}. El objetivo
es usar la informacién disponible en este conjunto de datos de entrenamiento para clasificar
una nueva observacién 2’ € R™.

Resolucion mediante support vector machines

En este apartado trabajaremos bajo el supuesto de que los datos son linealmente separables, es
decir, que existe un hiperplano en R™ capaz de dejar a un lado del mismo las observaciones con
etiqueta positiva y al otro las observaciones con etiqueta negativa. La Figura 5.12(a) muestra
un ejemplo de conjunto de entrenamiento separable y varios hiperplanos separadores. Aunque
el supuesto de que los datos son linealmente separables es muy restrictivo, da lugar a problemas
en los que se puede ilustrar mas limpiamente los fundamentos de los SVMs. Al final de este

%a inclusién de este apartado ha sido motivada por el Trabajo de Fin de Grado Dono-Caramés (2019), y
la exposicion se apoya parcialmente en el mismo.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



162 Tema 5. Optimizacion con restricciones. Conceptos tedricos

apartado comentaremos brevemente como las técnicas aqui presentadas se pueden usar con
datos no separables.

(a) Conjunto de datos linealmente separables. (b) Hiperplano separador de maximo margen.
Figura 5.12: Ejemplo de clasificaciéon con SVMs.

Recordemos que, en general, un hiperplano en R™ se define mediante un vector no nulo
w € R™ y un escalar b € R como el conjunto H(w,r) = {x e R" : w'x =r} = {x € R" :
Yo, wiz; = r}. Por tanto, en el caso de datos linealmente separables podremos elegir un
hiperplano H (w,r) tal que, dado i € {1,...,1}:

s Siy;=—1, wal —7r<0.

s Siy; =1, wzl —r > 0.
Ademés, dada una nueva observaciéon x°, esta seré clasificada como yg = —1 si w'a? —r <
0ycomoyp=1si wa’®—r > 0. En el caso de que w'a" = r diremos que esta nueva

observacién no es clasificable por H(w, 7). Nétese que esta técnica de clasificaciéon no permite
Gnicamente asignar nuevas observaciones a clases segin el signo de w'a" — r, sino que la
magnitud de este valor también nos da una forma de cuantificar la confianza que tenemos
en una clasificacién dada. De hecho, el error de un clasificador lineal a la hora de clasificar
nuevos datos puede ser acotado en funcién del margen que deja el hiperplano con respecto
a los datos de entrenamiento.!! Debido a esto, es natural tratar de encontrar el hiperplano
separador de maximo margen, ilustrado en la Figura 5.12(b) y en cuyo célculo nos centraremos
a continuacion.

Por comodidad, dado un hiperplano H(w, r) trabajaremos con b = —r, con lo que la regla de
clasificacién nos queda como g = —1 si wx® +b < 0y como yg = 1 si w'x? +b > 0. Ademés,
como estamos suponiendo que nuestros datos de entrenamiento son linealmente separables
tendremos que, para todo i € {1,...,1}, wx? +b < 0siy; = -1y wz'+b>0siy = 1.

1Un andlisis riguroso al respecto puede verse en Cristianini y Shawe-Taylor (2000).
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Como tenemos una cantidad finita de observaciones, podemos definir

¢ T,.2
B = z'e?%l?,lﬂw x' + b,
que en cierta manera representa la distancia al hiperplano de la observacién méas cercana al
mismo. El supuesto de separabilidad de los datos de entrenamiento nos asegura que [ # 0.
Ahora podemos “normalizar” nuestro hiperplano separador dividiendo por 3, pues H(w,r) y
H(w/B,r/B) representan al mismo hiperplano de R™. Supongamos entonces, sin pérdida de
generalidad, que estamos trabajando ya con el hiperplano normalizado, con lo que sabemos que

wzl +b< —1 siy; =—1
w'ze' +b>1 siy; = 1.

Estas condiciones se pueden expresar a través de las ecuaciones
yi(w 'z’ +b) —1>0, paratodoic{l,...,1}, (5.10)

que en nuestro problema de optimizacién seran las restricciones que aseguren que elegimos un
hiperplano que clasifica correctamente (separa estrictamente) las observaciones del conjunto
de entrenamiento. El siguiente paso es determinar la funcién objetivo que, como hemos dicho,
consistira en elegir el hiperplano de maximo margen. Veamos antes de nada cémo calcular
dicho margen. Sea x* una observacién en la que se alcanza min;¢ {17.”,1}\me@' + b|. Supongamos
ademads, sin pérdida de generalidad que * es una observacién positiva y, por tanto, al estar
ya asumiendo que el hiperplano estd normalizado tenemos que w'x* + b = 1. Para calcular la
distancia de =" al hiperplano basta calcular la distancia de x* a xP = proy(z*, H(w, —b)), la
proyeccién de ¥ sobre el hiperplano. Ahora bien, calcular P es equivalente a encontrar \ tal
que w' (z¥ + \w) + b = 0

—1

w(@" + ) +b=0 & wa" +b+ Aw]*=0 & 1+ M|w|*=0 < M Tl
w

k

Entonces, P = 2% — w/||w||? y la distancia entre * y el hiperplano se calcula como

lz* — 2P| = || —w/||w]*[| = 1/|lw].

Entonces 1/||w|| se corresponde con la distancia entre el hiperplano y la observacién maés
préoxima al mismo, que es lo que querremos maximizar. Tenemos ya todos los ingredientes
necesarios para definir el hiperplano separador de maximo margen. Debemos encontrar valores
para w y b de tal manera que se cumplan las restricciones dadas por (5.10) y se maximice 1/||w||.
Equivalentemente, podremos minimizar ||w|| o, incluso més facil, |w|? = w'w = 37, w?.
Para facilitar desarrollos posteriores serd conveniente dividir por dos esta funcién objetivo,
resultando en el problema de optimizacién

Clasificacién con SVMs. Problema primal.
minimizar,, sw'w (5.11)
sujeto a yi(w'x' +b)—1>0 i=1,...,1
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La funcién objetivo se puede como la funcién cuadratica %wTIanw, donde la matriz I,,x, €s
definida positiva. Dado que las restricciones de este problema son lineales, estamos ante un
problema de optimizacién convexa, lo que sabemos facilitard su resoluciéon. Ademaés, como la
funcién objetivo es estrictamente convexa, el Teorema 2.2 nos asegura que el 6ptimo global
es Unico. Sin embargo, estos problemas de clasificacién surgen habitualmente en contextos big
data con un numero muy elevado de observaciones en el conjunto de entrenamiento, lo que
se traducird en un ntmero muy elevado de restricciones. Esto puede dar lugar a problemas
dificiles de resolver, a pesar de la convexidad.

A continuacién vamos a presentar el dual del problema de optimizacién (5.11). La conve-
xidad de (5.11) nos asegura que se cumplird el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19),
con lo que sera equivalente resolver los problemas primal y dual. En este caso, la utilidad del
problema dual no es tanto que ayude a resolver el problema mas rapido, sino que permite com-
prender mejor ciertas propiedades del hiperplano de méximo margen. Ademaés, la mayoria de
las extensiones de la clasificaciéon con SVMs se definen de modo més natural sobre el problema
dual.

La funcién lagrangiana, cambiando previamente las restricciones a —y;(w'a® +b) +1 < 0,
viene dada por

l
L((w,b),u) = %wT'w - z:ul(yz(wTaBZ +b) +1)
i=1
y la funcién dual asociada es £P(u) = inf,,, L((w, ), u). Entonces, el problema dual de (5.11)
se corresponde con maximizar,>o £”(u). A continuacién mostraremos que las soluciones del
problema £ (u) se pueden caracterizar analiticamente, lo que facilitara la formulacién y reso-
lucién del dual. Para cada vector u de multiplicadores, £ (u) también es un problema convexo
y sus condiciones de optimalidad son,

oL (u) :
L7 (w) _ s = 12
% 0 @;ﬂuy 0 (5.12)
y, para cada j € {1,...,n},
arb ¢ A : ;
au](;) =0 & wj — i:E 1 Uzyzxz =0, conloque w= ;:1 uyix. (5.13)

Las ecuaciones (5.12) y (5.13), resultantes de las condiciones de optimalidad de la funcién dual,
nos ayudan a entender mejor el problema que estamos resolviendo y ciertas propiedades de sus
soluciones:

= La expresion w = 22:1 u;y;x’ nos dice que el vector normal al hiperplano de maximo
margen se corresponde con una combinacién lineal de los datos de entrenamiento.

= También sabemos que los inicos coeficientes u; que serdan distintos de cero seran aquellos
cuyas restricciones se saturen en el 6ptimo. Estas observaciones son las que se llaman
“vectores de soporte” y dan nombre al método. En el problema primal (5.11) las res-
tricciones saturadas son justamente aquellas que cuyas observaciones asociadas estan a
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distancia minima del hiperplano. Por tanto, el hiperplano de maximo margen no se vera
modificado por pequenos cambios en observaciones que no estén a distancia minima de
él (cambios en vectores que no son de soporte).

s Alavistadew = Z _1 uy;x’, si entendemos cada u; como una medida de la importancia
de la observaciéon ' en determinar w, entonces la condicién Z —1 %;y; = 0 nos dice que
el peso total de las observaciones positivas y negativas es el mismo.

= Estamos también en condiciones de entender la razén del nombre “vectores de soporte”. Si
miramos la Figura 5.12(b), vemos que hay tres vectores de soporte, dos correspondientes
a observaciones negativas y uno correspondiente a una observaciéon positiva. Supongamos
ahora que desde cada una de ellas aplicamos una fuerza de intensidad wu; y direccion
y;w/||wl||. La condicién Yt_; u;y; = 0 nos dice entonces que las fuerzas aplicadas sobre
el hiperplano se compensan, este no se desplazaria en la direccién w/||w|| ni hacia las
observaciones positivas ni hacia las negativas. En cierta manera, estas tres observaciones
estan “soportando” al hiperplano en equilibrio. De hecho, se puede demostrar ademas
que el momento de las fuerzas aplicadas es cero, con lo que no habria ningin efecto de
rotacién en el hiperplano.

» La clasificacién de una nueva observacién z° depende del signo de w'z® + b, que es lo
mismo que Y'_; (uiyi(x")"z®) + b. Si pensamos en ()72’ como una medida de la “se-
mejanza” o “afinidad de direcciones” entre «’ y 2° (cuanto més ortogonales méas préximo
a cero estard este valor), vemos que a la hora de clasificar £° tendrdan més peso las
observaciones mas “afines”.

Reescribamos ahora la funcién £ (u) usando las ecuaciones (5.12) y (5.13):

!
ED(u):mf §'ww Zuz yi(w'z’ +b) + 1)

=1
l l
Y Z Z uzu]yly] Z Z uzu]yzy] wj - Z u;y;b + Z Uj;
171 J=1 i=1j=1 =1 =1
- Z Wi = Z Z iy (x') @
171 7=1

Por 1dltimo, apoyandonos en esta formulacién explicita de las soluciones del subproblema dual y
sin olvidarnos de la Ecuacion (5.12), tenemos que el problema dual del problema de clasificaciéon
con SVMs se puede formular como

Clasificacion con SVMS. Problema dual.

maximizar,, Zuz -3 Z E uiu;yy; (e )

l HisE (5.14)

sujeto a Zulyz =0
i=1
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Sabemos que el problema de optimizacion dual siempre es un problema de maximizacién cén-
cava, con lo que todo maximo local serd también global. Dada una solucién é6ptima u del dual,
podemos recuperar la soluciéon del primal sin mas que calcular w = 22:1 wy;x’ v obtener b
despejando en la restriccién asociada a alguna observacién con u; # 0 (pues sabemos que la
restricciéon asociada se satura).

A la hora de elegir entre resolver el primal y el dual que hemos formulado, hay que tener
en cuenta que, si bien el dual tiene esencialmente una tnica restriccién, el namero de varia-
bles es ahora mucho mas grande: una por cada observacion del conjunto de entrenamiento.
Ademas, la propia formulaciéon del problema se complica, pues definir la funcién objetivo pasa
por hacer un triple bucle que tendra [ x I x n sumandos.'? Ademads, teniendo en cuenta que
el gradiente de £P (u) tiene también [ componentes y que la mayoria de los optimizadores
punteros se apoyan de una u otra manera en el gradiente, su calculo iteracién a iteracién puede
resultar computacionalmente muy costoso. Esta dificultad que acabamos de comentar aparece
de modo recurrente en los campos del big data y machine learning. Es por esto que se han
diseniado algoritmos especificos, que intentan aprovechar la estructura de estos problemas. Es-
pecialmente populares son los algoritmos de gradiente estocastico, que en cada iteraciéon usan
Gnicamente un subconjunto reducido del conjunto de entrenamiento; en nuestro problema es-
to supondria calcular iinicamente un subconjunto reducido de las componentes del gradiente.
Este subconjunto reducido se elige aleatoriamente y cambia iteracion a iteracion. Esto permite
reducir significativamente el coste computacional en cada iteraciéon y se puede demostrar que
los métodos resultantes mantienen buenas propiedades de convergencia.

Extensiones y generalizaciones del SVM basico

La clasificacién mediante SVMs que acabamos de presentar presenta principalmente dos grandes
limitaciones que comentamos a continuacién:

Problemas no separables. El método tal y como lo hemos descrito no es aplicable a pro-
blemas donde los datos de entrenamiento no sean linealmente separables.

Sensibilidad excesiva. El método es muy sensible a las observaciones dadas por los vectores
de soporte. Cambios en una de estas observaciones, incluso manteniendo fijo el resto del
conjunto de entrenamiento, pueden dar lugar a hiperplanos totalmente distintos. Dado
que las observaciones suelen estar sujetas a ruido estadistico, esta falta de estabilidad
puede limitar la fiabilidad del método a la hora de clasificar nuevas observaciones.

Un método habitual para trabajar con problemas que no son linealmente separables es
pasar las observaciones de entrenamiento a un espacio de dimensién superior. Ilustraremos la
idea con un sencillo ejemplo. Considérese el conjunto de observaciones de entrenamiento de la
Figura 5.13, con las observaciones positivas en los cuadrantes primero y tercero y las observa-
ciones negativas en los cuadrantes segundo y cuarto. Claramente, no hay ningtn hiperplano
que separe las observaciones negativas de las positivas. Sin embargo, es muy facil dar una re-
gla de clasificacién para este conjunto: el signo de una observacién coincidird con el signo del

2En el cédigo AMPL complementario a este apartado puede verse que la resolucién directa del dual mediante
optimizadores generales es mucho més lenta que la del primal.
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Figura 5.13: Ejemplo de problema no separable linealmente.

producto de sus dos coordenadas. Esta se una regla de clasificacién “no lineal”, pero que puede
ser obtenida también trabajando con SVMs en dimensién superior. En este caso, bastaria con
pasar cada observaciéon x! = (z¢,z}) € R? a ' = (xf,z}, x! - ) € R3. Asf definido, con
las observaciones en R3, ya podriamos calcular el hiperplano separador de méximo margen y
obtendriamos una regla similar a la regla no lineal anterior.

Es importante destacar que transformaciones como la que acabamos de describir permiten
utilizar separacion mediante hiperplanos en el espacio transformado para obtener reglas de
clasificacién no lineales en el espacio original. Para dar méas generalidad a los SVMs también
se puede reemplazar el producto escalar (z?)"x’ que aparece en (5.14) por otro producto es-
calar convenientemente elegido en el espacio de dimensién superior. En general, esto se lleva
a cabo mediante las llamadas funciones kernel que “miden” la afinidad de dos observaciones
y normalmente se denotan por k(zx’,x’). Estas funciones se suelen elegir de tal manera que,
al reemplazar (z')"@’/ por k(x’,x’) en el problema (5.14), se siga teniendo un problema de
maximizacion sobre una funcién céncava. El enfoque que acabamos de describir se aplicé por
primera vez en Boser y otros (1992).

El enfoque que acabamos de comentar es muy general pues, incrementando suficientemente
la dimensién del espacio de caracteristicas de las observaciones de entrenamiento, cualquier
problema se puede convertir en un problema linealmente separable en el espacio aumentado.
Sin embargo, al hacer esto se corre el riesgo de caer en uno de los problemas mas habituales de
la estimacién estadistica: el sobreajuste. Obtendriamos un clasificador muy a medida para las
observaciones del conjunto de entrenamiento y que posiblemente no se comportaria de manera
adecuada a la hora de clasificar nuevas observaciones. Por tanto, es importante encontrar un
buen equilibrio entre la capacidad de separacion del SVM resultante y su poder predictivo ante
nuevas observaciones.

A continuacién presentamos la idea de una de las formas méas habituales de conseguir el
equilibrio anterior y poder implementar SVMs sobre problemas no separables linealmente que,
ademas, controle los problemas de sensibilidad de los métodos ante cambios en las observaciones
asociadas a los vectores de soporte. La idea, discutida originalmente en Cortes y Vapnik (1995) y
Vapnik (1995), consiste en calcular hiperplanos de margen “suave” (soft margin hyperplanes).
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Formalmente, se relajan las restricciones que imponen la correcta clasificacién de todas las
observaciones del conjunto de entrenamiento anadiendo variables de holgura:

Clasif. “suave”. Prob. primal.
minimizar,, p s %wTw + % Zi:l Sq
sujeto a  y;(w'x’ +b) —1> —s; Vi
S; Z 0 Vi

Clasif. “dura”. Prob. primal.
minimizar,, ; %wT'w
sujeto a  yi(w'x'+b)—1>0 Vi

De esta manera, cuanto mayor sea M, méas se penalizaran las clasificaciones incorrectas, pero el
problema tendra soluciones factibles aunque el conjunto de entrenamiento no sea linealmente
separable. Por supuesto, una de las claves del éxito de los clasificadores asociados es la eleccion
del valor M, aunque también hay variantes de la clasificacién suave mas sofisticadas que la
aqui presentada. La clasificacién suave se puede llevar a cabo combinada con las funciones
kernel descritas anteriormente. Por ultimo, no es dificil probar que el tnico cambio requerido

en el problema dual consiste en anadir cotas superiores % a las variables duales, obteniendo

la siguiente formulacién:'?

Clasificacién “suave” y con kernel. Problema dual.

l l l
o 1 o
maximizar, L (u) = Z Ui~ Z Z wiuyiyik(x', x?)
=1 i=17j=1
l

sujeto a ZuzyZ =0

=1

u; > 0 =1, N

M
UZ' S T 1 = 1, . ,l

5.6 Ejercicios adicionales

**Ejercicio 5.10. Considera el siguiente problema de programacién lineal:

maximizar x1 + 3x9
sujeto a 2x1 + 322 <6
—x1 + 4z <4
I Z 0
zo > 0.

= Escribe las condiciones de optimalidad de KKT.

= Verifica, para cada punto extremo de la region factible, las condiciones de KKT, tanto
algebraica como geométricamente.
<

**Ejercicio 5.11. Considera el siguiente problema de optimizacion:

minimizar 3 + 223
sujetoa x1 —ax2 —2=0.

13La derivacién formal del problema dual puede consultarse en Cortes y Vapnik (1995).
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= Encuentra un punto que satisfaga las condiciones de KKT y verifica que, efectivamente,
es una solucién 6ptima.

» Responde a la misma pregunta si la funcién objetivo se reemplaza por f(x) = z3 + 23.
<

**Ejercicio 5.12. Considera el siguiente problema de optimizacion:

minimizar xf + 23 + 1223 + 623 — 1122 — 11 — 22
sujetoa x1+x2>6
21‘1 — T2 2 3
T Z 0
Ty > 0.

Escribe las condiciones de KKT y apdyate en ellas para demostrar que el punto & = (3, 3) es
la tinica solucién 6ptima. <
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6.1 Introduccioén a las técnicas de descomposicion

La resolucién de problemas reales mediante herramientas de optimizacion matematica requiere
modelizar sistemas cada vez mas complejos, para los cuales se dispone cada vez de mas in-
formacion. Debido a esto, cada vez mas frecuente encontrarse con problemas de optimizacién
de gran tamano, cuya resolucién directa puede resultar computacionalmente prohibitiva. Por
otro lado, es también frecuente que estos problemas tengan una estructura subyacente, como la
separabilidad del problema de planificacion energética de la Seccion 5.5.1. Es en este contexto
en el que cobran especial importancia las técnicas de descomposicién, que buscan explotar estas
estructuras para conseguir resolver el problema de partida mediante la resolucién, habitual-
mente iterativa, de una gran cantidad de subproblemas mucho mas sencillos. Por ejemplo, en el
problema de planificacién energética, con la ayuda de la dualidad lagrangiana, se puede resolver
el problema original mediante la descomposiciéon del problema dual en sencillos subproblemas
unidimensionales que pueden ser resueltos de manera independiente.

Una ventaja importante que ofrecen este tipo de técnicas de descomposiciéon es que la
resoluciéon de los subproblemas de cada iteracion puede llevarse a cabo en paralelo, siendo
idoneos para su despliegue en superordenadores o entornos de computacién en la nube.

Las técnicas de descomposicién en programacion matematica cubren practicamente todas
las areas de la misma: descomposicién en optimizacién lineal y no lineal, en optimizacién entera,
en optimizacion estocdstica,. .. Un libro de referencia al respecto es Conejo y otros (2006). Para
facilitar la exposicién en esta seccion, que no pretende ser mas que una primera toma de contacto
con este tipo de técnicas, nos centraremos en dos técnicas de descomposicién que surgieron en
el contexto de la optimizacién lineal y que son de gran aplicabilidad en problemas reales: el
algoritmo de Dantzig-Wolfe (Dantzig y Wolfe, 1960) y el algoritmo de Benders (Benders, 1962).

Practicamente todas las técnicas de descomposicién se apoyan de una u otra manera en
conceptos de dualidad, lo que hace que algunos de los algoritmos resultantes sean relativamente
complejos. Es por esto que, al restringirnos a problemas lineales, las ideas se veran de manera
mucho mas clara, siendo también estas mismas ideas los pilares en los que se apoyan las
técnicas para problemas no lineales, aunque con la dualidad clésica en programacién lineal
siendo habitualmente reemplazada por la dualidad lagrangiana (en la linea del ejemplo de la
Seccién 5.5.1).

6.1.1 Restricciones y variables “complicantes”

Comenzamos presentando las dos estructuras de descomposicién que aparecen mas frecuente-
mente en la practica:

Problemas con restricciones complicantes. Se trata de problemas de programaciéon ma-
tematica en los que una parte importante de la complejidad de resolucién se debe a un
subconjunto, tipicamente pequeno, del conjunto de restricciones. Es para este tipo de
problemas para los que es adecuado el algoritmo de Dantzig-Wolfe.

En la practica, las situaciones mas frecuentes en las que aparecen restricciones complican-
tes son aquellas en las que, sin la existencia de dichas restricciones, el problema original
podria descomponer en subproblemas independientes. Estas restricciones también suelen
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llamarse “linking constraints” o “coupling constraints”, pues son restricciones que engan-
chan entre si los distintos subproblemas, impidiendo resolverlos de modo independiente.
La Figura 6.1(a) muestra la estructura tipica de la matriz de restricciones de un problema
con restricciones complicantes. En dicha figura podemos ver que si las restricciones aso-
ciadas al iltimo bloque de filas de la matriz no estuvieran presentes, entonces, podriamos
descomponer el problema original en ng bloques independientes.

By | - ; o ;
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‘ ‘ ‘ (b) Matriz de restricciones de un problema con variables

(a) Matriz de restricciones de un problema complicantes.

con restricciones complicantes.

Figura 6.1: Estructuras matriciales susceptibles de ser atacadas con técnicas de descomposicion.

Problemas con variables complicantes. Se trata de problemas de programacién matema-

tica en los que una parte importante de la complejidad de resolucién se debe a un sub-
conjunto, tipicamente pequeno, del conjunto de variables. Es para este tipo de problemas
para los que es adecuado el algoritmo de Benders.

De modo similar al caso de las restricciones complicantes, unas de las situaciones mas
frecuentes en las que aparecen variables complicantes son aquellas en las que, si pudiése-
mos fijar el valor de dichas variables, el problema resultante podria resolverse mucho mas
eficientemente, ya sea por poder descomponerse en subproblemas independientes o, por
ejemplo, porque la variables complicantes son variables enteras y una vez fijadas pasamos
a tener un problema de programacion lineal. La Figura 6.1(b) muestra la estructura tipi-
ca de la matriz de restricciones de un problema con variables complicantes que, una vez
fijadas, permiten descomponer el problema resultante en subproblemas independientes.
En este caso, fijando los valores de las variables asociadas al ultimo bloque de columnas
de la matriz, podriamos pasar a los lados derechos las constantes resultantes, obteniendo
un problema que se puede descomponer en ng subproblemas independientes.

Es interesante destacar que, a la hora de resolver problemas de programacion lineal, los

algoritmos de Dantzig-Wolfe y Benders son esencialmente duales entre si. La razén es que, al
ser las matrices de restricciones de un problema y su dual traspuestas entre si, el dual de un
problema con variables complicantes es un problema con restricciones complicantes y viceversa,
como puede apreciarse en las dos matrices de la Figura 6.1. En problemas de programacion
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entera, que son en los que el algoritmo de Benders ha sido particularmente exitoso, esta relacion
mediante dualidad se desvanece y la comparacién entre ambos resulta mas compleja.

Los problemas susceptibles de ser resueltos mas eficientemente mediante el uso de técnicas de
descomposicién aparecen en multitud de aplicaciones. El primer capitulo del libro Conejo y otros
(2006) esté dedicado integramente a describir este tipo de aplicaciones. Algunas situaciones en
las que aparecen estructuras adecuadas para este tipo de técnicas son las siguientes:

Miultiples plantas/fabricas. Sistemas de produccién con multitud de unidades similares en-
tre si como plantas, fabricas, almacenes, hospitales,. .. La gestién eficiente de estos siste-
mas pasa habitualmente por la optimizacion “independiente” de la gestién de cada una de
las unidades que los componen, pero sujetos a algunas restricciones agregadas, como la de
satisfacer una cierta demanda de manera conjunta. Un ejemplo de este tipo de problemas
lo hemos visto ya en el problema de planificacién energética de la Seccién 5.5.1.

Optimizaciéon dinamica. Cuando tenemos que gestionar un determinado sistema a lo largo
de distintos periodos de tiempo, es comin que los problemas de optimizacién de cada
etapa sean relativamente independientes entre si, pero con unas “linking constraints” que
enganchen las decisiones de una etapa con las siguientes.

Optimizacién bajo incertidumbre. En muchos problemas hay incertidumbre sobre el va-
lor que tomaran ciertos parametros, como podrian ser precios y/o demandas. En estos
casos, es natural atribuir probabilidades a los distintos escenarios que pueden producirse.
Como la cantidad de escenarios puede ser muy grande, es habitual disenar técnicas de
descomposicién que combinen la resolucién independiente de los distintos escenarios con
la inclusion de “linking constraints” que aseguren que la solucién resultante es factible y
o6ptima en el problema completo, no sélo en algunos de los escenarios.

6.1.2 Ejemplo ilustrativo: Problema de transporte (PTM)

Para ilustrar las técnicas de descomposiciéon de este tema vamos a apoyarnos en un problema
de flujo en redes. Mas concretamente, trabajaremos con un problema de transporte “multicom-
modity”, en el que distintas “mercancias” fluyen por la red. Mas concretamente, tendremos los
siguientes elementos:

Origenes. O, conjunto de almacenes de los cuales salen las mercancias.
Destinos. D, conjunto de destinos a los cuales tienen que llegar las mercancias.
Mercancias. M, conjunto de mercancias a transportar entre origenes y destinos.

Costes. Para cada par origen-destino (i,5) € O x D y cada mercancia m, tenemos c;jm,, €l
coste de enviar una unidad de m desde 7 a j.

Capacidades. Para cada par origen-mercancia (i,m) € O x M, tenemos s;,, > 0, el suministro
disponible de la mercancia m en el almacén i.

Demandas. Para cada par destino-mercancia (j,m) € D x M, tenemos d;,, > 0, la demanda
de la mercancia m en el destino j.
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Flujos. Las variables del problema de optimizacién. Para cada par origen-destino (i, j) y cada
mercancia m, hay que determinar f;j;,,, la cantidad de mercancia m a enviar desde ¢ a j.

Problema equilibrado. Para que el problema resultante tenga soluciones factibles es nece-
sario que, para todo m € M, > ,co Sim > > jep djm- Se puede asumir, sin pérdida de
generalidad, que el problema es equilibrado en todas las mercancias: para todo m € M,
>ico Sim = 2_jep djm- Basta con anadir un destino ficticio al conjunto D que, para cada
m € M, tiene demanda };co Sim —>_jep djm y costes de envio asociados igual a cero. Los
envios a este destino ficticio representan las unidades de cada mercancia que se quedan

en cada almacén.

Tenemos entonces el problema de elegir los flujos f;j, para minimizar los costes de trans-
porte, al mismo tiempo que se abastecen las demandas y se respetan las capacidades de los

almacenes:

PROBLEMA DE TRANSPORTE MULTIMERCANCIA

minimizar Z Z Z CijmJijm
meM i€0 jED
sujeto a Z fijm = Sim 1€0, meM (PTM)
JED
Zfijm:djm jGD,mGM
€0
Jijm =0 i€0, j€D, me M.

Claramente, este es un problema que se puede descomponer en |M| problemas independientes,
uno por cada mercancia. En este caso, su resoluciéon eficiente no requiere de ninguna técni-
ca especifica. A continuacién presentamos dos variantes naturales de este problema, una con
restricciones complicantes y otra con variables complicantes.

En primer lugar, el problema con restricciones complicantes surge de considerar una situa-
ci6n en la que el transporte entre cada par origen-destino (4, j) se hace mediante vehiculos que,
en total, admiten un peso méaximo pj;**. Entonces, el problema se convierte en:

PTM CON RESTRICCIONES COMPLICANTES

minimizar Z Z Z Cijm fijm

meM icO jeD

sujeto a Z fijm = Sim
jeD
> fijm = djm
€0
Z pmfijm < plr};ax
meM
fijm =0
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1€0, meM

. Ny (PTM-RC)
je€D, me

1€0, jeD

(Restricciones complicantes)
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donde cada coeficiente p,, representa el peso de la mercancia asociada. Este problema ya no
puede ser resuelto tomando el subproblema de cada mercancia de manera independiente, pues
no garantizariamos que se cumpliesen las restricciones de capacidad agregadas. Si pudiésemos
prescindir de estas restricciones agregadas recuperariamos la descomposicién del problema en
subproblemas independientes, que es lo que explotara el algoritmo de Dantzig-Wolfe.

Para la variante de (PTM) con variables complicantes, supongamos que tenemos que decidir
simultaneamente qué almacenes abrir y qué enviar entre cada almacén abierto y cada destino.
Tenemos un problema llamado de localizacién acoplado con nuestro problema de transporte
original. Mas concretamente, para cada almacén i € O tenemos que decidir si lo queremos
construir o no, y esta decisién la modelizaremos con variables binarias y; € {0,1}. El coste fijo
asociado a construir el almacén ¢ viene dado por ch- > 0. En el problema resultante las restric-
ciones deberan contemplar que tinicamente se podran enviar mercancias desde los almacenes
que se decida construir:

PTM CON VARIABLES COMPLICANTES

minimizar Z cfyi + Z Z Z Cijm Jijm

€M meM i€0 jeD
sujeto a Z fijm < Sim¥i 1€0, meM
j€ED (PTM-VC)
Zfijm: im j€D, meM
1€0
Y € {O, 1} 1 € O (Variables complicantes)
fijm >0 i€0, jeD, meM.

La decisién de construir o no un determinado almacén afecta a todas las mercancias, de modo
que la presencia de las variables y; también impide la resolucién independiente del problema
asociado a cada mercancia. Ademds, por tratarse de variables binarias, pasamos de tener un
problema de optimizacién continua a tener un problema de optimizacion discreta. Ahora no
tiene sentido asumir que estamos ante un problema equilibrado en el que la suma de suminis-
tros coincide con la suma de demandas, pues eso implicaria automaticamente que se tienen que
construir todos los almacenes. Una vez fijado el valor de las variables de construccion, el pro-
blema resultante vuelve a ser un problema de optimizacién continua que se puede descomponer
en problemas independientes, que es de lo de que se aprovecharé el algoritmo de Benders.

6.1.3 Dantzig-Wolfe y Benders: Esquema general

Los algoritmos de Dantzig-Wolfe y Benders proceden de una manera similar, descomponiendo
el problema de partida como sigue:

Problema maestro. Se encarga de las restricciones/variables complicantes.
Subproblema(s). Se encargan del resto de restricciones/variables.

Una de las claves del éxito de estos algoritmos radica no tanto en descomponer el problema
original en el par maestro-subproblema, sino en el hecho de que el subproblema tenga una
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Informacién de restricciones/variables complicantes
>

Subproblema 1
Subproblema 2

maestro — ——| Subproblema 3
reducido

Variables/restricciones para anadir

<

[ Subproblema ng J

Figura 6.2: Esquema general de los algoritmos de Dantzig-Wolfe y Benders.

estructura adecuada para poder descomponerlo a su vez en una serie de subproblemas que pue-
dan ser resueltos de manera independiente. Una vez se ha obtenido una descomposicién como
la que acabamos de comentar, ambos algoritmos proceden de acuerdo al siguiente esquema,
ilustrado en la Figura 6.2:

(i) Se parte de una versiéon reducida del problema maestro, que contiene:
En problemas con restricciones complicantes, un subconjunto del conjunto de variables.

En problemas con variables complicantes, un subconjunto del conjunto de restricciones.
(ii) Los algoritmos resuelven iterativamente el problema maestro reducido y los subproblemas:

= El problema maestro reducido envia a los subproblemas informacion relativa a las
variables/restricciones complicantes.

= Los subproblemas envian informacién relativa a variables o restricciones que deben
ser afiadidas al problema maestro reducido:

— Variables en el caso de Dantzig-Wolfe, motivo por el que es una técnica de
generacién de columnas.

— Restricciones en el caso de Benders, motivo por el que es una técnica de gene-
racién de filas.

6.2 Recordatorio de programacion lineal

Antes de presentar formalmente los algoritmos de Dantzig-Wolfe y Benders es conveniente
hacer un breve repaso de algunos conceptos y resultados de programacién lineal en los que se
apoyan dichos algoritmos.
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6.2.1 Puntos extremos y direcciones extremas

Comenzamos recordando las definiciones de punto extremo y direccién extrema, ilustrados en
la Figura 6.3 y que ya han sido usados previamente en estas notas.

24 S

T
14

3
d 42

0 f f f f f | 0 f t t f f |

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

(a) Puntos extremos de un conjunto convexo: x, y y (b) Direcciones extremas de un conjunto convexo:

z son puntos de S, pero sélo & es un punto d', d? y d® son direcciones del conjunto S, pero
extremo. sélo d* y d? son direcciones extremas. C es el

cono de direcciones de S.

Figura 6.3: Ilustracién de los conceptos de punto extremo y direccién extrema.

Punto extremo. Dado un conjunto convexo S, un punto z € S es un punto extremo de .S si
no puede ser representado como una combinacién convexa estricta de dos puntos distintos
de S. Formalmente, si z = Ax + (1 — A)y con A € (0,1), entonces z =x = y.

Direcciéon. Dado un conjunto convexo S, un vector d # 0 es una direccién de S si para cual-
quier punto x € S, el rayo de vértice & y direccién d estd contenido en S. Formalmente,
para todo A > 0, € + Ad € S. Un conjunto acotado no tiene direcciones.

Dado un poliedro de la forma S = {x : Az < b,z > 0} y una direccién d # 0, entonces
d es una direccion de S si y sélo si, para todo & € S y todo A > 0,

A(z+Md)<b y z+Ad>0.

Como x € S tenemos que Az < by x > 0 con lo que, usando que A > 0, tendremos que
d # 0 es una direccién de S si y sélo si

Ad<0 y d>0.

Decimos que dos direcciones d' y d? son distintas si no existe A > 0 tal que d' = \d>.
Entonces, es facil ver que el conjunto de direcciones se puede representar como

D={d:Ad<0,1d=1,d > 0}. (6.1)

Direccién extrema. Dado un conjunto convexo S, una direccién d de S es una direcciéon
extrema si no puede ser representada como una combinacién cénica estricta de dos di-
recciones distintas de S. Formalmente, d es una direccién extrema de S si, dadas dos
direcciones v' y v? de S, la igualdad d = A\jv! + Agv? con A\ > 0 y Ay > 0 implica que
d, v! y v? representan la misma direccion.
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6.2.2 Teorema de representaciéon de Carathéodory

A continuacién presentamos dos resultados clasicos relativos a la geometria de los poliedros, cu-
yas demostraciones pueden encontrarse en cualquier libro de programacion lineal como Bazaraa

y otros (2009).

Teorema 6.1 (Teorema de Carathéodory). Sea S C R™ el poliedro no vacio definido por
{x : Ax < b,x > 0}, entonces un punto & pertenece a S si y sélo si puede ser representado
como una combinacion convexa de los puntos extremos de S mads una combinacion conica de
sus direcciones extremas.

Equivalentemente, si denotamos por ¥ con k € K a los puntos extremos de S y por d' con

l € L a sus direcciones extremas, entonces & € S si y solo st

T = Z ez + Z,uldl, donde

keK leL

Z )\k = 17

= (6.2)
M2>0, keK, y
w >0, lelL.

Proposicion 6.2. Dado un problema de programacion lineal con region factible no vacia, las
siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) Si el problema tiene solucion éptima finita, al menos uno de los puntos extremos de la
region factible serd dptimo.

(ii) Si el problema es de minimizacion, entonces tiene solucion dptima finita si y sélo si no
existe ninguna direccion extrema d de la region factible tal que ¢'d < 0.1

6.2.3 Calculo de una direccién extrema en un problema sin 6ptimo finito

La mayoria de los optimizadores lineales, en caso de encontrarnos con un problema sin 6ptimo
finito, nos devolveran una direcciéon extrema del mismo en la cual podemos movernos haciendo
que la funcién objetivo mejore indefinidamente. Esto es algo que el propio método simplex
identifica en este tipo de problemas. A continuacién presentamos una forma directa de calcular
este tipo de direcciones extremas.

Supongamos que tenemos un problema de programacién lineal de la forma

minimizar ¢’z
sujetoa Ax <b
x > 0.

Considérese ahora el siguiente problema

minimizar c¢'d
sujetoa Ad <0
1d =1
d>0.

'En el caso de problemas de maximizacién, la condicién cambia a ¢'d > 0.
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El conjunto factible de este problema se corresponde con el conjunto de direcciones asociadas
a la regién factible del problema original, como vimos en la Ecuacién (6.1). Ademds, como
es habitual, las soluciones 6ptimas obtenidas al aplicar el método simplex seran direcciones
extremas. Por tultimo, si la funciéon objetivo en el éptimo es menor que cero, entonces por el
segundo apartado de la Proposicién 6.2 tendremos que la direccién extrema 6ptima es una
direccién en la cual la funciéon objetivo del problema original mejora indefinidamente.

Para terminar, presentamos algunos comentarios relativos a este procedimiento de célculo
de direcciones extremas:

= Dado que, para todo A > 0, d y Ad representan la misma direccion, la restriccion 1d =1
es importante para asegurar que el problema tiene 6ptimo finito.

» En caso de que el problema original tenga una restriccién de la forma Alx > b;, en el
problema auxiliar corresponderd también una restriccion Afd > 0.2

» En caso de que el problema original tenga una restriccién de la forma Alx = b;, en el
problema auxiliar corresponderd también una restriccién de igualdad Ald = 0.3

= Si el problema original no tiene la restriccion de que las variables sean no negativas,
tampoco debe tener dicha restriccién el problema auxiliar. Ademas, la condiciéon 1d = 1
yva no asegura que el problema auxiliar sea acotado, con lo que debe ser reemplazada,
por ejemplo, por cotas inferiores y superiores para las variables. Para asegurar que no
se elimina ninguna direccién del conjunto, las cotas inferiores deben ser negativas y las
superiores positivas. Por ejemplo, exigiendo que, para todo j, d; € [-1,1].

= Si el problema original es de maximizar, entonces también el subproblema sera de maxi-
mizar y las direcciones extremas en las que el objetivo mejora indefinidamente se corres-
ponden son soluciones con funcién objetivo mayor que cero.

6.2.4 Dualidad y costes reducidos

Supongamos que tenemos un problema de programacién lineal en forma estandar y considere-
mos también su problema dual:

Problema primal P Problema dual D
minimizar c'x maximizar b'w
sujetoa Ax =0b sujetoa A'w < ec.
x>0

Método simplex y costes reducidos

Recordemos un poco la resoluciéon del problema primal mediante el método simplex. En cada
iteracion del algoritmo tendremos una solucién béasica € = (zp,zy). Denotemos por Ap a

2Esta restriccién para el problema auxiliar se obtiene sin mas que ver Afz > b; como —Afx < b;, obteniendo
—Afd < 0 para el problema auxiliar, que es equivalente a Afd > 0.

3Esta restriccién para el problema auxiliar se obtiene sin més que descomponer Alx = b; en Alx < b; y
Afx > b; y combinar las restricciones asociadas para el problema auxiliar: Ald < 0y Ald > 0.
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la matriz béasica, formada por las columnas de A asociadas a las variables béasicas. Por tanto,
rp — Aélby N — 0.

El método simplex va saltando de solucién bésica factible en solucién basica factible hasta
que alcanza una solucién 6ptima ax. Para comprobar la optimalidad de la solucién @ es necesario
calcular, para cada variable no bésica j, su coste reducido z; — ¢;, donde z; = c};A;lA;. Una
condicién necesaria y suficiente de optimalidad, en la que se apoya el método simplex, es que
todos los costes reducidos sean menores o iguales que cero.

Solucién dual asociada a una base Ag

Dada una base Apg, ademds de tener asociada una solucién bésica del primal, tiene también
asociada una solucién del problema dual, dada por w'™ = c};AJ_Bl. Los costes reducidos del
primal también pueden ser calculados con la ayuda de la soluciéon asociada del dual, pues
zj = cp AL A5 = w' A,

El siguiente resultado muestra que, en el caso de que Ap sea una base éptima para el
primal, entonces también lo es para el dual.

Proposicion 6.3. Supongamos que el problema primal viene dado en forma estindar y que &
es una solucién éptima con base asociada Ap. Entonces,

w" = cpAG
es una solucién optima del problema dual.

Demostracion. El primal tiene por restricciones Ax = b, > 0 y el dual w"™A < e¢. Tenemos
que probar tanto factibilidad como optimalidad de w.

Factibilidad. Para cada variable no bésica j tenemos w'Aj = CIBA]_BlAgi = z;. Ahora, la
condicién de optimalidad del primal nos dice que z; — ¢; < 0 o, equivalentemente, que
w' A% = zj < ¢j, que es justamente la condicion de factibilidad del dual.

Optimalidad. czx = CIB,A]g,lb = w'b. Como la funcién objetivo de primal y dual coinciden,
el teorema de dualidad débil asegura que w es soluciéon éptima del problema dual. O

Es importante notar que, en el resultado anterior se demuestra que es equivalente pedir
que se cumpla una determinada restriccién del dual, w'Aj < ¢; (factibilidad dual), a que
el coste reducido de la variable asociada sea no negativo, z; — ¢; < 0 (optimalidad primal).
Esta relacion entre condiciones de factibilidad y optimalidad de los problemas primal y dual
es de gran importancia en el disefio de algoritmos. Ademas, recordemos que no es una relacién
exclusiva de la programacion lineal, pues ya se discutié en el Tema 5.

6.3 Meétodos de generaciéon de columnas. Restricciones compli-
cantes y algoritmo de Dantzig-Wolfe

El algoritmo de Dantzig-Wolfe (Dantzig y Wolfe, 1960) fue disefiado para resolver problemas
de programacién lineal de gran tamafio pero con una estructura de bloques con restricciones
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complicantes (Figura 6.1(a)). Consideremos el siguiente problema de programacion lineal:

minimizar c'x

zcR”™

sujetoa Fxr =e (DW-Orig)
Bx=b%
x>0,

donde x € R", ¢ € R", E € R™*" B ¢ R™*" e € R™ y b € R™. La matriz E se
corresponde con las restricciones complicantes o de Enganche y la matriz B con las restricciones
“faciles”, tipicamente susceptibles de ser descompuestas por Bloques. Dado que todo problema
de programacion lineal se puede transformar en uno equivalente en forma estdndar, partir de
un problema en forma estdndar en la Ecuacién (DW-Orig) no supone pérdida de generalidad.

6.3.1 Reformulacién del problema: Problema maestro

La idea principal del algoritmo de Dantzig-Wolfe es apoyarse en el Teorema de Carathéodory
(Teorema 6.1) para trabajar con la representacion del conjunto B = {& € R" : Bz = b, x > 0}
mediante sus puntos y direcciones extremas.? Més concretamente, sean ¥, con k € K, los
puntos extremos de B y d', con | € L, sus direcciones extremas, entonces todo & € B se puede
representar como

x = Z )\kwk + Zuldl, donde
keK leL

> =1,

keK
M0, keK, vy

w >0, lel.

Usamos ahora estas expresiones para sustituir las restricciones Bx = b, > 0 en el proble-
ma (DW-Orig), obteniendo

minimizar c'x

zER™, AeRIKI, peRI L]
sujetoa FEx =-e

x = Z /\k:nk + Z,uldl

keK leL (6.3)

> =1

keK
M >0, keK

w >0, leL.

*Aunque el Teorema de Carathéodory se enuncié sobre conjuntos de la forma {x : Az < b, z > 0}, esto
no supone un problema, pues toda restriccién de igualdad Bf = b; se puede descomponer como Bf < b; y
— B! < —b;. Por tanto, el Teorema de Carathéodory se puede aplicar sin problema sobre el conjunto B.
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Podemos ir todavia un paso mas alld, y sustituir @ por » ;< x Akmk+zle I ,uldl en la formulacién
anterior, obteniendo

minimizar Z e’z + Z we'd
AERIEl peRILI

keK leL
Sujeto a Z )‘kExk + Z NlEdl = € (Restrs. complicantes)
keK leL
Z A =1  (Restr. de convexidad) (DW—M&)
keK
M >0, keK
w >0, leL.

El problema (DW-Ma) es el problema maestro de Dantzig-Wolfe, que trabaja explicitamen-
te con las restricciones complicantes, las asociadas a la matriz E, e implicitamente con las
restricciones asociadas a la matriz B. El Teorema de Carathéodory nos asegura que los proble-
mas (DW-Orig) y (DW-Ma) son equivalentes. Por el momento, esta reformulacién no hace el
problema mas sencillo. El problema original tenia tamano (m. +mp) - n y el problema maestro
tiene tamafio (m.+1)-(|]K|+]|L|). Aunque el ntimero de restricciones se ha reducido, el nimero
de variables es ahora muy grande, pues el nimero de puntos y direcciones extremas de un po-
liedro suele crecer exponencialmente como funcién del niimero de semiespacios que lo definen,
my en este caso. En otras palabras, enumerar todas las variables del problema (DW-Ma) es en
si mismo un problema exponencial, con lo que simplemente escribir la formulacién explicita del
problema (DW-Ma) es algo intratable computacionalmente.

Es ahora donde entra la esencia del algoritmo de Dantzig-Wolfe: la generacién de colum-
nas. En vez de trabajar explicitamente con las |K| + |L| variables del problema (DW-Ma),
el algoritmo las ird afiadiendo, a medida que vayan siendo necesarias, junto con las columnas
correspondientes de la matriz de restricciones. En el 6ptimo del problema (DW-Ma) habra
me + 1 variables béasicas, tomando el resto de variables el valor 0: la mayoria de los puntos
y direcciones extremas no entran en juego en el 6ptimo. Por tanto, una de las claves para
un buen rendimiento del algoritmo de Dantzig-Wolfe es que tinicamente sea necesario anadir
una cantidad relativamente pequena de puntos y direcciones extremas de B antes de encontrar
el 6ptimo, de manera similar al funcionamiento del método simplex, que habitualmente sélo
recorre una pequena cantidad de los puntos extremos de la regiéon factible.

6.3.2 Problema maestro reducido

El problema maestro reducido se define a partir del problema maestro (DW-Ma) sin més que
partir de inicamente un subconjunto del conjunto total de variables. Hay distintas formas de
identificar este subconjunto inicial y mas adelante discutiremos explicitamente una de ellas. Por
el momento, supongamos que ya disponemos de conjuntos reducidos de puntos y direcciones

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



184 Tema 6. Optimizacién con restricciones. Técnicas de descomposicién

extremas K® ¢ K y LR C L. Entonces, el problema maestro reducido se define como

minimizar Z ez + Z we'd

AeRIKR| peRILR keKR leLR
sujeto a Z NeEaxk + Z ,ulEdl =e
keKR leLR
Z A= 1 (DW-Red)
keKR

M >0, ke KR
w >0, lelLk

Cualquier solucién factible del problema (DW-Red) se corresponde con una solucién factible
del problema (DW-Ma), sin mas que asignarle valor 0 a las variables faltantes. A su vez, la
ecuacion = 3 e pr Mt + 3 md! nos permite encontrar la solucién correspondiente del
problema original (DW-Orig).

La complejidad del algoritmo radica en determinar si una solucién factible del problema
reducido (DW-Red) es o no 6ptima en el problema completo (DW-Ma). Ademads, en caso de que
no sea asi, hay que identificar alguna variable faltante en el problema (DW-Red) (un punto
extremo o una direccién extrema de B) que, una vez incluida, ayude a mejorar la funcién
objetivo.

6.3.3 Subproblemas para la generacion de columnas

Supongamos que tenemos una solucién bésica factible del problema (DW-Red). Esta solucién
se corresponde también con una solucién bésica factible del problema (DW-Ma) y también con
una solucién (w, «) de su dual; donde w es el vector de variables duales asociadas a las m,
restricciones complicantes y « es la variable dual asociada a la restriccién de convexidad.
Para determinar la optimalidad de la solucién en el problema primal podemos calcular los
costes reducidos asociados a las variables no béasicas. Sin embargo, como ya hemos comentado,
tener que manipular explicitamente todas las variables de este problema es algo computacional-
mente prohibitivo. Por otro lado, en la Seccién 6.2.4 vimos como calcular los costes reducidos
usando la solucién del dual. Aqui es clave el hecho de que, si bien los problemas (DW-Red)
y (DW-Ma) tienen distinto niimero de variables, ambos tienen las mismas restricciones y, por
tanto, sus duales tienen las mismas variables. Dado un punto extremo x¥, su variable asociada

en el problema (DW-Ma) es )\, con coste asociado c¢'z¥. La columna asociada de la matriz de

restricciones es ( f ) Por tanto, el coste reducido asociado se puede calcular como

Ex*
(w, )" ( L] c'zF =w Ex* +a - "2k
Si este coste reducido es positivo, entonces A es una candidata a entrar en la base para
mejorar la solucién actual. Habria que anadir A; al problema maestro reducido y resolverlo
de nuevo. El proceso de anadir A\; conlleva anadir la columna de la matriz de restricciones
asociada al punto extremo ¥, y de ahi el nombre de generacién de columnas. Sin embargo,
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esta formulacién a través del dual no parece resolver el inconveniente de tener que verificar una
cantidad prohibitiva de costes reducidos para poder establecer la optimalidad de una solucién
dada. La forma de sortear este inconveniente es calcular el punto extremo con un mayor coste
reducido asociado mediante la resolucion del siguiente problema de optimizacién:
minimizar ¢'z —w'Ex — «
reR”
sujetoa Bx=0b

x> 0.

Hemos cambiado el signo en la funcién objetivo para obtener un problema de minimizacion.
Como « es una constante en este subproblema, podemos prescindir de ella, obteniendo
minimizar ¢’z — w'Ex
reR"™
sujetoa Bx=b>b (DW-SP)
x> 0.

La regién factible de este problema es el conjunto B, con lo que si el subproblema (DW-SP)
tiene un 6ptimo finito, dicha solucién serda un punto extremo & de B, con funcién objetivo zgp.
Si zgp > « sabremos que no hay ningtn punto extremo de B con coste reducido positivo.

De modo similar, también podemos ver si alguna direcciéon extrema de B tiene coste re-
ducido positivo. En este caso, el coste reducido asociado a una direcciéon extrema d viene
dado directamente por w'Ed — c'd, pues la variable dual a se corresponde con la restric-
cién de convexidad que no afecta a las direcciones extremas. Si hay una direccién d para la
cual w"Ed — ¢'d > 0, entonces el subproblema (DW-SP) es no acotado, podemos movernos
indefinidamente a lo largo de la direcciéon d. De hecho, este razonamiento combinado con el
apartado (IT) de la Proposicién 6.2 implica que, si B # (), entonces el subproblema (DW-SP)
no tiene 6ptimo finito si y sélo si existe una direccién extrema d tal que ¢'d — w"Ed < 0.

Por tanto, podemos estudiar simultaneamente los costes reducidos de puntos y direcciones
extremas de B a través del subproblema (DW-SP). Pueden darse los siguientes casos:

» El subproblema (DW-SP) no tiene soluciones factibles. Entonces B = () y el problema
original (DW-Orig) tampoco tiene soluciones factibles.

» El subproblema (DW-SP) tiene como solucién éptima el punto extremo &, con variable
asociada A en el problema (DW-Ma):

— Sic'x — w'Ex > «, entonces el coste reducido de A es menor o igual que cero vy,
por la optimalidad de &, también el asociado a cualquier otro punto extremo de B.
Ademas, el hecho de tener un éptimo finito asegura que tampoco hay direcciones
extremas con coste reducido positivo. Tendriamos asegurado que la solucién actual
del problema (DW-Red) es 6ptima en el problema (DW-Ma).

— Sic'z —w'Ex < a, entonces hay que afiadir al problema (DW-Red) la variable g,
pues tiene coste reducido positivo.

» El subproblema (DW-SP) no tiene 6ptimo finito. En este caso tendremos una direccién
extrema d de B asociada a una variable y; en el problema (DW-Red) con coste reducido
positivo. Hay que afiadir y; a dicho problema.
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Desde el punto de vista computacional este procedimiento es mucho mas eficiente que
calcular explicitamente los costes reducidos de todos los puntos y direcciones extremas. La razén
es que, en la resolucién del problema de programacion lineal (DW-SP) mediante el método
simplex, este Unicamente visitara una cantidad relativamente reducida de puntos extremos
(salvo en problemas patolégicos que rara vez aparecen en la practica).

Ya estamos en condiciones de presentar el esquema general del algoritmo de Dantzig-Wolfe:

(i) Definir el problema (DW-Red) a partir de un conjunto inicial de puntos y direcciones
extremas y resolverlo.

(ii) Estudiar los costes reducidos con respecto al problema (DW-Ma) mediante la resolucion
del subproblema (DW-SP):

= Si todos los costes son mayores o iguales a «, entonces la solucién actual es éptima
y el algoritmo termina.

= En caso contrario, habremos identificado un punto o direccién extrema que tendre-
mos que afadir al problema (DW-Red) y resolverlo nuevamente.

La convergencia en una cantidad finita de iteraciones del algoritmo resultante esta garantizada
por el hecho de que el conjunto B tiene una cantidad finita de puntos y direcciones extremas.
Antes de presentar formalmente el esquema completo del algoritmo de Dantzig-Wolfe, que
veremos en la Figura 6.4 de la Seccién 6.3.6, hay una serie de aspectos précticos de gran
relevancia que debemos discutir y a los que dedicamos las secciones 6.3.4 y 6.3.5.

6.3.4 Consideraciones adicionales relativas al algoritmo
Inicializacién y factibilidad en el problema (DW-Red)

A la hora de definir el subconjunto de puntos y direcciones extremas que se usan para inicia-
lizar el problema (DW-Red), hay que tener cuidado con asegurar que dicho problema tenga
soluciones factibles (siempre que las tenga el problema (DW-Ma)).

Una de las formas més habituales de inicializar el problema (DW-Red) es hacer algo similar
a lo que hace el método de las dos fases en el algoritmo del simplex: introducir una primera fase
centrada en conseguir una solucion factible. La forma de hacer esto serd trabajando inicialmente
con la siguiente modificacién del problema (DW-Red):

Me
minimizar E yi + 2
R R
AERIET], peRIET =1
y?eR™e, z¢€R

sujeto a Z M Etzh + Z mEld 4y — 2% =e;, i€ {1...,me}

keKR leLR (Dw_RedfaC)
d =1

keK

A >0, keK, w >0, leL

yr >0, ie{l...,me}, 22 >0
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El algoritmo comenzard con K® = () y L® = (), y estos conjuntos se irdn poblando durante la
primera fase. Es facil ver que, durante toda esta fase, las variables artificiales y® y 2% aseguran
la factibilidad del problema (DW-Redc). A diferencia del problema (DW-Red), donde los
puntos y direcciones extremas se van anadiendo para mejorar la funcién objetivo del problema
original, en esta primera fase el objetivo es conseguir que todas las variables artificiales valgan
cero. Si esto no se consigue, entonces el problema (DW-Orig) no tiene soluciones factibles. En
otro caso, en cuanto todas las variables artificiales sean cero, podremos iniciar la segunda fase,
pasando ya a resolver el problema (DW-Red) con los conjuntos K® y LR identificados en la
primera fase.

Para tener completamente definida la primera fase tenemos que ver también cémo son los
subproblemas a resolver. El célculo de los costes reducidos asociados a los puntos y direcciones
extremas todavia no anadidos es muy similar. Como el conjunto de restricciones es el mismo,
las variables duales w y a no cambian y simplemente hay que tener en cuenta que el vector de
costes ¢ ahora no esta en la funcién objetivo:

minimizar —w'FEx
xcR™

sujetoa Bx =0b (DW‘SPfaC)
x> 0.

La regla para anadir puntos y direcciones extremas es analoga a la del problema (DW-SP):
» La infactibilidad del subproblema (DW-SPf¢) implica la del problema (DW-Orig).
= El subproblema (DW—SPfaC) tiene como solucién 6ptima el punto extremo &:

— Si —w"Ex > « y alguna variable artificiales era distinta de cero en la solucion del
problema (DW-Red¢), entonces el problema (DW-Orig) es infactible.

— Si —w"EZ < «, entonces anadimos un punto extremo a K&.

= Si el subproblema (DW—SPfaC) no tiene 6ptimo finito, entonces anadimos una direccién
extrema a L&,

Calculo de direcciones extremas

Hemos visto que, cuando el subproblema (DW-SP) no tiene éptimo finito, entonces hay una
direccién extrema con coste reducido positivo que debemos anadir al problema (DW-Red).
Aunque en esta situaciéon la mayoria de los optimizadores lineales actuales ya devolverian esa
direccién extrema al intentar resolver el subproblema (DW-SP), siempre podriamos identificarla
mediante el procedimiento descrito en la Seccién 6.2.3.

También conviene destacar que, en la mayoria de los problemas que aparecen en la prac-
tica, el conjunto B es acotado, tipicamente porque se conocen cotas superiores para todas las
variables del problema. En estos casos no habra direcciones extremas en la formulacién del
problema (DW-Ma) y por tanto no tendremos que preocuparnos de su célculo.
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Calculo de cotas

Un aspecto importante del algoritmo de Dantzig-Wolfe, que comparte con la mayoria de al-
goritmos que se apoyan en la dualidad, es que permite generar, iteraciéon a iteracién, cotas
superiores e inferiores del valor éptimo de la funcién objetivo. Esto permite establecer criterios
de parada basados en la distancia, gap, entre las dos cotas. A continuacién mostramos cémo
calcular estas cotas:

Cota superior. Cada resolucién del problema (DW-Red) proporciona una solucién factible
del problema (DW-Ma). Su funcién objetivo, Y pcxr Apc'@® + e n pyc'd', serd una
cota superior del valor éptimo buscado.

Cota inferior. Supongamos que, en una cierta iteracion del algoritmo de Dantzig-Wolfe, el
6ptimo del subproblema (DW-SP) tiene funcién objetivo finita zgp. Dada una solucién
factible del problema original (DW-Orig), &, esta también es una solucién factible del
subproblema (DW-SP) y, ademés, Ex = e. Entonces,

c'x—w Ex > zgp,

de donde
T T Ex=e T
cx>zspt+w Exr = zgpt+w e.

Por tanto, como la desigualdad anterior se cumple para cualquier solucién factible del
problema original, tenemos que zsp + w'e es una cota inferior de la solucién O6ptima
buscada. Otra forma de identificar esta cota inferior es trabajando directamente con el
dual del problema (DW-Ma):

minimizar v'e + 3
/l]7 /3

sujetoa v ExF+pB<czF, keK (DW-MaP)
v"Ed <cd, lelL.

El hecho de que zgp sea el valor éptimo finito del subproblema (DW-SP) implica que,
para todo k € K, zgp < c¢'xF — w™Ex* y, para todo | € L, ¢'d' — w"Ed' > 0. Por
tanto, (w, zsp) es una solucién factible del problema (DW-MaP”) con funcién objetivo
w'e + zgp. Por el Teorema de dualidad débil dicho valor es una cota inferior del valor
6ptimo del problema primal (DW-Ma).

A medida que el algoritmo progresa estas cotas se irdn acercando, con la cota superior
disminuyendo y la inferior aumentando. Es natural por tanto plantear criterios de parada
basados en la diferencia, absoluta o relativa, entre estas dos cotas.

Generalizaciones a otras clases de problemas

Una de las razones que han hecho tan popular al algoritmo de Dantzig-Wolfe es que aprovecha
al maximo toda la estructura del problema (DW-Orig). Esta misma caracteristica hace que no
sea inmediato extender el algoritmo a otras clases de problemas. Por ejemplo, su aplicacién a
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problemas donde algunas de las variables deben tomar valores enteros es especialmente pro-
blematica, pues la formulacién del problema (DW-Ma) se basa en representar los puntos de
B ={x € R" : Bx = b, *x > 0} mediante combinaciones convexas de sus puntos extremos.
Cuando algunas o todas las variables han de tomar valores enteros se pierde la convexidad: ya
no tenemos que las combinaciones convexas de puntos factibles sigan siendo puntos factibles.

Cabe mencionar que, desde este punto de vista, son mucho més flexibles el algoritmo de
Benders, que veremos en la Seccién 6.4, y los métodos de relajacién lagrangiana, ya discutidos
en la Seccién 5.5.1, y que comentaremos de nuevo en la Seccién 6.5.

6.3.5 Dantzig-Wolfe en problemas con estructura de bloques

Una de las claves para un buen rendimiento del algoritmo de Dantzig-Wolfe es que, en cada
iteracién, el subproblema (DW-SP) tenga una estructura que permita resolverlo eficientemente.
La region factible de cada subproblema (DW-SP) es el conjunto B, que se obtiene al eliminar
las restricciones complicantes del problema original (DW-Orig). Una de las situaciones més
frecuentes en la practica es aquella en la que la matriz B tiene una estructura de bloques como
la de la Figura 6.1(a). En este apartado mostramos como esto permite descomponer el sub-
problema (DW-SP) en tantos subproblemas independientes como bloques tenga la matriz B,
lo que permitird resolverlos més eficientemente. Ademads, el rendimiento computacional pue-
de mejorar todavia mas si disponemos de un entorno de computacion que permita resolver
los subproblemas en paralelo. En particular, nunca serd necesario resolver un problema con
todas las restricciones Bx = b. El problema maestro se encarga de las restricciones compli-
cantes Ex = e, que tipicamente son una pequena proporcién del total de restricciones, y cada
subproblema se encarga de una de las componentes en las que se descompone B.

Notacién asociada a la estructura de bloques

Supongamos entonces que B puede descomponerse en ng bloques, By, € R™p*"  con p €
{1,...,np}. Tenemos las descomposiciones correspondientes para la matriz E, Ep, € R™<*"»
y los vectores de variables, costes, y lados derechos: x|, € R"™, ¢, € R"?, by, € R™». Con
esta estructura de bloques, el problema (DW-Orig) puede formularse como

minimizar - cy@p) 4 C@p F o Gy T
sujeto a E[l]a:[l] + E[2}$[2] + ...+ E[nB]m[nB] = e
Bz = by
By, = by
Big®ing) = g
T, T, &py] =0,
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0, de manera més compacta, como

np
minimizar Z cﬂ,]w[p]
—1

T Tng] T
ng

sujeto a Z Epzp, =e (DW-OrigPes)
p=1

B[p]ac[p} = b[p}, pE {1,.. . ,nB}
ac[p}ZO, pG{l,...,nB}.

La estructura de bloques de la matriz B permite descomponer el conjunto B = {x : Bx =
b, x > 0} como el producto cartesiano B = By X ... X By, donde By, = {x, € R"™ :
B,z = by, ©; > 0}. Una propiedad importante es que los puntos extremos de B son
el producto cartesiano de puntos extremos de los conjuntos Bj,. Ademds, es facil ver que las
direcciones extremas de B son el producto cartesiano de una direcciéon extrema de un conjunto
By, v el vector cero para todas las demés componentes en las que se descompone el conjunto B.
Para cada conjunto By, supondremos que sus puntos y direcciones extremas estan indexados
por K, y Ly}, respectivamente. Ademds, cuando trabajemos con el problema maestro reducido,

denotaremos los subconjuntos correspondientes como K [P;} y LM'

A continuacion presentamos dos formulaciones del problema maestro que se aprovechan de
manera ligeramente distinta de la estructura de bloques del problema original: la formulacién
agregada y la formulacion desagregada.

Problema maestro: Formulacién agregada

En su formulaciéon agregada, el problema maestro es exactamente el mismo que el proble-
ma (DW-Ma). En este caso, la estructura de bloques no desempena ningtin papel en el proble-
ma maestro y se explotara en el subproblema, que podra ser descompuesto en ng subproblemas
independientes. A continuaciéon presentamos de nuevo la formulacién del problema (DW-Ma),
pero incluyendo de manera explicita la notacion asociada a la estructura de bloques:

np np
e . k l
Jminiizar D Ak D €ty + > m ) €y

keK p=1 leL. p=1
np np
sujetoa. > Ap D Bpxpy + > m )y Eydy, =e
keEK  p=1 leL p=1 (DW—MaDeSC“)
d =1
keK
M >0, keK
w >0, lelL.
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Por otro lado, el subproblema (DW-SP) se puede reescribir como:

ng
minimizar chixr) —w Erx
z[l],,az[nB] p;l ( [p] [p] [p] [p])

) Dw_SPDeSC
sujeto a Bz = by, pe{l,...,np} ( )

[y >0, pE{l,...,nB}.

Claramente, este problema se puede resolver mediante la resolucién de ng subproblemas inde-
pendientes. Para cada p € {1,...,np} tenemos el subproblema:
e - T
mmalsr[glzar Clp T — W Epzp,
sujeto a B[p]a:[p} = b[p]

(DW-SPp*)

Denotemos por z, a la funcién objetivo 6ptima de este subproblema. En este caso, la forma de
proceder del algoritmo es la siguiente:

= Si cada subproblema (DW—SPpDeSC) tiene solucién 6ptima, dada por un punto extremo
a_:[p] S B[p], entonces podemos concatenarlos en un punto extremo & = (i[l], oo ,a_c[nB}) €
B. Tenemos que zsp = Ezzl Zp. Si zsp > o estamos ante una solucion éptima y, en otro
caso, el punto extremo & debe ser anadido al problema maestro reducido.

= Siun subproblema (DW-SPpDeSC) no tiene 6ptimo finito, entonces tendremos una direccién
extrema dj, de B, que podremos utilizar para obtener una direccion extrema de B,
d=(0,...,0, dp),0,... ,0), que debe ser anadida al problema maestro reducido.

Problema maestro: Formulacién desagregada

Presentamos ahora una formulacién alternativa del problema maestro que explota mas direc-
tamente la estructura de bloques y que suele producir mejores resultados en la practica:

np

r‘r}(inilmizar e Z( Z )\[p}kc[Tp]:B’fZ)]—F Z ”[p}lcEp]dl[pO

A R I, iy €RTTT - p=1 S ke l€Lyy)

pE{l,...,nB}

np
. k l
sujeto a Z( Z )\[p}kE[p}:c[p] + Z '“[p]lE[p]d[p}> =e

p=1 kEK[p] lEL[p] (Dw_MaDescd)
Z )\[p]k’:17 pE{l,...,nB}
k‘EK[p]

Aplk =0, k€ Ky, pe{l,...,np}
ppp =0, 1€ Ly, pefl,...,np}.
Esta formulacion presenta dos diferencias principales con respecto a la formulacién agregada:

» Las variables Ay,x v ppp)i, en vez de ser una por cada punto y direccién extrema de B,
son ahora una por cada punto y direccion extrema de cada componente By, de B.
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» Ahora hay np restricciones de convexidad, una por cada componente By, de B. En
particular esto implica que, ademas de las variables duales w € R™e, tendremos una
variable dual o, para cada p € {1,...,np}.

= El problema maestro reducido se definira ahora a partir de subconjuntos de los conjuntos
de variables Ay, v pppy- Para cada p € {1,...,np} tendremos K[P;] CKpy L[P;] C Ly

La clave para que esta formulacion sea equivalente a la anterior es la ya mencionada de que
B = Byj) X ... X By, lo que implica que los puntos extremos de B se pueden expresar como el
producto cartesiano de puntos extremos de los conjuntos By, y que las direcciones extremas de
B se puedan expresar completando con ceros las direcciones extremas de cada conjunto By, .

Los subproblemas tienen exactamente la misma formulaciéon que en el caso agregado, dada
por el subproblema (DW-SPP¢¢), que se puede descomponer en los subproblemas (DW—SPEBSC).
En este caso, la forma de proceder del algoritmo es la siguiente:

= Siel subproblema (DW—SPpDeSC) tiene un 6ptimo finito y 2, < ay, la variable Ay, asociada
al punto extremo correspondiente de By, debe ser anadida al problema maestro reducido.

= Si todo subproblema (DW—SPpDeSC) tiene 6ptimo finito y en todos ellos z;, > «, entonces
el algoritmo termina. Tenemos una solucién éptima del problema (DW-MaPes¢d),

= Si un subproblema (DW—SPpDeSC) es no acotado, la variable p,); asociada a la direccion
extrema correspondiente de By, debe ser anadida al problema maestro reducido.

Desde el punto de vista practico, la principal diferencia entre ambas formulaciones es que
en la agregada es necesario resolver todos los subproblemas para encontrar un punto extremo
que anadir al problema maestro reducido. Por el contrario, en la formulaciéon desagregada,
como las variables del problema maestro estdn desagregadas por bloques, la resoluciéon de cada
subproblema (DW—SPEQSC) permite ya decidir si debe o no anadirse algiin punto o direccién
extrema del conjunto By, asociado. En la agregada las distintas componentes de un punto
extremo x* estdn atadas por la variable \;. En la desagregada puntos extremos afiadidos a las
distintas componentes en distintas iteraciones pueden ser “combinados” entre si gracias a las
variables Ap,;. Esta flexibilidad adicional es la clave del mejor rendimiento de la formulacién
desagregada en la mayoria de las aplicaciones, y compensa el incremento en el ntimero de
variables y restricciones del problema (DW-MaPesca).,

Para terminar, comentar que las consideraciones de la Seccién 6.3.4 relativas a la factibilidad
del problema maestro reducido y al calculo de direcciones extremas y cotas siguen siendo
totalmente validas en cualquiera de las dos reformulaciones que acabamos de presentar.

6.3.6 Algoritmo de Dantzig-Wolfe

En la Figura 6.4 presentamos un esquema detallado del algoritmo de Dantzig-Wolfe, en el
que incluimos tanto el célculo de cotas, como el uso de variables artificiales para garantizar la
factibilidad en el problema maestro reducido, como la descomposicién en bloques en base a la
formulacion desagregada. A continuacién presentamos una serie de comentarios relativos a este
esquema;
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ALGORITMO DE DANTZIG-WOLFE

INICIALIZACION
Elegir un pardmetro de terminacién € > 0. Inicializamos las cotas, LB = —oco y UB = 400 e
inicializamos K® = y L} = (.

PRIMERA FASE. PAso 1.1. RESOLUCION DEL PROBLEMA (DW-Red™)

R R
Obtenemos, para cadap € {1,...,nB}, A € R %) ‘, i) € R “wi! Ademés, obtenemos variables
artificiales y* € R™¢ y 2 € R y duales w € R™¢ y o« € R"B.

= Siy?® =0y z* =0, pasar a la SEGUNDA FASE.
= En otro caso, ir al PAso 1.2.

PRIMERA FASE. PASO 1.2. RESOLUCION DEL SUBPROBLEMA (DW-SPfc)

Para cada p € {1,...,np}, resolver el subproblema de factibilidad asociado al bloque p:
i) Si tiene éptimo finito y z, < ap, anadir a KT el punto extremo correspondiente de By,
Y Zp P Ip) [p]
(ii) Si es no acotado, z, = —oo, afiadir a LE)] la direccién extrema correspondiente de Biy).

Si algin problema p es infactible o todo subproblema p tiene 6ptimo finito con z, > ap, FIN, el
problema (DW-Orig) no tiene soluciones factibles. En otro caso, ir al PAso 1.1.

SEGUNDA FASE. PASO 2.1. RESOLUCION DEL PROBLEMA (DW-Red)

R R
Obtenemos, para cadap € {1,...,ng}, Ay € Rzl ‘7 Ky € RFn! Ademés, obtenemos variables
duales w € R™e y o« € R"B.

Actualizamos U B al valor éptimo del problema (DW-Red).

SEGUNDA FASE. PASO 2. RESOLUCION DEL SUBPROBLEMA (DW-SPDPesc)
Para cada p € {1,...,np}, resolver el subproblema (DW—SPECSC):
(i) Si tiene 6ptimo finito y z, < ap, afiadir a K [Rp] el punto extremo correspondiente de Byy,).

(ii) Si es no acotado, z, = —oo, anadir a LE;] la direccién extrema correspondiente de Biy).
Actualizamos LB = max{LB,w'e + ) " z}.

= Si todo subproblema (DW-SP;**) tiene éptimo finito con z, > a;, FIN, tenemos una
solucién 6ptima del problema maestro.

. UB—LB
= Si [LB|te

= En otro caso, ir al PAso 2.1.

< g, FIN, el gap relativo es suficientemente pequeio.

Figura 6.4: Esquema del algoritmo de Dantzig-Wolfe.

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



194 Tema 6. Optimizacién con restricciones. Técnicas de descomposicién

= Los problemas en los que el conjunto B no admite descomposicién en bloques se corres-
ponden con ng = 1.

» Siel conjunto B = {x € R": Bx = b, x > 0} es acotado, entonces no tiene direcciones

extremas y no son necesarias las variables fi,);.

= En caso de querer garantizar que el algoritmo encuentra la soluciéon éptima basta con
eliminar el criterio de parada del gap relativo.

» La convergencia del algoritmo estd garantizada por el hecho de que los conjuntos B,
tienen una cantidad finita de puntos y direcciones extremas. Un punto o direccién extrema
que ya ha sido anadido nunca sera candidato a ser anadido de nuevo, pues el coste reducido
de una variable presente en el problema (DW-Red) serd menor o igual a cero.

= En la practica podemos encontrarnos con variables que solo afectan a las restricciones
complicantes, con lo que habra algin subproblema p que sélo tendra restricciones de no
negatividad, ya que la matriz Bj, asociada no tiene ninguna fila. Un ejemplo lo tenemos
en el siguiente apartado, donde para pasar el problema (PTM-RC) a forma estandar es
necesario anadir variables de holgura a las restricciones complicantes. Variables que no
afectaran a ninguna restricciéon de la matriz B.

= En la practica las implementaciones incorporan un ntimero maximo de iteraciones.

6.3.7 Ejemplo ilustrativo: Problema de transporte (PTM-RC)

Veamos ahora cémo resolver el problema de transporte multimercancia con restricciones com-
plicantes visto en la Seccién 6.1.2 con el algoritmo de Dantzig-Wolfe. Comenzamos recordando
la formulacién matematica del problema (PTM-RC), pero anadiendo las variables de holgura
necesarias para ponerlo en forma estandar, con todas las restricciones de igualdad:

PTM CON RESTRICCIONES COMPLICANTES

minimizar Z Z Z Cijm Jijm

meM i€O jeD
sujeto a Z Jijm = Sim 1€0, meM
jeD
Z Jijm = djm jeD, meM (PTM-RC®")
€0
Z pmfijm + yfj = p%}ax 1 €0, j €D (Restrics. complicantes)
meM
fijm 20 i€0,jeD, meM
yi; > 0 i€0, jeD.

Con respecto a la formulacién del problema (DW-Orig), tenemos que la matriz E estd formada

por |O| - |D| restricciones complicantes. El vector e viene definido por los pesos méximos pj;**.
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La matriz B estd formada por (|O| + |D|) - | M| restricciones, y puede ser dividida en |M]|
bloques, con cada bloque B, formado por |O| + |D| restricciones.

Es importante destacar que, como comentamos al final del apartado anterior, la presencia de
las variables de holgura en las restricciones complicantes hace que tengamos un bloque By, )
sin ninguna restriccién asociada. Tendrfamos por tanto que B = {f € RO*XPxM ys ¢ RM .
Bf=b, f >0, y® >0}y la aplicacién del algoritmo de Dantzig-Wolfe seria inmediata.

6.4 Métodos de Generacion de filas. Variables complicantes y
algoritmo de Benders

El algoritmo de Benders (Benders, 1962) fue diseiado para resolver problemas con variables
complicantes, tipicamente con una estructura de bloques como la de la Figura 6.1(b). A dife-
rencia del algoritmo de Danztig-Wolfe, que no es facil de extender mas alla de los problemas de
programacién lineal, el algoritmo de Benders ya surgié para resolver problemas de programa-
cién lineal y entera, y sus ideas fueron rapidamente generalizadas para problemas no lineales
Geoffrion (1972). Esta flexibilidad del algoritmo de Benders es la principal razén de que haya
sido aplicado exitosamente en multitud de problemas reales en distintos campos, y también de
que su popularidad siga creciendo afio a afio, como muestra la Figura 6.5. El trabajo Rahma-
niani y otros (2017) contiene una detallada revisién de aplicaciones de esta técnica, asi como de
distintas variantes que han sido estudiadas para mejorar el rendimiento de la versién original,
que es la que presentamos a continuacion.

1.500

1,000

Number

500

Figura 6.5: Menciones anuales en trabajos cientificos a la descomposicién de Benders segiin
https://scholar.google.com/. Figura tomada del trabajo Rahmaniani y otros (2017).
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Supongamos que tenemos el siguiente problema de programacién lineal entera:
o - -
i, Sv+els
sujetoa Ay =2>b
EFEy+Bx=e (BD-Orig)
x>0,
y>0, yeZ™

donde y € Z™ son las variables complicantes, que han de tomar valores enteros, x € R"=,
FER™W ceR™ A cR™ ™ phe R Ec R Bec RM*" y e c R™e. Nuevamente
no hay pérdida de generalidad asumir que el problema (BD-Orig) esta en forma estandar. Las
restricciones Ay = b afectan inicamente a las variables complicantes y en muchas aplicaciones
ni siquiera estdn presentes. Por otro lado, si fijamos las variables complicantes a un valor y tal
que Ay = b, nos queda el siguiente problema:
minimizar c'x
rxeR"x
sujetoa Bx =e— FEy (BD-SPy)
x>0,

donde es habitual que la matriz B pueda ser descompuesta por Bloques, lo que a su vez
implica que el subproblema (BD-SPjy) podria resolverse mediante la resolucién de tantos sub-
problemas independientes como bloques tenga B. El subproblema (BD-SPjy) es un problema
de optimizacién lineal continua y su dual viene dado por

maximizar (e — Ey)'v

vER™e (BD-SPY)
sujetoa B'v < ec.

6.4.1 Reformulacién del problema: Problema maestro y subproblemas

Si definimos Y = {y € Z™ : Ay = b, y > 0} entonces, a la vista del subproblema (BD-SPy),
podemos escribir el problema (BD-Orig) como

min{ny + min {cTa: :Bx=e— Ey, x> 0}}
yey reR"z

EL Teorema de dualidad fuerte garantiza que la funcién objetivo en el 6ptimo coincide con la
del dual, con lo que el problema anterior también es equivalente a

; T . T, . RT
gnegr}{f y+vré1RaT§e {(e—Ey) v:Bv< c}}
Una de las claves del algoritmo de Benders es que la regién factible del subproblema (BD—SPg ),
F ={v € R™ : B'v < ¢}, es independiente de la eleccién de y. Sabemos por el Teorema
de Carathéodory que el conjunto F' se puede caracterizar mediante sus puntos y direcciones
extremas, propiedad que también explota el algoritmo de Benders, aunque de manera distinta
a la del algoritmo de Dantzig-Wolfe. Denotemos por v*, con k € K, a los puntos extremos de
F y por d', conl € L, a sus direcciones extremas.
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Si el subproblema (BD—SP?’—? ) es infactible, F' = (), entonces hay dos posibilidades para el
subproblema (BD-SPy): i) no tiene éptimo finito para algin y € Y, en cuyo caso el proble-
ma (BD-Orig) tampoco tiene 6ptimo finito (es no acotado) o ii) es infactible para todo y € Y,
en cuyo caso el problema (BD-Orig) no tiene soluciones factibles.

Supongamos ahora que F # () y que para un cierto y € Y existe una direccién extrema de
F, d', tal que (e— E@)le > 0. El apartado (II) de la Proposicién 6.2 implica que el subproble-
ma (BD—SPg ) es no acotado y, por tanto, el subproblema (BD-SPjy) no tiene soluciones factibles.
Esto sugiere que podemos afiadir (e — Ey)"d’ > 0 como restriccién en el problema (BD-Orig),
ya que si un vector y incumple esta restriccién, entonces el subproblema (BD-SPy) es infac-
tible. Si afiadimos las restricciones asociadas a todas las direcciones extremas de F', entonces
tenemos garantizado que el subproblema (BD—SPZ]—? ) nunca sera un problema no acotado, con lo
que tendra un 6ptimo finito que se alcanzara en un punto extremo. Esto resulta en la siguiente
reformulacién del problema (BD-Orig):

’ T~ ¢ —\T,.k
gg}r} Ty +I’?€%{(e Ey)v’} (BD-Compacto)
sujeto a (e — Ey)'d' <0, lelL.
Por ultimo, una vez que el maximo se define sobre una cantidad finita de puntos, podemos
recurrir a una transformacién/“truco” habitual que consiste en pasar este tipo de méximos a
las restricciones con la ayuda de una variable auxiliar, que llamaremos 7, obteniendo la siguiente
reformulacién del problema (BD-Orig) que serd equivalente siempre y cuando F # {):
. T
miphmizar Sy 0
sujetoa Ay =0>b
(e—Ey) v <n, keK (BD-Ma)
(e—Ey)d <0, leL
y=>0,ycZ,

conocida como problema maestro de Benders. Al igual que pasaba con el problema maestro de
Dantzig-Wolfe (DW-Ma), esta reformulacién en si misma no simplifica la resolucién del proble-
ma original. En este caso, tenemos que el problema (BD-Ma) tiene m, + | K|+ |L| restricciones
y, como ya hemos comentado, tanto | K| como |L| suelen ser tan grandes que incluso enumerar
explicitamente todas las restricciones puede ser algo computacionalmente prohibitivo. En su
lugar, el algoritmo de Benders parte del problema maestro reducido, que definimos a continua-
cién, y en el que las restricciones asociadas a puntos y direcciones extremas se van anadiendo
a medida que van siendo identificadas mediante la resolucién del subproblema (BD-SPQD ).

minimizar f'y + 17
yeR™, neR
sujetoa Ay =25 (BD-Red)

y>0, yecZm.
Ya estamos en condiciones de presentar el esquema general del algoritmo de Dantzig-Wolfe:

(i) Definir y resolver el problema (BD-Red).

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



198 Tema 6. Optimizacién con restricciones. Técnicas de descomposicién

(ii) Resolver el subproblema (BD—SPg ):

= Si el subproblema tiene un 6ptimo finito v*, con k € K. Entonces, la restriccién
(e — Ey)™w* < 1, llamada corte de optimalidad, se afiade al problema (BD-Red) y
se resuelve nuevamente.

» Si el subproblema es no acotado tendremos una direccién extrema d', con | € L.
Entonces, la restriccién (e — Ey)le < 0, llamada corte de factibilidad, se anade al
problema (BD-Red) y se resuelve nuevamente.

= Si el subproblema es infactible el algoritmo termina. Hay que determinar si el pro-
blema (BD-Orig) es no acotado o infactible.

Nuevamente, la convergencia en una cantidad finita de iteraciones del algoritmo resultante
se apoya en el hecho de que el conjunto F' tiene una cantidad finita de puntos y direcciones
extremas. Antes de presentar formalmente el esquema completo del algoritmo de Benders, que
veremos en la Figura 6.6 de la Seccién 6.4.4, hay una serie de aspectos précticos de gran
relevancia que debemos discutir y a los que dedicamos las secciones 6.4.2 y 6.4.3.

6.4.2 Consideraciones adicionales relativas al algoritmo
Problema (BD-Red) no acotado

Aunque el problema (BD-Orig) tenga 6ptimo finito, durante las primeras iteraciones del algo-
ritmo de Benders el problema (BD-Red) puede ser no acotado. Por ejemplo, en su formulacién
inicial sin ningin corte de optimalidad no hay nada que impida hacer tender n a —oco. Para
evitar esto se puede conseguir un conjunto inicial de cortes resolviendo varias veces el sub-
problema (BD—SPZ—? ) (variando y). Esto es similar a la primera fase de Dantzig-Wolfe para
conseguir la factibilidad del problema (DW-Red). De hecho, una situacién es dual a la otra.

La alternativa que aqui presentamos consiste en introducir en el problema (BD-Red) cotas
auxiliares para aquellas variables que no las tengan y, a medida que progresa el algoritmo, detec-
tar cuando estas cotas ya no son necesarias y eliminarlas de la formulaciéon. Mas concretamente,
trabajaremos con el siguiente problema:

minimizar f'y + 7

yeR™ | neR
sujetoa Ay =2>b (BD-Red?™)
y=0, yeZm
y< M, n>-M, (cotas auxiliares)

donde, idealmente, M > 0 debera tomar un valor suficientemente grande como para no dejar
fuera ninguna solucién factible del problema (BD-Orig). Si el algoritmo termina con alguna
variable alcanzando el valor M, deberia incrementarse dicho valor y continuar con el algoritmo.
Eventualmente deberiamos poder eliminar estas cotas o concluir que el problema (BD-Orig) es
no acotado.

Calculo de direcciones extremas

El calculo de una direccién extrema asociada a un problema (BD—SPg ) no acotado es similar al
discutido en la Seccién 6.3.4. La mayoria de los optimizadores lineales actuales ya devolverian
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esa direccidon extrema al intentar resolver el subproblema (BD—SP{;j ), pero siempre podriamos
identificarla mediante el procedimiento descrito en la Seccién 6.2.3.

Una diferencia con respecto al algoritmo de Dantzig-Wolfe es que, si bien para este deciamos
que rara vez eran necesarias pues el conjunto B normalmente es acotado, en el algoritmo de
Benders la situacién es la contraria: casi siempre son necesarias. La razén es que siempre que
elijamos una solucién y del problema (BD-Red) que dé lugar a un subproblema (BD-SPy)
infactible, entonces el problema (BD—SPZI—/j ) seré no acotado (salvo que F' = ().

Calculo de cotas

El algoritmo de Benders también genera, iteracién a iteracion, cotas superiores e inferiores del
valor éptimo de la funcién objetivo.

Cota inferior. El problema (BD-Red) es una relajaciéon del problema (BD-Orig). Por tanto,
dada una solucién gy, 77, f y + 7 nos da una cota inferior. En el caso de estar usando cotas
auxiliares, lo serd si ninguna variable alcanza el valor de su cota auxiliar.

Cota superior. Dado y obtenido al resolver el problema (BD-Red) y un punto extremo v¥

de F obtenido al resolver el problema (BD—SP@D ), la formulacién (BD-Compacto) nos
asegura que f'y + (e — Ey)"v* es una cota superior. Otra forma de verlo es considerar
la solucién 6ptima Z del problema (BD-SPj) asociada a v*. Entonces, (y,Z) es una
solucién factible del problema (BD-Orig) y, por el Teorema de dualidad fuerte, el valor
de la funcién objetivo es 'y + (e — Ey)™v¥, y por tanto tenemos una cota superior.

Repeticién de puntos y direcciones extremas

Al igual que en el algoritmo de Dantzig-Wolfe, en el algoritmo de Benders no es necesario
preocuparse por la posibilidad de que en un subproblema se obtenga un punto extremo o
direccién factible cuyo corte asociado ya haya sido anadido al problema (BD-Red):

Repeticién de puntos extremos. Denotemos por zpp a la funcién objetivo éptima del pro-
blema (BD-Orig). Supongamos que en una cierto paso del algoritmo de Benders tenemos
que, asociado a la solucién y del problema (BD-Red) obtenemos un punto extremo vF
cuyo corte de factibilidad asociado ya habia sido anadido previamente. En este caso, por
la resolucién del subproblema la cota superior: f'y + (e — Ey)"v* > zpp. Ademds, la
funcién objetivo asociada a y, f'y + 7, es una cota inferior de zgp lo cual, combinado
con que el corte (e — Ey) v* < 1 ya presente en el problema (BD-Red) resulta en

Cota inferior . _ Corte . Tk Cota superior
zgp = fly+n =z fly+(e—Ey)v > ZBD-
Por tanto, si en algin momento hubiese que repetir un punto extremo tendriamos que ya
se habria cerrado el gap entre las dos cotas.

Repeticiéon de direcciones extremas. Supongamos que el corte asociado a una direcciéon
extrema d', (e — Ey)'d' < 0 esté presente en el problema (BD-Red) y que la solucién
de este es y. Si el subproblema (BD—SPQD ) es no acotado con d' como direccién extrema
asociada tendriamos, por el apartado (II) de la Proposicién 6.2, que (e — Ey)'d' > 0,
contradiciendo la factibilidad de y en el problema (BD-Red).
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Dificultad de resolucién del problema (BD-Red)

Una diferencia importante entre los algoritmos de Dantzig-Wolfe y Benders radica en la difi-
cultad de resolucion del problema maestro reducido. En el algoritmo de Benders estamos ante
un problema de programacion lineal y entera, cuya resolucién se complica a medida que vamos
anadiendo restricciones. En el algoritmo de Benders, también se complica a medida que ana-
dimos variables, pero nunca deja de ser un problema de programacién lineal. Debido a esto,
en la practica es habitual encontrarse problemas donde la resolucién del problema maestro de
Benders es el gran cuello de botella del algoritmo.

Una linea de ataque bastante habitual para mitigar este problema es apoyarse en el hecho
de que, una vez el algoritmo esté bastante avanzado, tipicamente sucede que una gran parte
de los cortes no estédn activos en las nuevas soluciones del problema (BD-Red). Por tanto,
parece natural disefiar estrategias que hagan “limpieza” de los cortes y eliminen aquellos que
se consideren irrelevantes. Por supuesto, no hay garantias de que no vuelvan a aparecer de
nuevo mas adelante, con lo que hay que tener mucho cuidado al disefiar estas estrategias por
ejemplo, para evitar ciclados del algoritmo. El trabajo Rahmaniani y otros (2017) presenta de
manera esquematica las referencias bibliogrificas asociadas a esta y otras muchas estrategias
para tratar de mejorar el rendimiento del algoritmo de Benders.

6.4.3 Benders en problemas con estructura de bloques

Nuevamente, una de las claves para un buen rendimiento del algoritmo de Benders es que el
subproblema (BD—SP? ) se pueda resolver eficientemente. La situacién mas habitual es aquella
en la que la matriz B tiene una estructura de bloques, propiedad que por tanto también tendrd
la matriz B, y que permitird la descomposicién del problema (BD-SP{—? ) en subproblemas
independientes. La notacién que usaremos serd la andloga a la introducida en la Seccién 6.4.3
para el algoritmo de Dantzig-Wolfe, con cada bloque By, € R™»*".

En este caso, como la estructura de descomposicién afectard a las variables « y estas no
estan presentes en el problema maestro, inicamente necesitamos discutir la reformulaciéon de
los subproblemas, que presentamos a continuacién:

nB
. . T
minimaizar E Ci, 1 L
Z[1]5+ Tlnp] = [p] [p]

: _ BD-SPDese
sujeto a Bz = (e — EY)p, pe{l,...,np} ( i)

iU[p]ZOa pE{l,...,nB},

Este problema se puede descomponer en ng subproblemas independientes, obteniendo, para
cada p e {1,...,np}:

e e . T
minimizar cCy
x[p) cR"p [P] [p]

sujeto a B[p}m[p] = (e — EQ)[p] (BD_SP@D;SC)
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Para cada uno de estos problemas podemos escribir el dual correspondiente:

maximizar (e — Ey)[ v
vy R"? ww (BD-SPL:Pesc)
sujeto a pr]v[p] <cp)s

Denotemos por z, a la funcién objetivo 6ptima de este subproblema. En este caso, la forma de
proceder del algoritmo es la siguiente:

= Si cada subproblema (BD—SP?%,DGSC) tiene solucién 6ptima, dada por un punto extremo
vy € Fp), entonces podemos concatenarlos en un punto extremo v = (v, . . ., Vjpy]) € F
y definir el corte de optimalidad correspondiente.

» En otro caso, por cada subproblema (BD—SP; ;)Desc) sin 6ptimo finito, tendremos una

direccion extrema dp,) de FJ, que podremos utilizar para obtener una direccién extrema

de F,d=(0,...,0, dp),0,..., 0), que podremos usar para anadir el corte de factibilidad

correspondiente. Esto puede resultar en varios cortes de factibilidad en la misma iteracion.

6.4.4 Algoritmo de Benders

En la Figura 6.6 presentamos un esquema detallado del algoritmo de Benders, en el que inclui-
mos tanto el cdlculo de cotas, como el uso de cotas auxiliares para garantizar que el problema
maestro reducido tenga Optimo finito, como la descomposicién en bloques. A continuacién
presentamos una serie de comentarios relativos a este esquema:

= Si el algoritmo termina con una solucién 6ptima en la que alguna cota auxiliar esta
activa, serd indicativo de que el problema (BD-Orig) no tiene éptimo finito. Para mayor
seguridad, podria resolverse de nuevo el problema incrementando el valor de M.

= Si el conjunto F' no admite descomposicién en bloques basta tomar ng = 1.

= En caso de querer garantizar que el algoritmo encuentra la solucién éptima basta con
reemplazar el criterio de parada con el gap relativo por la condicion UB = LB.

= Como ya argumentamos en la Seccién 6.4.2, la convergencia del algoritmo esta garantizada
por la cantidad finita de puntos y direcciones extremas del conjunto F', y que ningtin punto
o direccién extrema cuyo corte ya haya sido anadido debera anadirse de nuevo.

= En la practica las implementaciones incorporan un ntimero maximo de iteraciones.

6.4.5 Ejemplo ilustrativo: Problema de transporte (PTM-VC)

Si consideramos el problema de transporte multimercancia con variables complicantes visto
en la Seccién 6.1.2; la estructura asociada a la descomposicién de Benders es muy facil de
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ALGORITMO DE BENDERS

INICIALIZACION
Elegir un pardmetro de terminacién € > 0, v > 1, M > 0 y M™%*. Definir el problema maestro
reducido con cotas auxiliares. Inicializamos las cotas, LB = —oco y UB = +o00.

PASO 1. RESOLUCION PROBLEMA MAESTRO REDUCIDO CON COTAS AUXILIARES
Obtenemos y € R"v y 77 € R.
= Sin>—M ey; < M para todo i € {1,...,ny}, eliminar las cotas auxiliares del problema
maestro reducido.

= Si las cotas auxiliares ya han sido eliminadas, actualizamos LB = f'y + 7.

PAsoO 2. RESOLUCION DEL SUBPROBLEMA
Para cada p € {1,...,ns}, resolver el subproblema (BD—SPQ;DGSC):

(i) Si un subproblema (BD—SP; ’pDeSC) no tiene soluciones factibles, entonces F' = () y hay que
determinar si el problema (BD-Orig) es no acotado o infactible.

(ii) Si cada subproblema (BD—SPg”pDeSC) tiene un punto extremo 6ptimo ¥y, definir el punto
extremo asociado de F', v, y anadir al problema maestro reducido el corte de optimalidad
correspondiente.

(iii) En otro caso, por cada subproblema (BD—SP; ’pDeSC) no acotado, identificar la direccién
extrema de F asociada y anadir al problema maestro reducido el corte de factibilidad
correspondiente.

Actualizamos UB = min{UB, f'y + (e — Ey)"v}. Si [‘]LBg‘if < g, entonces

= Si las cotas auxiliares han sido eliminadas, FIN, alcanzado gap relativo deseado.
= Si alguna cota auxiliar esta activa, definir M =yM y LB = —oo.

Y ahora,
= Si M < M™% yolver al Paso 1.

= Si M > M™% FIN, puede ser que el problema sea no acotado.

Figura 6.6: Esquema del algoritmo de Benders.

identificar. Recordemos primero la formulacién del problema:

PTM CON VARIABLES COMPLICANTES

minimizar Z cﬁyi + Z Z Z Cijm Jigm

€M meM €0 jeD
sujeto a  —Siun¥yi + Z fijm <0 1€0, meM
jeb (PTM-VC)
Y fijm=djm jED, meM
€0
Yi € {07 1} 1 € O (Variables complicantes)
fijm =0 i€0, jeD, me M.

Con respecto a la formulacién del problema (BD-Orig) no tenemos restricciones de la forma
Ay = b. Ademds, las matrices E y B tienen (|O| + |D|) - |M] filas, con n, y n, columnas,
respectivamente. Ademds, las primeras |O| x | M| filas de E son nulas. El vector f viene dado
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por los costes cﬁyi y el vector ¢ por los costes ¢;j,. Nuevamente, la matriz B puede ser dividida
en | M| bloques, con cada bloque B, formado por |O[ + |D| restricciones. Una vez hecha esta
identificacion, la aplicacién del algoritmo de Benders es inmediata.

Terminamos con un comentario adicional relativo a lo conveniente que resulta la descompo-
sicién en bloques en este problema. Fijado un valor 4 para las variables complicantes, tenemos
que el subproblema (BD-SPjy) se puede dividir en |M| subproblemas independientes. Cada uno
de estos se corresponde con un problema del transporte, en el cual la unimodularidad asegura
que, aunque los flujos representen objetos indivisibles, todas las soluciones bésicas factibles de
cada subproblema tendran todas las componentes enteras, y podemos tratar igualmente los
subproblemas como problemas continuos. Sin embargo, en el caso de intentar resolver direc-
tamente el problema (PTM-VC), podriamos encontrarnos con ramificaciones innecesarias en
las variables f;jn,. Esto es porque, en optimalidad, una vez que las variables y tomen valores
enteros, la unimodularidad asegurara que también lo hacen las variables f;jn,.

6.5 Generalizaciones a otras clases de problemas

Una de las técnicas mas versatiles a la hora de intentar descomponer problemas es la relajacion
lagrangiana, siendo Everett (1963) uno de los trabajos pioneros en esta técnica, aunque debe su
nombre actual al trabajo Geoffrion (1974). La idea de la relajacién lagrangiana, que ya vimos
en el problema de planificacién energética de la Secciéon 5.5.1, es trabajar con un problema
dual lagrangiano apropiadamente elegido, “dualizando” algunas de las restricciones de modo
que el subproblema dual lagrangiano resultante se pueda descomponer en subproblemas inde-
pendientes. Bajo convexidad del problema original esta técnica puede resultar muy efectiva,
pues el Teorema de dualidad fuerte (Teorema 5.19) garantiza la equivalencia entre resolver el
problema primal y el dual. En caso de que no haya convexidad, sigue siendo una técnica muy
usada en la practica, tanto como base de algoritmos heuristicos como para obtener cotas para
el 6ptimo del problema original.

= En el caso de problemas no lineales con restricciones complicantes, la generalizacion
mas habitual del algoritmo de Dantzig-Wolfe es justamente la relajaciéon lagrangiana.
De hecho, en el caso lineal, Dantzig-Wolfe se puede reinterpretar como un algoritmo de
relajacion lagrangiana. Una version mas sofisticada de la técnica de relajacion lagrangiana
es el método de lagrangiano aumentado que veremos en la Seccién 7.3 y cuyos primeros
desarrollos fueron llevados a cabo en Hestenes (1969) y Powell (1969). Este método tiene
propiedades de convergencia notablemente superiores, pero a cambio es mas dificil usarlo
como algoritmo de descomposicion que se aproveche de estructuras de bloques en los
subproblemas.

= En el caso de problemas con variables enteras y restricciones complicantes, la genera-
lizacion de Dantzig-Wolfe se conoce como Branch and Price, nombre acunado a partir
de los trabajos unificadores de Vanderbeck y Wolsey (1996), Barnhart y otros (1998) y
Vanderbeck (2000, 2011), pero con las ideas de generacién de columnas subyacentes pre-
sentes ya desde los trabajos pioneros de Gilmore y Gomory (1961, 1963). Para este tipo
de problemas la relajacién lagrangiana también ha sido usada con éxito desde los trabajos
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de Held y Karp (1970, 1971), en parte gracias al formalismo y resultados en Geoffrion
(1974).

= En el caso de los problemas con variables complicantes, las generalizaciones del algoritmo
de Benders se conocen precisamente como Benders generalizado, pues su estructura es
muy similar a la del algoritmo original. Uno de los trabajos pioneros en esta direccién es
Geoffrion (1972).
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7.1 Introduccion

El objetivo principal de este tema es presentar algunos algoritmos para la resolucién de pro-
blemas generales de programacion matematica. Es decir, problemas de la forma

minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m
hi()=0 j=1,...1L

Mas concretamente, presentaremos algoritmos cuyo objetivo es identificar puntos que cum-
plan alguna condicién de optimalidad, tipicamente las condiciones necesarias de Karush-Kuhn-
Tucker. Como ya sucedia en el caso de la optimizacién sin restricciones, también aqui nos
encontramos con una condicién unicamente local y en la practica es habitual complementar
este tipo de algoritmos con otras metodologias que intenten aumentar las posibilidades de
identificar puntos con buenas probabilidades globales.

Es importante destacar que, a diferencia del tema en el que desarrollamos algoritmos de op-
timizacién sin restricciones, donde podriamos decir que hemos hecho una buena cobertura de los
principales algoritmos de optimizacién en el caso diferenciable, aqui simplemente presentamos
algunos ejemplos representativos. El abanico de algoritmos para problemas con restricciones es
mucho méas amplio, pudiendo aplicarse enfoques muy distintos entre si, dependiendo de cémo
gestionan las restricciones, del uso que se hace del dual, de si son algoritmos de punto interior
0 no,. .. Una cobertura exhaustiva de estos métodos excede los contenidos de este curso.

Al igual que hicimos en el Tema 4 al estudiar algoritmos de optimizacién sin restricciones,
aqui nos centraremos especialmente en las ideas e intuiciones detras de los métodos, omitiendo
las demostraciones.

7.2 Meétodos de penalizacion clasicos

Esta seccion estard dedicada en gran medida a los métodos de penalizacion exterior, aunque
en la parte final hablaremos brevemente de otra familia de algoritmos relacionada: los métodos
de penalizacion interior o de barrera.

7.2.1 Definicién y propiedades

Los métodos de penalizacién exterior tienen una idea muy natural: resolver los problemas de
optimizacion con restricciones apoyandose en los algoritmos existentes para resolver proble-
mas sin restricciones. Este objetivo se consigue “subiendo” todas las restricciones a la funcién
objetivo, a través de una funcién que penalice las infactibilidades. Mas concretamente, un mé-
todo de penalizaciéon exterior se basa en elegir una sucesiéon de parametros de penalizacion
{p'}en C R tal que limy oo p' = 00 y resolver subproblemas de la forma:

’ tP
in f(z) + p'P(a),

donde la funcién P(x) se conoce como funcion de penalizacion y debe cumplir lo siguiente:

(i) Para todo = € R", P(x) > 0.
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(ii) P(x) =0siysélosi h(x) =0y g(x) <O0.
(iii) P(x) es continua.

La idea del método es muy sencilla, cuanto mds grande sea p’ mas peso tendra la funcién P(x)
en el subproblema de minimizacién y mas dificil serd que un punto no factible en el problema
original pueda ser solucién de este subproblema.! A continuacién presentamos dos elecciones
habituales para la funcién P(x):

Penalizacién absoluta. P%(x) = Y ;" max{0,g;(x)} + Zé’:ﬂhj ()]

Penalizacién cuadratica. P°(z) = ||max{0,g(x)}||* + [[h(z)|? = 3, (méx{0, g;(x)})? +
! 2
1 hi(x) .
=1

En la practica es habitual subir a la funcién objetivo tinicamente las restricciones mas
dificiles, llegando a subproblemas penalizados que también son problemas de optimizaciéon con
restricciones, pero mucho més sencillos de resolver que el problema original dada la naturaleza
de las restricciones. En dicho caso podemos pensar que estamos resolviendo problemas de la

forma:
minimizar f(x)

sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m
hi(@) =0  j=1,....1 (7.1)
xeS,

donde S es un conjunto definido a partir de las restricciones “faciles” (por ejemplo restricciones
lineales, que darfan lugar a un conjunto S convexo). Entonces, tendriamos los subproblemas

min f(z) + p'P(z),

€S
donde la funcién P penaliza inicamente las infactibilidades originadas en las funciones h y g.
También es importante destacar que, en general, la sucesion de soluciones de los subproblemas
penalizados, {x!};cn, no tiene por qué estar bien definida ya que, por ejemplo, podemos en-
contrarnos que el subproblema de la iteracién ¢ es no acotado y no tiene éptimo finito. En la
practica este problema puede atajarse facilmente cuando las funciones f, h y g son continuas
sin mas que asumir que el conjunto S es no vacio, cerrado y acotado (pues entonces el Teo-
rema de Weierstrass nos asegura la existencia de un 6ptimo). Este supuesto no suele ser muy
restrictivo, ya que en la practica para la mayoria de los problemas se pueden definir facilmente
unas restricciones de cota para las variables € R" y restringir el problema de optimizaciéon
al hipercubo resultante de la imposiciéon de las mismas.

En la Figura 7.1 presentamos el esquema general de un algoritmo de penalizaciéon exterior.
Una caracteristica de este tipo de algoritmos, a diferencia de la mayoria de los que hemos visto
hasta ahora, es que, desde el punto de vista teérico, los iterantes de la sucesién {x'}sen son
independientes entre si, ya que los problemas a resolver dependen tnicamente del pardametro
de penalizacién. Sin embargo, en la practica es habitual que el algoritmo usado para resolver

'En la practica es habitual que la sucesién {p’} sea una sucesién de vectores, con una penalizacién especifica
para cada restriccién o grupo de restricciones (para asi poder tener en cuenta de forma explicita las escalas en
las que se mueven las distintas restricciones).
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METODO DE PENALIZACION EXTERIOR

INICIALIZACION
Elegir la funcién de penalizacién P(x) y un pardmetro de terminacién € > 0. Elegir un pardmetro
inicial p! > 0 y un escalar v > 1. Elegir un punto inicial '. Definir ¢t = 1.

Paso 1
Definir ' como una solucién éptima del problema minges f(x) 4+ p' P(z) (donde x' se toma
como solucién inicial para resolver el problema).

= Si p'P(x) < e, FIN. Devolvemos x'*!.

141

= En otro caso, definir pt! = yp*. Reemplazar ¢ por t 4 1. Repetir el Paso 1.

Figura 7.1: Esquema del método de penalizacién exterior.

el problema mingcg f(x) + p!P(x) y obtener el iterante x!*! tome 2’ como solucién inicial.

Como comentaremos mas adelante, esto se debe a que una de las mayores limitaciones de los
métodos de penalizacion es la dificultad de resolucién de los subproblemas, especialmente a
medida que se va incrementando el valor de p'. Por tanto, es titil que el algoritmo que resuelve
los subproblemas defina sus puntos iniciales a partir de las soluciones obtenidas en los pasos
anteriores.

A continuacién presentamos el principal resultado que sirve de justificacién tedrica de los
métodos de penalizacion y que, tras la discusiéon previa, no deberia resultar sorprendente.

Teorema 7.1. Supongamos que las funciones del problema de optimizacion dado por la Ecua-
cién (7.1) son continuas y que la sucesion {x'}ien, construida al aplicarle el método de pena-
lizacion exterior, estd contenida en un subconjunto compacto de S. Supongamos ademds que,
para todo t > 1, &' es un éptimo global del subproblema de la iteracién t — 1. Entonces:

(i) Todo punto limite de la sucesion {x'}ien es un éptimo global del problema minges P(x).

(ii) Ademds, si el problema original tiene algin punto factible, entonces todo punto limite de
{x!}en es un ptimo global de dicho problema.

Nétese que I) nos dice que si nuestro problema es infactible los puntos limite seran aquellos
que minimicen el nivel de infactibilidad, medido mediante la funcién P(x). Por otro lado, II)
nos dice que si el problema tiene una regién factible no vacia, los puntos limite serdn éptimos
globales. La demostracion de este resultado es justamente lo que se pide en el siguiente ejercicio.

***Ejercicio 7.1. Demuestra el Teorema 7.1. <

A pesar de que el Teorema 7.1 puede verse como una justificacién tedrica muy fuerte para los
métodos de penalizacion exterior, la implementacién practica de estos métodos tiene bastantes
problemas que detallamos a continuacién:

= En general es muy dificil resolver globalmente los subproblemas penalizados. Como vi-
mos en los temas anteriores, salvo que estemos trabajando con funciones convexas, los
algoritmos de optimizacién sin restricciones simplemente aseguran convergencia a puntos
que cumplen alguna condicién necesaria de optimalidad local (tipicamente que se anule
el gradiente).
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» Incluso en el caso de que los puntos de la sucesién {x!};ey cumplan alguna condicién
necesaria de optimalidad local para los subproblemas, el Teorema 7.1 no asegura sus
puntos limite también también la cumplan para el problema original.

= Otro problema importante es que el éptimo del problema original puede no alcanzarse
para ningin valor finito de p?, lo que genera a su vez bastantes problemas:

— No es facil saber con antelacion cudl es la sucesién {p!}1eny més adecuada. En el caso
del algoritmo tal y como lo presentamos en la Figura 7.1, esto se traduce en que no
es facil saber cual es el valor adecuado para ~.

— Cuanto mayor sea el pardmetro p! més dificil sera resolver el subproblema penalizado
correspondiente. Intuitivamente, lo que pasa cuando la penalizacién es muy grande
es que la funcién objetivo de los subproblemas pone muy poco peso en la funcién
objetivo del problema original, con lo que se vuelve mas dificil la tarea de resolver
dichos problemas globalmente (y puede haber cada vez méas éptimos locales que
unicamente “se preocupan” de la factibilidad). Siendo més precisos, valores altos de
p' dan lugar a problemas mal condicionados (mucha diferencia entre los autovalores
de la matriz hessiana). En el Tema 4 (ver pagina 75), comentamos que que esto
ocasiona varias dificultades practicas: i) es ficil encontrarse con problemas de preci-
sién numérica, lo que puede desestabilizar a los algoritmos y ii) aunque tuviéramos
precision infinita, los algoritmos de optimizacion sin restricciones pueden converger
muy lentamente (vimos que el método de méximo descenso es especialmente sensible
a esta problemdtica) y iii) dicha convergencia sélo suele estar garantizada a puntos
donde se anula el gradiente, que pueden no ser buenos puntos si tenemos subpro-
blemas con muchos 6ptimos locales. En el Ejemplo 7.1 que viene a continuacién
ilustramos este problema de condicionamiento.

Ejemplo 7.1. Consideremos el siguiente problema de optimizacion con restricciones:

minimizar %Jr% + 3
sujetoa z1 —1=0.

Claramente, el inico 6ptimo global de este problema & = (1,0). Veamos qué pasa si le aplicamos
directamente el método de penalizacién exterior con penalizacién cuadrética, P¢(x) = (1 —1)2.

En cada iteraciéon t tendremos que resolver el problema

L 1

minimizar fh(x) = ~2% + 23 + p'(z; — 1)
zEeR? 2

Podemos comprobar facilmente que estamos ante una funcién convexa (es suma de funciones

convexas) y por tanto V f5(x) = 0 es una condicién necesaria y suficiente de optimalidad global
(Corolario 2.5). El gradiente y la matriz hessiana de la funcién fp(x) vienen dados por
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.7 . 7 . .7 t
La ecuacién V fh(x) = 0 tiene una tinica solucién, que es :L“i+1 = 1?:; 7y xé“ = 0. Vemos que,

consistentemente con el Teorema 7.1, esta sucesién tiende al unico éptimo global, & = (1,0).
Sin embargo, este valor no se alcanza para ningtn valor finito de la penalizacién p'.

Ademas, si miramos la matriz hessiana, como es una matriz diagonal tenemos que sus
autovalores son precisamente los elementos de la diagonal y, por tanto, el nimero de condicio-
namiento de la matriz H%(Z) es

_ 1+ 2p
W(HY(®) = — 5
que tiende a infinito con p’. Este mal condicionamiento es habitual en los métodos de penali-
zacién exterior y es el que ocasiona que, en la practica, tengan muchas veces un mal compor-
tamiento. &

Como hemos visto, el Ejemplo 7.1 también muestra que el 6ptimo & = (1,0) no se alcanza
para ningtin valor finito de p! cuando se utiliza la penalizacién cuadratica. A continuacién damos
una intuicién adicional para este resultado. Supongamos que estamos en el punto & = (1,0).
En este punto, Vf() = (1,0). Entonces, para minimizar la funcién f nos gustaria movernos
en la direccién — V f(x) = —(1,0), lo que supone salir de la regién factible. Supongamos ahora
que estamos con el problema penalizado para un cierto valor p' y veamos el valor de fh(x.)
cone >0y x. =% —¢(1,0) = (1 —¢,0). Entonces tenemos que fh(z.) = f(x.) + p'e?. Ahora,
utilizando la aproximacién de Taylor de primer orden de f en & tenemos que

flwe) = f(@) + V(@) (2 — ) + ¢(c) = f(Z) + (1,0)"(=¢€,0) + p(e) = f(x) — € + (o),
donde lim._,o ¢(g) = 0. Por tanto, para fh(z.) tenemos
fo(ae) = f(xe) + p'e® = f(z) — e+ p'e? + p(e).

Esta expresién nos permite ver por qué & no es un 6ptimo de f5 para ningin valor de t. No
importa lo grande que sea p’, una vez que estd fijado tendremos que, para ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno, el término —e dominard al término p'e?. Por tanto, para ¢ > 0 suficientemente
pequeiio, fh(x:) < fh(Z), con lo que T no es un éptimo del problema penalizado. Este argu-
mento que acabamos de presentar se puede formalizar de modo bastante general y, lo que es
més importante, la situacion que describe se suele presentar en la practica.? Una excepcién es
el caso en el que V f(x) = 0, en el que no hay ninguna direcciéon de descenso desde &.

Lo que acabamos de ver sugiere que la clave de la necesidad de hacer tender p' a infinito
para acercarnos al éptimo del problema original radica en tomar penalizaciones cuadraticas,
que conlleva que p'e? acaba siendo dominado por —e. Por tanto, podriamos preguntarnos si este
efecto seguiria presente trabajando con penalizaciones absolutas, P%, en vez de penalizaciones
cuadréticas, P¢. En el ejemplo en cuestién, tomando penalizaciones absolutas tendriamos algo
de la forma p'|e| que dominard a —e siempre que p! > 1. El siguiente resultado muestra que
esto serd cierto de forma general.

2Para formalizarlo de modo més general habria que trabajar también con los gradientes de las restricciones
en el punto .
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Teorema 7.2. Eziste p tal que el optimo global del problema

min f (@) + pP*(z),

es el optimo global del problema original para todo p > p.

Ademés, se puede demostrar que es suficiente con que p sea mayor que el mayor, en valor
absoluto, de los multiplicadores de Lagrange asociados al punto . Desafortunadamente, en la
practica este resultado no es de tanta utilidad como podria parecer. Las razones por las cuales
la penalizacién P®*(x) rara vez se utiliza en este tipo de algoritmos son las siguientes:

= De antemano no podemos conocer los multiplicadores de Lagrange en el 6ptimo buscado
Z, con lo que igualmente habra que trabajar con una sucesiéon creciente de valores pt
y hay cierto riesgo de caer en problemas de condicionamiento (aunque menor que con
penalizacién cuadratica).

= El uso de las penalizaciones absolutas tiene el importante problema de que las funciones
objetivo de los subproblemas no son diferenciables. Ademads, los puntos de no diferen-
ciabilidad de dichas funciones son precisamente los puntos factibles en el caso de |h(x)]
y puntos de la frontera en el caso de méx{0,g(x)}. Esto hace que la resolucién de los
subproblemas se complique considerablemente.

= En general no se pueden encontrar funciones que siendo diferenciables aseguren conver-
gencia finita del método de penalizacion. Intuitivamente, la no diferenciabilidad se debe
a que, dado que la funcién P(x) es constante en la regién factible, para asegurar la dife-
renciabilidad de P(x) necesitamos que su gradiente sea cero al llegar a la regién factible.
En otras palabras, cuanto mas cerca estd un punto de ser factible méas suave es la pena-
lizacion P(x), en el sentido de estar més cerca de cero y de tener crecimiento nulo, por
lo que mas grande tendra que ser la penalizacién para compensar dicha suavidad en la
penalizacién.

En la siguiente seccion veremos el método de lagrangiano aumentado que, en cierto modo,
es una version sofisticada de los métodos de penalizacién clasicos y que consigue justamente
lo que no se puede conseguir con ellos: subproblemas penalizados diferenciables cuyos éptimos
convergen a puntos KKT del problema original sin necesidad de que la penalizacién tenga que
tender a infinito. Antes de pasar a dicha seccién presentamos un ultimo apartado dedicado
a otra familia relevante de métodos de penalizacién: los métodos de penalizacion interior o
métodos de barrera.

7.2.2 Meétodos de penalizacion interior o métodos de barrera

En este apartado presentamos brevemente otro tipo de algoritmos que guardan cierta similitud
con los métodos de penalizacion exterior, pues también trabajan con una penalizacion en la
funcién objetivo. Sin embargo, en vez de crear una sucesion de puntos que se aproximan al
optimo desde el exterior del conjunto factible, los métodos de penalizacién interior trabajan en
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todo momento con puntos factibles. Mas concretamente, estos métodos penalizan tinicamente
las restricciones de desigualdad en problemas de la forma

minimizar f(x)
sujetoa gi(x) <0 i=1,...,m
xS,

y la idea es definir una penalizacién que actie como barrera para que los puntos definidos
por el algoritmo no salgan de la regién factible. En caso de que el problema original tenga
restricciones de igualdad estas formaran parte de la definicion del conjunto S, con lo que estos
métodos no son muy efectivos con problemas que tienen restricciones de igualdad dificiles (ya
que no permiten subirlas a la funcién objetivo).

Un método de penalizacién interior o de barrera se basa en elegir una sucesiéon de parametros
{,uk een C R tal que limy o uk = 0 y resolver subproblemas de la forma:

min f(z) + 4 B(z)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m (7.2)
x €S,

donde la funcién B(x) se conoce como funcién de barrera 'y debe cumplir lo siguiente:
(i) Para todo = € R", B(x) > 0.

(ii) B(z) tiende a +00 a medida que @ se acerca a la frontera del conjunto {z : g(x) < 0}
(desde dentro del mismo). Es decir, si para algin ¢ € {1,...,m} tenemos que g;(x) tiende
a cero tomando valores negativos, entonces B(x) tenderd a infinito.

(iii) B(x) es continua.

Idealmente nos gustaria trabajar con restriciones de la forma g;(x) < 0 en la Ecuacién (7.2),
pero esto no es posible pues la funcién B(x) no esta definida en los puntos con algin g;(x) = 0.

La idea del método es sencilla. Si partimos de un punto interior z*, es decir, un punto en
el conjunto G = {x : g(x) < 0}, entonces la funciéon de barrera impedird que en la iteracién
actual nos salgamos de dicho conjunto. Dado que los métodos de optimizacién no son capaces de
trabajar con restricciones estrictas como las que definen el conjunto G, en la practica es habitual
no tener en cuenta expliticitamente las restricciones g;(x) < 0, pero a cambio hay que hacer
alguna verificacién para controlar que no nos salimos del conjunto G. En este sentido, métodos
que se mueven localmente desde el punto actual deberian mantenerse siempre en el conjunto G,

sin pasar nunca més alld de la “barrera”. Una funcién de barrera natural es B(x) = >, ﬁ;),
aunque en la practica es mas utilizada B(x) = —>_1"; log(—gi(x)), pues da lugar a resultados

de convergencia més fuertes. En la Figura 7.2 representamos los subproblemas que resultaria
de aplicar estas dos funciones de barrera que acabamos de mencionar para el problema

min 2

sujetoa —x <0,

cuyo 6ptimo es £ = 0 con f(z) = 0. En la figura ilustramos también los éptimos de los
subproblemas y podemos ver como en ambos casos, a medida que el valor de p se hace mas
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(a) Subproblemas con B(z) = —. (b) Subproblemas con B(z) = — log(z).

8|~

Figura 7.2: Tlustrando los subproblemas resultantes de aplicar el método de barrera al problema
de minimizar f(z) = 22 sujeto a —x < 0. La linea sélida representa la funcién original, f(x) =
22, y las lineas discontinuas los subproblemas con j tomando los valores 10, 5, 2 y 0.5.

pequeno dichos éptimos se acercan a * = 0 y lo hacen desde dentro del conjunto factible
(x >0).

En la Figura 7.3 presentamos el esquema general de un algoritmo de penalizacién interior
o de barrera. Puede observarse que el esquema del método es muy similar al método de pena-
lizacién exterior. Sin embargo, el funcionamiento del método es muy distinto debido a que uno
se mueve por fuera de la regién factible y otro por dentro de la misma. Se puede probar que,
bajos los supuestos adecuados, un método de barrera converge a una solucién del problema
original, pero no vamos a entrar en los detalles.

METODO DE PENALIZACION INTERIOR O DE BARRERA

INICIALIZACION
Elegir la funcién de barrera B(xz) y un pardmetro de terminacién € > 0. Elegir un pardmetro
inicial x* > 0 y un escalar v € (0,1). Elegir un punto inicial ' € S tal que g(z') < 0. Definir
k=1.

Paso 1

Partiendo de &, resolver el problema

min  f(z) + 1 B(z)
sujeto a  g(xz) <0
x €S,

y denotemos por "' a la solucién éptima encontrada.

= Si u*B(x) < &, FIN. Devolvemos a* 1.

k+1 — yuF. Reemplazar k por k 4 1. Repetir el PAso 1.

= En otro caso, definir p

Figura 7.3: Esquema del método de barrera.

Los métodos de barrera también tienen importantes limitaciones, que comentamos a conti-
nuacion:
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= Necesitamos problemas en los que el conjunto G no sea vacio y ser capaces de identificar
un punto inicial dentro del mismo. En general, esta tarea no es sencilla.

= Estos métodos no sirven para resolver problemas con restricciones de igualdad. Tedrica-
mente podemos reemplazar una restriccion de la forma hj(x) = 0 por las restricciones
hj(x) > 0y hj(x) < 0y transformar cualquier problema en un problema tnicamente
con restricciones de igualdad. Sin embargo, aunque algunos algoritmos permiten hacer
esto, este no es el caso de los métodos de barrera, pues en los subproblemas tendriamos
que verificar simultaneamente h;(x) > 0y hj(x) < 0, lo que no es posible. Dicho de otra
forma, el conjunto G seria vacio.

= Al igual que los métodos de penalizacion exterior, los métodos de barrera también tienen
problemas de condicionamiento. En este caso, los problemas aparecen cuando p* se hace
muy pequeno.

7.3 Meétodo del lagrangiano aumentado

7.3.1 Motivacion

Como comentamos en la seccién anterior, una de las mayores limitaciones de los métodos de
penalizacion exterior radica en la necesidad de trabajar con penalizaciones muy grandes, lo
que resulta en subproblemas mal condicionados y, por tanto, de dificil soluciéon. Una forma de
evitar este problema es a través de la funcién de penalizacién absoluta, P*(x), pero que resulta
en subproblemas no diferenciables, lo que tampoco es deseable.

Una alternativa bastante usada en la préactica es recurrir a técnicas de relajacién lagran-
giana, ya discutidas brevemente en las secciones 5.5.1 y 6.5, donde se trabaja con el dual
lagrangiano y el papel del parametro de penalizacién lo asumen los multiplicadores de Lagran-
ge. Si bien estas técnicas tienen muchas virtudes, por ejemplo a la hora de descomponer el
problema original en subproblemas, los resultados de convergencia asociados suelen requerir
supuestos bastante fuertes. La resolucion del dual lagrangiano normalmente pasa por el uso
de algoritmos iterativos basados en direcciones de ascenso (en la linea del método de méximo
descenso para problemas de optimizacién sin restricciones). Como vimos en la Seccién 5.4.6,
la principal dificultad radica en que el problema dual suele ser no diferenciable, lo que obliga
a usar subgradientes y en la practica no siempre es facil encontrar subgradientes que sean
direcciones de ascenso.

En esta seccién presentamos un nuevo “método de penalizacion”, que es un refinamiento
de las técnicas de relajacion lagrangiana. Permite atajar el problema de la actualizaciéon de
las penalizaciones sin tener que pasar por la resolucién de subproblemas no diferenciables. Se
trata del método de lagrangiano aumentado, cuya idea pasamos a desarrollar a continuacion.
Para facilitar la exposicién, comenzamos trabajando con problemas que tienen Unicamente
restricciones de igualdad:

Problema P

minimizar f(x)
sujetoa hj(x)=0 j=1,...,L
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7.3. Método del lagrangiano aumentado 215

Supongamos ahora que, en vez de resolver este problema, estudiamos el problema
Problema PP

minimizar f(x) + 522:1 hj(z)* = f(x) + LP(x)
sujetoa hj(x)=0 j=1,...,L

El problema PP es una versién penalizada del problema P; realmente se podria penalizar con
p en vez de , pero para los desarrollos resulta més cémoda esta formulacién. Tenemos la pe-
nalizacion cuadratlca en la funcién objetivo por no cumplir las restricciones, pero mantenemos
las restricciones explicitas en el problema. Nétese que los problemas P y PP son equivalentes.
Ambos tienen la misma regién factible y la funcién objetivo toma el mismo valor en cualquier
punto factible.

El carécter estrictamente convexo de la penalizacién cuadrética le da una mayor regula-
ridad al problema. En particular, es importante para poder apoyarse en el apartado (II) del
Teorema 2.2 y que, con bastante generalidad, la funcién dual, dados los valores éptimos del
dual, tenga un 6ptimo tnico. En este caso, la Proposicién 5.28 garantiza la diferenciabilidad
de la funcién dual en el 6ptimo.

Por otro lado, tenemos que la funcién lagrangiana del problema P viene dada por

l
L(z,v) = f(x) + Zvjhj(:c)
j=1

mientras que la funcién lagrangiana del problema PP, conocida como lagrangiano aumentado,
viene dada por

l
LA, v) +Zv] gz_:

Ademas de ver esta funciéon como la func10n lagrangiana del problema PP, también se puede
ver como la funcién objetivo que obtendriamos si aplicamos el método de penalizacién exterior
al problema de minimizar la funcién lagrangiana f(x) + Zé‘:l vjhj(x), sujeto a h(x) = 0, que
también es un problema equivalente a P.

Supongamos ahora que tenemos un punto KKT del problema P, &, con multiplicadores
de Lagrange asociados dados por v. Esto quiere decir que, fijado v, & minimiza la funcién
lagrangiana, lo que implica que

I
Ve L(Z,0) = Zv] Vh;(z) = 0.
Por otro lado, por ser & factible también se cumple que

l
Ve Ly (x,0) = Vf(Z —I—Zv]Vh )+thj(x)th(5c):o.

Esta dltima igualdad es cierta independientemente del valor del pardmetro de penalizacién p.
Por otro lado, trabajando con el método de penalizacién exterior (con penalizaciéon cuadra-
tica) tendriamos que el gradiente de la funcién penalizada en & vendria dado por Vf(x) +
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022:1 hj(x) Vhj(z) = Vf(x), que sélo se anulard si Vf(z) = 0, lo que contribuia a que, en
general,  no fuese un éptimo del problema penalizado para ningin valor finito de p. Notese
que la funcién L;‘ mantiene cualquier propiedad de diferenciabilidad que tengan las funciones
que definen el problema P.

El razonamiento que acabamos de presentar sugiere que uno puede minimizar el lagrangiano
aumentado para resolver el problema original, sin la limitacion de necesitar que p tienda a
infinito. La siguiente seccién esta dedicada a dar soporte tedrico a esta intuicion.

En cierta manera, podemos ver el algoritmo de lagrangiano aumentado como una mejora de
la relajacién lagrangiana en la que se mitigan los problemas de diferenciabilidad en la funcién
dual y, al mismo tiempo, como una mejora de los métodos penalizados en la que, manteniendo
la diferenciabilidad, no necesitamos incrementar indefinidamente las penalizaciones.

7.3.2 Soporte tedérico del método de lagrangiano aumentado

Comenzamos el desarrollo de los fundamentos tedricos del método del lagrangiano aumentado
con un lema auxiliar.

Lema 7.3. Sean A y B matrices simétricas con B semidefinida positiva y €' Ax > 0 para
todo x # 0 con x"Bx = 0. Entonces existe p > 0 tal que A+ pB es definida positiva para todo

p>p.

Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto. Consideremos entonces una suce-
sién no negativa {pt}teN tal que lim;_,o p! = oco. Entonces, para cada ¢t € N tenemos ! tal
que (z')"(A + pB)x! < 0. Sin pérdida de generalidad podemos tomar la sucesion {x'}cn tal
que ||zt|| = 1. Por tanto, esta sucesién estd contenida en un compacto y tendra una subsuce-
sién convergente. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la propia sucesién {x!};cn es
convergente y sea & su limite.

Entonces tenemos que, para todo t € N, (z')TAz! + p!(z')"Bx! < 0y (z')"Bz' > 0.
En particular, para todo t € N, (!)TAz! < 0. Tomando limites obtenemos que (Z)"BZ = 0
pues, de otro modo, p'(z')"Bz' tenderfa a +oo, mientras que (z')"Az' tiende a (z)"Az,
contradiciendo que (z')"Az! + p'(x!)"Bx! < 0 para todo t € N.

Ahora bien, si ()" Bx = 0, entonces los supuestos sobre A nos aseguran que ()" Az > 0
lo que contradice que para todo t € N, (z!)TAzx! < 0. O

Antes de presentar el resultado matematico en el que se sustenta el método del lagrangiano
aumentado, veamos cémo queda la condicién suficiente de KKT de segundo orden del Teore-
ma 5.8 para el problema P. Supongamos que & es un punto KKT de P con multiplicadores de
Lagrange dados por v. Si la hessiana de la funcién lagrangiana restringida al primal en v,

l
V2P (&) = V2 f(2) + Y 5 V2h;(2),
j=1

cumple que d' V2LF(z)d > 0 para todo d € C(x), el punto & es un minimo local estricto.
Recordemos que C(z) = {d € R": d #0y Vh;(x)'d =0,Vj € {1,...,1}}. La demostracién
del siguiente resultado se apoyara en aplicar el Lema 7.3 con V2L (&) desempefiando el rol de
Ay Yo Vhi(®) Vhj(z)" el de B.
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Teorema 7.4. Supongamos que T es un punto de KKT con multiplicadores v que cumple la
condicion suficiente de KKT de sequndo orden. Entonces existe p > 0 tal que, para todo p > p,
la funcion Lf(-,'{)) tiene un minimo local estricto en .

Demostracion. El resultado nos dice que la funcién

l
LA(a: v) +ZU] gz::

una vez fijado v = v, como funcién de x tiene un minimo local estricto en . Vamos a evaluar
el gradiente y la hessiana de la funcién L (-,v) en el punto &.

l
Ve L) (2,0) = Vf(Z) + Z 0 Vhi(®) + p Y hj(@) Vh(@)
hj(i)— l P,y & KKT
Zuj Vhi(z) = VLY (z) “ =" 0.

Ya tenemos la condicién de primer orden del problema de optimizacién sin restricciones asociado
a minimizar L;‘(-, v). Veamos ahora la condicién de segundo orden.

l
Vi Ly (Z,0) = V2 (&) + Y _ (v + ph;(@)) V2h;(Z —l—pZVh )Vh;(z)"

j=1 7=1

La condicién suﬁciente de KKT nos asegura que V2L (Z) cumple que d' V2LY(z)d > 0
para todod e C(z) ={deR":d#0y Vhj(z)'d =0,Yj € {1,...,1}}. Como la matriz

J:1 Vhj(x) Vhj(x ) es semidefinida positiva por ser suma de matrices semideﬁnidas positivas,
podemos aplicar el Lema 7.3 con A = V2LF(z) y B = E] 1 Vh;(x) Vhj(z)".

Por tanto, V%, L‘;‘(:f:, v) es definida positiva y tenemos que & es un minimo local estricto
de LA(-, v). O

A la vista de este resultado, parece natural minimizar la funcién L (-,v) en vez de minimizar
las funciones penalizadas fp(a) como hacia el método de penahzamon exterior. De cara al
diseno de un algoritmo para encontrar un éptimo de P, el Teorema 7.4 nos asegura que no sera
necesario hacer tender p a infinito y que mantendremos las condiciones de diferenciabilidad
de P en los subproblemas. Aunque todo esto es esencialmente cierto, hay un problema que
el algoritmo debe solventar, y es que no conocemos v. Es por este motivo que el método de
lagrangiano aumentado ird actualizando iteracién a iteracién no sélo el valor de x, sino también
el valor de v (y u cuando haya restricciones de desigualdad).

Antes de definir formalmente el algoritmo presentamos una interpretacion adicional de la
funcién L;‘ y también algin ejemplo para ilustrar los conceptos desarrollados hasta el momento.
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7.3.3 Discusion y ejemplos

Consideremos el lagrangiano aumentado:

l
LA, v) +zuj gz (2) + h(2) v + L] h() >

No es dificil ver que esta funcién se puede escribir, equivalentemente, de la siguiente forma:

LA(a:,v)

M\h

!
Z:: p 2+c:f(w)+th(zc)+%H2+c.

donde ¢ no depende de x, con lo que no tendra ningiin impacto a la hora de minimizar la funcién
lagrangiana con respecto de @. Con esta representacién, la funcién Lf(a:, v) se puede pensar
como un método de penalizacién en el que se estd penalizando la desviacidon no con respecto
a h(x) = 0, sino con respecto a h(z) + 2 = 0. Es decir, se estd desplazando la restriccion
original. Sin embargo, a medida que p tiende a infinito, este desplazamiento se converge a cero,
con lo que en el limite estariamos resolviendo el problema P. El Teorema 7.4 asegura que, si
elegimos de forma adecuada el vector v, no es necesario hacer tender p a infinito.

Con respecto a las técnicas habituales de relajacion lagrangiana, la principal aportacion del
método de lagrangiano aumentado es la inclusion en el lagrangiano del término de regularizacién
|h(z)||?. Esto tiene dos efectos importantes:

= En el lado positivo, el término de regularizacién asegura que, bajo supuestos bastan-
te generales, el problema dual sera diferenciable, lo que facilita su resolucién mediante
métodos de ascenso y mejora notablemente la convergencia del algoritmo.

» En el lado negativo, aunque las restricciones h(x) tengan una estructura subyacente
que permitirfa descomponer la funcién lagrangiana como funciones independientes (como
en el problema de planificacién energética visto en la Seccién 5.5.1), esta estructura de
descomposicién se pierde al incluir el término ||h(z)|?> que “estropea” cualquier estructura
de separabilidad de las funciones h(x). Esta es una de las razones por las cuales la
relajacién lagrangiana sigue siendo todavia una técnica muy utilizada en la practica.
Asimismo, cabe destacar que hay variantes del algoritmo de lagrangiano aumentado que
se han usado exitosamente para descomponer clases especiales de problemas. Un ejemplo
destacado es el algoritmo progressive hedging introducido en Rockafellar y Wets (1991)
para resolver problemas de optimizacién estocastica.

Ejemplo 7.2. Volvamos ahora el problema del Ejemplo 7.1:

minimizar %x% + 3
sujetoa z1 —1=0,

para el que habiamos visto que el método de penalizacion exterior con penalizacion cuadratica
no alcanzaba el éptimo & = (1,0) para ningin valor finito de p, lo cual ademds ponia de
manifiesto los problemas de condicionamiento del método.
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La condicion de KKT aplicada al punto & = (1, 0) nos dice que ha de existir un multiplicador

de Lagrange v tal que
0=Vf(x)+vVh(z)=(1,0)+ v(1,0).

De donde obtenemos v = —1. Por otro lado, el lagrangiano aumentado es de la forma
A L o 2 P 2
Ly (x,v) = 371 + a5 +v(ry — 1) + §(x1 - 1)
Si intentamos minimizar L;‘(a}, v) como funcién de & obtenemos la condicién

Vo L (@, 0) = (21 4+ v + p(z1 — 1), 222) = (0,0),

de donde sacamos

p—
Cp+1
En particular, tenemos que si hacemos tender v a v, x1 tiende a 1. Ademas, esto es cierto para
cualquier p > 0. A la vista de esto, esta claro que el lagrangiano aumentado resulta prometedor
como mejora de los métodos de penalizacién exterior. Por supuesto, todavia estd abierta la
pregunta de cémo definir el método de lagrangiano aumentado cuando, como sera el caso en la
préactica, no conocemos el multiplicador asociado al é6ptimo que estamos buscando. La respuesta
la veremos en la siguiente seccién. <&

T1 o = 0.

A continuacién presentamos otro ejemplo que muestra que si el punto & del enunciado del
Teorema 7.4 no cumple la condicién de suficiente de KKT de segundo orden, entonces puede
ser que también para la funcién L;‘ necesitemos hacer tender p a infinito.

Ejemplo 7.3. Consideremos el problema de optimizacién

minimizar :U‘ll + 122
sujeto a x2 = 0.

Claramente, £ = (0,0) es la solucién 6ptima. Como Vf(x) = (423 + x2,21) tenemos que
Vf(x) = (0,0), obtenemos que el multiplicador asociado es v = 0. Para la matriz de lagrangiano
L, como V2h(x) = 0 para todo x, tenemos

VQLP(x)=V2f(m):<121x% (1)> Y VQLP(O’O):VQf(O’O):G (1)>

Ademés, como Vh(0,0) = (0,1), tenemos C(0,0) = {0 # d € R? : (0,1)-d = 0}. En particular,
(1,0) € €(0,0) y

(1,0) V2LP (2)(1,0)" = (1,0) (‘; (1)> (1,07 = 0.

Por tanto, no se cumple la condicién suficiente de KKT de segundo orden y no estamos en los
supuestos del Teorema 7.4. Veamos que pasa si intentamos minimizar el lagrangiano aumentado
LpA(az, v) tomando v = v = 0.

L‘;‘(az, 0) = af + zy20 + gxg
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Ahora tenemos

1222 1
VL;‘(:C,O) = (4o} + @9, 1 + px2) Y V2L;‘($’O) - < 1 1 pa:z) '

El gradiente se anula en & = (0,0) y también en & = (21%, —ﬁ) y en —Z. Ademas, se puede
comprobar ficilmente que V2L‘;‘ no es semidefinida positiva en & = (0,0), con lo que Z no es
un minimo local para ningin p > 0. Sin embargo V2L;l si que es definida positiva en & que
de hecho es el minimo de L?(:c, 0) para todo p > 0. Ademads, & tiende a x cuando p tiende a
infinito.

Lo que hemos visto en este ejemplo es que si no se cumple la condicién suficiente de KKT
de segundo orden en el punto &, entonces el lagrangiano aumentado podria llegar a tener
un comportamiento parecido al del método de penalizaciéon exterior (aunque también podria
comportarse bien, dependiendo del problema). &

7.3.4 Incorporando restricciones de desigualdad

Supongamos ahora que tenemos un problema con restricciones de desigualdad de la forma

minimizar f(x)
sujetoa gi(x) <0 i=1,...,m.

Estas desigualdades se pueden transformar en igualdades sin mas que anadir variables auxiliares
z; v poner las restricciones

hz(l') = gz(x) + Z,? = 0.
Como regla general estas restricciones no suelen ser nada buenas. La razén es que la derivada con
respecto a z; se anula justamente cuando z; = 0 lo que dificultara que el problema resultante
tenga buenas propiedades de regularidad. En la practica esta transformaciéon se suele hacer
anadiendo directamente las variables z; a las restricciones y exigiendo que z; > 0.

Sin embargo, en nuestro caso esta transformacion es un artificio teérico cuyo comportamien-
to serd bueno porque el término z? lo vamos a “calcular” explicitamente. Con la formulacién
que vimos al principio de la Seccién 7.3.3, para estas nuevas restricciones de desigualdad h; el
lagragiano aumentado queda de la forma

L} w) = f(@) + § 3 () + )% +e = f(2) +
=1

D

m

w
E (gi(x) + 22 + =) +c.
i=1 P

El método de lagrangiano aumentado tendrd como paso principal la minimizacién en x de
Lﬁ(az, u) para distintos valores de u. En este caso, dado un vector x tendremos que

0 si gi(x) + 4+ >0

—gi(x) — % en otro caso.

Zi =
Por tanto, cada término (g;(x) + 22 + %)2 tomara el valor max{0, g;(x) + %}2. Entonces, para
trabajar con restricciones de desigualdad bastara tomar
U

L;‘(:z:,u) = f(x) + gif:lméx {O,Qi(m) + p}2 +c.
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En el caso de problemas con restricciones de igualdad y desigualdad tendremos
U; 2
Lf(a:,u,v) (ZmaX{O gi(x —z} —i—Z( p> )—i—c.

7.3.5 Descripcion del método de lagrangiano aumentado

Tras lo discutido en los apartados anteriores, ya estamos en condiciones de presentar el método
de lagrangiano aumentado. Supongamos que queremos resolver un problema de programacion
no lineal
Problema P
minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) <0 i=1,...,m
hj(x)=0 j=1,...,L

El funcionamiento del método sera el siguiente. En cada iteracién t tendremos un parametro
de penalizacién p' y aproximaciones u’ y v? a los multiplicadores de Lagrange que estamos bus-
cando. En ese momento buscaremos el minimo en « del lagrangiano aumentado L;‘t(:c, ul, vt)
que, olvidandonos del término constante c, es equivalente a minimizar

tm tig 2
+'°2(Zmax{o,gi(m)+;‘;} +Z(hj(m)+zg) )
i=1 j=1

Supongamos que ‘7" es el minimo de este problema de minimizacién. Es importante destacar
que, en la préactica, el problema de minimizacién de la iteracion t se resolvera utilizando,
por ejemplo, un método de Newton, cuasi-Newton o gradiente conjugado (dependiendo de las
caracteristicas del problema). Ademaés, este método de optimizacién sin restricciones se suele
resolver tomando como solucién inicial !, la solucién de la iteracién anterior, lo que puede
mejorar sustancialmente la velocidad del algoritmo completo. Para el minimo x!*! tendremos
que Vg L;‘t(wt“, ul,v') =0 con lo que

t+1

m l
Vit + Zméx{o,uﬁ + plgi ()} Vg (2T Z v; +p thi( z! ) th(:ct“) =0.
i=1 j=1

Esta condicion es equivalente a la condicién de KKT del problema P de partida. Sin embargo,
se cumple con respecto a unos “multiplicadores” distintos de u! y v?, pero que yo no conocia
de antemano pues dependen de x!*!. De hecho, nada nos garantiza que el x!*! sea factible en
el problema P.

Por tanto, el método de lagrangiano aumentado actualizara los valores de cada u! a u;
méx{0,u} + p'gi(x'*1)} > 0y los de cada v} a vj“ = vf + p'hj(x't). Esta actuahzamon,
ademas de ser natural, también puede ser justificada partir de las propiedades que conocemos

del dual. En la Seccién 5.4.6 (Proposicion 5.29) vimos que, dado un 6ptimo & de la funcién

t+1 _

xeR”

l
LP(u,v) = inf f(x)+ X:ngz + Zvjhj(ac),
=1
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el vector s = (g(z), h(x)) es un subgradiente de L£P(u,v). Por tanto, la actualizacién que
hemos comentado de los u! y U;f puede verse como un paso en la direccién del subgradiente
de la funcién dual que, recordemos, queremos maximizar. De hecho, en el caso de que el
6ptimo & de un problema LP(u,v) sea tinico, s = (g(x),h(zx)), es el tinico subgradiente y
la actualizacién propuesta es un paso en la direccién de maximo ascenso (y la regularizacion
mediante la penalizacién cuadréitica en el lagrangiano aumentado propicia esta unicidad).

Ademas de actualizar los multiplicadores para intentar que se acerquen a su valor en el 6p-
timo buscado (solucién del dual), tenemos que actualizar el pardmetro p! para que los iterantes
x! se vayan acercando a la regién factible.

Como ya comentamos, en caso de que las sucesiones {u'}ien v {v'}ien converjan, la pro-
piedad V, L’p“t(wtﬂ,ut,vt) = 0 asegurara que la condicién de KKT se cumplird en el limite,
por tanto la condiciéon de factibilidad del dual de KKT estara asegurada en este caso.

Ademas, para la convergencia a un punto KKT del problema original, queda por controlar
la condicién de holguras complementarias, pues el sumatorio en V, L;‘t (1 ul, v') = 0 para
las funciones g; recorre todas las restricciones y no sélo las activas. Sin embargo, nétese que si
la sucesién {x!};cn converge a un punto & con g;(€) < 0 y la sucesion {uf}en estd acotada,
entonces, para p' suficientemente grande u! serd cero y la condicién de complementariedad se
cumplird.

Una de las claves del método de lagrangiano aumentado es que no es necesario actualizar
la penalizacién p en todas las iteraciones. Lo que haremos sera mirar si en la tltima iteraciéon
hemos mejorado en el cumplimiento de las condiciones de factibilidad y complementariedad y
aumentar p unicamente cuando no haya sido el caso (sélo actualizamos p después de “malas”
iteraciones). Para hacer esto nos hace falta una funcién que mida de alguna manera el grado
de violaciéon de estas condiciones. Para las restricciones de igualdad se tomara simplemente
|h(z)|. Para las restricciones de desigualdad se tomard ||V (z'*!, u?, p!)|| donde, para cada
restriccién de desigualdad, la medida de violacién V;(z!*! u?, pt) viene dada por

t
V;(:I)H_l, ,ut’ pt) _ méx{gi(a:tﬂ), _%}

No es dificil ver que V;(z!™ ul,p') = 0 si y sélo si i) g;(z!™) < 0 y ii) u! = 0 cuando
gi (iIZt—H) < 0.

En la Figura 7.4 presentamos el método de lagrangiano aumentado, que integra todas las
consideraciones hechas hasta el momento. Hacemos ahora un par de comentarios relativos al
método:

= Resolucién de los subproblemas. Esta resolucién pasaré por aplicar un método de op-
timizacién sin restricciones que se inicializara en el iterante a?, solucién del subproblema
de la iteracién anterior.

= Criterio de parada. Se pueden poner parametros distintos €1, €5 y €3 para las condi-
ciones sobre Ci, Cy y Cs.

= Necesidad de u™**, v™" y v™#*. Estos pardmetros del algoritmo son necesarios pa-
ra asegurar que los multiplicadores permanecen acotados y que la penalizacién p puede
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METODO DE LAGRANGIANO AUMENTADO

INICIALIZACION
Elegir un parametro de terminacién € > 0. Elegir p° > 0 y escalares § € (0,1) y v > 1. Elegir
u’ >0y 00, u™E ™y M para los multiplicadores. Elegir un punto inicial «®.

U
Q
0

Calcular, para cada i € {1,...,m}, Vi(z',u°, p°) = méx{g:(x'), — >

Definir t = 1, p* = p°, u' = 4% y v' =2°.

PASO 1. RESOLUCION SUBPROBLEMA
Definir ‘™! como una solucién éptima del problema ming L;‘t (x,u’,v"); donde u’ y v’ estén
fijos y «' se toma como iterante inicial para resolver el problema. Ir al PAso 2.

PASO 2. ACTUALIZACION DE PARAMETROS .
Calcular, para cada i € {1,...,m}, Vi(z'™", u, p") = max{g; ('), — Z;}
)

= Simax{||[V (", ul, pt)|], |R(z )]} > 6 max{||V (xf, u'"", o', ||h(x")||}, entonces de-
finir p'*! = ~pt.
= En otro caso, p'! = p’.
Para cada i € {1,...,m}, definir u!*' = min {um‘”‘, max{0, ul + ptgi(:ct“)}}.
Para cada j € {1,...,l}:

» Sivf+ p'hy(x H'l) > 0, definir 1)”1 = min{v**, vt + p'h; (')}
= En otro caso, definir ij = max{v]"™, v} + p'h;(z'1)}.
Ir al Paso 3.

PAsoO 3. CRITERIO DE PARADA
Calculamos los siguientes parametros:

Factibilidad dual KKT: €y = ‘Vf t“ +Zut+l Vgi(a' ™ +Z U Vhy(a') ‘
j=1
Holguras complementarias: Ca = {max , {|m1n{fgi (xt+1),u§+1}| }
ie{l,...,
Factibilidad primal: C3 = max{ max gi(wtﬂ), max |hj(wt+1)|}.
ief{l,...,m} je{1,...,0}

= Si max{Ci,C2,Cs} < €, FIN. Devolvemos '™ y los multiplicadores u'*™! y v'*!.

= En otro caso, reemplazar t por t 4+ 1. Volver al PAso 1.

Figura 7.4: Esquema del método de lagrangiano aumentado.
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acabar dominandolos en caso de ser necesario. Los resultados tedricos asociados a este al-
goritmo aseguran que, si elegimos estos parametros suficientemente grandes, el algoritmo
funcionara, aunque no es facil saber a priori cémo de grandes deben ser. Seria suficiente
tomarlos mayores que el valor de los multiplicadores en el 6ptimo buscado, pero no son
conocidos a priori.

» Definicién de L4. Durante la exposicién en esta seccién hemos supuesto que todas las
restricciones se penalizan en funcién objetivo. Sin embargo, el método de lagrangiano au-
mentado, al igual que el de penalizacién exterior, también se puede implementar subiendo
solo algunas de las restricciones a la funcién objetivo, tipicamente las mas dificiles. De
este modo los subproblemas a resolver en cada iteracion seran problemas con restriccio-
nes, pero posiblemente no muy dificiles. En particular, existen buenos algoritmos cuando
todas las restricciones son de cota e incluso cuando son lineales.

Terminamos presentando el resultado relativo a las propiedades de la sucesién {x!};en
construida por el método.

Teorema 7.5. Si aplicamos el método de lagrangiano aumentado al problema P, entonces las
sucestones generadas tienen las siguientes propiedades:

= Los puntos de acumulacion de la sucesion {x'}icn son puntos KKT del siguiente proble-
ma: minimizar 3.7, max{0, g;(x)}* + 2221 hi(x)?.

= Si un punto de acumulacion & es factible y los vectores Vg;(&), con i € I(x), y Vh;j(x)
con j € {1,...,1l} son linealmente independientes (condicion de regularidad), entonces T
es un punto KKT vy las sucesiones {u'}ien y {v'}ien convergen a los multiplicadores de
Lagrange asociados a .

= 57 ademds en © se cumple la condicion suficiente de KKT de segundo orden, entonces la
sucesion {p'}ien estd acotada.

7.4 Programacion lineal sucesiva

Se podria decir que los métodos de penalizacién vistos en la seccién anterior, incluido el mé-
todo de lagrangiano aumentado, intentan resolver los problemas de optimizacién no lineal con
restricciones pasdndolos a problemas sin restricciones (o con restricciones “faciles”). En este
sentido, las técnicas de programacién lineal sucesiva que veremos en esta secciéon buscan algo
parecido. Si los métodos de penalizacién buscan apoyarse en subproblemas no lineales sin res-
tricciones, en esta seccion los subproblemas seguirdn teniendo restricciones, pero tanto éstas
como la funcién objetivo seran lineales. En ambos casos pasamos a subproblemas mas sencillos
de resolver que el problema original.

Para empezar, recordemos algtin concepto ya desarrollado en la Seccién 5.3.8. A continua-
cién presentamos la formulacién general de un problema de programacién no lineal y su versiéon
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linealizada.
Problema P Problema LP(z)
minimizar f(x) minimizar f(z) + Vf(x) (z — x)
sujetoa gi(x) <0 i=1,...,m sujeto a  gi(x) + Vgi(x) (x —x) <0 i=1,...,m
hij(x) =0 j=1,...,1 hj(x)+ Vhj(@) (x —x)=0 j=1,...,L

El Teorema 5.12 nos asegura que, en el caso de que todas las restricciones sean de desigualdad,
es equivalente que un punto & sea un KKT de P a que sea un 6ptimo de LP(x). Ademads, por
la forma en la que trabajaremos con las restricciones de igualdad, este resultado serd suficiente
para nosotros.

La idea del método de programacion lineal sucesiva es muy natural. En cada iteraciéon ¢
tendremos un cierto iterante x!, resolveremos LP(x?), obteniendo x!*!, y asi sucesivamente. Si
en alglin momento tenemos que x! es un 6ptimo de LP(z?), entonces el algoritmo termina y el
Teorema 5.12 nos garantiza que tenemos un punto KKT.

Aunque asi expresada la idea es muy sencilla, hay varios posibles problemas que requieren
modificar un poco la idea original. Uno de ellos, ilustrado en el siguiente ejemplo, es que LP(z?)
pueda no tener puntos factibles (aunque P si los tenga).

Ejemplo 7.4. Consideremos el siguiente problema de optimizacion con restricciones:

minimizar (21 — 5)% + (2 — 3)?
sujeto a a3 + 23 —2=0.

Supongamos que aplicamos nuestra idea de programacién lineal sucesiva y en una cierta ite-
racién llegamos a @' = (0,0). En este caso, tendremos que la linealizacién de la restriccion
22 + 23 — 2 = 0 se traduce en —2 = 0, que no se puede cumplir independientemente de los
valores de z1 y 2. Es decir, tenemos que LP(x?) tiene regién factible vacia. &

No es dificil modificar la programacién lineal sucesiva para asegurar que todos los iterantes
de la sucesion {x'}ien estdn bien definidos. La forma més habitual consiste en pasar a una
versién penalizada del método, en el que las restricciones linealizadas se pasan penalizadas a la
funcién objetivo, usando la penalizacién absoluta P®. Para fijar notaciones, supondremos que
el problema P es de la forma

Problema P
minimizar f(x)
sujetoa gi(x) <0 i=1,...,m
hij(x)=0 j=1,...,1
xeS={x: Az <b},

donde todas las restricciones lineales han sido incluidas en el conjunto S, pues con ellas no sera
necesario hacer modificacién alguna. Consideremos ahora el problema P? | la versién penalizada
de P:

Problema P”

m l
minimizar () = f (&) + pP() = f() + p( 3 mdx{0, gi(a)} + 3 |hs(2)]).

zeS =
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El problema P” es un problema penalizado con restricciones lineales. Ademaés, el Teore-
ma 7.2 nos asegura que si p es suficientemente grande el éptimo global de P” es un 6ptimo
global de P. En su momento vimos que el mayor problema de la penalizacion P® es su caracter
no diferenciable, y de ahi su poca aplicacién practica como parte del método de penalizacién
exterior. A continuacién vamos a ver que el problema P? puede transformarse de una for-
ma conveniente para el método de programacién lineal sucesiva y que permite salvar la no
diferenciabilidad de P?.

La idea es aprovecharse del “truco” habitual en programacién lineal para trabajar con
méximos y valores absolutos en la funcién objetivo. Esto consiste en pasar estos maximos y
valores absolutos a restricciones con la ayuda de variables artificiales. Para cada ¢ € {1,...,m}
definimos y; = max{0, g;(x)} y, para cada j € {1,...,l}, tomamos variables z;r >0yz >0
tales que |h;(x)| = zj + z; . Ahora el problema P” puede escribirse equivalentemente como

Problema P’
m l
minimizar f(x) + p(Z yi + z:(z;r + zj_))
i=1 j=1
sujeto a  y; > gi(x) 1=1,...,

m
zj—z;:hj(a:) j=1,...,1
inO 1= yeeey MM
2F>0,2;>0 j=1,...,1

Claramente, fijado p > 0, para cada = € S, la forma éptima de elegir y, 27 y 2~ serd tomando
y; = max{0,¢;(x)} paracadai € {1,...,m} y, paracada j € {1,...,l}, tendremos: z;-r = hj(x)
yz; =0sihj(x) >0y z;r =0y z; = —hj(z) si hj(z) <0.

Noétese que este truco no seria de ninguna utilidad para el método de penalizaciéon exterior,
pues volvemos a tener todas las funciones g; y h; como restricciones. La gran ventaja es que,
una vez que las linealicemos, las variables y;, z;' y Z; nos aseguraran que la region factible de
los subproblemas es no vacia.

Si ahora resolvemos el problema P? y obtenemos una solucién infactible de P, entonces no
tendremos mas que incrementar el valor de las penalizaciones y el Teorema 7.2 nos asegura que
en algin momento obtendremos soluciones factibles de P (siempre que exista alguna).

Ya estamos en condiciones de presentar una primera versiéon del algoritmo de programacién
lineal sucesiva que se basa en resolver, sucesivamente, la versién linealizada de P?, LP?(x') que
viene dada por

Problema LP”(x!)

f@) + V') (z - =)

P>, misc{0, gi(a) + Vgi(a!) (@ — a!))
p>hi |hi(xh) + Vhy(x') (z — x)|

. . . p
minimizar fr(x)

+ +
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v que, por la discusion anterior, se puede expresar equivalentemente como

Problema LP”(x!)

m l
minimizar Vf(z")"(x — ') + p( Z yi + Z(z;r + z;))
i=1 j=1
sujeto a  y; > gi(x') + Vgi(z!)(x — x) i=1,...,m
zf + 2 = hj(x') + Vhj(e") (x —z') j=1,...,1
yi >0 i=1,...,m
z0 >0,2; >0 j=1,...,1

xeS={x: Az <b}.

Nétese que hemos obviado el término constante f(x'). El problema LP?(x!) siempre tiene
soluciones factibles. Por tanto, podemos apoyarnos en él para definir una primera version del
método de programacién lineal sucesiva, que describimos en la Figura 7.5.

METODO DE PROGRAMACION LINEAL SUCESIVA (SIN REGION DE CONFIANZA)

INICIALIZACION
Elegir la penalizacién p > 0 y un pardmetro de terminacién € > 0. Elegir un punto inicial ' € S.
Definir ¢ = 1.
Paso 1
Definir '™ como una solucién 6ptima del problema LP?(x").
= Si “w‘tﬂfmt” < ¢, FIN. Devolvemos ‘™.

[ ]+e
= En otro caso, reemplazar ¢ por ¢t + 1. Repetir el PAso 1.

Figura 7.5: Método de programacion lineal sucesiva sin region de confianza para el problema
PP

A continuacién presentamos dos resultados clave para justificar matematicamente el método
de programacion lineal sucesiva:

Teorema 7.6. Si un punto & es un punto KKT del problema PP y ademds es factible para el
problema P, entonces & es un punto KKT del problema P.

Demostracion. Ejercicio. O

**Ejercicio 7.2. Demuestra el Teorema 7.6. <

Teorema 7.7. Si P tiene soluciones factibles, p es suficientemente grande vy la sucesion {x'}en
definida por el método de programacion lineal sucesiva sin region de confianza converge a un
punto &, entonces * es un punto KKT del problema P.

Demostracién. El Teorema 5.12 nos asegura que, si la sucesién {x!};cn converge a T, entonces
x es un KKT de PP. Ademas, si p es suficientemente grande y P tiene soluciones factibles, @
serd factible en P. Por tltimo, el Teorema 7.6 asegura ahora que & es un KKT de P. 0
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Antes de continuar presentamos un par de observaciones relativas a la implementacién
practica de este algoritmo.

= En caso de que el algoritmo termine en un punto no factible, tendriamos que incrementar
el valor de p y volver a aplicar el algoritmo (a partir de la tltima solucién obtenida si se
desea).

= Para que aplique el Teorema 7.2, la penalizacién p tiene que ser al menos tan grande
como el mayor de los valores absolutos de cualquier multiplicador de Lagrange asociado
con las restricciones g(x) < 0 y h(x) = 0. Debido a esto, tiene sentido trabajar con
p=(p1,---,pm+1), de tal manera que cada restricciéon tiene un pardmetro de penalizacion
especifico.

La versién del método de programacién lineal sucesiva presentada en la Figura 7.5 tiene
dos importantes limitaciones, relacionadas entre si, que hacen que en la practica no se suela
implementar de esa manera:

= En primer lugar, nada asegura que la funcién objetivo mejore iteracion a iteracion. Esto
es porque x!*! podria estar muy lejos de x, con lo que la linealizacién alrededor de !

podria ser muy mala aproximacién del problema en 1.

= Asi definido, el algoritmo puede no tener buenas propiedades de convergencia y, en parti-
cular, podria ciclarse, oscilando entre dos o mas soluciones muy distantes entre si. En este
caso, todas estas soluciones son puntos de acumulaciéon de {x'};cn, pero nada garantiza
que sean KKT del problema P?. Esto es porque cada una de estas soluciones resuelve
una linealizaciéon de P? alrededor de un punto muy distante de dicha solucién, con lo
que, nuevamente, la aproximacién dada por la linealizacién podria ser muy mala en la
solucién en cuestion.

El enfoque clasico para atajar los problemas que acabamos de describir consiste incluir
una regién de confianza en el método, de tal manera que aseguremos que x'*t! mejore ! con
respecto al problema P?. Dicho de otra forma, buscaremos asegurar que fP(z!t!) < fr(x?).
Dado que en cada iteracion del algoritmo resolvemos una aproximacién lineal del problema P?,
es facil ver que si & representa el 6ptimo de la linealizacién alrededor de !, entonces la direccién
d' = & — x! es una direccién de descenso de f”. Por tanto, si obtenemos '™ moviéndonos
suficientemente poco en esa direccién, tendremos que, efectivamente, f7(z!™1) < ff(x?). Esto es
justamente lo que garantiza el método de programacién lineal sucesiva con regién de confianza,

Prof. Julio Gonzélez Diaz
Esta versién: 26 de noviembre de 2020



7.4. Programacién lineal sucesiva 229

que se basa en trabajar con el problema

Problema LP”(xt, r?)

m l
minimizar Vf(x")"d + p( Z Yi + Z(z;r + zj_))
i=1 j=1

sujeto a  y; > gi(x') + Vgi(z)"d i=1,...,m
z;r—i—z]_ =hj(x') + Vh;(z')'d j=1,...,1
yi >0 i1=1,...,m
2 20,27 >0 j=1,...,1
—rt <d <7} k=1,....,m

xeS={x: Az <b}.

Con respecto al problema LP?(x!) hemos afiadido una regién de confianza delimitada por el
vector r! y reemplazado los términos (z — x') con d. Por tanto, la minimizacién se hace con
respecto a este vector d y los vectores y, z7 y 2.

El método de programacién lineal sucesiva con regién de confianza, representado en la
Figura 7.6, decide en cada iteracién si aceptar o no 2/*! = x!+d" dependiendo del decrecimiento
en fP en comparacion con el decrecimiento estimado pr,t' Ademas, también usa esta misma
informacién para ajustar dinAmicamente !, aumentando y reduciendo el tamafio de la regién
de confianza. Més concretamente, trabaja con las diferencias

Aff =) — P&’ +d') y Aff = f1 (") = f](a" +d)

y con el ratio asociado
L Af
AfL

Claramente, como d' = 0 es una solucién factible de LP?(z!,r?), Apr’t > 0. Por tanto, un
valor negativo de 7% nos indica un que la funcién f” aumenta al pasar de x' a x* + d, con lo
que no aceptamos ! + d' como nuevo iterante. Asimismo, si v es muy pequeiio, quiere decir
que la mejora en ff es mucho méas pequena de lo estimado por pr,t’ con lo que tampoco se
considera bueno el paso a a! + d'. En estas situaciones, se reducird el tamafio de la regién
de confianza, limitando la distancia a la que nos podemos mover desde x! para asi mejorar el
comportamiento de &' 4+ d’ con respecto a la linealizaciéon ff,t-

Para el método de programacién lineal sucesiva con region de confianza de puede obtener
el siguiente resultado:

Teorema 7.8. Si p es suficientemente grande y {x'}ien es la sucesion definida por el método
de programacion lineal sucesiva con region de confianza, entonces todo punto de acumulacion
de {x'}en es un punto KKT del problema P.

Para terminar, presentamos varias observaciones relativas al comportamiento de este mé-
todo.

= Kl Teorema 7.8 es sensiblemente més fuerte que el Teorema 7.7 pues, en este caso, aun-
que la sucesién {x'};cy se ciclase entre dos o mas puntos, todos ellos serfan puntos de
acumulacién y, por tanto, puntos KKT.
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METODO DE PROGRAMACION LINEAL SUCESIVA (CON REGION DE CONFIANZA)

INICIALIZACION

Paso 1

PAso 2

Elegir p > 0y € > 0. Elegir a1, aa y a3 con 0 < a1 < a2 < a3 < 1y 3 € (0,1). Elegir #™™ > 0.
Elegir un punto inicial ! € S y un vector inicial r! > 0. Definir ¢ = 1.

Definir d* como una solucién éptima del problema LP?(x!,r?).
= SiAf], <ey |d'| <e&, FIN. Devolvemos 't =gt +d.
» En otro caso se evaltia ~*:
— Si~' < i, definir ' = Brt. Repetimos la iteracién actual, ir al PASO 1.
— Siy" > ag, ir al Paso 2.

Definir '™ = 2! + d’. Reajustamos la regién de confianza:

m Siap < Wt < g, definir rttl = Brt.

m Siaz < Wt < g, definir pitl = pt,
t
= Siy' > as, definir 7' = %
En cualquier caso definir, para cada k € {1,...,n}, ri™" = max{r™ r*1}. Reemplazar ¢ por
k k k

t + 1. Repetir el Paso 1.

Figura 7.6: Método de programacién lineal sucesiva con regiéon de confianza.

Ademas, en caso de que el algoritmo genere una sucesiéon contenida en un compacto, cosa
que en la practica se puede asegurar definiendo unas restricciones de caja adecuadas,
entonces la sucesion {z'};cy tendra al menos un punto de acumulacién, que serd un
punto KKT. Aunque a nivel tedrico este resultado es bastante positivo, en la practica, en
el caso de que la sucesién {x!};eny no converja, no es una tarea sencilla el identificar un
punto de acumulaciéon en la misma.

En lo que respecta al criterio de parada, Aff, =0y d’ = 0 son condiciones suficientes
para que ! sea un KKT de P, con lo que tedricamente bastaria con expresar el criterio

de parada con respecto a uno de los dos criterios usados.

Una desventaja de este método con respecto a la versién sin regiéon de confianza es que
depende de la especificacién de mas parametros: p, €, a1, ag, az, ™, 3.3

Como ya hemos comentado, el método de programacién lineal sucesiva se puede inter-
pretar como un método que busca direcciones de descenso basandose en aproximaciones
lineales del problema original. Es por esto que, al igual que los métodos de gradiente para
problemas sin restricciones, puede no tener buenas propiedades de convergencia cerca
del 6ptimo, y que aparezca el tipico fenémeno de zigzag. Es por esto que en la practica
es habitual usar técnicas que se basen en aproximaciones cuadraticas en vez de lineales,
como discutimos brevemente en la siguiente seccion.

3En particular, en el libro “Nonlinear Programming: Theory and Algorithms”, escrito por Mokhtar S. Ba-
zaraa, Hanif D. Sherali y C. M. Shetty, sugieren a; = 107%, ap = 0.25, az = 0.75 y 8 = 0.5. Ademds, también
comentan otras formas de jugar con estos pardmetros y también con el criterio de parada.
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7.4.1 Programaciéon cuadratica sucesiva

Para terminar esta seccidon presentamos las ideas detras de una mejora de la programacion
lineal sucesiva, basada en trabajar con aproximaciones cuadréticas en vez de aproximaciones
lineales, y que se conoce con el nombre de programaciéon cuadratica sucesiva. Sin embargo, uno
no puede simplemente reemplazar todas las aproximaciones de grado uno por aproximaciones
de grado dos, pues es necesario que los subproblemas sigan siendo faciles de resolver. El ob-
jetivo del método entonces serd mantener la linealidad de las restricciones y que los términos
cuadraticos de la funcién objetivo tengan asociada una matriz hessiana definida positiva, para
asi tener subproblemas cuadraticos de programacion convexa con restricciones lineales para los
que existen algoritmos bastante eficientes.*

Ademas, para que la aproximacién cuadratica sea no sélo de la funcién f sino también de
las restricciones g y h, el método trabajard con la aproximacién de grado dos de la funcién
lagrangiana:

m l
Vi L@, u,v) = V2 f(z) + > ui Vigi(z) + Y v; Vhj(x).
i=1 j=1

Por comodidad, cuando w y v estén fijos, denotaremos V2, L(z, u,v) por V2LF (x). Entonces,
el método de programacién cuadratica sucesiva se basard en resolver, en cada iteracién ¢, un
problema de la forma:

Problema QP (z!, u!, v?)
minimizar f(z') + V f(z!)"d + 1d" V2LF (z)d
sujeto a g;(x') + Vg;(x')™d <0 i=1,...,m
hj(il?t)—l-th(il}t)Td:O j=1,...,1

Noétese que esta aproximacién cuadratica ademas de incorporar informacién de primer orden de
funcién objetivo y restricciones, también incorpora informacion de la curvatura de las mismas
a través del término V2LY ().

Debido al uso conjunto de la funcién lagrangiana y de aproximaciones cuadraticas en el
espiritu del método de Newton, los métodos de programacién cuadratica sucesiva también se
conocen como métodos de Lagrange-Newton o de lagrangiano proyectado (para reflejar que la
solucién tiene que tomarse dentro de la regién factible delimitada por la linealizacién de las
restricciones).

Aunque la intuicién detras del método de programacién lineal sucesiva es bastante natural,
a la hora de implementarlo hay una serie de detalles que hay que tener en consideracion:

= En cada iteracién, al resolver el problema QP(z!, u!, v!) minimizando con respecto de x,
se obtendra un nuevo iterante ‘T!. Pero también habré que evaluar las condiciones de
KKT del problema QP para obtener nuevos valores de los multiplicadores u!*! y v*+!,
Por tanto, este algoritmo genera una sucesién de soluciones del primal y también del dual.

“De hecho, los optimizadores punteros para problemas de programacién lineal como Gurobi y CPLEX pueden
resolver este tipo de problemas.
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= Al igual que pasaba con el método de Newton, es preciso poder trabajar con matrices
definidas positivas. Es por esto que la matriz V2L? (') se reemplaza por aproximaciones
cuasi-Newton, V!, como las descritas en la Seccién 4.8.3.

= Al igual que pasaba con el método de programacién lineal sucesiva, QP(z!, ul, v!) pue-
de tener region factible vacia incluso cuando P tiene soluciones factibles. Para evitar
esto, el método de programaciéon cuadratica sucesiva suele implementarse también en
versién penalizada, apoyandose en la penalizacién absoluta P?®. Al igual que entonces,
estas penalizaciones deberan ser “retransferidas” a las restricciones mediante las mismas
transformaciones para tener subproblemas diferenciables.

= El método de programacion cuadratica sucesiva también suele ir acompanado de una
regién de confianza.

= En la practica es habitual que este método se complemente con una bisqueda de linea
(al igual que se hacfa con el método de Newton en problemas sin restricciones). Una vez
que encuentra una direccién candidata d?, en vez de definir 't! = a! + d?, se suele hacer
una bisqueda de linea para minimizar la funcién f# en la direccién d' (aunque hay que
elegir cuidadosamente el método de busqueda de linea, dado que f” no es diferenciable).

Como puede verse, hay bastantes consideraciones a tener en cuenta para llevar a cabo una
implementacién solvente de un método de programacién cuadratica sucesiva.
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