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Resumen

Dado que gran parte de los problemas practicos que se necesitan resolver
son de los denominados NP-hard, los algoritmos heuristicos o de aproxima-
ciéon desempenian un papel importante en la resolucién de problemas de
optimizacién discreta con la idea de encontrar buenas soluciones factibles
de manera rapida. Se pretende fundamentalmente realizar una revisién de
algunos de los heuristicos mas utilizados recientemente en la literatura co-
mo son la busqueda local, bisqueda tabu, simulated annealing, algoritmos
genéticos y algoritmos de hormigas.

Esta memoria comienza con una breve introduccién a la Investigacion
Operativa que recoge la definicién, contenido y evolucién histérica. Seguida-
mente se presentardn algunos problemas de optimizacion y su complejidad,
entre ellos, el problema del viajante, problemas de asignacién y planifica-
cién, asi como las técnicas clasicas de resoluciéon mas utilizadas.

En el siguiente apartado, se explicaran detalladamente cada uno de los
métodos heuristicos de resoluciéon de problemas de optimizaciéon que aqui se
presentan. Mediante un pequeno ejemplo, comin a todos ellos, se tratara de
comprender las diferentes técnicas utilizadas y, finalmente, sobre un ejemplo
de mayor envergadura discutiremos los resultados obtenidos en funcién de
su valia para llegar a la mejor solucién posible.






Capitulo 1

Introduccion a la
Optimizacién

1.1. ;Qué es la Investigacién Operativa?

Definicién 1. Investigacion Operativa.

La Investigacion Operativa, abreviando 10, es una ciencia moderna
interdisciplinaria que mediante la aplicacion de teoria, métodos y técnicas
especiales, busca la “solucion optima” de problemas complejos de adminis-
tracion, orgamizacion y control que se producen en los diversos sistemas
existentes en la naturaleza y los creados por el ser humano (sistemas orga-
nizados, sistemas fisicos, econémicos, ecoldgicos, educacionales, de servicio
social, etc), permitiendo de esta forma la “toma de decisiones”.

Objetivo

El objetivo mas importante de la aplicacién de la investigacion operati-
va es dar apoyo en la “toma 6ptima de decisiones” en los sistemas y de la
planificaciéon de sus actividades.

Enfoque

El enfoque fundamental de la investigacién operativa es el enfoque de
sistemas, por el cual, a diferencia del enfoque tradicional, se estudia el com-
portamiento de todo un conjunto de partes o sub-sistemas que interaccionan
entre si. De esta forma se identifica el problema y se analizan sus repercusio-
nes, buscandose soluciones integrales que beneficien al sistema como un todo.

Técnica
Para hallar la solucién, generalmente se representa el problema como un
modelo matematico, que es analizado y evaluado previamente.



Actualmente, la Investigacién Operativa incluye gran cantidad de ramas co-
mo la Programacion Lineal, Programacion no Lineal, Programacion Dindmi-
ca, Simulacién, Teoria de Colas, Teoria de Inventarios, Teoria de Grafos, etc.

1.2. Evoluciéon historica

Algunos historiadores consideran que el punto inicial de la Investigacion
de Operaciones radica en el comienzo de la segunda Guerra Mundial, tras el
interés mostrado por un grupo de investigadores militares encabezados por
A. P. Rowe en el uso militar de una técnica conocida como radiolocalizacion.

Otros consideran que su comienzo estd en el andlisis y solucién del
bloqueo naval de Siracusa que Arquimedes presentara al tirano de esa ciudad,
en el siglo IIT A.C.

F. W. Lanchester, en Inglaterra, justo antes de la primera guerra mun-
dial, desarroll6 relaciones matemaéaticas sobre la potencia balistica de las
fuerzas opositoras, que si se resolvian tomando en cuenta el tiempo, podian
determinar el resultado de un encuentro militar.

Tomés Edison también realizé estudios de guerra antisubmarina.

Ni los estudios de Lanchester ni los de Edison tuvieron un impacto
inmediato. Dichos estudios, junto con los de Arquimedes, constituyen viejos
ejemplos del empleo de cientificos para determinar la decisiéon 6ptima en las
guerras, optimizando los ataques.

Poco después de que estallara la Segunda Guerra Mundial, la Badswey
Research Station, bajo la direccion de Rowe, participé en el disefio
de utilizacién éptima de un nuevo sistema de deteccion y advertencia
prematura, denominado radar (RAdio Detection And Ranging, deteccién
y medicién de distancias mediante radio). Este avance sirvié para el andlisis
de todas las fases de las operaciones nocturnas, y el estudio se constituy6 en
un modelo de los estudios de investigacion de operaciones que siguieron.

En agosto de 1940, se organizé un grupo de 20 investigadores (“Circo
de Blackett”) bajo la direccién de P. M. S. Blackett, de la Universidad de
Manchester, para estudiar el uso de un nuevo sistema antiaéreo controlado
por radar. El grupo estaba formado, entre otros, por tres fisiélogos, dos
fisicomatematicos, un astrofisico, un oficial del ejército, un topodgrafo,
un fisico general y dos matematicos. Parece aceptarse comtnmente que
la formacién de este grupo constituye el inicio de la investigacion de
operaciones.

Blackett y parte de su grupo, participaron en 1941 en problemas de
deteccién de barcos y submarinos mediante un radar autotransportado. Este
estudio condujo a que Blackett fuera nombrado director de Investigacién
de Operaciéon Naval del Almirantazgo Britdnico. Posteriormente, la parte
restante de su equipo pasé a ser el grupo de Investigaciéon de Operaciones
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de la Plana de Investigacién y Desarrollo de la Defensa Aérea, aunque luego
se dividi6 de nuevo para formar el Grupo de Investigaciéon de Operaciones
del Ejército. Después de la guerra, los tres servicios tenian grupos de
investigacién de operaciones.

Como ejemplo de esos primeros estudios estd el que planted la
Comandancia Costera que no lograba hundir submarinos enemigos con
una nueva bomba antisubmarina. Las bombas se preparaban para explotar
a profundidades de no menos de 30 m. Después de estudios detallados,
un profesor apellidado Williams llegé a la conclusiéon de que la maxima
probabilidad de muerte ocurriria con ajustes para profundidades entre 6 y 7
m. Entonces se prepararon las bombas para minima profundidad posible de
10 m, y los aumentos en las tasas de muertes, segiin distintas estimaciones,
se incrementaron entre un 400 y un 700 por ciento. De inmediato se
inicié el desarrollo de un mecanismo de disparo que se pudiera ajustar a la
profundidad éptima de 6 a 7m. Otro problema que consideré el Almirantazgo
fueron las ventajas de los convoyes grandes frente a los pequenos. Los
resultados fueron a favor de los convoyes grandes.

A pocos meses de que Estados Unidos entrara en la guerra, en la fuerza
aérea del ejército y en la marina se iniciaron actividades de investigacion
de operaciones. Para el Dia D (invasién aliada de Normandia), en la fuerza
aérea se habian formado veintiséis grupos de investigacién de operaciones,
cada uno con aproximadamente diez cientificos. En la marina se dio un
proceso semejante. En 1942, Philip M. Morris, del Instituto Tecnolégico de
Massachussets, encabezé un grupo para analizar los datos de ataque marino
y aéreo en contra de los submarinos alemanes. Luego se emprendié otro
estudio para determinar la mejor politica de maniobrabilidad de los barcos
en convoyes a fin de evadir aeroplanos enemigos, e incluso los efectos de la
exactitud antiaérea. Los resultados del estudio demostraron que los barcos
pequenos deberian cambiar su direccién gradualmente.

Al principio, la investigacion de operaciones se referia a sistemas
existentes de armas y a través del andlisis, tipicamente matematico, se
buscaban las politicas éptimas para la utilizacion de esos sistemas. Hoy
en dia, la investigacién de operaciones todavia realiza esta funciéon dentro
de la esfera militar. Sin embargo, lo que es mucho més importante, ahora se
analizan las necesidades del sistema de operacion con modelos matematicos
y se disefia un sistema (o sistemas) de operacién que ofrezca la capacidad
oOptima.

El éxito de la investigacion de operaciones en la esfera de lo militar
queddé bastante bien documentado hacia finales de la Segunda Guerra
Mundial. El general Arnold encargé a Donald Douglas, de la Douglas
Aircraft Corporation, en 1946, la direccién de un proyecto, Research ANd
Development (RAND, Investigacién y Desarrollo), para la Fuerza Aérea.
La corporacién RAND desempenia hoy dia un papel importante en la
investigacién que se lleva a cabo en la Fuerza Aérea.
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A partir del inicio de la investigacién de operaciones como disciplina, sus
caracteristicas mas comunes son:

= Enfoque de sistemas
= Modelado matematico

= Enfoque de equipo

Estas caracteristicas prevalecieron a ambos lados del Atlantico, a partir
del desarrollo de la investigacion de operaciones durante la Segunda Guerra
Mundial.

Para maximizar la capacidad militar de entonces, fue necesario un
enfoque de sistemas. Ya no era tiempo de tomar decisiones de alto nivel
sobre la direccién de una guerra que exigia sistemas complicados frente a la
estrategia de guerras anteriores o como si se tratara de un juego de ajedrez.

La computadora digital y el enfoque de sistemas fueron preludios necesa-
rios del procedimiento matematico de los sistemas militares de operaciones.
Las matemadticas aplicadas habian demostrado su utilidad en el andlisis de
sistemas econémicos, y el uso de la investigacion de operaciones en el andlisis
de sistemas demostré igualmente su utilidad.

Para que un andlisis de un sistema militar de operaciones fuera
tecnolégicamente factible, era necesario tener una comprension técnica
adecuada, que tomara en cuenta todas las subcomponentes del sistema. En
consecuencia, el trabajo de equipo resulté ser tan necesario como efectivo.

1.3. Problemas de optimizacion y su complejidad

Los problemas de optimizacién aparecen en multitud de ambitos, desde
la eleccién del camino maés corto para ir al trabajo hasta el diseno éptimo
de rutas de reparto de mercancias de una gran multinacional.

La optimizacién es una parte importante de la Investigacion Operativa.
Algunas técnicas como la Programacion lineal (LP) o la Programacién
dindmica (DP) son anteriores a 1960:

- Método Simplex, LP, por Dantzig (1947)
- Principio de optimalidad, DP, por Bellman (1957)

Ademsds, podemos encontrar un manual de dichos métodos en Hillier et
al (2005) y Denardo (1982), respectivamente.
Caracteristicas de la Optimizacién:

= Proceso algoritmico inicial muy rapido

s Fleccion de la mejor alternativa entre todas las alternativas posibles
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Sin embargo, ciertas técnicas de investigacién de operaciones se enume-
ran bajo el nombre de optimizacién o programaciéon matematica.

Definimos a continuacién algunos conceptos previos que seran de gran
utilidad a lo largo de la memoria:

Definicion 2. Problema de optimizacion.

Un problema de optimizacion viene dado por un par (F,c) donde F es

un dominio de puntos factibles y ¢ una funcion coste. El problema consiste

en encontrar un punto factible x € F tal que Yy € F verifique, c(z) < c(y).
Cada punto x wverificando las condiciones anteriormente descritas se

denomina optimo global del problema.

Podemos encontrar algunos conceptos basicos comunes a todos los enfo-
ques algoritmicos para la resolucion de los problemas. Dependiendo de las
técnicas utilizadas necesitaremos especificar:

Espacio de busqueda
La representacién de una solucién potencial y su correspondiente interpreta-
cién nos da el espacio de bisqueda y su tamano. Este es un punto clave para
el problema: el tamano de dicho espacio no viene determinado por el pro-
blema sino por nuestra representacion e interpretacion. Este paso es de vital
importancia para dar una correcta solucién a nuestro problema, ademés de
evitar contratiempos de duplicaciones de resultados, etc.

Vecindad
Si nos centramos en una regién N(z) del espacio de bisqueda S, que
estd “cerca” de algin punto x del espacio, podemos definir N(z) como una
vecindad del punto z € S.

Objetivo
El objetivo del problema no es mas que el estado matemético que nos interesa
aplicar para que la tarea se lleve a cabo. Dependiendo del tipo del problema

nos interesard maximizar o minimizar la funciéon objetivo.
Funcién objetivo

Es la medida cuantitativa del rendimiento del sistema a optimizar
(maximizar o minimizar). Algunos ejemplos de las funciones objetivo son:
la minimizacion de los costes de un sistema de produccién agricola, la
maximizacién de los beneficios netos de la venta de ciertos productos, la
minimizacién de los materiales utilizados en la fabricacién de un producto,
etc.

Variables
Representan las decisiones que se pueden tomar para variar el valor de la
funcién objetivo. Se pueden clasificar como dependientes o independientes.
En el caso de un sistema de produccién agricola serédn los valores de
produccion de las unidades generadoras o flujos a través de las lineas. FEn el
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caso de las ventas, la cantidad de producto producido y vendido. En el caso
de la fabricacién de un producto, sus dimensiones fisicas.

Restricciones
Representan el conjunto de relaciones que ciertas variables estan obligados
a cumplir. Se expresan mediante ecuaciones o desigualdades. Por ejemplo,
la capacidad de produccién para la fabricacién de diferentes productos, las
dimensiones de la materia prima del producto, etc.

Una posible clasificacion de los métodos de optimizacién clasicos podria
ser la siguiente:

= Programacion no lineal

= Programacion lineal

» Programacion entera

» Programacion lineal entera
= Programacion dindmica

= Programacion estocastica

» Programacién multiobjetivo

En la figura [Tl podemos ver la relacién entre algunos de los métodos
de optimizaciéon enumerados anteriormente. Notemos que en dicha figura no
se han incluido los problemas de programacién dindmica, los problemas de
programacién estocéastica y los problemas de optimizacién multiobjetivo.

Programacitn
convexa

Programacién
no lineal

Programacion

\ entera

N, Programacién
lineal entera

Programacion
Tineal

Figura 1.1: Una clasificacion de los problemas de optimizacién

Resolver un problema de optimizacion consiste en encontrar el valor que
deben tomar las variables para hacer 6ptima la funcién objetivo satisfaciendo
el conjunto de restricciones. A continuacién definiremos formalmente algunos
conceptos que son de vital importancia al hablar de optimizacion.
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Definicion 3. Programacion no lineal.
Un problema de programacion no lineal consiste en encontrar una solu-
cion al problema:

minimizar c(x)
sujeto a gi(x) >

Definicion 4. Conjunto factible

El congunto factible asociado a un problema de programacion no lineal
viene dado por aquellos puntos que verifican las restricciones asociadas a
las funciones g; y h; .

Un problema de programacion no lineal es un problema de planificacion
optima dada una funcién objetivo y una serie de restricciones, las cuales
determinan las soluciones factibles de entre las que habremos de encontrar
la solucién 6ptima.

A la hora de estudiar los problema de optimizacién es importante notar
que no basta con encontrar un 6ptimo local, ya que un 6ptimo local puede
estar realmente lejos del 6ptimo global. En general, verificar la optimalidad
global de un 6ptimo local no es una tarea trivial.

Un problema de programacién no lineal en el que la funcién c¢ es convexa,
las funciones g; son céncavas y las funciones h; son lineales se llama problema
de programacion conveq:. A continuacién enunciamos unos resultados muy
importantes que verifica cualquier problema de programaciéon convexa:

Lema 1. El conjunto factible asociado a un problema de programacion
CONVETA €S CONVETO

Lema 2. Dado un problema de programacion conveza, todo éptimo local es
un optimo global.

Otra propiedad interesante de los problemas de programacion convexa
es que dados dos éptimos, cualquier combinacién convexa de ellos también
serd un Optimo.

Lema 3. Dado un problema de programacion convexa y dos dptimos (glo-
bales) x ey, para todo X € [0,1], el punto z = Az + (1 — N)y también es un
optimo (global).

Una funcién h es lineal si para todo z e y y para todo par de escalares (ndmeros
reales) a y b, h(azx + by) = ah(z) + bh(y). Una funcién g es céncava si para todo z e y y
para todo A € [0,1], g(Az + (1 — N)y) > Ag(z) + (1 — X\)g(y); es decir, la imagen de una
combinacién convexa de dos puntos estd por encima de la recta que une sus respectivas
imagenes. La funcién es convexa si se cumple la desigualdad contraria.

*Un conjunto F' es convexo si para todo z, y € F y todo A € [0,1], Az 4+ (1 — Ny € F.
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En general, a pesar de los resultados anteriores, el estudio de los
problemas de programacion convexa puede ser muy complejo ya que,
tipicamente, el conjunto factible estarda formado por un continuo de
puntos. De este modo, las técnicas de fuerza bruta son inviables, ya que
serd practicamente imposible hacer un barrido de toda la regién factible.
En este punto podemos introducir los problemas de programacion lineal,
para los cuales podrian funcionar técnicas enumerativas para encontrar su
solucién.

Definicion 5. Programacion lineal.
Un problema de programacion lineal consiste en encontrar una solucion
al problema:

minimizar c(x)
sujeto a gi(x) >0 Vi=1,..m
hj(x)=0 Vj=1,..,L
siendo ¢, g; y h; funciones lineales.

Como toda funcién lineal es tanto concava como convexa, todo problema
de programacién lineal es un problema de programacion convexa y por tanto
todo éptimo local equivale a un 6ptimo global. Hablar de programacion lineal
no es mas que hablar de “planificaciéon con modelos lineales”.

Los problemas de programacién lineal se pueden resolver utilizando sélo
un conjunto finito de puntos. Hay problemas cuyo conjunto factible es un
conjunto finito o numerable de puntos. Estos problemas se llaman proble-
mas combinatorios, ya que para resolverlos es necesario enumerar todas las
combinaciones posibles de los valores de cada variable y luego ver dénde se
alcanza el punto 6ptimo. En general, estudiaremos los problemas combina-
torios en la optimizacién lineal entera.

Definicion 6. Programacion lineal entera.
Un problema de programacion lineal entera consiste en encontrar una
solucion al problema:

minimizar c(x)
sujeto a gi(x) >0 Vi=1,..,m
]’LJ(ZL‘) =0 \V/j:L...,l
z ez
siendo ¢, g; y h; funciones lineales.

En ciertos problemas no podemos representar todas las decisiones
mediante variables continuas. Por ejemplo, las decisiones de inversion y la
planificaciéon de expansion de una red, o el reclutamiento de las personas,
deben estar representados por variables discretas; mientras que las decisiones
de localizaciéon de plantas o almacenes deberan estar representadas por
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variables binarias. De esta forma podemos clasificar los problemas de
programacién entera segun el tipo de variables como:

» Programacion entera pura (PIP), si todas las variables son enteras.
» Programacion entera binaria (BIP), si todas son binarias.

» Programacion entera mixta (MIP), si hay alguna entera o binaria y el
resto son continuas.

Un caso particular de variables enteras son las variables binarias, (0/1),
porque permiten la modelizacién por asignacion o condiciones logicas.
Ademas, cualquier variable entera, x, puede expresarse como suma de va-
riables binarias y;, donde x = Zfio iy, con 0 <z <uy 2V <o < 2NFL
siendo u una cota superior de x.

Algunos Problemas de Optimizacién
A continuacién enumeramos una serie de problemas de optimizacién
clasicos que se pueden encontrar en la literatura.

- El problema del viajante de comercio, TSP ( Travelling Salesman Pro-
blem): es uno de los problemas clésicos de optimizacién combinatoria.
Recibié este nombre porque puede describirse en términos de un agente
de ventas que debe visitar cierta cantidad de ciudades en un solo viaje.
Si comienza desde su ciudad de residencia, el agente debe determinar
qué ruta debe seguir para visitar cada ciudad exactamente una vez
antes de regresar a su casa de manera que se minimice la longitud
total del viaje.

- Problemas asignacién: Caso particular del problema de transporte de
bienes desde unos origenes a unos destinos donde los asignados son
recursos destinados a la realizacién de tareas, los asignados pueden ser
personas, maquinas, vehiculos, plantas o periodos de tiempo. En estos
problemas la oferta en cada origen es de valor 1 y la demanda en cada
destino es también de valor 1.

- Problemas de rutas, Vehicle Routing Problems (VRP). Se trata de
disenar las rutas de una flota de transporte para dar servicio a unos
clientes.

- Problemas de flujo maximo: Capacidad en redes. En una red en la que
los arcos tienen limitada su capacidad, el problema del flujo maximo
consiste en maximizar la cantidad de flujo que se puede pasar entre
dos nodos prefijados de la red.

- El problema de la mochila. Supongamos que un excursionista debe
decidir qué cosas incluir en su mochila. El problema consiste en decidir
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qué objetos incluir, teniendo en cuenta que la mochila soporta un peso
maximo, de forma que maximice la utilidad que le proporcionaran los
objetos elegidos.

- Problemas de inventario. Se trata de optimizar la gerencia sobre cuanto
producir, cuanto demorar y cudnto almacenar en cada periodo de un
horizonte de planficacién dado.

Algunas referencias que nos pueden ser de ayuda a la hora de sumergirnos
en la programaciéon matemética son, entre otros, Rios Insua (1996),
Michalewicz et al (1998) y Salazar (2001), asi como Yang (2010), uno de
los textos mas actuales para leer sobre este tema.

1.4. Algoritmos y complejidad computacional

Definicion 7. Algoritmo.

Un algoritmo es un conjunto de instrucciones o pasos utilizados para
realizar una tarea o resolver un problema. Formalmente, un algoritmo es
una secuencia finita de operaciones que se realizan sin ambigiliedades, cuya
actuacion ofrece una solucion a un problema.

Los algoritmos se utilizan para el cdlculo, procesamiento de datos y
el razonamiento automatizado. En pocas palabras, un algoritmo es un
procedimiento paso a paso para los calculos.

A partir de un estado inicial y una entrada inicial (quizds vacia), las
instrucciones describen un cémputo que, cuando se ejecuta, se procedera a
través de un numero finito de estados sucesivos bien definidos que
generalmente producen un “output” y terminan con un estado final. La
transicién de un estado a otro no es necesariamente determinista; algunos
algoritmos, conocidos como algoritmos aleatorios, incorporan una entrada
aleatoria.

Los algoritmos son esenciales para procesar los datos. Muchos programas
contienen algoritmos que especifican las instrucciones especificas que un
equipo debe llevar a cabo (en un orden especifico) para realizar una tarea
especifica, como por ejemplo el calculo de las néminas de los empleados o
la impresion de los boletines de calificaciones de los estudiantes. Asi, un
algoritmo puede ser considerado como cualquier secuencia de operaciones
que se puede simular mediante un sistema Turing-completo. Autores que
afirman ésta tesis son Minsky (1967), y Gurevich (1999):

Minsky: “ Pero también vamos a mantener, con Turing. . . que cualquier
procedimiento que podria “naturalmente” denominarse efectivo, de hecho,
puede ser realizado por una maquina (simple). Aunque esto puede parecer
extremo, los argumentos. . . a su favor son dificiles de rebatir”.

18



Gurevich: “...el argumento informal de Turing B justifica en favor a su
tesis: cada algoritmo puede ser simulado por una maquina de Turin£
segin Savage (1987), un algoritmo es un proceso de célculo definido por una
maquina de Turing”

En la prictica, es interesante encontrar algoritmos cuyo tiempo de
ejecucion es, al menos, polinomial, ya que los algoritmos no polinomiales
pueden ser muy poco utiles para el estudio de algunos problemas
importantes. A continuacién definimos qué se entiende por velocidad de
un algoritmo:

Definicion 8. Velocidad de un algoritmo.

Decimos que un algoritmo tiene velocidad O(f(n)) si existen dos constantes
c y ng tal que el tiempo necesitado por el algoritmo para resolver cualquier
problema de tamarno n > ng es, al menos, cf(n).

1.4.1. Tipos de algoritmos

Podemos establecer varias clasificaciones de algoritmos. En primer
lugar, podemos diferenciar entre algoritmos deterministas y algoritmos no
deterministas. Un algoritmo es determinista si en un conjunto de problemas,
todas las ejecuciones del algoritmo producen el mismo resultado final (y
ademads, todos los resultados intermedios también son iguales). Un algoritmo
no es determinista si se introduce algo de aleatoriedad en el proceso de
encontrar la solucién y por lo tanto los resultados finales e intermedios no
tienen por qué coincidir.

Al resolver problemas de optimizacién en respuesta a la “precisién”, damos
la siguiente clasificacion:

= Algoritmos exactos son algoritmos que siempre devuelven una
solucién 6ptima.

s Algoritmos aproximados son algoritmos que producen soluciones
que estan dentro de un cierto porcentaje del éptimo. Un algoritmo A
-aproximado devuelve una solucién z tal que

OPT < c¢(z) < A\.OPT si A > 1(minimizacién) (1.1)
A.OPT < ¢(x) <OPT si A< 1(maximizacién) ’

3En la teorfa de computadoras reales e imaginarios, lenguaje y otros sistemas de
programacion légica, un sistema Turing-completo es uno que tiene una potencia de cédlculo
equivalente a la maquina universal de Turing. En otras palabras, el sistema y la maquina
universal de Turing pueden emular entre si.

4Una méquina de Turing (TM) es un modelo computacional que realiza una
lectura/escritura de manera automadtica sobre una entrada llamada cinta, generando una
salida en esta misma.
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» Algoritmos heuristicos son algoritmos que producen soluciones sin
ninguna garantia de optimalidad y, a su vez, por lo general tienen un
tiempo de ejecucién mucho menor.

Uno de los inconvenientes de algoritmos exactos es que pueden ser
muy lentos. En este caso podemos utilizar algoritmos aproximados o, si
son todavia demasiado lentos, los algoritmos heuristicos. La metodologia
es muy diferente entre los algoritmos heuristicos y algoritmos exactos y
aproximados.

Dentro del grupo de los algoritmos heuristicos podemos distinguir
los denominados métodos metaheuristicos, que imitan fenémenos simples
observados en la naturaleza y que parecen estar asociados con la inteligencia
artificial. Estos algoritmos tratan de adaptar el comportamiento de
diferentes especies a soluciones de problemas altamente complejos mediante
optimizacion. Entre otros, podemos destacar los siguientes:

= Algoritmos evolutivos (genéticos): basado en modelos biol6gicos que
emulan el proceso natural de evolucién.

s Algoritmos basados en el comportamiento de las comunidades de
hormigas, abejas, etc.

= Simulated annealing
» Bisqueda heuristica (tabi, aleatorios...)
= Sistemas multiagente

En general, los métodos tradicionales se encargan de buscar y garantizar
un 6ptimo local mientras que los métodos metaheuristicos tienen meca-
nismos especificos para alcanzar un éptimo global, pero no garantizan ese
alcance.

1.4.2. Medicién de la complejidad de un algoritmo

A la hora de trabajar con algoritmos, surge de forma natural la necesidad
de saber como de bueno es un algoritmo dado. Ademads nos interesa que los
algoritmos sean “rapidos” para toda una clase de problemas, no para un
ejemplo en particular. A continuacion discutiremos algunos enfoques que
nos sirven para medir el rendimiento de un algoritmo.

= Andlisis empirico: consiste en estimar el comportamiento del
algoritmo en la préactica, probandolo en varios ejemplos del problema.
Inconvenientes: El desarrollo del algoritmo depende del lenguaje de
programacién, compilador, equipo y la habilidad del programador.
Llevar a cabo un andlisis empirico serio por lo general conlleva mucho
tiempo. Es muy dificil comparar los algoritmos a través de pruebas
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empiricas, ya que el rendimiento puede depender de los problemas
elegidos para las pruebas.

» Analisis del caso promedio: consiste en estimar el nimero medio de

pasos que necesita el algoritmo. Por lo general, eligen una distribucién
de probabilidad sobre los posibles problemas y técnicas estadisticas
que se utiliza para calcular los tiempos asintéticos de ejecucion del
algoritmo.
Inconvenientes: El andlisis depende fundamentalmente de la eleccion
de la distribucién de probabilidad. A menudo es dificil determinar la
mejor distribucién de probabilidad para los problemas de la practica.
El andlisis suele ser bastante complejo matemadaticamente, lo que
hace muy dificil llevar a cabo problemas complicados. Encontramos
algoritmos que tienen un rendimiento promedio muy bueno, pero hay
muy pocos ejemplos con significacién estadistica que el algoritmo no
es capaz de resolver en un tiempo razonable.

= Andlisis del peor caso: consiste en encontrar limites superiores para
el nimero de operaciones que requerird el algoritmo para cualquier
problema de la clase en estudio.
Ventajas: Se trata de un andlisis independiente del lenguaje de
programacién, compiladores, etc. Por lo general, es relativamente facil
de realizar. Se da el tiempo méaximo que necesita el algoritmo para
resolver un problema dado. Es capaz de comparar dos algoritmos
inequivocamente dados.
Inconvenientes: Podemos clasificar como malo un algoritmo que sélo
funciona mal en ejemplos patolégicos del problema en estudio.

A continuacién definimos las clases de complejidad computacional para
distinguir los problemas de acuerdo con su “dificultad”.

Definicion 9. Clase P

Dado un problema, decimos que pertenece a la clase de complejidad P si
existe un algoritmo que resuelve cualquier ejemplo de su problema en tiempo
polinomial.

Definicion 10. Clase NP

Dado un problema, decimos que pertenece a la clase de complejidad NP
si existe un algoritmo que puede verificar cualquier solucion a un ejemplo
de esta clase en tiempo polinomial.

Definicion 11. Clase NP-completa
Sea P’ un problema en la clase NP. Entonces P’ es NP-completo si
cualquier problema en clase NP se puede reducir a P’ en tiempo polinomzial.

Definicion 12. Clase NP-duro
Un problema es NP-duro si cualquier problema en clase NP se puede
reducir a €l en tiempo polinomial.
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La diferencia entre las clases NP-completo y NP-duro es que un problema
puede ser NP-duro, sin pertenecer a la clase NP.

La gran pregunta de la teoria de complejidad computacional es si las dos
clases P y NP coinciden. Es decir, si P = N P. Si bien existe un amplio con-
senso de que ambas clases deben ser diferentes, nadie lo ha probado hasta
ahora. En el caso de que ambas clases fuesen iguales, esto tendria un gran
impacto en muchos campos. Por ejemplo, implicaria que existe un algorit-
mo polinomial para factorizar nimeros primos, lo que podria comprometer
seriamente a muchos protocolos de seguridad.

1.5. Técnicas de resolucion. Clasificacion

Hoy en dia hay una gran cantidad de problemas que resolver para los
cuales se han desarrollado algoritmos especificos para su resolucién. Dichos
algoritmos llevan a cabo una gran cantidad de tareas de célculos, lo cual
serfa inimaginable al comienzo del desarrollo de la investigacion operativa.
Los algoritmos que proporcionan una solucién a un problema préxima a la
optima o una solucién para algin caso concreto de dicho problema se les
llama algoritmos heuristicos. Este grupo incluye una amplia abundancia de
métodos basados en técnicas tradicionales, asi como especificas. Comenzare-
mos resumiendo los principios fundamentales de los algoritmos de busqueda
tradicionales.

El algoritmo de busqueda mas simple es el de busqueda exhaustiva
que prueba todas las soluciones posibles de un conjunto predeterminado y
elige la mejor subsecuencialmente.

Busqueda local es una version de busqueda exhaustiva que sélo se
centra en un area limitada del espacio de busqueda. La busqueda local se
puede organizar de diferentes maneras. La popular técnica de hill-climbing
pertenece a esta clase de algoritmos. A pesar de existir muchas versiones
para estos algoritmos, la técnica es comun a todos ellos: reemplazar cons-
tantemente la solucion actual con el mejor de sus vecinos si éste mejora al
actual. El proceso termina si no existe mejora posible, o si expira el tiempo
de ejecucién. Por ejemplo, la heuristica para el problema de la replicacion del
intragrupo para el servicio de distribucién de contenidos multimedia basado
en la red Peer-to-Peer se basa en la estrategia de hill-climbing. Una simple
iteracion de este algoritmo seria la siguiente:

Procedimiento: iteracién hill climbing
Empezar
t+0
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inicializar mejor
repetir
local+— FALSO
selecciona un punto aleatorio uactual
evalia uactual
repetir
seleccionar todos los puntos nuevos en la vecindad de uactual
seleccionar el punto unuevo del conjunto de nuevos
puntos con el mejor valor de la funcién objetivo
si eval(unuevo) es mejor que eval(uactual)
entonces uactual <+ unuevo
si no local<— VERDADERO
hasta que local
t—t+1
si uactual es mejor que mejor
entonces mejor < uactual
hasta que t = MAX
fin

Los algoritmos de la técnica Divide y Venceras tratan de dividir un
problema en problemas mé&s pequefios que son mas faciles de resolver. La
solucién del problema original serda una combinacién de las soluciones de los
problemas pequenios. Esta técnica es eficaz, pero su uso es limitado porque
no hay un gran numero de problemas que se puedan particionar y combinar
facilmente como tal.

Procedimiento: iteracién divide y venceras (P)
Empezar
Divide el problema P en subproblemas Py, P, ..., Py
Para i = 1 hasta k hacer
si tamano(P;) es menor que p entonces resolver P; (cogiendo s;)
si no s; < Divide y Venceras (F;)
combinar las soluciones s; en la solucion final.

fin

La técnica branch-and-bound es una enumeracion critica del espacio
de busqueda. No sdlo enumera sino que constantemente trata de descartar
las partes del espacio de buisqueda que no pueden contener la mejor solucion.

Programacion dinamica es una busqueda exhaustiva que evita la re-
peticién de célculos mediante el almacenamiento de las soluciones de sub-
problemas. El punto clave para el uso de esta técnica es formular el proceso
de soluciéon como una recursién.
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Un método popular para construir sucesivamente el espacio de solucio-
nes es la técnica greedy, que se basa en el principio evidente de tomar la
mejor eleccién (local) en cada etapa del algoritmo con el fin de encontrar el
optimo global de alguna funcién objetivo.

Las técnicas de branch-and-bound y programacién dindmica son bastante
eficaces, pero su tiempo de complejidad a menudo es demasiado alto e
inaceptable para problemas NP-completos.

El algoritmo hill-climbing es eficaz, pero tiene un inconveniente
importante llamado convergencia prematura. Debido a que es un algoritmo
“codicioso (greedy)”, siempre encuentra el 6ptimo local més cercano de baja
calidad. El objetivo de las técnicas heuristicas modernas es superar esta
desventaja.

» Algoritmo stmulated annealing (recocido simulado), inventado en
1983, utiliza un enfoque similar al de hill-climbing, pero en ocasiones
acepta soluciones que son peores que la actual. La probabilidad de
dicha aceptacion disminuye con el tiempo.

» Bisqueda tabu extiende la idea de evitar el éptimo local mediante
el uso de estructuras de memoria. El problema del recocido simulado
es que después de “saltar”, el algoritmo simplemente puede repetir su
propia lista. Bisqueda tabt prohibe la repeticién de movimientos que
se han hecho recientemente.

» Inteligencia de enjambre fue introducido en 1989. Es una técnica
de inteligencia artificial basado en el estudio del comportamiento
colectivo en sistemas descentralizados (auto-organizados). Dos de los
tipos de mayor éxito de este enfoque son optimizacion de las colonias
de hormigas (ACO) y optimizacion de enjambre de particulas (PSO).
En ACO, hormigas artificiales construyen soluciones moviéndose en el
grafico del problema y cambidndolo de tal manera que las futuras
hormigas puedan construir mejores soluciones. PSO se encarga de
los problemas en los que podemos representar una solucién mejor
como un punto o una superficie en un espacio n-dimensional. La
principal ventaja de las técnicas de inteligencia de enjambre es que
son impresionantemente resistentes al problema local de los éptimos.

» Los algoritmos evolutivos abordan con éxito la convergencia
prematura teniendo en cuenta, al mismo tiempo, una serie de
soluciones. Una referencia bastante actual de dichos algoritmos es
Haupt et al (2004). A continuacién, hablaremos de este grupo de
algoritmos con mas detalle.

= Las redes neuronales se inspiran en los sistemas neuronales biolégi-
cos. Se componen de unas unidades llamadas neuronas, y las intercone-
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xiones entre ellas. Después de un entrenamiento especial sobre algunos
datos de determinado conjunto de redes neuronales se pueden hacer
predicciones para casos que no estan en el conjunto de entrenamiento.
En la practica, las redes neuronales no siempre funcionan bien por-
que sufren mucho de problemas de “bajoajuste” y “sobreajuste”. Estos
problemas se correlacionan con la precisién de prediccion. Si una red
no es lo suficientemente compleja, puede simplificar las leyes a las
que obedecen los datos. Desde otro punto de vista, si una red es muy
compleja puede tener en cuenta el ruido que normalmente aparece en
los conjuntos de datos de entrenamiento, mientras infieren las leyes.
La calidad de la prediccion después del entrenamiento se deteriord en
ambos casos. El problema de la convergencia prematura también es
fundamental para las redes neuronales.

Support vector machines (SVMs) amplia las ideas de las redes
neuronales. Superan con éxito la convergencia prematura ya que
se utiliza una funcién objetivo convexa, por lo tanto, sélo existe
un 6ptimo. La cldsica técnica de “divide y vencerds” ofrece una
solucién elegante para los problemas separables, que, en relacién con
SVM proporcionan una clasificacion efectiva y se convierten en un
instrumento extremadamente poderoso.
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Capitulo 2

T'écnicas heuristicas de
optimizacion

2.1. Algoritmos exactos y heuristicas

Son muchos los algoritmos que pueden aplicarse en busca de buenos
resultados. Tal y como hemos dicho anteriormente, el estudio ha ido
evolucionando desde el uso de algoritmos exactos hacia heuristicos y
metaheuristicos finalmente.

Pero si queremos responder a preguntas como: ;Cudntos caminos hay
para...? ;Listar todas las posibles soluciones para...? ;Hay un camino
para. ..? usualmente requiere de una busqueda exhaustiva dentro del conjun-
to de todas las soluciones potenciales. Por eso, los algoritmos que resuelven
este tipo de problemas reciben el nombre de algoritmos exactos o de
busqueda exhaustiva.

Por ejemplo, si se desean encontrar todos los niimeros primos menores de
104, no hay método conocido que no requiera de alguna manera, examinar
cada uno de los niimeros enteros entre 1 y 104. De otra manera, si se desea
encontrar todos los caminos de un laberinto, se deben examinar todos los
caminos iniciando desde la entrada.

Un ejemplo es la bisqueda con retroceso o backtracking, que trabaja tra-
tando continuamente de extender una solucién parcial. En cada etapa de la
busqueda, si una extensién de la solucién parcial actual no es posible, se va
hacia atrds para una solucion parcial corta y se trata nuevamente. El método
retroceso se usa en un amplio rango de problemas de bisqueda, incluyendo
el andlisis gramatical (parsing), juegos, y planificacién (scheduling).

La segunda técnica es tamiz o criba, y es el complemento légico de re-
troceso en que se tratan de eliminar las no-soluciones en lugar de tratar de
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encontrar la solucién. El método tamiz es 1til principalmente en cdlculos
numéricos tedricos. Se debe tener en mente, sin embargo, que retroceso y
tamiz son solamente técnicas generales. Se aplicaran en algoritmos cuyos
requerimientos en tiempo son prohibitivos.

En general, la velocidad de los ordenadores no es practica para una
busqueda exhaustiva de mas de 100 elementos. Asi, para que estas técnicas
sean utiles, deben considerar solamente una estructura dentro de la cual se
aproxima el problema. La estructura debe ser hecha a medida, a menudo con
gran ingenio, para cuadrar con el problema particular, de modo que el algo-
ritmo resultante sera de uso practico. Los métodos exactos de resolucion de
problemas se han aplicado con éxito a una cantidad elevada de problemas.
Algunos ejemplos de estos métodos son los algoritmos voraces, algoritmos
de divide y venceras, algoritmos de ramificacion y poda, backtraking, etc.

Todos estos procedimientos resuelven problemas que pertenecen a la
clase P de forma 6ptima y en tiempo razonable. Como se ha comentado
anteriormente, existe una clase de problemas, denominada NP, con gran
interés préactico para los cuales no se conocen algoritmos exactos con tiempos
de convergencia en tiempo polinémico. Es decir, aunque existe un algoritmo
que encuentra la solucién exacta al problema, tardaria tanto tiempo en
encontrarla que lo hace completamente inaplicable. Adema&s, un algoritmo
exacto es completamente dependiente del problema (o familia de problemas)
que resuelve, de forma que cuando se cambia el problema se tiene que disenar
un nuevo algoritmo exacto y demostrar su optimalidad.

Para la mayoria de problemas de interés no existe un algoritmo exacto
con complejidad polinémica que encuentre la solucién 6ptima a dicho pro-
blema. Adem4s, la cardinalidad del espacio de busqueda de estos problemas
suele ser muy grande, lo cual hace inviable el uso de algoritmos exactos
yva que la cantidad de tiempo que necesitaria para encontrar una solucién
es inaceptable. Debido a estos dos motivos, se necesita utilizar algoritmos
aproximados o heuristicos que permitan obtener una solucién de calidad en
un tiempo razonable. El término heuristica proviene del vocablo griego heu-
riskein, que puede traducirse como encontrar, descubrir o hallar.

Desde un punto de vista cientifico, el término heuristica se debe al
matematico George Polya quien lo emple6 por primera vez en su libro How
to solve it. Con este término, Polya englobaba las reglas con las que los
humanos gestionan el conocimiento comin y que, a grandes rasgos, se podian
simplificar en:

= Buscar un problema parecido que ya haya sido resuelto.

= Determinar la técnica empleada para su resolucién asi como la solucién
obtenida.
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= En el caso en el que sea posible, utilizar la técnica y solucién descrita
en el punto anterior para resolver el problema planteado.

Existen dos interpretaciones posibles para el término heuristica. La
primera de ellas concibe las heuristicas como un procedimiento para resolver
problemas. La segunda interpretacion de heuristica entiende que éstas son
una funcién que permite evaluar la bondad de un movimiento, estado,
elemento o solucién.

Existen métodos heuristicos (también llamados algoritmos aproximados,
procedimientos inexactos, algoritmos basados en el conocimiento o simple-
mente heuristicas) de diversa naturaleza, por lo que su clasificacién es bas-
tante complicada. Se sugiere la siguiente clasificacién:

1. Metodos constructivos: Procedimientos que son capaces de construir
una solucién a un problema dado. La forma de construir la solucién
depende fuertemente de la estrategia seguida. Las estrategias mas
comunes son:

» Estrategia voraz: Partiendo de una semilla, se va construyendo
paso a paso una solucién factible. En cada paso se anade un
elemento constituyente de dicha solucién, que se caracteriza por
ser el que produce una mejora més elevada en la solucién parcial
para ese paso concreto. Este tipo de algoritmos se dice que tienen
una visién “miope” ya que eligen la mejor opcién actual sin que
les importe qué ocurrira en el futuro.

» Estrategia de descomposicién: Se divide sistemdaticamente el
problema en subproblemas més pequenos. Este proceso se repite
(generalmente de forma recursiva) hasta que se tenga un tamano
de problema en el que la solucién a dicho subproblema es trivial.
Después, el algoritmo combina las soluciones obtenidas hasta
que se tenga la soluciéon al problema original. Los algoritmos
més representativos de los métodos de descomposiciéon son los
algoritmos de divide y vencerés tanto en su versién exacta como
aproximada.

» Métodos de reduccion: Identifican caracteristicas que contienen
las soluciones buenas conocidas y se asume que la solucién éptima
también las tendra. De esta forma, se puede reducir drasticamente
el espacio de busqueda.

= Métodos de manipulacién del modelo: Consisten en simplificar
el modelo del problema original para obtener una solucién al
problema simplificado. A partir de esta solucién aproximada, se
extrapola la solucién al problema original. Entre estos métodos
se pueden destacar: la linealizacién, la agrupaciéon de variables,
introduccién de nuevas restricciones, etc.
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2. Métodos de busqueda: Parten de una solucién factible dada y a partir
de ella intentan mejorarla. Algunos son:

» Estrategia de busqueda local 1: Parte de una solucion factible
y la mejora progresivamente. Para ello examina su vecindad y
selecciona el primer movimiento que produce una mejora en la
solucién actual (first improvement).

s Estrategia de busqueda local 2: Parte de una solucién factible
y la mejora progresivamente. Para ello examina su vecindad y
todos los posibles movimientos seleccionando el mejor movimiento
de ellos, es decir aquél que produzca un incremento (en el
caso de maximizacién) mas elevado en la funcién objetivo (best
improvement).

= Estrategia aleatorizada: Para una solucién factible dada y una
vecindad asociada a esa solucién, se seleccionan aleatoriamente
soluciones vecinas de esa vecindad.

El principal problema que presentan los algoritmos heuristicos es su
incapacidad para escapar de los éptimos locales. En la Figura 2.1 se
muestra cémo para una vecindad dada el algoritmo heuristico basado en
un método de busqueda local se quedaria atrapado en un méaximo local.
En general, ninguno de los métodos constructivos descritos en la seccion
anterior tendrian por qué construir la solucién 6ptima global.
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Figura 2.1: Encasillamiento de los algoritmos heuristicos en éptimos locales

Los algoritmos heuristicos no poseen ningiin mecanismo que les permita
escapar de los optimos locales. Para solventar este problema se introducen
otros algoritmos de busqueda mas inteligentes que eviten en la medida de
lo posible quedar atrapados. Estos algoritmos de blisqueda més inteligentes,
son los denominados metaheuristicos.
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El término metaheuristica o meta-heuristica fue acunado por F. Glover
en el afio 1986. Con este término, pretendia definir un “procedimiento
maestro de alto nivel que guia y modifica otras heuristicas para explorar
soluciones mas alld de la simple optimalidad local”. Actualmente, existe
una cantidad muy importante de trabajos cientificos publicados que abordan
problemas de optimizacién a través de las metaheuristicas, investigaciones
sobre nuevas metaheuristicas o extensiones de las metaheuristicas ya
conocidas. Existen bastantes foros donde se publican todos estos trabajos
de investigacién. La idea bésica general es siempre la misma: enriquecer a
los algoritmos heuristicos de forma que éstos no se queden atrapados en
optimos locales. La evolucion de las metaheuristicas durante los ultimos
25 anos ha tenido un comportamiento practicamente exponencial. En el
tiempo que transcurre desde las primeras reticencias (por su supuesta falta
de rigor cientifico) hasta la actualidad, se han encontrado soluciones de muy
alta calidad a problemas que hace tiempo parecian inabordables. De modo
general, se puede decir que las metaheuristicas combinan ideas que provienen
de cuatro campos de investigacién bien distintos:

» Las técnicas de diseno de algoritmos (resuelven una colecciéon de
problemas)

= Algoritmos especificos (dependientes del problema que se quiere
resolver).

= Fuente de inspiracién (del mundo real).
= Métodos estadisticos.

Una primera conclusion que se puede extraer de las definiciones dadas
es que, en muchos casos, son reglas de sentido comin que permiten hacer
una busqueda inteligente. Debido a esta caracteristica, para bastantes
metaheuristicas no existe un marco tedrico que las sustente, sino que es
a través de los buenos resultados experimentales donde encuentran su
justificacion. Definir un marco general en el que definir las metaheuristicas
resulta un poco complicado hoy en dia aunque se esta estudiando la manera
de englobarlas a todas. Por el momento se pueden clasificar de la siguiente
manera:

» Atendiendo a la inspiracién: Natural: algoritmos que se basan en un
simil real, ya sea biolégico, social, cultural, etc. Sin inspiracién: algo-
ritmos que se obtienen directamente de sus propiedades matematicas.

= Atendiendo al ntimero de soluciones: Poblacionales: buscan el 6ptimo
de un problema a través de un conjunto de soluciones. Trayectoriales:
trabajan exclusivamente con una solucién que mejoran iterativamente.
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» Atendiendo a la funciéon objetivo: Estaticas: no hacen ninguna
modificacién sobre la funcién objetivo del problema. Dinamicas:
modifican la funcién objetivo durante la bisqueda.

= Atendiendo a la vecindad: Una vecindad: durante la bisqueda utilizan
exclusivamente una estructura de vecindad. Varias vecindades: durante
la busqueda modifican la estructura de la vecindad.

» Atendiendo al uso de memoria: Sin memoria: se basan exclusivamente
en el estado anterior. Con memoria: utilizan una estructura de
memoria para recordar la historia pasada.

Cualquiera de las alternativas descritas por si solas no es de grano sufi-
cientemente fino como para permitir una separacién clara entre todas las
metaheuristicas. Generalmente, estas caracteristicas (pueden incluirse mas)
se suelen combinar para permitir una clasificacién mas elaborada.

Segun el teorema NFL (No Free Lunch Theorem), que demuestra que al
mismo tiempo que una metaheuristica es muy eficiente para una coleccion
de problemas, es muy ineficiente para otra coleccién), los métodos generales
de busqueda, entre los que se encuentran las metaheuristicas, se comportan
exactamente igual cuando se promedian sobre todas las funciones objetivo
posibles, de tal forma que si un algoritmo A es mas eficiente que un algorit-
mo B en un conjunto de problemas, debe existir otro conjunto de problemas
de igual tamano para los que el algoritmo B sea mas eficiente que el A. Es-
ta aseveracién establece que, en media, ninguna metaheuristica (algoritmos
genéticos, busqueda dispersa, busqueda tabi, etc.) es mejor que la busque-
da completamente aleatoria. Una segunda caracteristica que presentan las
metaheuristicas es que existen pocas pruebas sobre su convergencia hacia
un optimo global; es decir, que a priori no se puede asegurar ni que la me-
taheuristica converja ni la calidad de la solucién obtenida. Por ltimo, las
metaheuristicas mas optimizadas son demasiado dependientes del problema
o al menos necesitan tener un elevado conocimiento heuristico del proble-
ma. Esto hace que, en general, se pierda la genericida original con la que
fueron concebidas.

A pesar de estos aparentes problemas, la realidad es que el comporta-
miento experimental de la mayoria de las metaheuristicas es extraordinario,
convirtiéndose para muchos problemas dificiles de resolver en la tnica al-
ternativa factible para encontrar una solucién de calidad en un tiempo ra-
zonable. En general, las metaheuristicas se comportan como métodos muy

'El término genericidad se refiere a una serie de técnicas que permitan escribir
algoritmos o definir contenedores de forma que puedan aplicarse a un amplio rango de
tipos de datos
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robustos y eficientes que se pueden aplicar con relativa facilidad a una co-
leccién amplia de problemas. Ademés, la demostracién del teorema NFL se
basa en que el algoritmo de bisqueda no visita dos veces la misma solucién
y en que no se introduce conocimiento heuristico en el diseno del método
metaheuristico. Estas hip6tesis habitualmente no son ciertas.

A continuacién definiremos los siguientes métodos de resolucién de
problemas de optimizacién:

= Busqueda Exhaustiva

Busqueda Local

Busqueda Tabu

Sitmulated Annealing

Algoritmos Genéticos

Colonias de Hormigas

2.2. Bisqueda Exhaustiva

Tal y como su nombre indica, la bisqueda exhaustiva consiste en evaluar
cada una de las soluciones del espacio de bisqueda hasta encontrar la mejor
solucion global. Esto significa que si no conoces el valor correspondiente a
la mejor solucién global, no hay forma de asegurarse de si has encontrado
la mejor solucién utilizando esta técnica, a menos que examines todas las
posibles. Como el tamano del espacio de buisqueda de problemas reales es
usualmente grande, es probable que se requiera mucho tiempo computacional
para probar cada una de las soluciones.

Los algoritmos exhaustivos (o enumerativos) son interesantes en algunos
casos por su simplicidad; el Unico requisito es generar sistematicamente
cada posible solucién al problema. Ademds, existen métodos para reducir
esta cantidad de operaciones, como por ejemplo la técnica de backtracking.
Algunos algoritmos cldsicos de optimizacién que construyen la solucién
completa de soluciones parciales (por ejemplo branch and bound) estén
basados en busqueda exhaustiva.

2.2.1. Aplicacion al ejemplo de referencia

A continuacién mostraremos cémo funciona dicho algoritmo sobre un
ejemplo en concreto, de elaboracién propia.

Ejemplo 1 (Ejemplo de referencia). El ayuntamiento de una ciudad desea
contruir tres parques de ocio infantil. Para ello dispone de cinco fincas
ubicadas en distintos puntos urbanisticos de los cuales deberd escoger tres
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que minimicen el coste de compra y construccion. Ademds como las fincas 4
y 5 estdn relativamente proximas, el ayuntamiento considera que no se deben
construir simultdneamente parques en ambas fincas. Los costes de compra vy
contruccion de cada finca se detallan en la siguiente tabla:

Finca 1l | Finca 2 | Finca 3 | Finca 4 | Finca 5

Coste (Miles de euros) 2 2.4 3 4 4.4
Definamos las variables x; = 1 si se construye un parque en la finca i
y x; = 0 si no se construye en la finca i, i = 1,...,5. De esta forma el

problema de optimizacion a resolver seria el siguiente:

minimizar c(x) = 2x1 + 2.4x9 + 3x3 + 4xy + 4475
sujeto a T+ T+ 23+ x4+ 2x5=23

T4 +x5 <1

x; €{0,1},i=1,...,5.

Para tener en cuenta las restricciones del problema a la hora de buscar
el minimo de la funcidn objetivo lo que haremos serd penalizar en la funcion
objetivo la violacion de dichas restricciones. En concreto, penalizaremos con
18 wunidades la violacion de la primera restriccion y con 8 unidades st no
se verifica la sequnda. De esta forma el algoritmo se moverd intentando
encontrar aquellas soluciones que verifiquen las restricciones, puesto que
tendrdn menos valor en la funcion objetivo.

= Solucién

Consideremos el espacio de las posibles soluciones S.
Notemos que S = {(z1,...,x5) tal que z; € {0,1}, i =1,...,5}. Entonces:

S ={(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0),(1,1,1,0,1), (1,1,1,0,0), (1,1,0,1, 1),
(1,1,0,1,0),(1,1,0,0,1),(1,1,0,0,0),(1,0,1, 1 1) (1,0,1,1,0),(1,0,1,0,1),
(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,1),(1,0,0,1,1), (1,0 0,1,0),(1,0,0,0,1),(1,0,0,0,0),
(0,1,1,1,1),(0,1,1,1,0),(0,1,1,0,1),(0,1,1,0,0), (0,1,0,1,1), (0,1,0, 1,0),
(0,1,0,0,1),(0,1,0,0,0), (0,0,1,1,1),(0,0,1,1,0), (0,0,1,0,1), (0,0, 1,0,0),
(0,0,0,1,1),(0,0,0,1,1),(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1), (0,0,0,0,0)}

Evaluando cada posible solucién en la funcién de evaluacién (funcién
objetivo) construimos el Cuadro 211

Por tanto, la solucién éptima del problema es z = (1,1,1,0,0) con
funcién de evaluacién ¢(z) = 7.4

2.3. Biusqueda Local

2.3.1. Introduccion

La buisqueda local es un método metaheuristico para resolver problemas
de optimizacién computacionalmente complejos. Los algoritmos de bisqueda
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¢(1,1,1,1,1) =41.8  ¢(1,1,1,1,0) =294 ¢(1,1,1,0,1) =29.8
¢(1,1,1,0,0) =74  ¢(1,1,0,1,1) = 38.8 ¢(1,1,0,1,0) = 8.4
¢(1,1,0,0,1) =8.8  ¢(1,1,0,0,0) =224 ¢(1,0,1,1,1) = 39.4
¢(1,0,1,1,0) =9 ¢(1,0,1,0,1) =94  ¢(1,0,1,0,0) = 23
¢(1,0,0,1,1) =184 ¢(1,0,0,1,0) =24  ¢(1,0,0,0,1) = 24.4
¢(1,0,0,0,0) =20  ¢(0,0,0,0,0) =18  ¢(0,1,1,1,1) = 39.8
¢(0,1,1,1,0) =94  ¢(0,1,1,0,1)=9.8  ¢(0,1,1,0,0) = 23.4
¢(0,1,0,1,1) = 18.8 ¢(0,1,0,1,0) =244 ¢(0,1,0,0,1) = 24.8
¢(0,1,0,0,0) =20.4 ¢(0,0,1,1,1) =19.4 ¢(0,0,1,1,0) = 25
¢(0,0,1,0,1) =25.4 ¢(0,0,1,0,0) =21  ¢(0,0,0,1,1) = 34.4
¢(0,0,0,1,0) =22  ¢(0,0,0,0,1) = 22.4

Cuadro 2.1: Valores de la funcién objetivo en el espacio de soluciones

local utilizan problemas que pretenden encontrar una solucién éptima entre
un numero de soluciones candidatas. Estos algoritmos se mueven de una
solucién a otra en el espacio de las posibles soluciones (el espacio de
bisqueda) mediante la aplicacién de cambios locales, hasta que se encuentra
la solucién considerada 6ptima o transcurrido un plazo establecido.

La mayoria de los problemas pueden ser formulados en términos de
espacio de busqueda y de destino de varias maneras diferentes. Por ejemplo,
para el problema del viajante una solucién puede ser un ciclo y el criterio
de maximizar puede ser una combinacién del ntimero de nodos y la longitud
del ciclo. Pero una soluciéon también puede ser un camino, siendo el ciclo el
objetivo.

El algoritmo de busqueda local comienza a partir de una solucion
candidata, moviéndose, iterativamente, a una solucién vecina. Esto sélo es
posible si se define una relacion de vecindad en el espacio de busqueda. Por
ejemplo, el vecino de una soluciéon dada por un conjunto de vértices podria
ser otra solucién que difiere de la anterior en un nodo. Esto es, si tenemos
una solucién dada por el conjunto (1 —3 —4 —5), un posible vecino serfa el
conjunto (1 —2 — 4 —5). El mismo problema puede tener multiples vecinos
definidos en él. La optimizacion local con vecinos que implican cambios hasta
k componentes de la solucién se refiere a menudo como k-opt.

Por lo general, cada solucién candidata tiene méas de una solucion
vecina, la eleccion de cada una se hace tomando sélo la informacién de
las soluciones vecinas de la actual, de ahi el nombre de busqueda local.
Cuando la elecciéon de la solucién vecina se hace tomando el criterio de
maximizacién local, la metaheuristica toma el nombre de hill climbing. En
el caso de que no haya configuraciones de mejora presentes en los vecinos,
la busqueda local se queda atascada en un punto éptimo a nivel local. Este
problema de 6ptimos locales se puede arreglar mediante el reinicio (bisqueda
local repetida con diferentes condiciones iniciales), o sistemas més complejos
basados en: iteraciones, como la buisqueda local iterada; en memoria, como

35



la optimizacién de la busqueda reactiva; simulacién de fenémenos fisicos,
como recocido simulado.

La convergencia de la biisqueda local puede llevarse a cabo en un tiempo
limitado. Una opcién comin es terminar cuando no se mejore en un nimero
dado de pasos la mejor solucién encontrada por el algoritmo. La buisqueda
local es un algoritmo que puede devolver una solucién valida incluso si se
interrumpe en cualquier momento antes de que termine. Los algoritmos de
bisqueda local son algoritmos normalmente de aproximacién o incompletos,
pues la busqueda se puede detener aunque la mejor solucién encontrada por
el algoritmo no sea la éptima. Esto puede suceder incluso si la convergencia
es debida a la imposibilidad de mejorar la solucién, como en el caso de que
la solucién éptima esté lejos de la zona de las soluciones consideradas por el
algoritmo.

Para problemas especificos, es posible idear vecinos muy grandes,
posiblemente de tamano exponencial. Si la mejor soluciéon dentro de la zona
se puede encontrar de manera eficiente, tales algoritmos se denominan, a
grande escala, algoritmos de biusqueda vecinales.

2.3.2. Descripcion del algoritmo

Un algoritmo genérico de busqueda local puede describirse por un
conjunto & de todas las soluciones factibles, una funciéon de coste cost:
S — R, una estructura de vecindad B : S — 2° y un ordculo que, dada
una solucién S, encuentra (si es posible) una solucién S’ € B(S) tal que
cost(S") < cost(S).

Diremos que una solucién S € S es dptima localmente si cost(S) <
cost(S’) para todo S’ € B(S). Los algoritmos de biisqueda local siempre
devuelven una solucién de este tipo. Notemos que si S es una solucién 6ptima,
local, entonces para todo S' € B(S), cost(S’) — cost(S) > 0. La funcién de
coste cost y la estructura de vecindad B sera diferente para cada problema
y algoritmo en cuestién.

En un problema de minimizacién la idea basica de los algoritmos de
bisqueda local es la siguiente:

(I) Iniciamos el proceso con una solucién inicial z que, por ejemplo, podria
ser elegida aleatoriamente. Otra posibilidad serfa disenar un algoritmo
especifico para el problema en cuestiéon que proporciona una solucién
inicial razonable.

(IT) Calcular un vecino y de la solucién actual de forma que se mejore
la solucién actual; es decir, cost(y) < cost(x) (Si el problema es de
maximizar basta cambiar la desigualdad). Esto se consigue aplicando
a la solucién actual alguna transformacion de algiin conjunto de
tranformaciones dado, que serdn las que establezcan la forma de
calcular el vecino.
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La solucién mejorada se convierte en la solucién actual; es decir,
reemplazamos x por y.

(ITII) Repetir lo anterior hasta que ninguna transformacién del conjunto
mejore la solucién actual o hasta que se rezalice un nimero maximo
de iteraciones sin encontrar una solucién mejor.

A pesar de su sencillez, hay varios elementos clave a tener en cuenta a
la hora de disenar el algoritmo:

s Eleccion adecuada de los entornos: esto es crucial para el funciona-
miento del algoritmo. Por un lado interesa que los entornos sean re-
lativamente pequenos para que el proceso de busqueda de vecinos sea
rapido, pero por otro lado también queremos que sean lo suficiente-
mente grandes para que el algoritmo no quede estancado en éptimos
locales.

= Solucién inicial: el resultado final del algoritmo puede depender cru-
cialemente de la solucion inicial escogida. Para mitigar la dependencia
de la solucién inicial se suele ejecutar el algoritmo multiples veces con
diferentes soluciones iniciales.

= Criterio de mejora: en el paso (II) hay dos formas principales de elegir
la nueva solucién y. Se puede elegir la primera solucién y que esta en
un entorno de x y mejora a x. Otra opcion seria seleccionar de entre
todas las soluciones que estan en el entorno de x la mejor. Con la
primera opcién el algoritmo realiza mas rapido cada iteracién, pero la
segunda permite dar pasos mas grandes en cada iteracién.

2.3.3. Aplicacion al ejemplo de referencia

A continuacién mostraremos cémo funciona dicho algoritmo sobre el
Ejemplo [I

Tomamos como solucién inicial z = (1, 1,0, 1, 1), cuyo valor de la funcién
objetivo es c¢(x) = 2+ 24 + 4+ 44 + 18 + 8 = 38.8. Notemos que
se estan violando las dos restricciones, por lo que hemos anadido ambas
penalizaciones en la funcién objetivo. Para evitar no incumplir la primera
restriccion y asi conseguir que la funcién objetivo disminuya, lo que haremos
serd calcular un vecino 2’ de forma que sélo contenga 3 unos, por ejemplo
' = (1,0,0,1,1) con ¢(z) = 18.4. Como hemos mejorado la funcién
objetivo, actualizamos x = z’. El proceso continua calculando vecinos de
x y seleccionando aquéllos que mejoran la funcién objetivo:

37



Vecinos de x | Valor funcién objetivo
(1,0,1,0,1) 9.4
(1,1,0,0,1) 8.8
(1,1,0,1,0) 8.4
(1,0,1,1,0) 9
(0,1,0,1,1) 18.8
(0,0,1,1,1) 19.4

Para calcular los vecinos lo que hemos hecho ha sido simplemente
intercambiar un 0 por un 1 en el vector x. De los vecinos que podemos
observar en la tabla vemos que el mejor es 2’ = (1,1,0,1,0), porque tiene
el menor valor de la funcién objetivo ¢(z) = 8.4. Por lo tanto reemplazamos
x =2 = (1,1,0,1,0) y calculamos los vecinos de esta nueva solucién para
ver si hay alguno mejor.

Vecinos de x | Valor funcién objetivo
(1,1,1,0,0) 7.4
(1,1,0,0,1) 8.8
(1,0,1,1,0) 9
(1,0,0,1,1) 18.4
(0,1,1,1,0) 9.4
(0,1,0,1,1) 18.8

De los vecinos que podemos observar en la tabla vemos que el mejor es
x = (1,1,1,0,0) con ¢(x) = 7.4. La idea del algoritmo es volver a calcular
vecinos de esta solucién y ver si hay alguno mejor. Se puede comprobar
facilmente que z = (1,1,1,0,0) ya es el 6ptimo global del problema, por lo
tanto no se podria encontrar otro vecino que mejore la soluciéon y no tiene
sentido continuar ejecutando el algoritmo.

2.4. Busqueda Tabu

2.4.1. Introduccion

La busqueda tabi, a diferencia de las meta-heuristicas analizadas
anteriormente, incorpora la memoria de las soluciones que han llevado
a la ultima solucién antes de decidir cual es la siguiente. Esta basada
en principios generales de la Inteligencia Artificial y fue desarrollada
independientemente por Glover (1986) y Hansen (1986).

Con el fin de introducir esta meta-heuristica y sus elementos méas impor-
tantes, se estudia un ejemplo de optimizacion combinatoria que es resuelto
con un algoritmo de busqueda tabu. El problema a resolver es el siguiente:
Dada la funcién
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f: X—>R
determinar
s* € X tal que f(s*) = min f(s) para s € X

Movimiento

El esquema general de la busqueda tabu es el siguiente: a partir de una
solucion inicial, se determina una préxima o vecina que la mejore hasta llegar
a una solucién aceptable. Se denota por N(s) C X al conjunto de vecinos
de la solucién s € X del problema de optimizacion.
En la buisqueda tabu conviene hablar mas que de vecinos, de una solucién
del conjunto de movimientos que permite construir una solucion a partir de
otra.

Definiciéon 13. Dada una solucion s € X, se define un movimiento como
un elemento m € M (s) de forma que permite construir una solucidn vecina:

s =s®m € N(s) Ym € M(s)

Definicién 14. Dado un movimiento m € M(s), se define su valor, y se
denota por v(m) a la mejora que se produce en la valoracion de la solucion
vecina obtenida por dicho movimiento:

f(s) = f(s@m) = f(s) +v(m) ¥m € M(s),Vs € X

Movimiento tabi

En un proceso de bisqueda constituido por una sucesién de movimientos,
parece razonable exigir que no se repitan dos movimientos en un periodo
suficientemente corto. Para ello hay que registrar los movimientos que han
modificado las soluciones anteriores.

De ahi el término de memoria a corto plazo que identifica esta
meta-heuristica que prohibe determinados movimientos utilizados en las
dltimas iteraciones. La memoria de los tltimos movimientos trata de evitar
repeticiones sistematicas en el recorrido por el espacio de soluciones para
diversificar asi el esfuerzo de btisqueda.

Se introduce entonces el siguiente concepto que da nombre a la meta-
heuristica.

Definicién 15. Dado un movimiento m € M(s), se denomina tabi, y se
denota por m € T(s), cuando no interese utilizarlo en las prozimas itera-
Clomes.

Se denomina duracion al nimero de iteraciones que un movimiento tabi no
puede ser utilizado.

Funcién de aspiracién
Con el fin de permitir movimientos prohibidos para construir soluciones
mejores, se introduce el siguiente concepto.
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Definicién 16. Un movimiento tabi m € T(s), puede ser aceptado si
verifica ciertas restricciones impuestas por la funcion de aspiracion, que
depende de la valoracion de la solucion actual f(s) y se denota por A(f(s)):

fls®m) < A(f(s))

Ejemplos de funciones de aspiracién son las siguientes:

w Az) =2
Con esta funcion de aspiracién se aceptan movimientos tabies cuando
la solucién obtenida por el movimiento sea mejor que la anterior.

= A(z) = f(s7)
Con esta funciéon de aspiracién solo se aceptan aquellos movimientos
tabies que mejoren la mejor solucion obtenida hasta el momento
st e X.

Definicion 17. Se denota frecuencia de un movimiento m al numero de
veces que se ha aplicado hasta la iteracion actual.

Con el fin de utilizar la frecuencia, se amplia la matriz de datos
tabtes incorporando en su triangulo inferior la frecuencia absoluta de los
movimientos hasta la iteraciéon actual. Se incorpora asi en la busqueda
tabui una estrategia de diversificacion.

Hay varias formas de penalizar aquellos movimientos que han sido
utilizados més a menudo en las iteraciones anteriores. Se denotara por p(m)
la penalizacién de cada movimiento m € M(s).

La estrategia de diversificacion considera la evolucién del proceso de
busqueda con el fin de evitar aquellos movimientos mas utilizados. De forma
andloga, se puede introducir una estrategia de intensificacion que favorezca
la eleccién de movimientos con mejores valores.

2.4.2. Descripcion del algoritmo

Como podemos ver en Aarts et al (2003), la busqueda tabui puede con-
siderarse como un caso particular de un algoritmo de busqueda de éptimo
para un problema de optimizacién combinatoria:

min f(z),z € X

Presentemos el esquema general de un algoritmo de bisqueda:
Las condiciones de parada pueden ser:

1. Solucién éptima encontrada,

2. N(s,k+1) =10, siendo k el niimero de iteracion.
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Inicializacién:

seX

st =s

k=0

Proceso:

do
k=k+1
Generar V* C N(s, k) (subconjunto de soluciones vecinas)
Elegir la mejor de ellas s € V*

/
S§=S

if (£(5) < f(s")
end if_

while (Condicién de parada)

Cuadro 2.2: Algoritmo de busqueda

3. k> K, siendo K una cota prefijada, entre otros.

El esquema general de un algoritmo de bisqueda tabu generaliza el algo-
ritmo anterior incorporando las caracteristicas introducidas previamente: la
memoria de corto plazo a través de los movimientos, la posibilidad de relajar
la prohibicién de los movimientos tabies con la funcién de aspiracién, etc.
Concretamente, se tienen las siguientes caracteristicas:

1. La definicién del conjunto N(s,k) identifica el proceso de busqueda
tabu:
N(s,k)=N(s)\T

donde T representa el conjunto de las ultimas soluciones obtenidas y
a las que se llega con un movimiento tabu.

2. Formulacion de los movimientos:
En lugar de trabajar con el conjunto de vecinos de una solucién
concreta s, es mas eficaz trabajar con movimientos validos, de forma
(ue una iteracién se representa por:

s =s@m, me M(s)
y el conjunto de vecinos se define segun:
N(s) = {s/ eX:ImeM(s)ys :s@m}.

El operador @& permite relajar la prohibicién de los movimientos
tabues.
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3. Funcién de aspiracion:
Para poder aceptar movimientos tabiies cuando, por ejemplo, permitan
alcanzar valores de la funcién objetivo mejores que los obtenidos hasta
el momento, se introducen las condiciones de nivel de aspiracion:

Un movimiento tabi m es aceptado si su nivel de aspiracién respecto
de la solucién actual s, a(s,m), es mejor que un determinado umbral
fijado A(s, m).

Por ejemplo, A(s,m) = f(s) permitird movimientos tabtues cuando
mejoren la solucién actual s. A(s,m) = f(s*) permitird movimientos
tabues sélo si se mejora la mejor soluciéon obtenida hasta el momento

s*.

La actualizacion de la funcion de aspiracién permite flexibilizar
la busqueda variando el nivel de prohibiciéon segin evoluciona el
algoritmo. Una funcién de aspiracién A(s, m) = —oo no relajarfa nunca
la prohibicién de los movimientos tabtes.

El esquema general de busqueda tabtu puede verse en el Cuadro

Inicializacién:

seX

=5

k=0

T =0 A(z) = z Proceso:

do

M(s,k)={meM(s):m¢Ty f(sdm) < A(f(s))} (Movimientos vélidos)
V' = {5/ €X:s =sdm,me M(s, k)} (Conjunto de vecinos)

Elegir la mejor solucién s € V*

if (f(s) < ()
s* =5
end if
Actualizar T'y A(-)
k=k+1
s=s
while (Condicién de parada)

Cuadro 2.3: Pseudocédigo algoritmo tabt

2.4.3. Aplicacion al ejemplo de referencia

Consideremos el Ejemplo[ly apliquemos el método tabu para calcular la

solucion 6ptima. Pararemos en cuatro iteraciones y fijaremos el tamano de
la lista tabi en 3, de modo que cuando se llene la lista, el primer movimiento
que entroé sera el primero en salir:
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s [teracién 1

e Paso 1

Consideramos la solucién inicial: 2° = (1,0,1,0,1) con funcién

objetivo ¢(x) = 9.4

e Paso 2

Presentamos los posibles movimientos:

my(2°) 21 =0= 2= (0,0,1,0,1) y ¢(x) = 25.4
mo(z%) o =1=2=(1,1,1,0,1) y ¢(x) = 29.8
mg(ZEO) r3=0=2=(1,0,0,0,1) y c(z) = 24.4
ma(2®) 2y =1= 2= (1,0,1,1,1) y c¢(x) = 39.8
ms(z%) : 25 =0 = 2 = (1,0,1,0,0) y c¢(x) = 23
e Paso 3

El mejor vecino es ' = (1,0,1,0,0) con valor c¢(z!) = 23

1 no es tabu

La lista tabi es: L = {z5 = 0}

s Jteracién 2

e Paso 1

Consideramos la solucién actual: ' = (1,0,1,0,0) con funcién

objetivo ¢(z) = 23

e Paso 2

Presentamos los posibles movimientos:

mi(zt) : 21 =0 = 2=(0,0,1,0,0) y c(z) = 21

ma(zh) : 2o =1= 2= (1,1,1,0,0) y c(x) = 7.4
mg(azl) x3:0:>a::(1,0000)yc(a:):20
my(z!) 2y =1= 2 =(1,0,1,1,0) y ¢(z) =9
ms(z!) 25 =1= 2= (1,0,1,0,1) y c¢(x) = 9.4

e Paso 3

El mejor vecino es 22

To no es tabu

=(1,1,1,0,0) con valor c(z?) = 7.4

La lista tabi es: L = {5 = 0,290 = 1}
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s [teracién 3

e Paso 1
Consideramos la solucién inicial: 22 = (1,1,1,0,0) con funcién
objetivo ¢(x) = 7.4

e Paso 2

Presentamos los posibles movimientos:

mi(z?): 21 =0=2=(0,1,1,0,0) y c(x) = 23.4
ma(z?) : 29 =0 = 2 = (1,0,1,0,0) y c(x) = 23

m3(2?) 23 =0= 2z = (1,1,0,0,0) y c¢(x) = 22.4
ma(z?) 2y =1=2=(1,1,1,1,0) y c(z) = 29.4
ms(z?) x5 =1=2=(1,1,1,0,1) y c¢(x) = 29.8

El mejor vecino es 2% = (1,1,0,0,0) con valor ¢(x?) = 22.4
r3 no es tabu

La lista tabi es: L = {x5 = 0,29 = 1,23 = 0}

s Jteracién 4

e Paso 1
Consideramos la solucién inicial: 22 = (1,1,0,0,0) con funcién
objetivo c¢(z) = 22.4

e Paso 2

Presentamos los posibles movimientos:

mi(z3) : 21 =0 =2 =(0,1,0,0,0) y c(z) = 20.4

ma(23) : 29 =0 = x = (1,0,0,0,0) y c¢(x) =20

ma(23):23=1= 2= (1,1,1,0,0) y c(x) = 7.4

my(z3) 2y =1= 2 =(1,1,0,1,0) y ¢(z) = 8.4

ms(23) 25 =1= 2z =(1,1,0,0,1) y c¢(x) = 8.8
e Paso 3

El mejor vecino es 4 = (1,1,1,0,0) con valor c(z*) = 7.4
T4 No es tabu

La lista tabi es: L = {z9 = 1,23 = 0,23 = 1}
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Por lo tanto la solucién 6ptima es z = (1,1,1,0,0) con valor de la
funcién objetivo c¢(x) = 7.4

2.5. Simulated Annealing

2.5.1. Introduccion

El algoritmo de recocido simulado, simulated annealing en inglés, se ba-
sa en principios de la termodindmica y el proceso de recocido del acero.
Considerando los problemas de optimizacién combinatoria como problemas
que buscan un éptimo global, se pueden incluir procedimientos de busqueda
estocastica, como es éste, como alternativas heuristicas.

Explicacion fisica del método

El nombre de “recocido simulado” se justifica por el templado o enfriado
controlado con el que se producen determinadas sustancias; es el caso, por
ejemplo, de la cristalizaciéon del vidrio o el recocido del acero.

Inicialmente, a temperaturas muy elevadas se produce un amalgama
liquido en el que las particulas se configuran aleatoriamente. El estado
solido se caracteriza por tener una configuracién concreta de minima energia
(el minimo global). Para alcanzar esa configuracién es necesario enfriar el
amalgama lentamente ya que un enfriamiento brusco paralizaria el proceso
y se llegarfa a una configuracién distinta de la buscada (un minimo local
distinto del minimo global).

Las diferentes configuraciones que se pueden obtener corresponden con
las distintas soluciones en el problema de optimizacién combinatoria, y
el 6ptimo es el minimo global. Podemos ver el templado simulado como
una variacion de la simulacién de Monte Carlo, cuyo estudio se basa
en la simulacién del comportamiento de una coleccién de atomos a una
cierta temperatura. En cada iteracién, cada atomo es sometido a un
desplazamiento aleatorio que provoca un cambio global en la energia del
sistema (4). Si § < 0, se acepta el cambio; en caso contrario, el cambio se
acepta con probabilidad exp(—d/KgT), siendo K g la denominada constante
de Boltzman y T la temperatura absoluta. Para un ntmero grande de
iteraciones el sistema alcanza el equilibrio en cada temperatura, y la
distribucién de probabilidad del sistema sigue la distribucién de Boltzman:

Prob{Xp =i} = Z(IT) exp( _5})

_E:
siendo E; la energia del estado i y Z(T) = ), e:z;p(r}) la constante de
B
i

T) se la denomina funcién de aceptacion

normalizacién. A la funcién exp( e

y asegura el que el sistema converja a la distribucién de Boltzman.
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2.5.2. Descripcion del algoritmo

Partiendo del esquema general de un algoritmo de minimizacién local, el
recocido simulado introduce una variable de control 7' denominada tempera-
tura, que permite avanzar en las iteraciones empeorando la funcién objetivo
con cierta probabilidad para asi poder salir, si es el caso, de un bucle donde
la funcion objetivo haya podido quedar atrapada en un un minimo local. El
esquema de minimizacién general es el siguiente:

Seax €S

Repetir

{
Generay € V(z) C S
Evalia 6 = C(y) — C(x)
Sido<0,z=y

}

Hasta que C(y) > C(x), Vy € V(x).

Un problema siguiendo este esquema depende fuertemente de la solucién
inicial elegida. En la figura se observa como la solucién final z* podria
haber quedado atrapada en el minimo local y no podria ir nunca al minimo
global x**.

Figura 2.2: Dependencia de la solucién inicial

Introduciendo la variable de control 1" evitariamos con cierta probabi-
lidad quedar atrapados en el minimo local. Esta probabilidad se denomina
funcién de aceptacién que suele formularse como exp(—6/T), siendo ¢ el
incremento o empeoramiento de la funcién objetivo. La probabilidad de
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aceptar incrementos del coste es mayor para incrementos pequenos que
grandes, y, a igual incremento, la probabilidad de aceptaciéon es mayor
para valores de T altos. En el caso limite de T" = oo aceptamos cualquier
empeoramiento del coste; y para el caso de T" = 0 no se acepta ningin
incremento de la funcién objetivo y se tendria el esquema normal de
minimizacién local.

La probabilidad se introduce a partir de nimeros aleatorios u € U(0, 1).
El esquema bésico del recocido simulado seria el que resulta de incluir esta
modificacién (haciendo tender a cero el pardmetro positivo T', es decir, “en-
friando” o “templando” a lo largo del proceso) en el algoritmo anterior.

Algoritmo de recocido simulado
Sea x € S la configuracién inicial.
Sea T > 0 la temperatura inicial.
Sea N(T') el nimero méximo de iteraciones.
Repetir
{
Repetir
{
Genera solucién y € V(x) C S
Evalia § = C(y) — C(x)
0<0=z=y
{ d>0yu<exrp(—d/T)=x=y
n=n+1
} mientras n < N(T)).
Disminuir T
} mientras no se haya alcanzado el criterio de parada.

2.5.3. Aplicacion al ejemplo de referencia

Consideremos el Ejemplo [ y apliquemos el algoritmo descrito para
calcular la soluciéon 6ptima. En primer lugar lo adaptaremos al esquema
descrito anteriormente guidndonos por los siguientes aspectos:

Adaptacién del problema:

» Conjunto S de configuraciones: seran los vectores x = (z1,...,x5) tal
que z; € {0,1},i=1,...,5.

» Funcién de coste: ¢(z) = 221 + 2.4z + 3z3 + 44 + 4.425 + 18y; + 8yo,
siendo y; = 1, si la solucién x no verifica la primera restriccién y 0 en
caso contrario. De forma andloga se define ys pero teniendo en cuenta
si se verifica la segunda restricciéon o no.

» Vecindad de cada configuraciéon: Definiremos un vecino cambiando
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la posible localizaciéon de un parque de una finca a otra, es decir,
intercambiando 0 por 1 en el vector solucién.

» Configuracién inicial: empezaremos con una solucién inicial que sea
razonable, por ejemplo, z = (1,0,0,1,1).

Parametros del algoritmo:

= Sabemos que el peor empeoramiento que se puede producir es que
no se verifique ninguna restriccion; es decir, que se construyan mas
de 3 parques y que se contruyan parques en las fincas 4 y 5
simultaneamente. En este caso dicho empeoramiento serfa § = 1848 =
26. A partir de éste, calculamos el valor inicial de la variable de control
T (temperatura inicial) de forma que sea lo suficientemente grande
para inicialmente movernos por todo el conjunto de la regién factible.
De esta forma queremos que:

0

1)
——)=099<T=———__ — 2586.98.
exp(—7) 1og(0.99)

= Como factor de disminuciéon de la temperatura tomamos o = 0.3, e
iremos actualizando la temperatura de la siguiente formas:

Thew = aTq (0 < a < 1).

» Actualizaremos la temperatura cada N(7T') = 1 iteracién.

» Criterio de parada: no mejora de la funcién objetivo en 2 iteraciones
consecutivas.

Iteracion 1:

Comenzamos con la solucién inicial z = (1,0,0,1,1), ¢(z) = 18.4. Calcula-
mos un vecino y = (0,1,0, 1, 1), para el que obtenemos el valor ¢(y) = 18.8.
De esta forma como § = c¢(y) — ¢(z) = 04 > 0, quiere decir que no
estamos mejorando la funcién objetivo; entonces generamos un numero
aleatorio uw de una distribucién uniforme (0,1) y obtenemos u = 0.6.
Como u = 0.6 < ea;p(—%) = 0.99 aceptamos el empeoramiento y ha-
cemos la actualizacion = y. Por ultimo actualizamos la temperatura
T=a -T=0.3-2586.98 = 776.094.

Iteracion 2:

Partimos de z = (0,1,0,1,1) con ¢(x) = 18.8 y calculamos un vecino y =
(0,0,1,1,1) obteniendo ¢(y) = 19.4. De esta forma 6 = ¢(y)—c(x) = 0.6 > 0,
por lo tanto generamos una uniforme para ver si aceptamos el empeoramien-
to, obteniendo u = 0.75. Como u = 0.75 < emp(—%) = 0.99, aceptamos el
empeoramiento y actualizamos: x =y, T'= 0.3 - 776.094 = 232.8282.
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Iteracion 3:

Calculamos un vecino de = (0,0,1,1,1) con ¢(z) = 19.4, por ejemplo
y = (0,1,1,0,1). Tenemos que c(y) = 9.8 y § = —9.6 < 0, luego hemos
encontrado un vecino mejor y hacemos x = y. Actualizamos la temperatura
T =0.3-232.8282 = 69.84.

Iteracion 4:

Calculamos un vecino de z = (0,1,1,0,1) con ¢(x) = 9.8, y = (1,0,1,0,1).
Tenemos que ¢(y) = 9.4y § = —0.4 < 0, como es un vecino mejor actuali-
zamos x = y. Actualizamos la temperatura T = 0.3 - 69.84 = 20.9545.

Iteracion 5:

Calculamos un vecino de z = (1,0,1,0,1) con ¢(x) = 9.4, y = (1,0,1,1,0).
Tenemos que ¢(y) =9 y 6 = —0.4 < 0, entonces mejora la solucién y actua-
lizamos x = y. Actualizamos la temperatura T' = 0.3 - 20.9545 = 6.2863.

Iteracion 6:

Calculamos un vecino de z = (1,0,1,1,0) con ¢(z) = 9, y = (1,1,1,0,0).
Tenemos que ¢(y) = 7.4y § = —1.6 < 0, entonces como mejora la solucién
actualizamos x = y. Ademds T = 0.3 - 6.2863 = 1.859.

Iteracion T7:

Calculamos un vecino de z = (1,1,1,0,0) con ¢(x) = 7.4, y = (1,1,0,1,0).
Se verifica que ¢(y) = 8.4y 6 = 1 > 0, entonces como no mejora la solucién
generamos una uniforme y obtenemos u = 0.3 < e:np(—%) = 0.59. Por lo
tanto actualizamos la solucién y hacemos T'= 0.3 - 1.859 = 0.56577.

Iteracion 8:

Calculamos un vecino de z = (1,1,0,1,0) con ¢(x) = 8.4, y = (0,1,1,1,0),
c(y) =9.4y 0 =1 > 0. Entonces como no mejora la solucién generamos una
uniforme y obtenemos u = 0.15 < ezp(—2) = 0.17. De este modo actuali-
zamos la solucién y hacemos T' = 0.3 - 0.56577 = 0.1697.

Como hemos completado dos iteraciones consecutivas sin mejorar la
solucion, el algoritmo terminaria ya que verifica el criterio de parada
que habiamos impuesto. Por lo tanto, la solucién final obtenida es x =
(1,1,1,0,0) con un valor éptimo de ¢(z) = 7.4. Cabe destacar que obtenemos
convergencia al 6ptimo global del problema.
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2.6. Algoritmos genéticos

2.6.1. Introduccién

Los algoritmos genéticos estan basados en los mecanismos de la genética
y de la seleccion natural. Como se verd mas adelante, es la tnica
metaheuristica que trabaja simultdneamente con dos conjuntos de soluciones
factibles, que las considerara como individuos de una poblacién que se cruza,
reproduce y puede incluso mutar para sobrevivir. Fueron introducidos por
Holland (1975) en su trabajo Adaptation in Natural and Artificial Systems.
El objetivo de su investigacién era doble: por un lado, explicar de forma
rigurosa los procesos de adaptacién natural en los seres vivos; y por otro lado,
disenar programas de ordenador basados en dichos mecanismos naturales.
La naturaleza nos ensenia que los mecanismos de adaptacién y supervivencia
funcionan bien en los seres vivos. jPodrian adaptarse estos mecanismos a
los complejos sistemas artificiales?

Como se ha comentado anteriormente, se parte de un conjunto de
soluciones iniciales. Sean en nuestro ejemplo de referencia, Ejemplo [, las
siguientes soluciones iniciales:

st =1(0,1,1,0,1) f(s')=9.8
s =(1,1,0,0,0) f(s?) =224
s3=1(0,1,0,0,0) f(s?) =20.4
s* = (1,0,0,1,1) f(s*) =184

2.6.2. Descripcion del algoritmo

Operadores basicos

Con los algoritmos genéticos se consideran estas soluciones como
individuos de una especie que evolucionan para conseguir adaptarse y
mejorar dicha especie. La calidad de los individuos y, en definitiva de la
especie, se mide por la funcién de aptitud. En nuestro ejemplo, la funcién de
cada solucién s es ¢(s), la funcién objetivo del problema teniendo en cuenta
la penalizacion anadida si no se verifica alguna de las restricciones.

Las relaciones entre los individuos se ajustan a unos operadores que se
analizan a continuacién.

= Operador de seleccién

No todos los individuos sobreviven durante un determinado tiempo,
por ejemplo, hasta la madurez; sélo lo haran los més aptos, es decir, los
que tengan una mejor funciéon de aptitud. Una posibilidad para realizar
esto serfa considerando que sélo sobrevive la mitad de los individuos
siendo la probabilidad de supervivencia de cada individuo proporcional
a su funcién de aptitud. En el ejemplo de referencia sélo sobreviviran
2 de los 4 individuos y la probabilidad con la que seran elegidos viene
indicada por la siguiente tabla:
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Individuo | Aptitud | % Total | Prob. Repr.
st 9.8 13.8 0.138
2 22.4 31.6 0.316
s3 20.4 28.7 0.287
4 18.4 25.9 0.259
Suma 71 100.0 1.000

Los individuos elegidos son s y s. Se permite la repeticién.

Operador de cruce

Los dos individuos seleccionados y que han llegado, por tanto, a la
madurez, se pueden cruzar para mejorar la especie. La forma en que
se cruzan y, en definitiva, que permite transmitir sus cualidades a las
generaciones futuras, es lo que distinguird unos algoritmos de otros.
En el ejemplo, se supone que los cruces de dos individuos se realizan
creando dos nuevos individuos, uno con las 3 primeras componentes
del vector que representa el padre y las dos tltimas de la madre; y otro
con las 3 primeras componentes del vector que representa la madre y
las 2 ultimas del padre. Los dos hijos asi creados y los padres seran la
siguiente generacién:

st =(0,1,1,0,1) f(s!) =938
st =(1,0,0,1,1) f(s*) =18.
s°=1(0,1,1,1,1) f(s%) = 39.
s5=1(1,0,0,0,1) f(s%) = 24.

Obsérvese que tenemos un individuo con el minimo coste de 9.8, al
igual que en la generacién anterior, pero globalmente, esta nueva ge-
neracion es menos apta que la anterior porque la suma total de costes
es mayor.

Operador de mutacién

Aunque globalmente se mejore, hay determinadas caracteristicas
que no pueden modificarse s6lo con los dos operadores vistos
anteriormente. En el ejemplo de referencia, nunca podra conseguirse
a partir de la segunda generaciéon obtener dos 0 en la cuarta y
quinta componente simultdneamente, por lo que nunca se obtendra el
individuo con la aptitud maxima por este procedimiento.

Se introduce asi un operador que perturba alguna de las soluciones
obtenidas. Evidentemente, esta perturbacion puede empeorar la
aptitud del individuo mutado, pero si éste es el caso, los otros dos
operadores anulardn esta disminucion y sélo sobreviviran aquellas
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mutaciones positivas.

El operador mutacién se aplica muy poco, es decir, con una
probabilidad muy baja. En el ejemplo de referencia podria ser de la
siguiente forma: con una probabilidad 0.01 alterar las componentes del
vector que representa a los individuos.

Observacion: En el caso de problemas de minimizacion hay que
modificar la funciéon de adaptacién para que sean mas probables los
de menor valor.

A continuacién consideraremos el problema del viajante y mostraremos
3 posibles operadores distintos de cruce. Para comprender mejor la
diferencia, se considera un ejemplo con 12 ciudades y cada recorrido se
representard como una de las 12! permutaciones posibles. El padre y la
madre que se cruzardn de 3 formas seran:

(h7k7c?e7f7d7b7l7a7i7g7j)
(a/’b7c7d7e’ f’g7h7i7j7k7l)

Cruce de orden
Se realiza de la siguiente forma:

1. Se eligen dos puntos de corte aleatoriamente.
2. Entre estos dos puntos de corte se sitian los elementos del padre.

3. El resto se van eligiendo de la madre siempre que no hayan sido
seleccionados previamente. Se comienza a partir del segundo punto
de corte.

Si los puntos de corte son el sexto y el noveno, el hijo sera:
(d7 67 f7g7 h7z ‘b7l7a‘]7 k?c)'

Observacion: entre el sexto y el noveno, coinciden todos los del padre;
a partir del décimo, se sitian j y k, al intentar colocar [, se observa que
yva ha sido introducido, por lo que se pasa al siguiente, que es a, y luego b,
y les ocurre lo mismo, por lo que se coloca el siguiente, ¢, y asi sucesivamente.

Cruce parcial
Se realiza de la siguiente forma:

1. Se eligen dos puntos de corte aleatoriamente.

2. Los caracteres de la zona cortada del padre permutan con los
correspondientes de la madre.

Si en el ejemplo, la zona cortada sigue siendo la anterior, el hijo serfa:

(i7g7c7d?e7f|b7l7a|j7 k’ h)'
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Observacion: no se desplazan como en el cruce anterior, sino que man-
tienen la posicion del padre en la zona cortada y los de la madre en el resto
salvo los que son permutados.

Cruce de ciclo

Genera un hijo de forma que cualquiera de sus caracteres mantiene la
posicién del padre o de la madre, de acuerdo con sus posiciones en un ciclo.
Se opera completando ciclos de sucesién, de ahi el nombre del cruce.

En el ejemplo anterior, para la primera posicién hay dos opciones para
el hijo: A como el padre 6 a como la madre; se elige la h. Por lo tanto
tendriamos (h, —, —, —, —, —, —, —, —, —, —, —).

Al hacer esta eleccién, esta claro que a debe ir en la posicion del padre
obteniendo (h,—,—,—,—,—,—,—,a,—,—, —). Esto obliga a seleccionar la
ciudad ¢ del vector padre, ciudad bajo la a en el vector madre, obteniendo
(hy—,—,—, =y —, =y —, Ay 0, —, —).

padre, llegando a (h,—, —, —, —, —, —, 1, a,i, —, j).
Se ha definido asi un ciclo al elegir h en la primera posiciéon: h — a —
i — j — [, que denotaremos por ciclo 1.

7N\,
\_/

Figura 2.3: Ciclo 1

Si se hubiera elegido el caracter a para la primer posicién, el ciclo seria
el mismo con el orden inverso. Se definen asi varios ciclos, en el ejemplo son
3 més el ciclo unitario formado en la tercera posicién al coincidir el caracter
c en el padre y la madre.

Denominando los ciclos 1,2,3 y U para el unitario, las posiciones de las
12 ciudades se asignan a estos ciclos:

(1,2,U0,3,3,3,2,1,1,1,2,1).

La seleccion aleatoria fija uno de los ciclos con los caracteres del padre
y el resto para la madre. En el ejemplo, se elige el ciclo 1 con los caracteres
del padre y se completa el resto con lo de la madre quedando:

(h7b7c7d767f7gvl7a7i7k7j)'
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2.6.3. Aplicacion al ejemplo de referencia

Consideremos el Ejemplo [ y apliquemos el algoritmo descrito para
calcular la solucion 6ptima. Como se ha comentado anteriormente, se parte
de un conjunto de soluciones iniciales:

st =1(0,1,1,0,1) f(s!)=9.8

s2=(1,1,0,0,0) f(s?) =224
s3=1(0,1,0,0,0) f(s?) =20.4
st =(1,0,0,1,1) f(s*) =184

La probabilidad con la que seran elegidos viene indicada por la siguiente
tabla:

Individuo | Aptitud | % Total | Prob. Repr.
st 9.8 13.8 0.138
52 22.4 31.6 0.316
s3 20.4 28.7 0.287
st 18.4 25.9 0.259
Suma 71 100.0 1.000

Suponemos que los cruces de dos individuos se realizan creando dos nue-
vos individuos, uno con los 3 primeros bits del padre y los dos tltimos de la
madre y otro con los 3 primeros bits de la madre y los 2 tltimos del padre.
Los hijos asi creados seran la siguiente generacion:

Tteracién 1

s°=(0,1,1,1,1) f(s°) =39.8
6 =(1,0,0,0,1) f(s%) =244
sT=(1,1,0,0,0) f(s7) =224
$8=1(0,1,0,0,0) f(s%) =204
Iteracién 2
s9=(1,1,0,0,0) f(s%) =224
s10=1(0,1,0,0,0) f(s'9) =204
st =(1,0,0,1,1) f(s'') =184
s12=1(0,1,1,0,1) f(s'?)=9.8
Tteraciéon 3
1% =(1,0,0,0,1)  f(s) = 24.4
s =(0,1,1,1,1)  f(s') = 39.8
519 =(1,1,0,0,0) f(s'%) = 22.4
10 =(0,1,0,0,0)  f(s') =20.4



Iteracién 4

Iteracién 5

Iteracién 6

Tteracién 7

Iteracién 8
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Después de 8 iteraciones, hemos visto que la mejor solucién es
x = (0,1,1,0,1), que sabemos, de otros algoritmos, que no es el 6ptimo

global, por lo tanto hemos llegado a un 6ptimo local.
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2.7. Colonias de hormigas

2.7.1. Introduccion

Los algoritmos ACO (Ant Colony Optimization) son modelos inspirados
en el comportamiento de colonias de hormigas reales. Los estudios realizados
explican como animales casi ciegos, como son las hormigas, son capaces de
seguir la ruta mas corta en su camino de ida y vuelta entre la colonia y
una fuente de abastecimiento. Esto es debido a que las hormigas pueden
“transmitirse informacién” entre ellas gracias a que cada una de ellas, al
desplazarse, va dejando un rastro de una sustancia llamada feromona a lo
largo del camino seguido.

Asi, mientras una hormiga aislada se mueve de forma esencialmente
aleatoria, los “agentes” de una colonia de hormigas detectan el rastro de
feromona dejado por otras hormigas y tienden a seguir dicho rastro. Estas
a su vez van dejando su propia feromona a lo largo del camino recorrido y
por tanto lo hacen mas atractivo, puesto que se ha reforzado el rastro de
feromona. Sin embargo, la feromona también se va evaporando con el paso
del tiempo provocando que el rastro de feromona sufra y se debilite. De esta
manera se limita el crecimiento de los rastros por lo que la solucién adoptada
podria corresponder a un éptimo local.

En definitiva, puede decirse que el proceso se caracteriza por una
retroalimentacién positiva, en la que la probabilidad con la que una hormiga
escoge un camino aumenta con el nimero de hormigas que previamente
hayan elegido el mismo camino.

El primer algoritmo de este tipo fue denominado “Ant System” para
la resoluciéon del Problema del Viajante, obteniendo unos resultados no
muy afortunados, pero que causaron la curiosidad de gran numero de
investigadores que fueron modificando el algoritmo y aplicando esta técnica
a este conjunto de problemas.

Los algoritmos de optimizacién basados en colonias de hormigas se
han aplicado fundamentalmente a problemas de optimizacién combinatoria.
Dentro de este conjunto de problemas, se han utilizado en la resolucién de
problemas de optimizacién combinatoria NP-duros en los que las técnicas
clasicas ofrecen resultados no muy convincentes, y problemas de caminos
minimos donde la instancia del problema varia en el tiempo.

Como ya se ha mencionado, el primer problema donde se aplicaron
este tipo de algoritmos fue el Problema del Viajante (Traveling Salesman
Problem), instancia de un problema NP-duro, que ademds incluye la
resolucién de un camino minimo. Este problema se ha convertido en un
estandar para la realizacién de pruebas en modelos posteriores al inicial
planteado por Bonabeau et al (1999).

Otros conjuntos de problemas tratados posteriormente por este tipo
de algoritmos, fueron el problema de asignacién cuadrética (Quadratic
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Assignment Problem) y el problema de ordenamiento secuencial (Sequential
Ordering Problem). Posteriormente, una de las aplicaciones donde mejor se
han adaptado este tipo de algoritmos ha sido en el enrutamiento de redes
( Telecommunications Networks), siendo los primeros trabajos desarrollados
los de Schoonderwoerd (1996) y Di Caro et al (1998).

Otro problema muy estudiado por este tipo de algoritmos ha sido el de
determinacién de rutas de vehiculos ( Vehicle Routing Problem), donde los
resultados proporcionados por estos algoritmos han sido aceptables. Ademés
de los anteriores ejemplos de problemas donde este tipo de algoritmos
han sido probados, existen otros muchos campos de aplicacion donde
los resultados estan siendo prometedores, como por ejemplo el diseno de
circuitos légicos.

2.7.2. Descripcion del algoritmo

Los algoritmos ACO son procesos iterativos. En cada iteracién se “lanza”
una colonia de m hormigas y cada una de las hormigas de la colonia
construye una solucién al problema. Las hormigas construyen las soluciones
de manera probabilistica, guidndose por un rastro de feromona artificial y
por una informacién calculada a priori de manera heuristica.

Goss et al (1989), a partir de los resultados obtenidos, desarrollé un
modelo para reflejar el comportamiento observado. Si una hormiga se sitia
en una bifurcacién después de ¢ unidades de tiempo desde el inicio del
experimento, y sabiendo que m; hormigas han utilizado la ruta 1 y mo
la ruta 2, la probabilidad de que la hormiga elija una de las dos rutas,
respectivamente, es la siguiente:

(my + k)"
my + k)" + (ma + k)P

Pi(m+1) = ( Po(m+1) = 1- Pi(m+1)

donde k y h son parametros del modelo que sirven de ajuste a los datos del
experimento. Ademds, una vez que las hormigas han construido una solucién,
debe actualizarse la feromona, en el sentido que se explica mas adelante.
Notemos que, en la explicacién que hacemos del método, suponemos que
queremos disenar una ruta de minimo coste, partiendo de un conjunto de
nodos y un conjunto de arcos que los conectan.

El algoritmo de las hormigas trata de simular el comportamiento de las
hormigas naturales. Este debe de ser capaz de admitir las tareas que realiza
la hormiga y simular el comportamiento del conjunto. En funcién del tipo
de deposito de la feromona en el medio, existen tres variantes del algoritmo:

1. En funcién de la densidad: el depdsito se realiza durante el transcurso
del recorrido y la cantidad depositada de feromona es constante.

2. En funcién de la cantidad: el depdsito se realiza durante el transcurso
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del recorrido y la cantidad depositada de feromona estéd relacionada
con la deseabilidad heuristica del tramo.

3. En funcién del ciclo: el depdsito se realiza al finalizar el recorrido.

La variante de ciclo fue la que mejor resultados proporcioné y la que se
conoce por Ant System (AS) 6 Sistema de Hormigas (SH).

El SH se caracteriza porque la actualizacién de la feromona se realiza
una vez que todas las hormigas han completado sus soluciones, y se lleva
a cabo como sigue: primero, todos los rastros de feromona se reducen en
un factor constante, implementdndose de esta manera la evaporacién de
feromona. A continuacién, cada hormiga de la colonia deposita una cantidad
de feromona que es funcién de la calidad de su solucién. Inicialmente, el
SH no usaba ninguna accién en un segundo plano, pero es relativamente
facil, por ejemplo, anadir un procedimiento de busqueda local para refinar
las soluciones generadas por las hormigas. A grandes rasgos el algoritmo
presenta el desarrollo mostrado en el Cuadro 2.4

Procedimiento Ant System
Inicializar pardmetros
Mientras condicién do
Inicializar nueva_hormiga/()
Mientras estado <> estado fin
Por cada_arco_posible_movimiento
Calcular probabilidad_eleccién
Fin Por
Siguiente_posiciéon = politica_decisién
Lista_posiciones = + siguiente_posicién
Fin Mientras
Realizar evaporacién
Deposito feromona (lista_posiciones)
Fin Mientras
Fin Procedimiento

Cuadro 2.4: Pseudocdédigo del algoritmo de las hormigas

Tal y como hemos comentado anteriormente, las hormigas utilizan el
depésito de feromonas para recordar su comportamiento. En un primer
momento, todos los arcos presentan la misma probabilidad y para ello
se considera oportuno introducir un valor pequenio de feromona, lo que
hace posible que caminos sin explorar también tengan probabilidad de ser
recorridos.

Como se ha indicado, en el algoritmo existen dos procesos fundamentales
en su ejecucion:

s Eleccién del movimiento
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Una hormiga k elige ir al siguiente nodo con una probabilidad que
viene dada con la férmula:

[rrs]® - [777"8]5
ZuEN]? [rral® - [0ra]

k= 5. sis€ Ni(r)

donde:

N (r) son los nodos alcanzables por la hormiga k desde el nodo 7.

a 'y (8 son parametros que ponderan la importancia de la heuristica
utilizada y los valores de feromona detectados.

r-s Tepresenta el rastro de feromona entre los puntos 7 y s.

nrs representa el valor de la funcién heuristica elegida.

Cada hormiga k almacena el recorrido realizado para no repetir visitas
al mismo nodo.

Se debe tener en cuenta que al definir unos valores de los pardametros
a v B puede hacer variar bastante los resultados. Si hacemos o« = 0
s6lo damos importancia a la funcidon heuristica elegida, mientras que
con 8 = 0 sélo se tiene en cuenta los rastros de feromona detectados
por la hormiga. Esto tltimo provoca que la probabilidad de construir
optimos locales se fortalezca, cosa que no debe ocurrir para un buen
funcionamiento del algoritmo.

= Actualizacién de la feromona

La actualizacién de la feromona se presenta en dos subprocesos:

e Evaporaciéon: Los rastros de feromona se reducen un valor
constante. Esto es lo que representa la evaporacion de la feromona
del sistema natural.

Los diferentes arcos sufren una disminucién de su valor de
feromona que viene dado por la expresién:

Trs < (1 — p) - s, siendo p € (0,1] el factor de evaporacion.

e Deposicion: A continuacién se realiza el depdsito de feromona en
la ruta seguida por la hormiga en funcion de la solucién obtenida
k

T8

Trs < (L= p) - 1rrs + Ary, Vrps € S

donde Sy es la solucién generada por la hormiga k y Ark, =
f(C(Sk)) es la cantidad de feromona que se deposita, funcién de
la calidad de la solucién obtenida. La calidad de una solucién
normalmente viene representada por el inverso de la distancia
recorrida.

Cuando todas las hormigas han construido una solucién debe actualizarse
la feromona en cada arco. Tras la actualizacién de la feromona puede
comenzarse una nueva iteraciéon. De este modo, el resultado final es la mejor
solucién encontrada a lo largo de todas las iteraciones realizadas.
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2.7.3. Aplicacion al ejemplo de referencia

Dada la eficiencia del algortitmo de las hormigas para problemas de
rutas, presentaremos un ejemplo sencillo de dicho algoritmo aplicado al TSP.
Consideremos una poblacion de cuatro hormigas y cuatro ciudades
(m = n = 4), cada una de las hormigas partiendo de una ciudad distinta.
A continuacién definimos la matriz de distancias D y su correspondiente

1
heuristica 7 (inversa, término a término, de cada d;j, 1;; = d—)
]
o 1 4 3 — 1 025 0.577
| 1 o 2 4 |1 = 05 025
4 2 o o« =1 025 05 — 0318
V3 4 1 o 0.577 0.25 0.318 —

Nuestro objetivo sera minimizar el camino recorrido por cada hormiga
visitando todas las ciudades una sola vez.

Inicializamos la feromona a 79 = 10 y empezamos la resolucién del pro-
blema:

Iteracién 1:

Hormaiga 1

Consideramos la primera hormiga partiendo de la ciudad 1. Las proba-
bilidades de transiciéon para la primera hormiga se calculan de la siguiente
forma:

10-1 1

P2 = 1577 10,025 +10- 0577 B 1827 = 0547
PL3) =573 101(.)0.355;710 0577 1%; = 0136
A4) =157 1+O1(()).50.2'5 +10- 0,577 = 17 = 03D
h(2.3) = 157 Oi5o+01£)5' 0.25 8'3? = 0.666
Pi(2,4) ' ~— =0.333

~10-05+10-025 0.75

A continuacién mostramos una tabla con las probabilidades de transi-
cién y las soluciones:

Para la eleccion de cada ciudad de destino, generamos un nimero
aleatorio uniforme en (0,1), v € U(0,1), de forma que si partimos de
la ciudad i, iremos a la ciudad j que verifique que Zizlpm(i,k) > .
En nuestro caso, p1(1,2) = 0.547 > 0.279 = u; € U(0,1), por lo tanto
elegimos la ciudad 2 como primera ciudad de destino. En el siguiente caso
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Probabilidad de transicién
1 2 3 4

1|- 0.547 0.136 0.315 0.279 (1,2,-)
- - 0.666  0.333 0.671 (1,2,4,-)
4| - - 1 - 0.931 (1,2,4,3)

Uniforme | Solucién

tendremos p;(2,3) = 0.666 < 0.671 = uy € U(0, 1), entonces hacemos
p1(2,3) + p1(2,4) = 1 > 0.671 = uy por lo que la siguiente ciudad elegida
serd la ciudad 4.

Por lo tanto el camino recorrido por la primera hormiga es (1,2,4,3),
cuyo coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:

C(S1)=dig+doa+dsg+dsi =1+4+7+4=12.14

1
Atly = —— =0.082
187 1914 . . .
Por lo que la aportacién de feromona de esta hormiga en el camino

(1,2,4,3), Atl;, para la préxima iteracién es:

0 0082 0 0
0 0 0  0.082
1 _
ATz = gos2 0 0 0
0 0 0082 0

Hormiga 2

Consideramos la segunda hormiga partiendo de la ciudad 2.

Andlogamente a la primera hormiga, las probabilidades de transicién pa-
ra la segunda hormiga son las siguientes:

P2 1) =577 1(12?):051; 10-0.25 10.1755 =057
Pa(2.3) = 1577 10 (.)(.)5'24g 10-0.25 (1)52 =0.285
Po(2.4) = 355 + 1o 855 10025 175 2
O 5 T
Py(1,4) = ' —— =0.697

10-0.25+10-0.577 _ 0.827

A continuacién mostramos una tabla con las probabilidades de transi-
cion y las soluciones:

Por lo tanto el camino recorrido por la segunda hormiga es (2,1, 3,4),
cuyo coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:
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Probabilidad de transicion . .,
Uniforme | Solucién
1 2 3 4
210571 - 0.285 0.142 0.000 (2,1,-)
1 - - 0.302 0.697 0.031 (2,1,3,-)
3 - - - 1 0.637 (2,1,3,4)

C(S2) =do1 +dis+dsa+dipo=1+4+n7+4=12.14

1
At} = —— =0.082
24T oy , . ,
Por lo que la aportacién de feromona de esta hormiga en el camino

(2,1,3,4), A72,, para la préxima iteracién es:

0 0 0082 0
, | 0082 o0 0 0
AT = 0 0 0 0.082

0 0.082 0 0

Hormiga 3
Consideramos la tercera hormiga partiendo de la ciudad 3.
Probabilidades de transiciéon para la tercera hormiga:

10-0.25 0.25

Py(3.1) = — = 0.234

53, 1) 10.0.25+1100- 0055+ 10-0.318 1.0028

Py(3,2) = - = =(.468

5(3,2) 10-0.25 +1100 -00.351§ 10-0.318 (1).%5%

P3(3,4) = - = 2" —0.297

5(3,4) 10-0.12054310-0.5“10-0.318 1.068

P3(2,1) = : - =038

5(2.1) 10-%0+ (1)02-50.25 632

P3(2,4) = — == =02
10-14+10-0.25 1.25

A continuacién mostramos una tabla con las probabilidades de transi-
cién y las soluciones:

Probabilidad de transicion

1 5 3 1 Uniforme | Solucién
310234 0.468 - 0.297 0.431 (3,2,-)
2 | 0.800 - - 0.200 0.021 (3,2,1,-)
1 - - - 1 0.963 (3,2,1,4)

Por lo tanto el camino recorrido por la tercera hormiga es (3,2,1,4),
cuyo coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:
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C(S3) =dzg+dog +dig+dyz3=2+14++3+7 =787

1
AT = — =0.127
T
Por lo que la aportacion de feromona de esta hormiga, AT§4, para la

siguiente iteracion es:

0 0 0 0.127
0127 0 0 0
3 _
ATy = 0 0127 0 0
0 0 0127 0

Hormiga 4
Consideramos la cuarta hormiga partiendo de la ciudad 4. Las probabi-
lidades de transicién son las siguientes:

10 - 0.577 0.577

Py(4,1) = — =0.503
44, 1) 10-0.577 + %8 - 8’%2 1+10-0.318 1012455

Py(4,2) = — == —0.218
10 - 0.577 +1100 -0032158+ 10-0.318 (1).%4112

Py(4,3) = - =2 —0.277
1(4,3) 10 - 01%771+ 10-0.25+10-0.318  1.145

Py(2,1) = : — =0.666

10-%0+(1)05-0.5:(1).
Py2.3)=—— 2 22 _
4(2,3) 10111005 15 0333

ot

A continuacién, mostramos una tabla con las probabilidades de transi-
cion y las soluciones:

Probabilidad de transicién . .,
Uniforme | Solucién

1 2 3 4
41 0.503 0.218 0.277 - 0.524 (4,2,-)
2 | 0.666 - 0.333 - 0.211 (4,2,1,-)
1 - - 1 - 0.827 (4,2,1,3)

Por lo tanto el camino recorrido por la cuarta hormiga es (4,2, 1, 3), cuyo
coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:

C(Sy) =dyg+do+diz+dsyy=4+1+4+7=12.14

At = — —0.082
i3 = 1514 008

Por lo que la aportacién de feromona de esta hormiga, Anﬁg, para la
siguiente iteracién es:
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0 0 0082 0
0.082 0 0 0
4
ATiz = 0 0 0 0.082
0 0082 0 0

Agrupando las soluciones en una tabla, vemos que la mejor solucién
encontrada hasta el momento es el camino (3,2,1,4)

Hormiga | C(Sk) | Solucién
1 1214 | (1,2,4,3)
p 12.14 | (2,1,3,4)
3 7.87 | (3,2,14)
4 12.14 | (4,2,1,3)

Una vez acabada la iteracion actualizamos la feromona y procedemos
con la siguiente iteracion.

Actualizacién de la feromona:

s nuevo = (1 — p) - rps viejo + Ark, ¥r.s € Sy

rsy
Tomando el factor de evaporacién, p, igual a 0.2 tenemos:

10 10 10 10 0 0.082 0.164 0.127
2 08 10 10 10 10 | 14 0.291 0 0 0.082
" ’ 10 10 10 10 0.082 0.127 0 0.164

10 10 10 10 0 0.164 0.209 0

Por lo que la nueva feromona 72 es:

8 8.082 8.164 8.127
8.291 8 8 8.082
8.082 8.127 8 8.164

8 8.164 8.209 8

4
ATz =

Iteracién 2:

Hormiga 1

Andlogamente a la iteraciéon 1, consideramos la primera hormiga par-
tiendo de la ciudad 1, la segunda partiendo de la ciudad 2, la tercera de la
ciudad 3 y la cuarta de la ciudad 4. Entonces las probabilidades de transi-
cién son las siguientes:

8.082-1 8.082

1(1,2) 8.082-148.164-0.25 +8.127-0.577  14.81

= 0.545
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8.164 - 0.25

Pi(1,3) = —0.137
1(1,3) = 2082 1+8.816142-70.g55;r78.127-0.577

Py(1,4) = e —0.316
1(1,4) 8.082~é+085164-0.25—1—8.127-0.577

P(2,3) = = - = 0.664

1(2,3) 8-0.85(%3.052250.25 6.02

Pi(2,4) = = =0.335

~8-0.5+8.082-0.25

A continuacién mostramos una tabla con las probabilidades de transi-
cién y las soluciones:

Probabilidad de transicion . .,
Uniforme | Solucién

1 2 3 4
1|~ 0545 0.137 0.318 0.321 (1,2)
2 - - 0.664 0.335 0.425 (1,2,3,-)
3 - - - 1 0.968 (1,2,3,4)

Por lo tanto el camino recorrido por la primera hormiga es (1,2,3,4),
cuyo coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:

C(S1) =dia+doz +dgs+dyn =1+2+7++/3=1787

Hormiga 2

Consideramos la segunda hormiga partiendo de la ciudad 2. Anéaloga-
mente se obtiene la siguiente tabla con las probabilidades de transicién y
solucion para la segunda hormiga:

Probabilidad de transicion . .,
Uniforme | Solucién

1 2 3 4
210579 - 0279 0.141 0.660 (2,3,-)
310476 - - 0.563 0.700 (2,3,4,-)
4 1 - - - 0.770 (2,3,4,1)

Por lo tanto el camino recorrido por la segunda hormiga es (2,3,4,1),
cuyo coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:

C(Sy) =dos+dsa+du+dip=2+m+V3+1="787
Hormiga 3
Consideramos la tercera hormiga partiendo de la ciudad 3. Anédlogamen-

te se obtiene la siguiente tabla con las probabilidades de transicion y solucién
para la tercera hormiga:
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Probabilidad de transicion

T 5 3 1 Uniforme | Solucién
310230 0.468 - 0.290 0.070 (3,1,-)
1 - 0.630 - 0.367 0.150 (3,1,2,-)
21 - . 1 0.650 | (3,1,2,4)

Por lo tanto el camino recorrido por la tercera hormiga es (3,1,2,4),
cuyo coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:

C(S3) =ds1+dig+du+ds=4+1+4+n1=12.14

Hormiga 4

Consideramos la cuarta hormiga partiendo de la ciudad 4. Andlogamente
se obtiene la siguiente tabla con las probabilidades de transicién y solucion
para la cuarta hormiga:

Probabilidad de transicion . .,
Uniforme | Solucién
1 2 3 4
4 10.498 0.220 0.281 - 0.300 (4,1,-)
1 - 0.798 0.201 - 0.590 (4,1,2,-)
2 - - 1 - 0.770 (4,1,2,3)

Por lo tanto el camino recorrido por la cuarta hormiga es (4, 1,2, 3), cuyo
coste asociado (distancia recorrida) es el siguiente:

C(Sy) =day +dip+doz +dsg =V3+1+247 =787

Agrupando las soluciones en una tabla, vemos que la mejor solucién en-
contrada hasta el momento es el camino (1,2, 3,4)

Hormiga | C'(Sg) | Solucién
1 7.87 | (1,2,3,4)
P 7.87 | (2,3.4,1)
3 12.14 | (3,1,2,4)
4 7.87 | (4,1,2,3)

Por lo tanto, en dos iteraciones hemos llegado a la solucién éptima:
(1,2,3,4), cuyo coste asociado es 7.87.
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Capitulo 3

Aplicacion a un ejemplo real

El objetivo de este capitulo es aplicar todas las técnicas heuristicas que
presentamos en las secciones anteriores sobre un ejemplo real. Ademds,
compararemos todos los resultados obtenidos para tener una idea de la
efectividad de cada una de las técnicas en nuestro ejemplo en concreto. Los
algoritmos se han programado en lenguaje MATLAB y el cédigo se presenta
en el Apéndice A. Comenzaremos definiendo formalmente el problema que
nos interesa resolver para posteriormente ir presentando los resultados con
cada una de las técnicas.

3.1. Definicién del problema

Dispersas a lo largo del territorio nacional podemos encontrar 20 granjas
de produccién lechera que pertenecen a una misma empresa del sector lacteo.

La comunidad europea impone restricciones sanitarias de forma que
la empresa tiene el deber de hacer andlisis de la leche de sus granjas
peridédicamente garantizando que el producto que suministran cumple todos
los requisitos impuestos por las regulaciones alimentarias. Dicha empresa
esta interesada en construir un cierto nimero de plantas de anélisis de leche
de forma que ninguna granja esté a mas de 180 kilémetros de la planta maés
cercana.

Por las condiciones geograficas y administrativas las plantas pueden estar
en la misma localizacion que las granjas o en ciertos terrenos que la empresa
ya dispone actualmente. En la figura B.I] podemos observar la localizacién
de las granjas (con una chincheta amarilla), asi como los terrenos de los
que dispone la empresa para poder construir las plantas (con una chincheta
roja).

Por lo tanto el problema consiste en:

s Determinar dénde se deben construir las plantas de forma que se
verifique la restricciéon de que cada granja no debe estar a mas de
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Figura 3.1: Localizacién de granjas (amarillo) y terrenos disponibles (rojo)

180 kilémetros de distancia de su planta mas cercana y ademds nos
interesa que esté lo mas proxima posible.

= Notemos que un problema derivado del anterior es determinar cudl
es el nimero minimo de plantas que se deben construir para que el
problema tenga solucién.

Definamos el problema formalmente desde el punto de vista de la
programaciéon matematica. Denotemos por P = {i = 1,...,30 : i es una
posible localizacién para construir una planta } y por G ={j =1,...,20:
j es una localizacién de las granjas }. Definamos la variable:

,VieP

1 si construimos una planta en la localizacién i
T = .
! 0 en caso contrario

Sea d;; la distancia desde cada posible localizacién ¢ donde se puede
construir una planta hasta cada granja j. El problema de optimizacion
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asociado sera:

minimizar g d;
jEG

sujeto a Cij=dij - xi+M-(x;—1) ,VieP,jed

d; = min{Ci} < 180 e
Z z; > 1
i=1,...,30

CZ‘J'ER,djER,$¢E{O,1} ,Vie P,jeG

Siendo M = 10° una penalizacién que se aplicara a las soluciones que no
verifiquen las restricciones. Cabe destacar que tenemos una gran cantidad de
posibles soluciones para el problema, exactamente 230 — 1 posibilidades. Por
lo tanto, es practicamente imposible resolver el problema mediante blisqueda
exhaustiva de todo el espacio de soluciones.

Supongamos que a priori conocemos el minimo numero de plantas
necesarias que hay que construir verificando las restricciones, y lo denotamos
por k. En este caso el nimero de posibles soluciones que tendriamos pasaria
a ser (3]?). De esta forma, una vez fijado el niimero de plantas a construir,
reducimos enormente el espacio de busqueda. Entonces, lo que haremos
serd ir fijando k previamente con distintos valores hasta encontrar el k
oOptimo, es decir, el nimero minimo de plantas que se deben construir. Para
ello necesitamos anadir como restriccion:

E xXr; = k
i=1,...,3

0

Notemos que k es un nimero entero que sélo puede tomar valores entre 0 y
30.

A la hora de aplicar los algoritmos heuristicos para resolver el problema,
para no restringir el espacio de busqueda unicamente a las soluciones
factibles (ya que complicarfa mucho su resolucién), incorporaremos en la
funcién objetivo una penalizacion para aquellas soluciones que no verifiquen
las restricciones. Concretamente, dada una solucién penalizaremos con 10°
la funcién objetivo tantas veces como el nimero de granjas que no tengan
una planta a menos de 180 kilémetros. Es decir, dada una solucién =z
calculariamos:

dj = IZIél/]gl{dU “ Tty = 1}, VjeQ@q.

Entonces, si denotamos por p = |{j € P : d; > 180}|, anadirfamos a la
funcién objetivo la penalizacién 106 - p.
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3.2. Solucion del problema

En primer lugar, comenzaremos definiendo como vamos a calcular un
vecino dada una solucién z € {0,1}3%, ya que es necesario para poder aplicar
las heuristicas presentadas en el Capitulo 2. Supongamos que conocemos el
nimero de plantas a construir, k, entonces sabemos que una posible solucién
serd, obligatoriamente, un vector que contenga k unos y 30—k ceros. De este
modo, para calcular un vecino simplemente intercambiamos en el vector un
cero con un uno. Supongamos que k =2y

{1 sii=5,8
xT; =

0 en caso contrario

Entonces un posible vecino podria ser:

. 1 sii=20,8
T; = .
0 en caso contrario

Es importante destacar que dada una soluciéon x y fijado el nimero de
plantas a construir &, en total habria k - (30 — k) posibles vecinos de x si los
calculamos segun el esquema anterior.

De aqui en adelante supondremos fijado el niimero de plantas a construir
k.

Algoritmo voraz

Lo primero que vamos a presentar es un algoritmo voraz con la idea de
utilizar la solucién que nos proporciona como solucién inicial de los siguientes
algoritmos. La idea es la siguiente:

Para cada posible localizacién de la central lechera, calculamos todas
las distancias de la misma a cada una de las granjas, que serd una matriz
D = (dij)iepjcc (cada fila representara una localizacién y cada columna,
una granja). A continuacién sumamos por filas la matriz D, quedandonos con
las & menores sumas de distancias. Dichas filas denotarén las k localizaciones
elegidas como solucién voraz que no tiene porqué ser necesariamente factible.

Formalmente tendriamos que calcular:

Vv = Zd,’j,Vi e P.
jeG

Si denotamos por V los indices de las k plantas que tienen menor v;, la
solucién obtenida con el algoritmo voraz seria:

{1 siieV
€Tr; —

0 en caso contrario

Lo que hace este algoritmo simplemente es calcular aquellas posibles lo-
calizaciones de plantas que estdn ma&s cercanas a todas las granjas, con lo
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cual serdn localizaciones centrales en el mapa.

Algoritmo de busqueda local
A la hora de emplear el algoritmo de busqueda local hay que tener en
cuenta las siguientes consideraciones:

s Tomaremos como solucion de partida la proporcionada por el
algoritmo voraz.

= Dada una solucién z, fijado el nimero de plantas a construir, k,
sabemos que contendra k unos y 30 — k ceros. Entonces, para calcular
un vecino y generaremos dos numeros aleatorios, uno entre 1 y k para
seleccionar un 1 del vector x, y otro entre 1 y 30 — k para seleccionar
un 0 del vector x, e intercambiamos dichos cero y uno. Por lo tanto, es
una forma aleatoria de ir generando los vecinos. Otra posibilidad seria
calcular todos los vecinos posibles de x y quedarse con el mejor.

Pongamos un ejemplo sencillo para entender el cdlculo de los vecinos de
forma aleatoria. Supongamos que tenemos el vector (1,1,0,1,0,0,0), enton-
ces generamos un numero aleatorio u; entre 1y 3, y otro, us, entre 1 y 4.
Siu; =3y ug = 4, tendriamos que intercambiar el 1 que se encuentra en la
posicion 4 del vector con el 0 que se encuentra en la posicién 7, obteniendo
como vecino (1,1,0,0,0,0,1).

Simulated annealing

Sabemos que el peor empeoramiento que se puede producir es que no se
verifique ninguna restriccion; es decir, que todas las granjas estén a maés de
180 kilémetros de su planta mas cercana. En este caso, dicho empeoramienro
serfa & = 20-10°. A partir de éste, calculamos el valor inicial de la variable de
control T' (temperatura inicial) de forma que sea lo suficientemente grande
para inicialmente movernos por todo el conjunto de la region factible. De
esta forma queremos que:

o

5
oy —099eT=— 0
exp(=7) < 109(0.99)

Como factor de disminucién de la temperatura tomamos o = 0.3, de forma
que iremos actualizando la temperatura de la forma:

T=aT (O<a<l).

Ademas, actualizaremos la temperatura cada N(T") = 100 iteraciones. Im-
pondremos como criterio de parada que la funcién objetivo no mejore en
10000 iteraciones consecutivas.
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Algoritmo de bisqueda tabu

Consideraremos como duracién (nimero de iteraciones que un movimien-
to tabi no puede ser utilizado) 15 iteraciones. Ademds, consideramos como
funcién de aspiracion la mejor solucion obtenida hasta el momento; es decir,
un movimiento tabti podra ser aceptado si su aplicacién mejora el minimo
valor de la funcién objetivo que se ha alcanzado hasta ahora en la bisqueda
tabu.

A diferencia de los algoritmos anteriores, en donde simplemente
generabamos un vecino de forma aleatoria en cada iteracion, ahora en cada
iteracion generamos todos los posibles vecinos de la solucién y nos quedamos
con el mejor.

Ademsds, como éste es un algoritmo de memoria a corto plazo,
necesitamos guardar en cada iteracién la mejor solucién obtenida hasta el
momento.

En la figura podemos ver la mejor funcién objetivo que hemos
encontrado con cada uno de los algoritmos en funcién del ntmero de
plantas k que se contruyen (que hemos fijado previamente como restriccién).
Cabe destacar que en la funcién objetivo se han anadido las penalizaciones
derivadas de no verificar la restriccién de méaxima distancia, de ahi la escala
tan alta de la funcién objetivo.

x 10
15 T T
@ Busqueda Local
O  Busqueda Tabu
+  Simulated Annealing
10 ® i
o
=
@
2
(e}
S @
‘©
o
=}
T
5 - -
@
@
@
0 : : : : : @ @ & b
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.2: Evolucién de la funcién objetivo dependiendo del niimero de
plantas contruidas k
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A la vista de la figura se observa que el nimero 6ptimo de plantas
que se deben construir de forma que se verifiquen las restricciones impuestas
debe estar cerca de 7, ya que es a partir de donde la funcién objetivo parece
que no contiene penalizaciones. Tras hacer varias pruebas con nuestros
algoritmos encontramos que dicho nimero debe ser exactamente 7, ya que
si consideramos k = 6, no somos capaces de encontrar una solucién factible.

En la tabla Bl presentamos las soluciones obtenidas con los diferentes
algoritmos. Obsérvese que hemos obtenido exactamente el mismo 6ptimo con
los tres algoritmos y ademés las soluciones proporcionadas por el algoritmo
de busqueda local y bisqueda tabii son idénticas. La solucién proporcionada
por el algoritmo de simulated annealing se diferencia de las anteriores en
que en lugar de construir una planta en Valdepenas lo hace en Baza. Es
importante destacar que las uUnicas plantas que se contruyen en lugares
donde previamente no habfa ya localizada una granja son las de Salamanca
y Teruel.

. Localizacién Funcion
Algoritmo

plantas objetivo (km)

Vitoria, Salamanca, Manresa, Teruel

Bisqueda local Valdepeiias, Azuaga, Soria 1661.3362

, , Vitoria, Salamanca, Manresa, Teruel
Busqueda tabu Valdepeiias, Azuaga, Soria 1661.3362
Simulated annealing Vitoria, Salamanca, Manresa, Teruel 1661.3362

Baza, Azuaga, Soria

Cuadro 3.1: Soluciones obtenidas con los algoritmos

Por otro lado, en la tabla B.2] podemos ver cudles serian las granjas
de las que se deberia encargar cada planta si se actuara de forma optima
teniendo en cuenta las distancias. Ademas detallamos cual seria la distancia
entre ambos puntos. Recordemos que la solucion de simulated annealing
se diferenciaba por construir una planta en Baza en lugar de Valdepenas,
pero viendo dicha tabla es evidente deducir que es una solucién equivalente.
También es inmediato comprobar que la mayor distancia de una granja a su
planta mas cercana es de 173.03 km, que se corresponde a la distancia entre
Teruel y Gandjia.

En la figura B.3] podemos ver representada graficamente la solucién en
google maps. Con el nombre en rojo denotamos las localizaciones donde
deben ser contruidas las plantas. Ademaés hemos diferenciado con colores las
granjas por zonas en funcién de cudl sera la planta que se debe encargar de
cada granja.
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Plantas Granjas Distancia (km)
Vitoria 0
- Torrelavega 125.97
Vitoria Soria 123.05
Getxo 61.87
Segovia 131.39
Salamanca | Plasencia 111.60
Lumbrales 89.41
Manresa Manresa 0
Teruel Cuenca 93.88
Gandia 173.03
- Valdepenas 0
Valdepefias Baza 152.13
Aznaga Gibraleon 151.16
Azuaga 0
Lalin 59.54
Sarria Cambados 119.46
Ponferrada 72.56
Leén 153.48
Sarria 0
Friol 42.81

Cuadro 3.2: Asignacién de granjas a las plantas

Torrelavega

Getxo

Cambados

Lumbrales

T

Plasencia*

Figura 3.3: Solucién obtenida con los algoritmos
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3.3. Resolviendo el TSP

Una vez contruidas las plantas, a la empresa le interesa que un inspector
visite todas las instalaciones para verificar su correcto funcionamiento, tanto
las granjas como las plantas. De esta forma le surge la siguiente cuestion,
en qué orden debe el inspector visitar todas las instalaciones de forma que
recorra el menor nimero de kilémetros posible.

Claramente, estamos ante un problema de viajante ya que se trata de
determinar la ruta éptima que debe realizar el inspector de forma que la
longitud de dicha ruta sea lo minima posible. En este caso vamos a tener 22
lugares que visitar; 20 se corresponden con granjas (en alguna de las cuales
también se contruyé una planta) y 2 con dos nuevas localizaciones de plantas
(Salamanca y Teruel).

Comenzaremos resolviendo el problema utilizando un solver online
gratuito que se encuentra en la pagina web:

http://www.neos-server.org/neos/solvers/co:concorde/TSP.html

Dicha péagina utiliza tanto solvers exactos como heuristicos, segin
elijamos, y ademads sélo resuelve problemas simétricos. En nuestro caso,
utilizaremos el solver exacto. Ademads, como estamos considerando distancias
euclideas, el problema es simétrico y lo podemos aplicar.

Para resolverlo, definiremos el siguiente fichero en formato TSPLIB:

NAME : ProblemaGranjas

COMMENT : Recorremos todas las granjas y plantas

COMMENT : 1 Lalin 2 Cambados 3 Ponferrada 4 Leon 5 Vitoria 6 Segovia
7 Salamanca 8 Plasencia 9 Cuenca 10 Manresa 11 Teruel 12 Gandia
COMMENT : 13 Valdepeflas 14 Baza 15 Gibraleon 16 Azuaga 17 Lumbrales
18 Torrelavega 19 Soria 20 Getxo 21 Sarria 22 Friol

TYPE : TSP

DIMENSION : 22

EDGE_WEIGHT_TYPE : GEO

NODE_COORD_SECTION

1 42.40 -8.07
2 42.31 -8.49
3 42.33 -6.36
4 42.36 -5.34
5 42.51 -2.40
6 40.57 -4.07
7 40.58 -5.40
8 40.02 -6.05
9 40.04 -2.08

10 41.44 1.49
11 40.21 -1.06
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12 38.58 -0.11
13 38.46 -3.23
14 37.29 -2.47
15 37.23 -6.58
16 38.15 -5.41
17 40.56 -6.43
18 43.21 -4.03
19 41.46 -2.28
20 43.20 -3.00
21 42.47 -7.25
22 43.02 -7.48
EQF

Como podemos observar, la definiciéon del fichero es muy sencilla. Su
estructura es la siguiente:

= En “NAME” ponemos un nombre al problema.

= Si queremos anadir comentarios los escribimos precedidos de la palabra
“COMMENT”.

= En “T'YPE” especificamos el tipo de problema, en este caso se trata
de un TSP.

= En “DIMENSION” ponemos el tamano del problema, en este caso
consta de 22 lugares que visitar.

» En “EDGE_WEIGHT_TYPE” especificamos el tipo de datos que
tenemos. En este caso disponemos de las coordenada geograficas de
los lugares, lo que se corresponde con la opcién GEO.

s FEn “NODE_COORD_SECTION” ponemos las coordenadas de los 22
lugares en el formato GGG.MM, donde GGG denota los grados y MM
los minutos.

En la pagina mencionada anteriormente se puede encontrar informacion
mas detallada acerca de la estructura de los ficheros TSPLIB.

La ruta éptima que obtenemos, especificando como algoritmo del solver
Concorde(CPLEX), es la siguiente:

1->22—>21—>3—>4— > 18— >20—>5—>19— >6—>9— > 11— >
10— >12—>14—>13—> 16— > 15— >8—>7—> 17— >2— > 1

'Las coordenadas se han obtenido a través del servidor:
http://www.agenciacreativa.net/coordenadas_google_maps.php que utiliza  google
maps; y a su vez, mediante el convertidor de decimales a grados, minutos y segundos:
http://transition.fcc.gov/mb/audio/bickel/ DDDMMSS-decimal . html
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con una longitud total de 3369 km.

Los numeros se corresponden con la numeraciéon de las ciudades
especificadas en el fichero presentado previamente. En la FiguraB.4l podemos
ver representado graficamente, sobre google maps, la ruta éptima.

Torrelavega

Erioll - ; Legnu.
Pon?é‘rr’ada & e

Cambados P § Soriak

(Falin

¥

: 'Segovia

Lumbrales® :

o

Plasencialiiiy =
o v, -

% Gandiag

Figura 3.4: Solucién obtenida con el solver online

A continuacién, mostraremos los resultados obtenidos empleando algorit-
mos genéticos y algoritmos basados en colonias de hormigas implementados
por nosotros.

Algoritmos genéticos

El operador de cruce que utilizaremos es una modificacién de los
presentados en la Secciéon 2.6, que detallamos ahora sobre un sencillo
ejemplo. Supongamos que tenemos los dos siguientes cromosomas de tamaifio
5 que queremos cruzar:

Padre = (35241)
Madre = (4231 5)

Seleccionamos aleatoriamente una posicién del cromosoma, por ejemplo
la posicion 2, e intercambiamos el cromosoma de ambos padres.

Hijol=(32241)
Hijo2 = (453 15)
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A menos que ambos cromosomas coincidan, cada hijo va a tener un
entero duplicado. A continuacién seleccionamos el entero repetido del hijo 1
v lo intercambiamos con el del hijo 2, situado en esa misma posicion:

Hijo1=(32341)
Hijo2 = (4521 5)

Ahora tenemos repetido un entero distinto al anterior, el 3, asi que el
proceso contintia hasta que seleccionemos del cromosoma del hijo 2 el primer
cromosoma seleccionado del padre. En nuestro ejemplo, hasta seleccionar el
entero 5 del hijo 2.

Hijol = (42341
Hijo2=(35215

( )
( )
Hijo1=(42311)
Hijo 2 = (35245)
( )
( )

Hijol = (42315
Hijo2= (35241

Al final del proceso vemos que cada hijo ya no tendrd ningin entero
repetido, y por lo tanto estardn bien definidos.

Para llevar a cabo la mutacién, seleccionamos aleatoriamente dos
posiciones en el cromosoma e intercambiamos los enteros. Por ejemplo,
supongamos que tenemos z =(3 1 4 2 5) y que las dos posiciones
seleccionadas al azar son la 2 y la 5, la mutacién de z serd (354 2 1).

Algunos pardmetros que consideramos a la hora de lanzar el algoritmo
fueron los siguientes:

= Una poblacién inicial de tamano 50.
» La probabilidad de supervivencia de la poblacién del 50 %.
= La probabilidad de que se produjese una mutacién del 1 %.

En la figuraB.0 podemos ver la evolucién de la poblacién a lo largo de las
distintas generaciones. Destacamos en color verde la longitud media de las
rutas representadas por la poblacion en cada iteracion y en azul la longitud
de la ruta mas corta encontrada hasta cada instante. Como podemos
observar hasta la iteracion 300 la poblacion va mejorando considerablemente,
sobre todo en las iteraciones iniciales, pero a partir de dicha iteracién ya no
se consigue mejorar. Este comportamiento es razonable porque partimos de
una poblacién inicial generada aleatoriamente, con lo cual en las iteraciones
iniciales resulta sencillo mejorarlas.

La mejor solucién que obtenemos, tras ejecutar el algoritmo genético va-
rias veces, coincide con la presentada en la Figura 341
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Figura 3.5: Evolucién de la poblacion a lo largo de las distintas generaciones

Algoritmos basados en colonias de hormigas
Los parametros que hemos considerado a la hora de ejecutar el algoritmo

Son: 1
a=1,8=4,rs=01 Vr,s, nrs:di

TS

siendo d,; la distancia desde la ciudad r a la s. De esta forma, los caminos
mas cortos en los que se haya depositado més feromena seran los que tengan
mayor probabilidad de ser elegidos. En las iteraciones iniciales, las hormigas
recorreran rutas ineficientes y dejaran feromonas en dichos caminos, por lo
tanto serd necesario que ciertas feromonas se vayan evaporando para que el
algoritmo no converja a una ruta no 6ptima.

La actualizacién de la feromona la llevaremos a cabo basandonos en la
férmula dada en Bonabeau et al. (1999):

= Primero llevamos a cabo la evaporacion de la feromonas:

rrs < (1 —p) - rrs, siendo p = 0.5 € (0, 1] el factor de evaporacion.

= A continuaciéon se realiza la deposicion. Empezamos calculando la
feromona temporal:

,r,temp — Z Q
" - Distancia ruta hormiga k
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Figura 3.6: Convergencia del algoritmo de las hormigas

siendo () un numero préximo a lo que se piensa que puede ser la
longitud de la ruta éptima. En nuestro caso le hemos dado el valor
2000.

Posteriomente, calculamos la feromona depositada por la hormiga que
recorre la mejor ruta:

opt __ Q

r = = : : : : .
" Distancia de la mejor ruta recorrida por las hormigas

Finalmente, actualizamos la feromona de la siguiente manera:

tem opt

Trs = 0.5 1ps + 17,5+ &1k

siendo £ una constante que pondera la feromona dejada por la

hormiga que recorrié la mejor ruta. Para nuestras ejecuciones hemos
considerado £ = 5.

En la Figura B.6] podemos ver la convergencia del algoritmo de las
hormigas aplicado a nuestro problema. En azul hemos representado la
distancia de la mejor ruta encontrada hasta cada iteracién y en verde la
mejor ruta encontrada por las hormigas en cada iteracion. Como podemos
observar, las hormigas encuentran la ruta éptima en una iteraciéon cercana a
la 300, y a partir de dicha iteracién vemos que las hormigas no encuentran
ninguna ruta mejor. Resulta curioso obervar que en lugar de que las hormigas
mejoren sus rutas una vez encuentran la mejor solucién, la longitud de las
rutas oscila considerablemente y sélo en tres ocasiones hay hormigas que
recorren la ruta éptima. Ademds esto ocurre en iteraciones contiguas, lo
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que tiene sentido ya que el rastro de feromonas de ese camino sera alto
en iteraciones préximas, pero después se ird evaporando. Recordemos que
hemos considerado como parametro de evaporacion 0.5, por lo que el rastro
de feromonas disminuye fuertemente entre dos iteraciones consecutivas.

La mejor soluciéon obtenida con este algoritmo, tras ejecutarlo varias ve-
ces, coincide con la presentada en la figura [3.41

Por lo tanto, hemos obtenido la misma solucién tanto con el algoritmo

genético como con el de las hormigas, que ademéds sabemos que coincide con
el 6ptimo global del problema.
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Capitulo 4

Conclusiones

El objetivo de este TFM ha sido realizar una recopilacion y revision
bibliografica de los principales métodos heuristicos de resolucion de
problemas de optimizacién, que encontramos en la vida real en dmbitos
como, por ejemplo, la logistica, procesos industriales, telecomunicaciones,
etc. Debido al elevado nimero de variables y restricciones existentes en
dichos problemas, en ocasiones, es de gran dificultad resolverlos de forma
exacta, por lo que estas técnicas son de vital importancia para obtener
buenas soluciones en tiempos aceptables.

La bibliografia en este campo es muy extensa, tanto en libros como en
revistas de investigacion, y tanto en el plano metodoldgico como en el de
las aplicaciones. Hemos incluido amplias referencias, desde los textos més
clasicos a los més recientes. A lo largo del trabajo hemos optado por la
presentacién de cada uno de los algoritmos en una modalidad bésica, con la
finalidad de que puedan ser adaptados sin mucha dificultad a cada problema
real especifico.

Con el fin de dar un caracter mas pedagdgico al trabajo hemos explicado
las distintas técnicas de manera intuitiva, ilustrandolas con un ejemplo
sencillo comun a todas ellas. Y, finalmente, hemos comparado cada una de
las técnicas utilizando un ejemplo real de mayor extension y complejidad.
Se han implementado los algoritmos en lenguaje MATLAB, a la vez que nos
hemos familiarizado con la herramienta gratuita online CONCORDE.

Este TFM supone una continuacién a las asignaturas de investigacion
operativa estudiadas en el Master de Técnicas Estadisticas y ha sido reali-
zado de forma paralela a la actividad laboral que desempeno desde febrero
de 2012 en BrandScience, consultoria estratégica de OmnicomMediaGroup.
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Apéndice A

Cddigo de programacion en
MATLAB

= Algoritmo voraz

function [x,ind,dist,obj]=voraz(f, k)

% INPUT :

% f: funcion objetivo del problema

% k: numero de centrales a construir

% OUTPUT :

%x: solucion wvoraz del problema

% ind: identificadores de las localizaciones escogidas

% dist: vector de distancias de cada granja a su central mas
cercana

% obj: wvalor de la funcion objetivo

global d
x=zeros (1,30);
sumafilas=zeros(1,30);
for i=1:30
sumafilas (i)=sum(d(i,:));
end
% Ordenamos las localizaciones de menor a mayor suma de
% distancias a todas las granjas
[Y,I] = sort(sumafilas);
% Nos quedamos con los indices de las k primeras localizaciones
ind (1:k)=I(1:k);

x(ind)=1;
[dist ,obj]=feval (f,x);
return

= Bisqueda Local

function [x,ind_unos,dist,obj]=vecinal (x0,f,k,nitmax)
% INPUT :
% x0: solucion inicial
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% f: funcion objetivo del problema

% k: numero de centrales

% nitmax: numero maximo de iteraciones del algoritmo wvecinal

% OUTPUT:

%x: solucion final del algoritmo wvecinal

% ind_unos: indices de los 1’s del wvector solucion

% dist: vector de distancias de cada granja a su central mas
cercana

% obj: wvalor de la funcion objetivo

x=x0; % Partimos de la solucion inicial(voraz en nuestro caso)
[dist ,obj]=feval(f,x);
i=0;
while (i<=nitmax)
y=vecino (x,k);
[dy, fy]=feval(f,y);
delta=fy—obj;
if (delta < 0)
X=y ;
obj=ty;
dist=dy;
i=0;
else
i=i+1;
end
end
[F,I] = sort(x, ’descend’);
ind_unos=I(1:k);
return

» Busqueda Tabu

function [xmejor,ind_unos,fmejor_absoluto]=tabu(x0,f, nitmax, k)
% INPUT :

% x0: solucion inicial

% f: funcion objetivo del problema

% k: numero de centrales

% nitmax: numero maximo de iteraciones del algoritmo wvecinal
% OUTPUT:

% xmejor: solucion final del algoritmo wvecinal

% ind_unos: indices de los 1’s del wvector solucion

% fmejor_absoluto: wvalor de la funcion objetivo

listatabu=zeros(30,30) ;
frecuencias=zeros(30,30) ;

x=x0;
[dx, fmejor_absoluto]=feval (f,x);

i=0;

while (i <= nitmax )
% Generamos los wvecinos y nos quedamos con el mejor:
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[y,fy,listatabu_sal , frecuencias_sal]=vecinotabu(x,
listatabu , frecuencias ,f,fmejor_absoluto ,k);
if(fy < fmejor_absoluto)

fmejor_absoluto=fy;

xmejor= y;

1=0;
else

i=i41;
end
% Actualizamos:
x=y;

listatabu=listatabu_.sal;
frecuencias=frecuencias_sal;

end

[F,I] = sort(xmejor, descend’);

ind_unos=I(1:k);
return

» Simulated annealing

function [x,ind_unos,dist,obj]=templesimulado(x0,f, k,nitmax,

delta ,alfa)
% INPUT :
% x0: solucion inicial

% f: funcion objetivo del problema

% k: numero de centrales
% nitmaz: numero mazimo de

iteractones

del algoritmo wvecinal

% delta: parametro de empeoramiento de la funcion objetivo
% alfa: factor (entre 0 y 1) de disminucion de la temperatura

% OUTPUT :

%x: solucion final del algoritmo wvecinal
% ind_unos: indices de los 1’s del wvector solucion
% dist: vector de distancias de cada granja a su central mas

cercana

% obj: valor de la funcion objetivo

% Variable de control TEMPERATURA,

delta
T=delta/log(0.99) ;

cuyo valor

inicial depende de

% Partimos de una configuracion inicial (la voraz en nuestro

caso)
x=x0;
[dist ,obj]=feval (f,x);
count=0;
i=0;
% Criterio de parada
while (count<=nitmax)
while (i <= 100)
i=i41;

% Generamos un vecino de manera aleatoria

y=vecino (x,k);
[dy, fy]=feval (f,y);
c=fy—obj;
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if(c > 0)
prob=exp(—delta/T);

u=rand (1) ;
if (u < prob)
X=y;
obj=fy;
dist=dy;
end
count=count+1;
else
X=y;
obj=fy;
dist=dy;
count=0;
end
end
i=0;
% Disminuimos la temperatura
T=Txalfa;
end
[F,I] = sort(x, ’descend’);
ind_unos=I(1:k);
return

s Algoritmo Genético

function [sol,obj,minc,meanc]=genetico (nvar,maxit, popsize,
mutrate ,selection)

% INPUT :

% nvar: numero de variables de optimizacion
% maxit: nimero mdzimo de iteraciones

% popsize: tamano poblacional

% mutrate: tasa de mutacidn

% selection : fraccidn de la poblacidn

% OUTPUT:

% sol: solucion inicial

% obj: funcion objetivo del problema

% minc: minimo de la poblacion en cada iteracion
% meanc: media de la poblacion en cada iteracion

% Cargamos el GA
ff="tspfun’; % funcidn objetivo

npar = nvar; %# variables de optimizacion
Nt npar; %# columnas en la matriz poblacional

keep=floor (selection*xpopsize); %#miembros de la poblacion que

sobrevive
Me=ceil ((popsize—keep) /2); % numero de apareamientos
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odds=1;

for ii=2:keep
odds=[odds iixones(1l,ii)];

end

Nodds=length (odds) ;

% Crea la poblacidn inicial

iga=0; % inicia contador de las

for iz=1:popsize

pop (iz ,:)=randperm/(npar) ;

end

iteraciones de las generaciones

cost=feval (ff ,pop); % calcula el

[cost ,ind]=sort (cost);
pop=pop (ind , :) ;

minc (1)=min(cost);
meanc (1)=mean( cost ) ;

% poblacion aleatoria

coste de poblacion

% Iterar a traves de las generaciones
while iga<maxit
iga=iga+1;
% Empareja y aparea

pickl=ceil (Nodds*rand (1 ,M
pick2=ceil (Nodds*rand (1 ,M

ma=odds (pickl);
pa=odds (pick2);

))
))

% Apareamiento

for

end

ic=1:M
matel=pop (ma(ic) ,:);
mate2=pop (pa(ic) ,:);

)

)

% indices de
% indices de

% companero #1
% companero #2

los padres
las madres

% minimo coste en el elemento 1
% poblacion de una especie con el

coste mas bajo

indx=2x%(ic —1)+1; % empieza en uno y recorre todos
xp=ceil (rand*npar); % valor aleatorio entre 1 y N

temp=matel ;

x0=xp;

% Primer cambio:
matel (xp)=mate2 (xp) ;
mate2 (xp)=temp (xp) ;

xs=find (temp=—matel (xp) ) ;

XP=XS ;
while xp ™=x0
matel (xp)=mate2 (xp)
mate2 (xp)=temp (xp) ;

)

xs=find (temp—matel (xp) ) ;

XP=XS ;
end
pop (keep+indx ,:)=matel;

pop (keep+indx +1,:)=mate2;

% Mutacion
nmut=ceil (popsizexnparxmutrate) ;

for

ic = l:nmut

rowl=ceil (rand*(popsize —1)) +1;

coll=ceil (rand*npar) ;
col2=ceil (rand*npar) ;
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temp=pop (rowl, coll);
pop(rowl, coll )=pop(rowl, col2);
pop(rowl, col2)=temp;
im(ic)=rowl;

end

cost=feval (ff ,pop);

% Ordena los costes y pardmetros asociados

part=pop; costt=cost;

[cost ,ind]=sort (cost);

pop=pop (ind ,:) ;

% Estadisticas

minc(iga)=min(cost);

meanc (iga )=mean( cost ) ;

end

% Muestra la salida

day=clock;
disp(datestr (datenum (day (1) ,day(2) ,day(3) ,day(4) ,day(5) ,day(6))
,0))

disp ([” optimized function is 7 ff])

format short g

disp ([” popsize = 7, num2str(popsize), mutrate = 7, num2str(
mutrate), 7 # par = 7, num2str(npar)])

disp ([” best cost=", num2str(cost(1))])

disp ([” best solution”])

disp ([num2str(pop (1,:))])

” ” ”

% figure (1)

% iters=1:mazxit;

% plot (iters ,minc, iters ,meanc);

% xzlabel ("generation ’);ylabel (’cost’);

% Solucion y funcion objetivo:
sol = pop(1,:)
obj = cost(1);

end

» Sistema de Hormigas

function [sol,obj,dd]=hormigas(Ncity ,maxit,a,b,rr,Q)

% Input :

% Ncity: mnumero de ciudades del recorrido

% mazxit: numero mazximo de iteraciones

% a=0: se selecciona la ciudad mas cercana

%b=0: el algoritmo solo funciona ocn feromomas y no con
distancia de las ciudades

% rr: tasa de evaporacion del rastro de feromona en el camino

%Q: selecciona el tamano del camino optimo
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% Output

% sol: solucion al problema TSP
% obj: distancia del camino optimo, funcion objetivo
% dd: dbest y dmin funciones en cada iteracion

global dcity % dcity: matriz de distancias entre ciudades

dbest =9999999;
e=5; % parametro que pondera la importancia del rastro de
feromonas del mejor camino

Nants=Ncity ; % Numero de hormigas

vis=1./dcity; % heuristica (igual a la inversa de la distancia)
phmone=.1%ones (Ncity , Ncity); % inicia las feromonas entre las
ciudades

% inicia el camino
for ic=1:Nants
tour (ic ,:)=randperm(Ncity) ;
end
tour (:, Ncity+1)=tour (:,1); % cierra el camino

for it=1:maxit
% encuentra el recorrido de las ciudades de cada hormiga
% st es la ciudad actual
% nxt contiene el resto de ciudades todavia no visitadas
for ia=1:Nants
for iq=2:Ncity—1
st=tour (ia ,iq—1); % Ciudad actual
nxt=tour (ia ,iq:Ncity); % Ciudades que van despues de
la actual
prob=((phmone(st ,nxt)."a).*(vis(st,nxt). b))./sum((
phmone (st ,nxt). a).x(vis(st ,nxt)."b)); %
probabilidad de transicion
rcity=rand;
for iz=1:length(prob)
if rcity <sum(prob(1l:iz))
newcity=iq—1+iz; % siguiente ciudad a
visitar
break
end
end
temp = tour (ia,newcity); %pone la nueva ciudad
% selecciona la siguiente del camino
tour (ia ,newcity) = tour (ia,iq);
tour (ia ,iq) = temp;
end
end
% calcula la longitud de cada recorrido y distribucion de
las feromonas
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phtemp=zeros (Ncity , Ncity) ;
for ic=1:Nants
dist (ic ,1)=0;

for

id=1:Ncity

dist (ic ,1)=dist (ic)+dcity (tour (ic,id) ,tour(ic,id+1));

phtemp (tour (ic ,id) ,tour(ic ,id+1))=phtemp (tour (ic ,i

end
end

end

tour (ic,id+1))4+Q/dist (ic ,1);

% actualizamos la mejor solucion

[dmin, ind]=min(dist ) ;

if dmin<dbest
dbest=dmin;
sol=tour (ind ,:) ;

)

% calculo de la feromona del mejor camino recorrido por las
hormigas

phl=zeros(Ncity , Ncity);

for id=1:Ncity
phl(tour(ind,id),tour(ind,id+1))=Q/dbest;

end

% actualizacion de la feromona
phmone=(1—rr ) *phmone+phtemp+e*phl ;
dd(it ,:)=[dbest dmin];

[it dmin dbest]

end
obj=dbest ;

end

% solucion optima obtenida por el
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