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Introduccion

Los problemas del viajante y de rutas de vehiculos son dos de los problemas
mas estudiados en Investigacion Operativa. El primero de ellos se centra en es-
tudiar problemas de la siguiente clase: un comercial debe visitar varios clientes y
desea conocer cudl es el camino de minima distancia que, partiendo de su lugar
de trabajo, vaya a todas las ciudades y regrese. Por otro lado, los problemas de
rutas de vehiculos (més conocidos por sus siglas en inglés VRP) tratan de resol-
ver problemas como el que sigue: una empresa debe repartir cierto producto entre
sus clientes y desea encontrar la ruta (o rutas) de menor coste que, partiendo del
almacén, visite cada cliente satisfaciendo su demanda y regrese al almacén. Como
se puede deducir, ambos problemas estan muy relacionados entre si. De hecho, el
VRP surgi6 como una extensién del TSP (problema del viajante) para el caso en
el que la capacidad de los vehiculos que realizan la ruta sea limitada y sea, por

tanto, necesario realizar varias rutas.

Estos dos problemas de apariencia sencilla son famosos por su gran compleji-
dad computacional. Como se vera mas adelante, ambos se encuadran dentro de la
categoria NP-duro por lo que, a dia de hoy, no se ha encontrado ningtn algoritmo
que logre resolverlos en un tiempo polinémico. No obstante, su importancia no
se debe tinicamente a la complejidad de su resolucion, sino a la gran variedad de
situaciones précticas en las que pueden ser aplicados. La mayor parte de éstas
se encuentran en el campo de la logistica (reparto de mercancias, correo, rutas
escolares), aunque también podemos encontrar aplicaciones de estos problemas

en industria (produccién de circuitos integrados) o en genética.

La primera parte de este trabajo se centra precisamente en esos problemas: en
su historia, sus caracteristicas, las distintas formas que existen de modelizarlos y
en las formas de resolverlos. En el segundo capitulo del mismo se hace un repaso
de los principales conceptos de la teoria de juegos cooperativos. Dicha teoria se
encarga de estudiar el problema de repartir los costes o beneficios generados a

partir de la cooperacion entre agentes o empresas. Cada dia, muchas empresas,



municipios o personas deciden coaligarse y trabajar juntos para conseguir un bien
comun. Gracias a dicha cooperacién, se conseguird reducir costes o aumentar
beneficios, pues de lo contrario los agentes no estaran dispuestos a cooperar. El
problema surge cuando dichos costes (o beneficios) deben repartirse entre los
agentes implicados. La teoria cooperativa de juegos se dedica, entre otras cosas,
a buscar repartos “justos”que hagan que los involucrados tengan incentivos para

cooperar.

La tercera y ultima parte del trabajo trata de mezclar los dos temas anteriores,
centrandose en los juegos cooperativos asociados al problema del viajante y al
problema de rutas de vehiculos. La idea es buscar formas de repartir los gastos
generados de la cooperacién entre varias empresas, ciudades o clientes que deben
ser visitadas y que deciden unirse para asi reducir los gastos asociados a esas
“visitas”. Para la coalicién total, es decir, para todos los agentes que cooperan,
debe plantearse un VRP o un TSP, segin el contexto especifico, para poder

asi determinar cual seria el coste minimo a repartir.

En este ultimo campo, las publicaciones son relativamente escasas debido a
la complejidad del asunto. Por ello, en la tercera parte se muestra un resumen de

las publicaciones existentes y se sugieren nuevas lineas de investigacion.



Capitulo 1

Problemas de rutas

1.1. Introduccion

Entendemos por problema de rutas todo aquel problema de optimizacién que
se plantea cuando existen unos clientes que demandan un servicio y se debe en-
contrar la mejor ruta para satisfacerles. La importancia de esta clase de problemas
se debe al gran nimero de situaciones reales en las que se puede aplicar. Algunos
ejemplos tipicos son el reparto de correo, la recogida de basuras o el transpor-
te escolar; aunque estos problemas no sélo pueden ser aplicados en logistica y
distribucion, sino que también sirven para modelar otras situaciones como la pro-
duccion de circuitos electronicos integrados o la secuenciacién de tareas. Debido
al potencial ahorro de estas técnicas, las inversiones en investigacion y software
de las empresas relacionadas con el sector logistico han ido aumentando conside-

rablemente en los ultimos anos.

Existen muchos tipos de problemas de rutas segin las restricciones adicionales
que se impongan (numero de vehiculos, ubicacién de los clientes, ventanas de
tiempo, capacidad de los vehiculos, tipo de servicio demandado, etc). La principal
diferencia existente entre estos problemas y los problemas de caminos es que en el
primer caso hay un subconjunto de nodos y/o arcos que se deben visitar y, en el
segundo, se busca una ruta que una el origen y el destino sin importar los nodos

o arcos intermedios.

En el Cuadro 1.1 se encuentran los tipos mas importantes de problemas de

rutas junto con los nombres que historicamente han recibido.
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Restricciones . L
Demanda estriccione Nombre habitual del problema Otras restricciones
de capacidad
Viajante de Comercio
NO !
TSP
Nodos ]
sf Problema de rutas de vehiculos Recogida/distribucion
VRP
Una componente con_exa Ventanas de tiempo
(Problema del Cartero Chino CPP)
NO
Varias componentes conexas
Arcos Otras
(Problema del Cartero rural RPP)
Si Problema de rutas con capacidades
CARP

Cuadro 1.1: Clasificacion Problemas de Ruta

Como se puede observar en el cuadro, existen dos grandes tipos de problemas
de rutas segun los clientes se encuentren sobre los nodos o sobre los arcos. En el
primero de los casos, la ruta 6ptima a determinar debe visitar todos los nodos,
mientras que, en el segundo, se deben recorrer todos los arcos del grafo que define
el problema. En otras palabras, en los problemas sobre los nodos se entiende que
cada cliente esta representado por un nodo mientras que en los problemas sobre

los arcos se entiende que los arcos son calles que deben ser visitadas.

Los problemas de rutas sobre nodos tienen su origen en el siglo XIX cuando
el irlandés W.R. Hamilton y el britdnico T. Kirkman inventaron el denominado
“Icosian Game”. Este juego consistia en encontrar una ruta entre los 20 puntos del
juego usando sélo los caminos permitidos y regresando al nodo origen (una imagen
del juego original comercializado anos mas tarde puede encontrarse en la Figura
1.1). Obviamente, este juego no se centraba en la bisqueda del camino 6ptimo,
sino en la bisqueda de un camino que visitase todos los nodos una tnica vez (afios
mas tarde, este tipo de caminos o ciclos recibirian el nombre de Hamiltonianos
en honor a W.R. Hamilton).

La historia de los dos grandes problemas de rutas sobre nodos (el problema
del viajante de comercio y los problemas de rutas de vehiculos) estd intimamente
relacionada. De hecho, histéricamente se ha entendido el VRP como una gene-
ralizacion del TSP, como se vera mas adelante. Estos dos problemas seran los
temas centrales de este primer capitulo del trabajo, por lo que informacién mas
detallada sobre su historia, tipos y métodos de resolucién puede encontrarse en

sucesivas secciones.
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Figura 1.1: Hamilton’s Icosian Game

Los problemas de rutas sobre arcos tienen su origen en el siglo XVIII cuando
los habitantes de Konigsberg, un pequeno pueblo de la actual Rusia, empezaron
a debatir si existia alguna ruta que pasase una unica vez por los 7 puentes que
atravesaban el rio Pregel y volviese al punto de origen (Figura 1.2). Este problema
se propuso al matematico suizo Leonhard Euler, el cual demostré que no existia

ninguna en un articulo del ano 1736 (para més informacién, véase [18]).

Los Puentes de Komigsterg

Figura 1.2: Los puentes de Konigsberg

El problema de los puentes de Konigsberg se refiere exclusivamente a la exis-
tencia de un camino y no a la busqueda del 6ptimo, que es la filosofia de los
problemas de rutas. En este sentido, el primer problema planteado en este campo
es el Problema del Cartero Chino (CPP), definido en 1962 por Meigu Guan [28].
Este problema se resume en la busqueda de un camino de distancia minima que
recorra todos los arcos del grafo al menos una vez. El método de resolucién de
este problema que propone Guan consiste en anadir arcos de coste minimo al

grafo original de manera que se logre convertir este grafo en un grafo euleriano.
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Un grafo euleriano, cuyo nombre se debe al matematico Leonhard Euler, es un
grafo en el que hay al menos un ciclo euleriano, es decir, un ciclo que contiene
todas las aristas de un grafo una tnica vez. Para que un grafo sea euleriano to-
dos sus vértices deben tener grado par!, a excepcién de un nimero par de nodos
que puede tener grado impar, como demostré Hierholzer (1873) [30]. Una vez se
ha conseguido un grafo euleriano, es relativamente facil determinar un ciclo que
atraviese cada arco una sola vez.

Otro de los grandes problemas de arcos es el conocido como Problema del
Cartero Rural (RPP). Este problema fue introducido por primera vez en el ano
1974 [46] y consiste en determinar el camino de minima distancia que recorre sélo
algunos de los arcos del grafo (el resto de los arcos puede ser o no recorrido).
En 1976 se demostré que el RPP es un problema NP-duro (por lo que no se ha
encontrado por el momento un algoritmo que resuelva cualquier ejemplo de dicho
problema en tiempo polinomial), a no ser que el subgrafo formado por los arcos
requeridos sea un grafo completamente conexo, en cuyo caso el RPP se reduce a
un CPP, problema para el cual si se han definido algoritmos que lo resuelven en

un tiempo polinémico [38].

Por tltimo, en el problema de rutas con capacidades (CARP), a cada arco
(v;,v;) del grafo se le asocia una cantidad no negativa g;;, que representa la de-
manda de cada uno de los clientes. Una flota m de vehiculos con capacidad Q
debe visitar todos los arcos repartiendo (o recogiendo) las cantidades correspon-
dientes sin exceder nunca la cantidad Q. E1 CARP fue introducido por Golden
y Wong (1981) [26] y una variante del mismo en el que las demandas han de ser
estrictamente positivas fue investigado anos antes, en 1973, por Christofides [6].
Cabe destacar que el problema estudiado por Golden y Wong puede verse como
un RPP con capacidades (si la demanda de algin arco es 0 no serd necesario
atravesarlo), mientras que el definido por Christofides puede verse como un CPP

con capacidades restringidas.

1Se dice que un nodo tiene grado par si el niimero de arcos que salen de ¢l es par
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1.2. Problema del viajante de comercio

1.2.1. Introduccién

“Si un viajante parte de una ciudad y las distancias a otras ciudades son
conocidas, jcudl es la ruta 6ptima que debe elegir para visitar todas las ciudades
y volver a la ciudad de partida?” Esta podria ser una primera definicién, por

supuesto informal, del problema del viajante.

El problema del viajante (en inglés Traveling Salesman Problem TSP) es uno
de los problemas mas famosos y méas estudiados en su area. A pesar de la aparente
sencillez de su planteamiento, el TSP es uno de los méas complejos de resolver y
existen demostraciones que equiparan la complejidad de su solucion a la de otros
problemas aparentemente mucho méas complejos que han retado a los matematicos

desde hace siglos, como veremos mas adelante.

Historia

El origen del término “Traveling Salesman Problem”permanece atin desco-
nocido, pues no existe documentacién que apunte a ningin autor en concreto.
No obstante, en una entrevista concedida por Merrill Flood (1984) [22], éste
afirmé haberselo oido a A. W. Tucker quien, a su vez, lo habia oido de Hassler
Whitney en la Universidad de Princeton (esta teoria no ha sido confirmada por
el propio Tucker al no recordarlo). La primera referencia a este término pare-
ce ser un articulo de 1949 de Julia Robinson [50], “On the Hamiltonian game
(a traveling salesman problem)”, pero parece claro por el titulo que no fue ella
la que introdujo el término. En lo que si parece estar de acuerdo la comunidad
cientifica es en que este término fue acunado entre 1931 y 1932 en la Universidad

de Princeton.

A pesar de que los origenes de este problema desde el punto de vista matemati-
co se remontan a principios de la década de 1930, en 1832 se publicé un libro en
Alemania titulado “El viajante de comercio: como debe ser y qué debe hacer
para conseguir comisiones y triunfar en el negocio. Por un viajante de comercio
veterano” [16], que puede ser considerado como la primera referencia bibliogréfica
al TSP. Pese a que se trata de un libro que se centra principalmente en otros
aspectos de la profesién, en el ultimo capitulo se define, de manera explicita, el

Problema del Viajante de Comercio. Segun esta guia, gracias a la experiencia y
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a la correcta eleccién del orden en el que se visiten los clientes, se puede ahorrar
tanto tiempo que los autores se vieron obligados a editar esta guia. Para ellos,
lo importante es cubrir las maximas localizaciones posibles sin visitar el mismo
lugar dos veces. Nétese la importancia de este libro: el TSP fue definido por un
vendedor casi un siglo antes de que este tipo de problemas comenzara a estudiarse

por la comunidad cientifica.

Ademas, el libro incluye cinco rutas que recorren regiones de Alemania y
Suiza, una de las cuales es efectivamente la solucién 6ptima al TSP. En cuanto
a las otras cuatro, en las que si se visita alguna ciudad mas de una vez, se cree
que teniendo en cuenta los medios de transporte existentes en la época podrian
haber sido también rutas éptimas. Los medios de transporte utilizados a lo largo
del tiempo han ido variando (a pie, a caballo, en tren, en automévil, etc.), por
lo que la planificaciéon de rutas en cada caso debe tener en cuenta otros factores

distintos a la distancia entre las ciudades.

Como ya se ha mencionado anteriormente, en la década de 1930 se comenzd a
trabajar sobre el problema del viajante. En la universidad de Harvard, Merrill
Flood, quien tuvo un papel muy importante en la labor de divulgacion de este
problema, se interesé por el TSP cuando empez6 a trabajar en la bisqueda de una
ruta 6éptima para un autobus escolar. Mientras tanto, en Viena, el matematico
Karl Menger enuncié lo que entonces se denominaba el problema del mensajero:
buscar el camino més corto que una todos los puntos de un conjunto finito cuyas
distancias entre si son conocidas. Para Menger, este problema podia ser resuelto
en un numero finito de pruebas pero se desconocia la existencia de reglas que per-
mitiesen reducir este niimero de pruebas por debajo del niimero de permutaciones
existentes entre los puntos. Quizas sin saberlo, Menger [41] enuncié una de las
propiedades mas importantes del TSP: es NP-duro, como se vera mas adelante.
Ademas, propuso lo que mas tarde pasaria a llamarse Algoritmo del vecino mds
prozimo: comenzar por el nodo origen e ir visitando cada vez el punto maés cercano
sin volver a un punto ya visitado; y observo que, generalmente, este algoritmo no

da lugar al camino més corto .

En las décadas de los 50 y de los 60 el problema se hizo muy popular y comen-
zaron a estudiarse problemas para un nimero mayor de ciudades. Es destacable
el articulo de Dantzig et al. del afio 1954 “Solution of a large-scale traveling-
salesman problem”[14]. En este articulo, que se considera uno de los principales

eventos en la historia de la optimizacion combinatoria, se resuelve el problema
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del viajante para 49 ciudades: una por cada estado de EEUU (Alaska y Hawai
se convirtieron en estados en 1959) y Washington. Este libro resulta de gran

importancia principalmente por 2 motivos:

= Supuso un gran avance en la historia del TSP al resolver un problema con
un numero tan alto de ciudades, teniendo en cuenta la falta de programas

informaticos.

» Se utiliz6 un algoritmo (pese a que los autores se negaron a considerarlo
un método de resolucién) que sirvié de inspiracién a muchos otros en las
siguientes décadas. La idea fue aplicar las recientes técnicas de programa-
ci6n lineal al problema (Dantzig habia desarrollado el algoritmo del simplex
en 1947, lo que supuso un gran avance en las técnicas de optimizacion del
momento) de una forma innovadora dando lugar al método de los cortes
de plano, que mas tarde evolucionaria hasta el algoritmo de ramificaciéon
y acotacién (ambos procedimientos serdn tratados con detenimiento poste-

riormente).

En linea con el articulo de Dantzig et al., muchos autores comenzaron a desa-
rrollar otros algoritmos que fuesen aplicables a problemas con un nimero cada
vez mas grande de ciudades. Gracias a esto y al gran desarrollo de la informatica
en las ultimas décadas, ha habido grandes avances en la resolucién de los TSP.
En el Cuadro 1.2 pueden observarse los problemas mas destacables que fueron
resueltos desde 1954 hasta 1990.

1954 G. Dantzig, R. Fulkerson, S. Johnson 49 ciudades
1971 M. Held, R.M. Karp 57 ciudades
1971 M. Held, R.M. Karp 64 ciudades
1975 P.M. Camerini, L. Fratta, F. Maffioli 67 ciudades
1975 P. Miliotis 80 ciudades
1977 M. Grotschel 120 ciudades
1980 H. Crowder and M. W. Padberg 318 ciudades
1987 M. Padberg and G. Rinaldi 532 ciudades
1987 M. Grotschel and O. Holland 666 ciudades
1987 M. Padberg and G. Rinaldi 1002 ciudades
1987 M. Padberg and G. Rinaldi 2392 ciudades

Cuadro 1.2: Hitos en la resoluciéon del TSP
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En 1990 se comenz6 a desarrollar un programa informatico llamado Concorde
consistente en mas de 130000 lineas de cédigo en C que ha permitido resolver
problemas de hasta 85900 ciudades en el ano 2006. Matematicos y otros profesio-
nales trabajan cada dia en la mejora de este programa compuesto por las mejores
técnicas disponibles hasta el momento. En la Figura 1.3 se puede observar la

progresion en el nimero de ciudades hasta el ano 2006.

O
90.000
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70.000
60.000
50.000
40.000
30.000
20.000
10.000

Figura 1.3: Progresos en la historia del TSP

Aplicaciones

La mayor parte de las mejoras en TSP durante los primeros anos estaban mo-
tivadas por aplicaciones directas del mismo. Entre otros, Flood [21] trabaj6 sobre
rutas de autobuses escolares y Morton y Land [43] aplicaron el TSP a la plani-
ficacion de rutas de una empresa de lavanderia. Hasta el dia de hoy, el TSP se
ha aplicado sobre una gran variedad de problemas que van desde rutas de vende-
dores hasta la genética. A continuacion, se comentan brevemente algunas de las

aplicaciones mas importantes del problema del viajante:

» Logistica.- Las aplicaciones mas directas y més abundantes del TSP se
centran en el campo de la logistica. El flujo de personas, mercancias y
vehiculos en torno a una serie de ciudades o clientes se adapta perfecta-
mente a la filosofia del TSP, como ya demostraron los primeros estudiosos
del problema. Entre las multiples aplicaciones logisticas del problema del

viajante, destacamos:
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e Vendedores y turistas.- Aunque los viajes que se realizan por placer
o por negocio rara vez se plantean como un TSP, la mayor parte de
los vendedores y turistas utilizan algiin planificador de rutas para de-
terminar cudl es el mejor camino para visitar los puntos que desean
y volver al punto de origen (nétese que los turistas desean visitar los
monumentos o lugares embleméticos y después regresar al hotel). Es-
tos planificadores generalmente incluyen algin algoritmo de resolucion
del TSP.

e Rutas escolares.- Las rutas escolares representan una de las primeras
aplicaciones del TSP (Merrill Flood se interesé por el problema del via-
jante cuando estaba intentando determinar una ruta escolar éptima).
Actualmente, muchas empresas dedicadas al transporte de personas
adquieren software de resolucién de TSP que les permite reducir gas-

tos de una manera significativa.

e Reparto de correo.- Aunque generalmente el reparto de correo se ajusta
mejor a un problema de rutas sobre arcos, como ya se vio anteriormen-
te, en ocasiones el reparto de correo puede modelizarse como un TSP.
Se trata de los casos en los que las casas estan muy alejadas unas de
otras o cuando sélo se debe visitar algunas de ellas (seria el caso de
las empresas de paqueteria). Este esquema es aplicable al reparto de

cualquier otro tipo de mercancia.

» Industria.- Las aplicaciones en industria no son tan numerosas como en
logistica, pero la aplicacién del problema en este ambito también ha dado
lugar a una significativa reduccién de los costes. Entre las aplicaciones a la

industria encontramos:

e Secuenciacion de tareas.- Supongamos que una maquina debe realizar
una serie de tareas en el minimo tiempo posible y sin importar el orden
de las mismas. Supongamos que se tarda un tiempo ¢;; en poner a punto
la maquina para realizar la tarea j si la ultima tarea que realizd fue
la i. En ese caso, podemos aplicar un TSP suponiendo que cada tarea
es uno de los nodos a visitar, han de realizarse todas las tareas para
producir el producto y que la distancia entre ellos es ¢;;. El nodo origen
y destino serian el estado de la maquina cuando empieza o termina el
producto. Dado que el tiempo que se emplea en realizar cada tarea no

depende del orden, no sera necesario incluir estos tiempos en el modelo,
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pues la suma de todos es constante independientemente del orden. Una
variacion de este modelo fue estudiada por Gilmore y Gomory (1964)
[25].

Produccién de circuitos electronicos.- La utilizacién del TSP para la
produccién de circuitos electronicos se centra en dos aspectos: el orden
optimo de taladrar las placas y los caminos 6ptimos necesarios para

conectar los chips entre si.

o Problemas de perforado.- Los circuitos integrados se encuentran
en muchos dispositivos electrénicos, por lo que la produccién de
las placas sobre las que se montan dichos circuitos es un problema
cotidiano. Dichas placas han de ser perforadas un nimero relati-
vamente grande de ocasiones. Los orificios resultantes sirven para
introducir los chips correspondientes. Generalmente, son taladros
automaticos los que realizan, uno tras otro, las perforaciones co-
rrespondientes. Si estas maquinas no son programadas correcta-
mente, el tiempo que se tarda en recorrer la placa de un orificio
a otro puede aumentar significativamente, dando lugar a pérdidas
econémicas (si se tarda mucho en producir cada placa, producire-
mos menos placas en el mismo tiempo). Por tanto, la aplicacién
del TSP en este campo consiste en, tomando como ciudades cada
una de las posiciones donde debe realizarse una perforacion y las
distancias entre ellas como el tiempo que necesita la maquina en
trasladarse de una a otra, minimizar el tiempo que pierde la tala-
dradora en moverse de una posicién a otra. La ciudad de origen
y destino serd un punto adicional que represente el lugar donde
permanece la perforadora mientras las placas se cambian. Noétese
que si el tiempo que se tarda en perforar es muy superior al tiem-
po de desplazamiento, no tendra sentido plantear un TSP, pues la
disminucién del tiempo sera casi imperceptible. Estas aplicaciones
llevan anos siendo estudiadas (existe un articulo de Lin y Kernig-
han (1973) [39] donde se trata este tema) y ya han sido utilizadas
por grandes empresas, como son Siemens e IBM, dando lugar a
mejoras de aproximadamente el 10 % del rendimiento total de las

lineas de produccién.

o Conexién de chips.- Este tipo de ejemplos se da frecuentemente

en el diseno de ordenadores y de otros dispositivos digitales. Den-
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tro de muchos de estos dispositivos existen placas que cuentan con
chips que deben ser conectados entre si por cables. Para evitar pro-
blemas de interferencias y debido al pequeno tamano de los chips,
no se pueden poner mas de dos cables en un tnico pin. La idea
es, por tanto, minimizar la cantidad de cable necesaria para unir
todos los puntos. Claramente este modelo puede ser modelizado
como un TSP tomando los pins como las ciudades y la distancia
entre ellas, la cantidad de cable necesario para unirlas. Obsérvese
que de no existir la restriccion de sélo dos cables por chip, es-
te problema deberia ser modelizado como la bisqueda del arbol
de minima expansién, problema para el cual existen algoritmos

eficientes.

= Creacion de cluster de datos.- La organizacién de datos en grupos
(clusters) de elementos con propiedades similares es un problema bésico en
analisis de datos. El problema del viajante ha sido aplicado frecuentemente
en problemas de este tipo cuando existe una buena medida de la similitud
s(a,b) entre cada pareja de datos (a, b). La idea es que, usando s(a, b) como
distancias, un camino Hamiltoniano de coste maximo situara las observa-
ciones mas parecidas cerca unas de otras y se podrda, por tanto, utilizar
intervalos del camino como clusters. Cabe destacar que se busca un camino
de coste maximo, puesto que la medida de similitud toma un valor mayor
cuanto mas proximas estén las observaciones entre si. Podria pensarse que
la buiisqueda de un camino de coste méximo implica la implementacion de un
nuevo algoritmo de resolucién del TSP, pero si se multiplican las distancias
por el valor (—1) y se aplican las técnicas correspondientes se obtendra un
camino de coste minimo, de coste negativo, que sera equivalente al camino
de coste maximo. Una vez obtenido el camino, la seleccién de los clusters
puede hacerse a mano, buscando los puntos de corte naturales segin la
naturaleza de los datos, o puede hacerse de manera automatica. Existen
muchas formas de buscar estos clusters de manera automatica, pero una
manera muy elegante de hacerlo, que propusieron S. Climer y W. Zhang
[10], consiste en anadir k ciudades cuya distancia al resto de ciudades sea
0. Asi, estas ciudades adicionales serviran para identificar los k clusters,
puesto que un camino éptimo usard las conexiones de coste cero para re-
emplazar las grandes distancias existentes entre los clusters. Este método

permite variar el valor de k, observando asi el impacto de distintos niimeros
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de grupos. Climer y Zhang usaron este método para crear clusters de genes.

Estas no son las unicas areas en las que se ha aplicado el TSP; existen una
multitud de problemas que han podido ser resueltos gracias a su aplicacién. De
hecho, en los tltimos anos se han multiplicado las aplicaciones del TSP en pro-

blemas genéticos.

,Es el TSP NP-duro?

Habitualmente, cuando se habla del problema del viajante se hace referencia a
la dificultad de su resolucion pero lo cierto es que, a pesar de no haber encontrado

todavia un algoritmo “bueno”, no podemos afirmar que este algoritmo no exista.
)

En ese sentido, podemos afirmar que el TSP tiene solucién, pues siempre
pueden evaluarse todas las posibles soluciones y escoger la de menor coste. El
problema es que el niimero de posibles soluciones aumenta de manera significativa
cuando aumenta el tamano del problema. El nimero de ciclos posibles puede
calcularse de manera sencilla: el origen viene determinado por lo que restaran
(n — 1) puntos para empezar, a continuacién deberemos elegir cualquiera de los
(n — 2) restantes y asi sucesivamente. De esta forma, multiplicando todas estas

cantidades obtenemos el nimero total de rutas o soluciones posibles:
n—D=mn-1))-n—-2)-(n—3)---3-2-1

Por lo tanto, el método directo implica evaluar (n — 1)! soluciones posibles. En
el caso particular de 10 ciudades esto significaria evaluar 362880, es decir, para
un problema no excesivamente grande el niimero de pruebas aumenta conside-
rablemente. Asi, aunque el problema puede resolverse en un numero finito de
pasos, esto no es suficiente y deberan buscarse otros algoritmos que reduzcan este

nuamero de pruebas.

De acuerdo con lo anterior, para evaluar y comparar algoritmos podria uti-
lizarse el nimero de iteraciones (o pruebas) que requieren para alcanzar una
solucién. En el caso del método directo, el nimero de pasos es siempre (n — 1)!
pero existen otros algoritmos para los que, debido a su naturaleza, es muy dificil,
o incluso imposible, calcular este niimero de pasos. Debemos, entonces, buscar
otro método de comparacién. El método que generalmente se emplea consiste
en comparar el tiempo que los métodos emplean en encontrar dicha solucién. El

tiempo que se asocia a cada algoritmo debe ser una funcién de n (el tamano del
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problema), que represente una cota del tiempo maximo que necesite para alcanzar
la soluciéon. Como ocurre con todo método, éste también tiene sus desventajas:
estamos juzgando un algoritmo segtn el tiempo que necesita para resolver el pro-
blema que peor resuelve, pero puede ocurrir que generalmente necesite un tiempo
muy inferior a esta cota.

En el afio 1962, M. Held y R. Karp [29] descubrieron un nuevo algoritmo que,
basado en programacién dindmica, requiere de un tiempo proporcional a n?2" (es
destacable, ademas, que este algoritmo tiene el mejor tiempo computacional de
entre todos los algoritmos capaces de resolver cualquier TSP descritos hasta el
momento). Utilizando la técnica de comparacion definida anteriormente, podemos
concluir que este nuevo método es significativamente mejor que el método directo
(para el caso particular de n = 10 el nimero de soluciones se reduce de 362880
a 102400). Mientras que ningun ordenador del mundo era capaz de resolver un
problema del viajante de 50 ciudades con el método directo, con el algoritmo
definido por Karp esto se hizo posible. No obstante, si el nimero de ciudades se
duplica, la tecnologia actual tampoco permite calcular el 6ptimo a través de ese

algoritmo. Entonces, ;qué es lo que hace a un algoritmo “bueno”?

El matematico J. Edmonds [15] propuso una definicién formal de lo que es
un “buen”algoritmo de resolucion. Para él, un algoritmo puede clasificarse como
bueno o eficiente si el tiempo necesario para que alcanze el maximo, entendi-
do segun la definicién anterior, es Kn¢, siendo K y ¢ dos ntimeros constantes.
Generalmente, la constante K se elimina y se habla de algoritmos O(n°). Segin
las definiciones anteriores, el método propuesto por Held y Karp es un algoritmo
O(n?*2™) y, por tanto, no es un buen algoritmo. Dado que el término “bueno” tiene
muchos significados, muchos investigadores prefieren denominar estos algoritmos
como algoritmos de tiempo polinémico. De esta forma, los problemas pueden
clasificarse como faciles o dificiles segin exista o no un método eficiente para

resolverlos.

Una cuestion muy importante, que fue planteada por Edmonds en los anos
sesenta, es si existe o no un “buen”algoritmo para el problema del viajante.
Hasta el dia de hoy esta cuestion no ha sido resuelta. De hecho, el Instituto
Clay de Matemadticas [9] ha ofrecido una recompensa de un millén de délares al
que descubra un algoritmo eficiente para el TSP o demuestre la no existencia del

mismo.

Por esta razon, el problema del viajante ha alcanzado una importante posicién
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en la teoria de la complejidad. Seguin esta teoria, los problemas para los que existe
un buen algoritmo de resolucién son clasificados como P, de tiempo polinémico.
Por el contrario, los problemas para los que aun no se ha encontrado un algo-
ritmo eficiente son clasificados como N P, de tiempo polinémico no determinista.
Un resultado muy importante en este campo procede de un articulo de S. Co-
ok (1971)[12]. Cook demostré que muchos de los problemas denominados como
“dificiles”son computacionalmente equivalentes, en el sentido de que un algorit-
mo polinémico para uno de ellos puede utilizarse para resolver los deméas en un
tiempo también polinémico. Los problemas que se engloban en este grupo reciben
el nombre de NP-duro. El método utilizado por Cook ha servido de inspiracion
para muchos otros autores, que han catalogado asi cientos de problemas dentro

de esta categoria.

Asi, una de las principales cuestiones de la teoria de la complejidad es si existe
o no un algoritmo de tiempo polinémico para cualquier problema NP-duro. De
existir, entonces todos los problemas dentro de la categoria N P podrian resolverse
en un tiempo polinémico y se concluiria que las clases P y NP son iguales. Este
es uno de los problemas méas destacados de matematicas y es en este sentido que

el Instituto Clay ha ofrecido un millén de ddlares.

Cada ano se presentan miultiples propuestas intentando demostrar que P =
N P, normalmente proporcionando algiin algoritmo eficiente para el TSP, lo que
resulta légico, pues el problema del viajante es probablemente el mas estudiado
de todos lo problemas clasificados como NP-duro. Hasta el momento, muchas
de estas propuestas siguen sin estudiarse, pues muchos investigadores se inclinan
mas por la teoria de que P # NP. Esta cuestion ha hecho de la teoria de la

complejidad un campo mucho més activo.

A pesar de no haberse encontrado ningtin algoritmo eficiente para el problema
general del viajante, si se han encontrado algoritmos para algunos casos particu-
lares del mismo, incluso en algunos casos se ha logrado demostrar la no existencia
de dichos algoritmos. Este es uno de los aspectos mas sorprendentes de la teoria
de la complejidad: problemas de aparente mayor dificultad son resueltos frente a
otros de apariencia sencilla que no lo son. En ese sentido, encontramos dos casos

especiales de TSP:

s TSP euclideo.- Se trata de un problema del viajante ficticio, en el sentido
de que las ciudades se sitian aleatoriamente en un cuadrado de tamano

prefijado segiin una distribucién uniforme. Las distancias entre los puntos
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se calculan segin la métrica euclidea. La importancia de este problema es

que se ha podido demostrar que pertenece a la categoria NP-duro.

= TSP con matriz de distancia triangular.- Se ha demostrado que los proble-
mas del viajante con matriz de distancias triangulares (¢;; = 0 si ¢ > j)
pueden resolverse en un tiempo polinémico, a pesar de su gran parecido

con el TSP general.

El primer caso particular de TSP cuya estructura permitié aplicar un algoritmo
de tipo polinémico fue un problema de secuenciacién de tareas [25]. En los tltimos
anos ha sido destacable la literatura rusa que se ha concentrado en la identificacién

de casos “sencillos”del problema del viajante.
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1.2.2. Modelizacién y Formulacion del TSP

Existen multiples formulaciones distintas del TSP. En este apartado se van a

revisar algunas de las mas utilizadas.

El problema del TSP puede ser descrito segtn la teoria de grafos de la siguiente
manera: Sea G = (V, A) un grafo completo, donde V' =1,...,n es el conjunto de
vértices y A es el conjunto de arcos. Los vértices ¢ = 2, ..., n se corresponden con
los clientes a visitar y el vértice 1 es la ciudad de origen y destino. A cada arco
(i,7) se le asocia un valor no negativo ¢;;, que representa el coste de viajar del
vértice ¢ al j. El uso de los arcos (i,4) no estd permitido, por lo que se impone
c;; = oo para todo ¢ € V. Si G es un grafo dirigido, la matriz de costes ¢ es
asimétrica mientras que, si ¢;; = ¢j; para todo (i,7) € A, la matriz de costes
serd simétrica y el problema recibird el nombre de TSP simétrico (STSP). En ese
caso, el conjunto A se sustituye por un conjunto E de arcos no dirigidos (i,j) tales

que ¢ < j.

El objetivo del problema del viajante es encontrar una ruta que, comenzando
y terminando en una ciudad, en este caso denotada por la ciudad 1, pase una sola
vez por cada una de las ciudades y minimice la distancia recorrida. Si definimos
las variables dicotémicas de decisién z;; para todo (7, ) € A, de forma que tomen
el valor 1 si el arco (i, j) forma parte de la solucién y 0 en otro caso; tenemos que
el problema de programacién lineal asociado al problema del viajante consiste en

minimizar la siguiente funcion objetivo:
E Cij T4
]
sujeto a las siguientes restricciones:

Z Ty = 1 Vie ‘/,
7€~ (9)

Z T = 1 Vie Vv,
jest(4)
donde
(5‘(@')2{@2(3’,2’)6/1}; 6+(i):{a:(i7j)€"4}'
La primera restriccion se refiere a que sélo un arco puede entrar en cada

vértice, mientras que la segunda se refiere a que s6lo un arco puede salir de
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cada nodo. Estas restricciones son necesarias pero no suficientes, pues pueden
dar lugar a subcircuitos, como se puede observar en la Figura 1.4. Obsérvese que
Tip = X3 = X31 = Xs4 = Tgg = Tgs = 1, por lo que no se viola ninguna de las

restricciones.

e\a

Figura 1.4: Subcircuitos en TSP

Por lo tanto, debemos incluir alguna restriccion mas de ruptura de subcircuito.
En la Figura 1.4 se puede observar que en el subconjunto {1,2,3} hay 3 arcos
que unen los nodos entre si. Si limitasemos este niimero de arcos a 2, evitariamos
que se pudieran dar situaciones como esta. Para poder modelizar estas ultimas

restricciones, es necesario nuevos conjuntos:
VIW C 'V, AW)={a=(i,j) € A:i,j € W};

S(W)={a=(0,j)€A:i¢gW,je W}
S W)y={a=(i,j) e A:ieW,j ¢ W}.

Asi, las restricciones de ruptura de subcircuito pueden escribirse de la siguiente

manera:
doay <|W-1 YWV
(i.4)EA(W)
Que es equivalente a:
Yo omy =1l YWV
iEW,j¢W
Esta restriccion indica que para todo subconjunto de los nodos debe haber al

menos un arco que “salga”del subconjunto.

Otra forma de evitar la formacion de subcircuitos es a través de nuevas varia-
bles de decision. De esta forma, definimos las variables u;, Vi € V', que representan

el lugar de la secuencia en el que se visita el nodo i. Para el nodo 1, el origen,
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prefijamos el valor de ug en 1, pues es el primer nodo que se debe visitar. Para
el resto de vértices, estas variables toman un valor entre 2 y n. Para construir el
problema de programacion lineal debemos anadir a las dos primeras restricciones

la siguiente:

La interpretacion de esta restriccion es la siguiente: si el viajante va de i directa-
mente a j, entonces x;; valdrd 1 y u; —u; < —1. Dado que visitamos antes el nodo
i que el j, u; tomard un valor menor que u; y, por tanto, su diferencia valdra (—1),
cumpliéndose asi la inecuacién. Si el viajante no va de i a j, x;; tomara el valor
0, con lo que w; — u; < n — 2. En este caso, no se tiene informacién adicional
acerca de u; y u;, por lo que nos centramos en el extremo: si i se visita antes
que j, la maxima diferencia entre w; y u; serd 2 — n, mientras que si j se visita
antes que i, u; — u; tomard un valor minimo de n — 2. En todos los casos, por
tanto, se cumple que u; — u; < n — 2. Obviamente, de existir subcircuitos estas
variables no podrian tomar valores que cumplieran esta restriccion, pues no se

puede establecer qué vértices se visitan antes y cudles se visitan después.

En la primera de las formulaciones se requieren 2" + 2n — 2 restricciones
(2" — 2 por las de ruptura de subcircuito, n por la restriccién de “entrada”y n
por la restriccién de “salida”de cada nodo) y n(n — 1) variables dicotémicas. Por
el contrario, para la segunda formulacién se necesitan n? — n + 2 restricciones
((n—1)(n—2) por las restricciones asociadas a las variables u;, y 2n por los otros
dos tipos de restricciones), n(n — 1) variables dicotémicas y (n — 1) variables con-
tinuas. Si comparamos ambas formulaciones, en el primero de los casos hay més
restricciones pero menos variables que en el segundo caso. En cada caso particular
y, dependiendo de la forma de resolucién de este problema de programacién lineal
entera, merecera la pena utilizar una u otra formulacién. No obstante, se pue-
de demostrar que la formulacién con las restricciones de ruptura de subcircuito

domina a la formulacién con las w;.

Por 1ltimo, veamos la primera formulaciéon para el caso del TSP simétrico.
De nuevo, las variables de decisién z;; toman el valor 1 si el arco que une iy ]

pertenece al circuito solucién y 0 en otro caso. La formulacién es la que sigue:

Min E Cij T4

ij
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S.a. Z Tij = 2 YieV
j€d (i)

Y oap<Wl-1 VW CV n2<W[>3
(1.5)EE(W)
Iije{ovl}vv(iaj)EEa
siendo 6(i) = {e€ E:e=(i,7) 6e= (j,0)} ; EW) ={(i,j) e E:i,je W}y
6(S)={e=(i,j)eE:(ieSj¢S5)6(i¢ S el

Como ocurre con el caso asimétrico, la segunda restriccién puede sustituirse

(i,5)€6(W)

por:
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1.2.3. Variantes del TSP

Existen multitud de variantes al problema de viajante general, tal cual se ha

explicado anteriormente. Seguidamente se enumeran algunas de ellas:

» MAX-TSP.- Consiste en encontrar un circuito hamiltoniano de coste maxi-

mo.

s TSP con cuello de botella.- Consiste en encontrar un circuito hamiltoniano
tal que minimice el mayor coste de entre todas las aristas del mismo, en vez

de minimizar el coste total.

» TSP grafico.- Consiste en encontrar un circuito de coste minimo tal que se

visiten las ciudades al menos una vez.

» TSP agrupado.- Los nodos o ciudades estan divididos en “clusters”o grupos,
de manera que lo que se busca es un circuito hamiltoniano de coste minimo

en el que se visiten los nodos de cada grupo de manera consecutiva.

» TSP generalizado.- Los nodos o ciudades también estan divididos en grupos,
pero lo que se busca es un circuito de coste minimo que visite exactamente

un nodo de cada grupo.

= TSP con miultiples viajantes.- Existen un nimero m de viajantes, cada uno
de los cuales debe visitar algunas de las ciudades. El problema se transforma,
por tanto, en la bisqueda de una particion de los nodos a visitar X1, ..., X,,
y de m ciclos, uno para cada X;, de manera que la suma de las distancias
recorridas por los m viajantes sea minima. Esta variante del TSP puede
ser vista también como una simplificacién de los problemas de rutas de

vehiculos, que seran estudiados en la siguiente seccion.

En la Figura 1.5 puede observarse un ejemplo de las variantes del TSP expli-

cadas anteriormente.
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Figura 1.5: Variantes del TSP
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1.2.4. Algunos métodos de resolucién

La teoria de la complejidad ha servido para confirmar la gran dificultad de al-
gunos problemas como el T'SP. Para esos casos, la bisqueda de soluciones se limita
a tres estrategias: intentar buscar casos particulares del problema que si permitan
la utilizacién de algoritmos eficientes (como es el caso del TSP con matriz de dis-
tancias triangular), continuar con la bisqueda de buenos algoritmos (arriesgando-
nos asi a invertir demasiado tiempo) o concentrarse en la biisqueda de soluciones

rapidas (y aceptar la posibilidad de que no sean 6ptimas).

La primera de las posibilidades ha dado lugar a importantes resultados, pero
no nos centraremos en ella en este trabajo; la segunda (la biisqueda de un algorit-
mo eficiente) es la estrategia a la que mas tiempo se ha dedicado histéricamente
y algoritmos como el de ramificacién y acotacion, de los planos de corte o pro-
gramacion dindamica se encuadran en ésta; por ultimo, la tercera, una de las mas
escogidas en casos practicos, comenzd a utilizarse a finales de la década de los
cincuenta y a principios de la de los sesenta y los métodos o algoritmos que se

definen reciben el nombre de heuristicas.

En esta seccién se van a explicar, en primer lugar, algunas de las técnicas pa-
ra obtencién de solucién exacta mencionadas anteriormente (branch and bound,
programacién dindmica, etc.) y, a continuacién, se explicaran detalladamente al-

gunas heuristicas aplicadas a este problema.

Método de los planos de corte

La primera de las técnicas empleadas para resolver el problema del viajante
fue definida en el articulo de Dantzig et al. [14] en el afio 1954 y recibi6 el nombre
de “cutting plane method” (el método de los planos de corte). Como ya se ha men-
cionado anteriormente, la base de esta técnica son las técnicas de programacion
lineal. Este método puede ser aplicado a multitud de problemas. En particular,
se desea minimizar la funcién ¢’z sujeto a x € S, donde S es un conjunto finito
de vectores m-dimensionales. En el caso particular del TSP, este conjunto S es
el conjunto total de circuitos que unen las ciudades. Dantzig et al. definian cada
ruta como un vector de dimensién n(n —1)/2 en el que cada componente (z.) del
mismo toma el valor 1 si el arco e correspondiente pertenece al circuito, y 0 en

caso contrario.

En lugar de resolver el problema anterior, la idea de este método es resolver un

problema mas sencillo y, poco a poco, ir anadiendo restricciones hasta conseguir
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una solucién que pertenezca a S. En el caso del STSP, el problema que se resuelve
es el siguiente:

Minimizar ¢’z sujeto a:
0 <z, <1, para todo arco e
Z(we : v es un extremo de e) = 2, para todo vértice v.

Como se puede observar, no se han incluido las restricciones de ruptura de
subcircuito y se permite, ademaés, que las variables de decisién tomen un valor no
entero. Por lo tanto, las soluciones a este problema podran no ser circuitos pero
lo que si es cierto es que cualquier solucién factible del TSP es también solucion
factible de este problema. Ademas, la resolucion de este 1ltimo nos proporciona
una cota minima, en el sentido de que ningin circuito podra tener un coste inferior
a c'z*. Esta cota nos servird, ademés, para evaluar la calidad de cualquier circuito

propuesto.

No se incluyen las restricciones de ruptura de subcircuito, puesto que esto
implicaria trabajar con un problema de programacién lineal con demasiadas res-
tricciones, aumentando de manera significativa la complejidad computacional del
mismo. En su lugar, lo que propusieron Dantzig et al., es anadir dichas restric-
ciones al problema a medida que fuesen haciendo falta, es decir, se resuelve el
problema anterior y se buscan subcircuitos. Entonces, se plantea un nuevo pro-
blema con las restricciones anteriores més la restriccion de rotura de subcircuito
asociada al conjunto de vértices donde se encuentra el subcircuito. Dicha restric-

cién se plantea de la misma forma que se vio en el apartado anterior.

De forma general, el método de los planos de corte plantea un problema de
programacion lineal simplificado (de la forma minimizar c‘z sujeto a Az < b),
de tal manera que todas las soluciones x € S cumplan dicho conjunto de res-
tricciones. Recordemos que, segin el método del simplex, la solucién a cualquier
problema de programacion lineal se encuentra en el conjunto convexo definido
por las restricciones. Por lo tanto, si la solucién hallada no se encuentra en S (no
pertenece al conjunto convexo definido por sus restricciones), serd posible definir
un hiperplano que separe dicha solucién x* del conjunto S. El citado hiperplano
debe ser definido por una serie de restricciones o condiciones que cumplan los
puntos de S y no cumpla x*. En este punto, se plantea el problema anterior junto
con la nueva restriccion y se calcula una nueva solucion x*. Este procedimiento se

repite hasta conseguir que la solucién z* esté efectivamente dentro del conjunto
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convexo definido por S. En el caso del TSP, dichos hiperplanos se corresponden

con las restricciones de ruptura de subcircuito.

Los hiperplanos definidos anteriormente reciben el nombre de planos de corte
(cutting planes) y es por ello que el método recibe el nombre de “Cutting-plane
method”.

Método de ramificacién y acotacion

El método de ramificacién y acotacién (en inglés, Branch & Bound) empez6 a
desarrollarse en los anos posteriores al articulo de Dantzig et al. [14]. De hecho, en
dicho articulo aparecen algunas pistas referentes a este método, que es clasificado
como una extensién del método de los planos de corte. El término “branch-and-
bound”fue acunado por Little et al. [40] y definido por ellos en el sentido més
general. Como ocurre con el método anterior, el método de ramificacion y acota-

cion sirve para una multitud de problemas y no sélo para el TSP.

El algoritmo comienza intentando resolver el problema: “Minimizar c'z sujeto
a x € S”(Ndtese que la notacién es la empleada en el método anterior). Ante
la imposibilidad de resolver dicho problema, el problema se subdivide en dos
problemas, de tal manera que el primero de ellos sea el problema anterior mas una
restriccién adicional, que serd a’z < 3, y el segundo serd de nuevo el problema
original més la siguiente restricciéon: a’x > B’. Ante la imposibilidad de resolver
alguno de estos problemas, o ante la posibilidad de que la solucién obtenida no sea
valida, los subproblemas pueden ser, a su vez, divididos en dos subproblemas para
otros valores de o y '. Estos subproblemas reciben el nombre de ramificaciones,
pues generalmente este método se representa por un arbol de decision, siendo la
raiz el problema original y las ramas los subproblemas. El proceso contintia de
esta forma hasta obtener alguna solucién satisfactoria o hasta que alguna rama
sea “podada’; lo que ocurre cuando el subproblema correspondiente da lugar a
una solucion tal que la funciéon objetivo tome un valor superior a algin elemento

anterior del arbol.

En el caso particular del TSP, este método se ha aplicado desde diferentes
puntos de vista. A continuacién, se explica la propuesta por Eastman en su tesis

doctoral [17]. En dicha tesis, se propone comenzar el drbol con el problema:
Minimizar c'z sujeto a:

0 <z, <1, para todo arco e
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Z(we : v es un extremo de e) = 2, para todo vértice v

Légicamente, la solucién a este problema puede contener subcircuitos. Para
esos casos, se elige un subcircuito de k arcos y se definen k ramas, cada una de
las cuales se corresponde con el problema anterior méas la restricciéon de que cada
una de las variables asociadas a los k arcos (z.) tome el valor 0. De esta forma,
se consigue eliminar los subcircuitos. Se contintia en cada rama con este esquema
hasta obtener soluciones que sean efectivamente circuitos. Si en alguna de las
ramas se obtiene una solucién, aunque no se trate de un subcircuito, con un coste
superior al de alguna solucién vélida (circuito completo) encontrada por alguna
otra rama, dicha rama ha de ser “podada”, pues cualquier circuito derivado de
esa solucién tendra un coste superior. Notese, al igual que ocurre con el método
de los planos de corte, que el valor de la funcién objetivo de una rama serd una

una cota minima de las soluciones de los subproblemas que se deriven de él.

Programacion dinamica

Una tercera clase de algoritmos de resolucién para el TSP surgio a principios
de los afios sesenta, recurriendo a la teoria de programacién dinamica definida por
R. Bellman [2]. La idea de este método es que en un circuito éptimo, tras haber
recorrido una serie de ciudades, el camino que atraviese las restantes ciudades
debe ser también éptimo. Este hecho permite construir el circuito paso a paso: a
partir de una lista de los caminos de minimo coste entre las ciudades de todos los
subconjuntos de tamano k, especificando en cada caso el origen y el destino, se
puede crear una lista de todos esos caminos para conjuntos de k ciudades. Esta

estrategia fue estudiada, entre otros, por Held y Karp [29].

En el articulo de Held y Karp se explica este método y se informa de una
implementacion informatica capaz de resolver problemas de hasta 13 ciudades.
Esta modesta cifra se debe al rapido incremento en la cantidad de datos que
deben ser procesados y guardados para poder crear dicha lista de k caminos.
Ademas, Held y Karp demostraron que este algoritmo era capaz de resolver pro-
blemas del viajante de cualquier tamano n en un tiempo que era, como maximo,
proporcional a n?2" (este algoritmo es el que se mencionaba en el apartado de
complejidad computacional). El principal inconveniente de este método es la can-
tidad de tiempo computacional que requiere, restringiendo su uso a pequenos

problemas, incluso con la tecnologia actual.
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Heuristicas

La utilizacién de heuristicas (algoritmos que dan lugar a soluciones casi-6pti-
mas?) es la opcién més elegida cuando se trabaja con el TSP desde el punto de
vista practico. Las heuristicas pueden ser divididas en dos grandes grupos: los que
buscan tratan de buscar una tnica solucién factible y los que tratan de mejorar
una solucién dada. Entre las primeras se encuentra el “algoritmo del vecino mas

proximo”y, entre las dltimas, las heuristicas de intercambio.

El diseno de algoritmos de aproximacién lleva consigo el andlisis de la solucién
que ofrecen. Dada una heuristica, ;qué se puede decir de la soluciéon que produce
en relacién a la solucion éptima? Existen principalmente tres formas de responder

a esta pregunta:

= La primera forma de evaluar heuristicas, llamémosla empirica, con la que se
trabajo consiste en comparar la soluciéon 6ptima de una serie de problemas
de “prueba’”con la solucién ofrecida por la heuristica. Se trata de una forma
muy sencilla de medir la bondad de un algoritmo, pero tiene asociado un
gran problema: como elegir los problemas que seran tomados como test de

modo que sean representativos.

» Una manera alternativa de juzgar las heuristicas naci6 a finales de la déca-
da de los sesenta. La idea es calcular una cota maxima de la desviacion,
asegurando asi que la aplicacion del algoritmo nunca dara lugar a solucio-
nes que se desvien del maximo mas de esa cantidad. Esta cota se calcula
aplicando la heuristica a problemas donde se sabe que no funcionara bien
y suele ofrecerse en término de tanto por ciento de desviacién. En el ano
1976, Christofides [7] presenté un algoritmo de aproximacién con un error
maéximo del 50 %, cota que fue calculada con el método anterior. El princi-
pal problema de este método es que estamos basando nuestro juicio sobre
un algoritmo en cémo funciona en la peor de las situaciones. En ocasiones,
haciendo uso del método anterior puede verificarse que esa cota maxima se
alcanza en problemas extremadamente raros, por lo que podria ser intere-

sante tener informacion de la heuristica en términos probabilisticos.

= La tercera forma de evaluar un algoritmo de aproximacién es el andlisis

probabilistico del mismo. Los resultados que se deriven de este método seran

2Las heuristicas tratan de encontrar en un tiempo razonable buenas soluciones, que normal-
mente se acercan a la solucién éptima.



1.2. Problema del viajante de comercio 29

extremadamente utiles pues nos permitiran saber, entre otras, si la cota
maxima se alcanza muy frecuentemente o no. La primera dificultad con la
que nos encontramos es que este método ha de presuponer una distribucion
de probabilidad sobre el conjunto de los problemas del viajante. El problema
de decidir hasta qué punto es razonable aplicar una u otra distribucién
es equiparable al problema de decidir qué problemas utilizar como “test”.
El segundo de los problemas es que, generalmente, los resultados de esta
naturaleza tienden a ser asintéticos (“para n suficientemente grandes”),
por lo que la bondad de un método sobre problemas pequenos se hace

desconocida.

A continuacion, se van a explicar algunas de las heuristicas mas utilizadas
en este campo: heuristica del vecino mas préximo, heuristica de Christofides y
heuristicas de intercambio. Para simplificar la notacién y las explicaciones, nos

vamos a centrar en el TSP simétrico.

Heuristica del vecino mas préximo

Esta heuristica fue una de las primeras en ser definidas. De hecho, en la déca-
da de 1930, K. Menger [41] ya definié este método y observé que, generalmente,
no daba lugar a soluciones 6ptimas. La importancia de este método se debe a
su simplicidad. Este algoritmo se encuentra dentro de los algoritmos denomina-
dos “Greedy”. Se trata de un conjunto de algoritmos que responden al siguiente

esquema:

1. Sea L el conjunto de elementos elegibles y T el conjunto solucion. Inicializar
T = (.

2. Mientras L # () o T no sea solucién, hacer

a) Elegir el “mejor”elemento de L (respecto de un criterio fijado a priori).

b) Hacer L=L\ey T =T Ue.

Este conjunto de algoritmos recibe el nombre de “Greedy” (en inglés codicioso),
pues en cada iteracion se busca “lo mejor”, aunque esto implique obtener al final
una solucion que no sea Optima pues, en general, los algoritmos “Greedy”no

generan soluciones éptimas.

En el caso del algoritmo més proximo, el criterio que fija el mejor elemento es
la proximidad al iltimo elemento incluido en T. De forma general, el algoritmo

del vecino mas préximo sigue el siguiente esquema:
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1. Elegir M = {i;} arbitrario, j =1, T = 0.

2. Mientras M # V 6 T no pase por todos los nodos, hacer:

a) Elegir ij.1 € V\ M tal que ¢;,;,,, = min{c;,,/k € V\ M}.

Sij+1

b) Hacer M = M Uiy, T =T U (ij,1j41), j =j + L.
3. Terminar: Hacer T'= T U {(in, 1)}

En la Figura 1.6 se puede observar un ejemplo de resolucion a través de este
método. Obsérvese que en la primera iteracion existen 2 arcos con igual coste.
Por ello, se han obtenido dos soluciones a través de este método, una comenzando
con cada uno de los arcos. La solucién (a), que ademds coincide con la solucién

6ptima, tiene un coste menor que la solucién (b).

Figura 1.6: Heuristica del vecino més préximo



1.2. Problema del viajante de comercio 31

Heuristica de Christofides
Esta heuristica, como se deduce de su nombre, fue definida por Christofi-
des (1976)[7]. La base de este algoritmo es la relacién existente entre arboles de

minimo coste y los problemas del viajante.

Un édrbol de minimo coste es una coleccién de (n — 1) arcos que unen todas
las ciudades de un grafo con un coste minimo. Existen varios algoritmos que
resuelven este problema en tiempo polinomial. Si las distancias vienen dadas en
una matriz C (de tamano n x n), el drbol de minimo coste puede encontrarse en
un tiempo O(n?), cantidad deseable teniendo en cuenta que C tiene un tamafio
proporcional a n?. Por lo que los problemas de minimo coste, al contrario que el
TSP, pueden ser resueltos eficientemente. Ademas, la resolucion de un problema
de este tipo nos proporciona una cota minima del coste de la solucién 6ptima al
TSP: noétese que si se elimina un arco del circuito solucién, se obtiene un arbol
(que consiste en un tnico camino entre todas las ciudades), por lo que el coste
de la soluciéon 6ptima deberd ser estrictamente mayor que el coste del arbol de

minimo coste (como minimo ha de contener un arco més que cierre el circuito).

En el caso de matrices de distancias que cumplen la desigualdad triangular
(cij < ik + cx;Vk € V) se puede obtener también una cota méaxima del coste
6ptimo. Supongamos que se desea buscar una ruta para visitar todas las ciudades
y que sélo se pueden utilizar los arcos del arbol de minimo coste. En ese caso, si
duplicamos dicho arbol y le damos una orientacion distinta a los 2 arcos que unen
las mismas ciudades, obtendremos un circuito que visite todas las ciudades con un
coste igual al doble del coste del arbol de minimo coste. El problema de esta ruta,
que es lo que hace que no sea la ruta éptima del TSP, es que algunas ciudades
se visitan mas de una vez. Pues bien, si aplicamos lo que se denomina atajos
(seguir la ruta planteada hasta que éste nos haga visitar una ciudad ya visitada
y en ese punto unir la ciudad en la que nos encontremos con la siguiente ciudad
no visitada segin el orden establecido por el circuito hasta que todos los vértices
estén unidos) obtendremos un circuito que visite todas las ciudades una tnica vez
y que tendra un coste inferior a 2 veces el del arbol de minimo coste y, por ende,
inferior a 2 veces el coste de la ruta 6ptima. El algoritmo recién descrito recibe el
nombre de algoritmo de arbol de minimo coste y tiene multiples variantes. Ahora
bien, si lo que se busca es mejorar esa cota de 2 veces el coste éptimo, se debe
recurrir al algoritmo de Christofides pues, como ya se mencion6 anteriormente,
la mejor cota de este tipo encontrada para una heuristica del TSP esta asociada

a este algoritmo.
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La idea de Christofides fue mejorar el circuito sobre el que luego se apli-
can los atajos, pues es lo que luego dara lugar a la cota maxima. Para ello, se
recurre a los grafos eulerianos, que se definen como aquellos grafos conexos cu-
yos vértices tienen todos grado par. En un grafo euleriano es relativamente facil
encontrar un circuito euleriano, es decir, un circuito que recorra cada arco exacta-
mente una vez, por lo que una vez obtenido un circuito euleriano puede obtenerse
un circuito hamiltoniano (en el caso anterior, la forma de encontrar un circuito
euleriano consistia en duplicar el arbol de minimo coste). Christofides propuso
recurrir al 1-emparejamiento perfecto para obtener dicho circuito euleriano. Un
l-emparejamiento perfecto es una coleccion de arcos tales que cada vértice es ex-
tremo de un tnico arco. Dado un conjunto de vértices, puede demostrarse que el

l-emparejamiento perfecto de coste minimo puede obtenerse en un tiempo O(n?).

El algoritmo de Christofides comienza obteniendo el arbol de minimo coste.
Algunos de los vértices de este arbol tendran grado par, por lo que no sera ne-
cesario anadirles ningiin arco mas para conventirlos en un grafo euleriano. Pero
no ocurre lo mismo con los nodos de grado impar (deberd haber un nimero par
de éstos pues la suma de los grados de todos los vértices ha de ser par). Una
forma simple de conseguir que todos los vértices tengan grado par es anadir el
l-emparejamiento perfecto de coste minimo de los vértices de grado impar. Esto
haréa que el grado de los nodos impares se incremente en una unidad, convir-
tiéndolos asi en nodos de grado par. De esta forma, se obtiene un grafo euleriano.
Si aplicamos los atajos explicados anteriormente, obtendremos un circuito hamil-
toniano que serd solucién del TSP. Christofides demostré que, como maximo, la
longitud de la ruta obtenida serd 1.5 veces la de la ruta 6ptima si la matriz de
distancias cumple la desigualdad triangular. La demostracion se basa en la idea
de que el l-emparejamiento perfecto de los vértices de grado impar debe tener
un coste inferior a la mitad del coste 6ptimo (obsérvese en la Figura 1.7 que los
nodos de grado impar dan lugar a dos 1-emparejamientos distintos (M y M’) que
de forma conjunta definen un circuito entre dichos vértices). Dado que se cumple
la desigualdad triangular, el coste de los dos 1-emparejamiento debe ser inferior al
coste de la ruta optima y, por tanto, ambos 1-matching deben tener coste menor
o igual que la mitad del coste del circuito 6ptimo. Como, ademas, el arbol de
minimo coste tiene coste estrictamente menor que la ruta 6ptima, obtenemos que
el circuito obtenido a través de este algoritmo debe tener coste inferior a 3/2 el

coste optimo.
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~ N\
Ruta éptima

Figura 1.7: coste(M) + coste(M') < coste(Ruta 6ptima)

Veamos, por tltimo, un ejemplo paso a paso de resolucion de un TSP a través
del algoritmo de Christofides. Nétese en la Figura 1.8 que una vez se unen T y M

ya se obtiene un circuito hamiltoniano y, por tanto, el algoritmo termina en ese

punto.
Arbol
minimo
coste
Nodos TUM
grado
impar
.
4
4

Figura 1.8: Ejemplo algoritmo Christofides

Heuristicas de intercambio

Las heuristicas de intercambio se engloban dentro de ese otro grupo de heuristi-
cas definido anteriormente que tienen como fin mejorar soluciones ya existentes.
Las heuristicas de intercambio fueron definidas por primera vez por Flood [21],
que observo que en ocasiones un buen circuito puede obtenerse a base de inter-

cambiar pares de arcos por alternativas de menor coste. En la Figura 1.9 puede
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observarse que la suma de las longitudes de los arcos AC y BD es superior que la
de los arcos AB y CD por lo que se obtendra un circuito de menor coste si se unen
los arcos AB y CD en lugar de AC y BD. Esa es precisamente la idea que subyace
en las heuristicas de intercambio: examinar cada posible intercambio, lo que tiene
una complejidad O(n?), e intercambiar los arcos que den lugar a una reduccién
del coste total. Este procedimiento puede llevarse a cabo para intercambios de 3

0 mas arcos, pero a efectos practicos no se suele realizar para valores superiores
a 3.
\
Figura 1.9: Intercambio de arcos

Para terminar, a modo de ejemplo se va a aplicar esta heuristica de mejo-
ra sobre el resultado obtenido al aplicar el algoritmo del vecino més préximo
(Figura 1.6 (b)). Obsérvese que los arcos (2,3) y (1,4) tienen un coste total de
9 unidades, mientras que los arcos (1,3) y (2,4) tienen un coste de 6 unidades.
Aplicando esta heuristica de mejora se ha obtenido, por tanto, una reduccién de

aproximadamente el 13 % del coste total.

1
Z=14 /
S
3 2
e
e

2‘ 73—

2
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Figura 1.10: Ejemplo de heuristica de intercambio
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1.3. Problemas de Rutas de vehiculos

1.3.1. Introduccién

El Problema de Rutas de Vehiculos (en inglés Vehicle Routing Problem VRP)
es otro de los problemas més estudiados en Investigacion Operativa. Definido
hace mas de 50 anos, este problema consiste en disenar el conjunto 6ptimo de
rutas para una flota de vehiculos que deben servir (o visitar) a un determinado
nimero de clientes, como se ha visto anteriormente. El gran interés en este tipo
de problemas, como ocurre con el TSP, se debe a su gran utilidad en problemas

reales, asi como a su considerable dificultad.

El Problema de Rutas de Vehiculos es un nombre genérico que se da a una clase
muy extensa de problemas consistentes en encontrar rutas optimas de reparto
desde uno o varios almacenes a un determinado nimero de ciudades o clientes de
manera que se satisfagan ciertas restricciones. En otras palabras, el objetivo de
este tipo de problemas es repartir (o recoger) una cierta mercancia a un conjunto
de clientes con demandas conocidas de manera que el coste total originado de
este reparto sea minimo. Como se puede deducir, el VRP es una extensién del
TSP donde la ciudad de origen es el depdsito, denotado generalmente como nodo
0 (ndtese que la notacién varia con respecto al TSP donde la ciudad de origen es

denotada como nodo 1), y se aniaden nuevas restricciones.

Como se deduce de la definicién, el VRP resulta extremadamente 1til no sélo
en problemas relacionados con el reparto y la recogida de bienes, sino también
en una gran variedad de problemas reales ligados con los campos del transporte,
la logistica y la distribucién. Ejemplos tipicos donde se ha empleado este tipo
de problemas son: rutas escolares, sistemas de recogida de basuras, limpieza de
calles, reparto de mercancias y de correo, rutas de vendedores, etc. En general,
y no so6lo en los ejemplos anteriores, el proceso de transporte de mercancias se
encuentra presente en muchos de los sistemas de producciéon, representando una
parte importante (entre el 10% y el 20 %) del coste final del producto. Asi, la
utilizacion de este tipo de problemas o procedimientos ha dado lugar a un ahorro
de entre el 5% y el 20 % en el coste total de transporte [Toth y Vigo (2001) [60]].

El problema de rutas de vehiculos es un problema de programacién entera
que también se encuadra dentro de la categoria de los problemas NP-duro. Para

este tipo de problemas, cuando el tamano del mismo es excesivamente grande,
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es deseable obtener soluciones aproximadas que puedan ser obtenidas con una
rapidez relativa y que sean lo suficientemente parecidas a la solucion optima.
Generalmente, la literatura sobre VRP se centra en este tema: encontrar una
solucion exacta que no requiera tanto esfuerzo computacional o encontrar una so-

lucion aproximada que, en un tiempo razonable, dé lugar a soluciones aceptables.

En la literatura cientifica, Dantzig y Ramser [13] fueron los primeros autores
que trataron este tema, cuando estudiaron la aplicacion real en la distribucién de
gasolina para estaciones de carburante. En su articulo “The Truck Dispatching
Problem (1959)” proponian una solucién basada en una formulacién de progra-
macion lineal que daba lugar a un solucion casi-6ptima. El objetivo era encontrar
una forma de asignar los camiones a las estaciones de servicio de manera que se
satisficieran las demandas de éstas y la distancia recorrida por la flota de camio-
nes fuese minima. Para ellos, el problema no es mas que una generalizacion del
problema del viajante en el que se obliga a éste a visitar la ciudad de origen cada
vez que haya visitado m de las n-1 ciudades restantes. Para valores de m y de
n conocidos, el objetivo es encontrar bucles de forma que todos ellos tengan un
punto en comun y la distancia recorrida sea minima. El problema asi definido pa-
sarfa a denominarse “Clover Leaf Problem” (el problema de las hojas de trébol).
Si m fuese pequeno, el problema podria resolverse facilmente observando un plano
en el que se encontraran las ciudades a visitar y buscando conjuntos (o clusters)
de ciudades. Sin embargo, cuando los clusters son dificiles de determinar y m es
grande (o incluso indeterminado), el problema se complica y se debe recurrir a

otro tipo de soluciones, como la que se presento en el articulo.
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1.3.2. Variantes del VRP

Como ya se ha comentado, el término VRP se refiere a una colecciéon muy
extensa de problemas que se encuadran dentro de la definicién anterior. En este
apartado se van a explicar algunas de las variantes del VRP y se dard su definicion

formal dentro de la teoria de grafos.

VRP clasico
En el caso del VRP clasico, los clientes, sus demandas y las distancias entre
ellos son conocidas. Asi, el objetivo de este tipo de problemas es encontrar un

conjunto de rutas de minimo coste que cumplan:

» Cada ciudad o cliente han de ser visitados una tnica vez por un unico

vehiculo.
» Todas las rutas deben comenzar y terminar en el depodsito.

Segun la teoria de grafos, el VRP puede ser definido formalmente de la si-
guiente manera: Sea G = (V, A) un grafo, donde V' = {0,...,n} es el conjunto
de vértices, o clientes, con el depdsito ubicado en el vértice 0, y A es el conjunto
de arcos que los unen. Para cada arco (i,7),7 # j, existe un coste no negativo
asociado ¢;;, que suele ser interpretado como el coste o el tiempo en el que se
incurre al viajar de i a j. Generalmente, estos costes vienen dados en forma de
matriz C. Cuando C es simétrica, normalmente A es reemplazado por un conjunto
E de arcos no dirigidos. Ademads, suponemos que hay m vehiculos disponibles en
el depdsito y se cumple que m;, < m < my. Cuando my = my, se dice que m

esta fijo; mientras que si my, =1y my =n — 1, se dice que m es libre.

Definido en estos términos, el VRP clésico es equivalente al TSP con varios
viajantes. Por tanto, no es de extranar que el VRP clasico se haya clasificado

también como NP-duro.

VRP con capacidad limitada (CVRP)

Este problema es un VRP clasico en el que los vehiculos de la flota tienen
una capacidad determinada e igual para todos ellos. El objetivo es el mismo pero
debemos anadir la restriccién de la capacidad: la suma de las demandas de las

ciudades que se visitan en cada ruta no puede exceder la capacidad del vehiculo.

Formalmente, el CVRP se define como: Sea G = (V, A) un grafo donde V' =

{0, ...,n} es el conjunto de vértices, o clientes, con el depdsito ubicado en el vértice
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0, y A es el conjunto de arcos que los unen. Para cada arco (i,j),i # j, existe
un coste no negativo asociado ¢;; que suele ser interpretado como el coste o el
tiempo en el que se incurre al viajar de i a j. Generalmente, el uso de arcos de
la forma (7,7) no estd permitido lo que se suele imponer fijando ¢; = Vi € V.
Si GG es un grafo dirigido, entonces la matriz de costes es asimétrica y el VRP
recibe el nombre de VRP asimétrico (o simplemente VRP); por el contrario, si
cij = ¢;iV(i,j) € A, el problema pasa a denominarse VRP simétrico (SVRP) y el

conjunto A es sustituido por un conjunto E de arcos no dirigidos.

Ademas, a cada cliente i (i = 1, ..,n) se le asocia una demanda no negativa d;
que le debe ser entregada. Al depésito se le asigna una demanda ficticia dy = 0.
Dado un conjunto S C V, se define d(S) = ) _,.¢d; como la demanda total del

conjunto.

Un conjunto de K vehiculos iguales, todos con la misma capacidad C, esté dis-
ponible en el deposito. Para asegurar la viabilidad, se asume que d; < C'y que K
no es mas pequeno que K,,;,. El valor de K,,;, se determina a través del problema
de cubicacién (Bin Packing Problem) asociado al CVRP. El BPP también es un
problema NP-duro y consiste en determinar el niimero minimo de cajas, con un
volumen determinado, que son necesarias para transportar ciertos objetos de los
que se conoce su volumen. K,,;, puede ser sustituido por [d(V)/C'], que es una

cota minima a la solucién del BPP.

VRP con ventanas de tiempo (VRPTW)

Este problema es una variante del anterior en el que se anade la restriccién de
que las entregas a los clientes se deben hacer en unos intervalos de tiempo precisos,
llamados ventanas de tiempo. Por tanto, no sélo bastara con saber las demandas
de los clientes y las distancias entre ellos, sino que también sera necesario conocer
la ventana de tiempo de cada uno de ellos, el momento en el que comienzan las
rutas, el tiempo necesario para viajar de un cliente a otro y para servir a cada

uno de ellos.

Formalmente, definimos el VRPTW de la siguiente manera: Sea G = (V, A) un
grafo donde V' = {0, ...,n} es el conjunto de vértices, o clientes, con el depdsito
ubicado en el vértice 0, y A es el conjunto de arcos que los unen. Para cada
arco (i,7),1 # j, existe un coste no negativo asociado ¢;;. Asociado a cada arco

también existe una cantidad t;;, que se corresponde con el tiempo necesario para

IR
ir de i a j. Por otro lado, a cada vértice se le asocia una demanda d;; un tiempo

de servicio s; necesario para servir al cliente y una ventana de tiempo [a;, b;] tal
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que el vehiculo debe llegar al nodo i en ese intervalo. Generalmente, los costes ¢;;
y los tiempos t;; coinciden y las ventanas de tiempo se definen suponiendo que

los vehiculos parten del depdsito en el instante 0.

Por lo tanto, el VRPTW consiste en encontrar una colecciéon de exactamente

K circuitos de coste minimo tales que:

Cada circuito visite el deposito.

Cada cliente sea visitado por un tnico circuito.

La suma de las demandas de los nodos visitados por cada circuito no supere

C.

Para cada cliente i, el servicio comience dentro de la ventana de tiempo

[a;, b;] v el vehiculo se detenga s; unidades de tiempo.

Légicamente, el VRPTW también es NP-duro, puesto que generaliza el VRP
clasico. El VRP y el VRPTW coincidiran cuando a; = 0y b; = oo,Vi € V '\ {0}
y C' = o0.

VRP de ida y vuelta (VRPB)

El VRP de ida y vuelta (en inglés, VRP with Backhauls) es una extensién
del CVRP, en el que los clientes V' \ {0} estdn divididos en dos subconjuntos.
El primero de ellos, L, contiene n clientes “de ida”(en inglés linehaul) para los
que una cantidad de producto debe ser distribuida. El segundo, B, contiene m
clientes “de vuelta” (en inglés backhauls) para los que una cantidad de producto
debe ser recogida. Los clientes se numeran de manera que L = {1,...,n} y
B={n+1,...,n+m}. En este tipo de problemas existe, ademds, una relaciéon
de precedencia entre los dos tipos de clientes: siempre que una ruta contenga los
dos tipos de clientes, los linehaul deben ser servidos antes que los backhaul. Una
cantidad no negativa d;, que serd repartida o recogida segiin su tipo, se asocia a
cada cliente i, y al depdsito se le asocia una demanda ficticia dy = 0. La Figura

1.11 muestra un ejemplo de este problema.

Formalmente, el VRPB se define como: Sea G = (V, A) un grafo, donde V =
{0,...,n} es el conjunto de vértices, o clientes, con el depdsito ubicado en el
vértice 0, y A es el conjunto de arcos que los unen. El conjunto de clientes V'\ {0}
esta dividido en dos subconjuntos, que forman una particiéon, denominados L y

B. Para cada arco (7,j),7 # j, existe un coste no negativo asociado ¢;; y para
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O Clientedeida
@ Clientede vuelta

Figura 1.11: Ejemplo de VRPB

cada vértice existe una demanda d;. Ademads, existen K vehiculos disponibles en
el depdsito. Para asegurar la existencia de soluciones factibles, debe cumplirse que
K > max{Kp, Kg}, siendo K} y Kp el nimero minimo de vehiculos necesarios
para servir a los clientes linehaul y backhaul, respectivamente. Estos valores se

obtienen resolviendo los BPP asociados a los subconjuntos de clientes.

Por lo tanto, E1 VRPB consiste en encontrar K circuitos de minimo coste tales

que:

Cada circuito visite el deposito.

Cada cliente sea visitado por un tnico circuito.

La demanda total de los clientes linehaul y backhaul visitados en cada cir-

cuito no supere, de forma separada, la capacidad C' del vehiculo.

En cada circuito, los clientes linehaul preceden a los clientes backhaul.

De nuevo, el VRPB es NP-duro, en tanto que es una generalizacion del VRP

basico. Ambos problemas coincidirdn cuando B = ().

VRP con Recogida y Reparto (VRPPD)

De nuevo, el VRPPD es una extensién del CVRP. En este caso, a los clientes
se les permite enviar y recibir cierta cantidad de producto entre ellos. Por lo tanto,
debera conocerse las cantidades que desean enviar y recibir y el destino u origen
de dicho producto. Se asume que en cada vértice el reparto se realiza antes que
la recogida, por lo que la carga del vehiculo al llegar a un cierto cliente sera la
carga inicial menos las demandas ya repartidas mas las demandas recogidas. La

Figura 1.12 contiene un ejemplo de un VRPPD.
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O Clientedeida
@ Clientede vudlta

Figura 1.12: Ejemplo de VRPPD

Formalmente, el VRPPD se define como: Sea G = (V, A) un grafo donde
V =40, ...,n} es el conjunto de vértices, o clientes, con el depdsito ubicado en el
vértice 0, y A es el conjunto de arcos que los unen. Para cada arco (i,j),7 # 7,
existe un coste no negativo asociado ¢;;. Para cada vértice, existe una demanda
d; asociada a la cantidad que le sera repartida y una cantidad p; asociada a la
cantidad que deberd ser recogida. En ocasiones, sélo se cuenta con una cantidad
d; = d; — p;, que se refiere a la diferencia neta entre la cantidad entregada y
la recogida (puede tomar por tanto un valor negativo). Ademés, se definen los
valores O; y D; como los vértices que son origen y destino de las demandas de i,

respectivamente.

El VRPPD consiste en encontrar los K circuitos de minimo coste tales que:

= Cada circuito visite el depésito.
» Cada cliente sea visitado por un tnico circuito.

= La carga del vehiculo durante el circuito no debe ser negativa y nunca puede

exceder la capacidad C' del vehiculo.

= Para cada cliente i, el cliente O;, cuando sea diferente del depdsito, debe ser

servido en el mismo circuito y antes que i.

= Para cada cliente i, el cliente D;, cuando sea diferente del depdsito, debe

ser servido en el mismo circuito y después que i.

De nuevo, el VRPPD es NP-duro, pues generaliza el CVRP, lo que ocurre
cuando O; = D; =0y p;, =0,Vi € V.
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1.3.3. Formulacion del VRP

Como ocurre con el TSP, existen multiples formas de plantear el problema de
programacion lineal entera asociada al VRP. En este apartado se van a revisar
algunas de las mas frecuentes. Las dos primeras se encuentran dentro de lo que
se conoce como Formulaciones de flujo de vehiculos y se utilizan variables enteras
asociadas a cada nodo o arco que miden el nimero de veces que se visitan esos
nodos o arcos. La tultima de ellas, recibe el nombre de Modelos de particién de

conjuntos (Set Partitioning (SP)).

Empezamos describiendo una formulacion de dos indices para el CVRP asimétri-
co, que utiliza O(n?) variables binarias x tales que z;; toma el valor 1 si el arco

(i,7) € A pertenece a la solucién y 0, en otro caso. Asi, el problema se define de

min E E CijTij

i€V jev

la siguiente forma:

sujeto a

D =1, VieV\{0} (1.1)

JjeV

D ay =1, i e V\ {0} (1.2)

eV
eV
JjeV
SN > () VS C VA {0}, 5 £ 0 (1.5)
i¢S jeS
Ti; € {O, 1} Vi,j € V. (16)

Las restricciones (1.1) y (1.2) imponen que sélo un arco entre y salga de cada
vértice, respectivamente. Andlogamente, (1.3) y (1.4) imponen que del depdsito
salgan y vuelvan K vehiculos. Las llamadas restricciones de capacidad (Capacity-
Cut Constraints (CCC)) de (1.5) imponen las restricciones de capacidad y de
conexién de las soluciones. Estas restricciones estipulan que cada particién (S, V'\
S) debe ser atravesada por un numero de arcos que no puede ser inferior a r(S)

(nimero minimo de vehiculos necesarios para servir al conjunto S). Generalmente,
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este valor r(9) se calcula a partir de un BPP, pero las restricciones siguen siendo
vélidas si r(S) es sustituido por [d(S)/C].

Una formulacién alternativa puede obtenerse transformando las CCC (1.5)
en las ya mencionadas restricciones de rotura de subcircuito (estas restricciones

fueron estudiadas detalladamente en el apartado correspondiente al TSP):

S <I81-r(8) (17)

i€S jes
lo que implica que al menos 7(S) arcos deben abandonar el conjunto S. Tanto las
restricciones (1.5) como las (1.7) tienen un cardinal que crece exponencialmente,
con n lo que hace practicamente imposible resolver directamente este problema

de programacién lineal entera.

Para evitar este problema, se puede definir otra familia de restricciones con

cardinal polinémico:

d; < < CVieV\ {0} (1.9)

donde u;,i € V' \ {0}, es una variable continua adicional que representa la carga
del vehiculo tras visitar el nodo i. Es facil observar que las restricciones (1.8) y
(1.9) imponen las restricciones de capacidad y de conexién del CVRP. De hecho,
cuando z;; = 0, la restriccién (1.8), no “restringe”, pues u; < C'y u; > d;; y
cuando z;; = 1 imponen que u; > u; + d;. Nétese que de esta forma también se

consigue eliminar los subcircuitos.

Este clase de formulacién, en la que se usan variables de decision de doble indi-
ce, ha sido muy utilizada para variantes sencillas del VRP (CVRP o VRPB), pero
generalmente es inadecuada para variantes mas complejas del VRP. De hecho, sélo
puede ser utilizada cuando el coste total de la solucion pueda ser expresado como
suma de los costes asociados a los arcos visitados. Por lo tanto, este tipo de for-
mulacion no es apto para problemas donde el coste de la soluciéon dependa de la
secuencia global de ciudades o del tipo de vehiculo que se asigne a cada ruta (no

hay una forma directa de saber qué vehiculo atraviesa un arco en particular).

Una forma de solventar algunos de los inconvenientes de la formulacién an-
terior es indicar explicitamente el vehiculo que recorre cada arco. Una de las

multiples formas de hacerlo es recurrir a una formulacién de 3 indices. Dicha for-
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mulacién tiene O(n?K) variables binarias x: z;;; toma el valor 1 si el arco (4, )
es atravesado por el vehiculo k en la soluciéon. Ademas, hay O(nK) variables bi-
narias y; (1 € V;k =1, ..., K), que toman el valor 1 si el nodo i es visitado por el

vehiculo k en la solucién, y 0 en otro caso. El CVRP viene dado entonces por:

K
man E E Cij E Tijk
=1

eV jev k

sujeto a

Y g =1, Vie V\ {0} (1.10)

K
> yor =K (1.11)
k=1

Zl’ijk = Z.’L‘jik = Yik, Vi € ‘/, k= 1, ,K (112)
JeEV JeV
Zdiyik <COVk=1,..K (1.13)
eV
DY wip >y VS CVA\{0},heS k=1, K (1.14)
icS j¢S
vy €{0,1} VieVik=1,...K (1.15)
i €{0,1} Vi, j e Vik=1,..,K. (1.16)

Las restricciones (1.10)-(1.12) imponen que cada cliente sea visitado una vez,
que K vehiculos abandonen el depdsito y que el mismo nimero de vehiculos
entren y salgan de cada cliente, respectivamente. Las ecuaciones (1.13) son las
restricciones de capacidad de los vehiculos y (1.14) son las restricciones de rotura

de subcircuito. De nuevo, esta ultima puede ser reemplazada por:
€S jeS

que impone que, para cada vehiculo k, al menos un arco abandone cada conjunto
de vértices visitado por k y que no contenga el depdsito. Alternativamente, y

de forma andloga a las restricciones (1.8) y (1.9), se pueden usar las siguientes
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restricciones:
Uil — Ujk + C’xijk <C - dj, Vi,j eV \ {0} k=1,...,. K (118)

Notese que estas restricciones también reemplazan las restricciones de capa-
cidad (1.13).

La formulacion con tres indices ha sido ampliamente utilizada para modelizar
versiones mas complejas y con mayor nimero de restricciones del VRP, tales como
el VRPTW. La principal desventaja de esta formulacion es el niimero tan grande
de variables requeridas. Por otro lado, generalizan los modelos de dos subindices,
lo que puede ser obtenido de la siguiente manera: z;; = Zle zieV(i,7) € A.
Veamos, a continuacién, la formulacién del VRP con ventanas de tiempo utili-
zando esta formulacién de tres subindices (obsérvese que para esta notacién se

ha supuesto que s6lo hay un vehiculo disponible que realiza las k rutas):

K
min E E E Cij Tijk

ieV jeV k=1
sujeto a
> wie =y, Vi€ VA{0} k=1, K (1.20)
JjeVv
K
Y g =1 Vi€ V\ {0} (1.21)
k=1
Zwihk = thj/ﬁ Vh e V, k= 1, ceny K (122)
eV jev
> wp=1Vk=1,..K (1.23)
eV
Y g =1,Vk=1,. K (1.24)
JeEV
Y diyp <C Vk=1,....K (1.25)
i€V

a;Yik S t? S biyiky VieV \ {O},]{? = 1, ceey K (127)
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ty > o' (1.28)

tho ot < vE=1,.. K —1 (1.29)

o =B sy, Vk=1,... K (1.30)
eV

yr €40,1} YVieVik=1,.,. K (1.31)

zijr € {0,1} Vi,j e Vik=1,..,K (1.32)

donde z;;; toma el valor 1 si el arco (i, j) es atravesado por la ruta k en la solucién
y 0 en otro caso; y;, toma el valor 1 si la ruta k visita el cliente ¢ y 0, en otro
caso; tF es el instante en el que empieza el servicio al cliente i por la ruta k; t&
es el instante en el que empieza la ruta k y t* 41 es el instante en el que termina
la ruta k. Ademads, 0¥ es el tiempo necesario para “cargar”el vehiculo que realice
la ruta k. Las ecuaciones (1.26)-(1.29) sirven para asegurar que se cumplan las

restricciones temporales.

Por dltimo, veamos otro tipo de formulacién que recibe el nombre de Modelos
de particién de conjuntos (SP). La utilizacion de estos modelos para los problemas
de rutas de vehiculos fue propuesto por primera vez por Balinski y Quandt[1].
Se utiliza un nimero exponencial de variables binarias, cada una de las cuales
representa una solucién factible del problema. En el caso del VRP, estas soluciones
factibles son circuitos que cumplen todas las restricciones que deban imponerse.
Sea H = {Hi,...,H,} el conjunto de todos los circuitos de G con ¢ = |H].
Cada circuito H; tiene un coste asociado ¢;. Ademas, se definen las variables
dicotémicas a;; que toman el valor 1 si el cliente ¢ es visitado por la ruta j y 0
en otro caso. La variable binaria z; toma el valor 1 si la ruta j pertenece a la

solucion y 0 en otro caso. El modelo es, por tanto:

q
min E le’j
=1

sujeto a

q
> ayz; =1, Vie V\ {0} (1.33)
j=1

q
day=K (1.34)
j=1
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z; €{0,1},Vj=1,....q. (1.35)

La restriccién (1.33) impone que cada cliente sea visitado por uno de los

circuitos seleccionados y (1.34) requiere que K circuitos sean seleccionados.

Este modelo tan general permite modelizar situaciones muy diversas, pues se
pueden tener en cuenta restricciones de muy distinta indole, dado que la factibi-
lidad viene implicita en la definicion de los circuitos H. Por ello, el niimero de
variables se dispara. Ademas, en ocasiones el problema surge a la hora de calcular
dichos circuitos pues, de haber un niimero muy elevado de restricciones, la tarea

puede complicarse.

Como se ha podido observar, existe una multitud de formas distintas de mo-
delizar los VRP. Cada una de estas modelizaciones surge a la hora de intentar
resolver esta clase de problemas que, como ya se ha mencionado anteriormente,
es NP-duro. De un modo u otro, se intenta trabajar con un nimero razonable
de variables y de restricciones que hagan viable la utilizacion de algtin software

informatico donde implementarla.
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1.3.4. Algunos métodos de resolucién

Al igual que ocurre con el TSP, al tratarse ambos de problemas NP-duro, no
se ha descubierto atin ningin algoritmo capaz de resolver estos problemas en un
tiempo polinémico. El método consistente en evaluar todas las soluciones posibles
para luego optar por la de menor coste se hace inviable para problemas de rutas
de vehiculos con muchas restricciones, como el VRPTW, o con un nimero de

ciudades elevadas.

Como ocurre con todos los problemas complejos computacionalmente hablan-
do, y como ya se explicd en el apartado anterior, la solucién del VRP pasa por
dos opciones: continuar con la busqueda de algoritmos polinémicos y trabajar
con los ya elaborados aunque se deba emplear mucho tiempo para obtener una
solucion; o trabajar con heuristicas que den lugar a soluciones casi-6ptimas que
no se alejen significativamente del valor éptimo pero que alcanzen una solucion

en una cantidad de tiempo razonable.

Entre los métodos desarrollados en la bisqueda de un algoritmo que ofrezca
la solucion éptima, podemos destacar la utilizacion de algoritmos de ramificacion
y acotacion, muchos de ellos basados en la relacién existente entre el TSP y
el VRP, o de Programacion dindmica, cuya filosofia ya ha sido explicada. Las
siguientes publicaciones recogen muchos de los algoritmos exactos descritos hasta
el momento: Laporte (1992) [36], Laporte y Osman (1995) [37] y Toth y Vigo
(2002) [60]. Este ultimo recoge los métodos exactos mas efectivos propuestos en

la literatura hasta el ano 2002.

Heuristicas

Muchos de los algoritmos heuristicos definidos para el VRP se derivan de
procedimientos establecidos para el TSP debido a la gran relacion existente entre
estos dos tipos de problemas. El algoritmo del vecino mas préximo o las heuristicas
de intercambio pueden ser aplicados al VRP casi sin modificaciones. No obstante,
cuando se aplican estos métodos debe tenerse cuidado a la hora de crear las rutas,
en el sentido de que sélo las rutas factibles, aquellas que cumplen con todas las

restricciones impuestas por el problema, deben ser creadas.

Existen muchos tipos distintos de heuristicas, que pueden clasificarse en dos
grupos: los algoritmos que buscan soluciones factibles relativamente buenas; y
los algoritmos, llamémosles heuristicas de mejora, que tratan de, a partir de una

solucion factible, encontrar soluciones mejores que la dada. Dentro del primer



1.3. Problemas de Rutas de vehiculos 49

© ®
ol .e © ©

@ @

€) (b)

Figura 1.13: Fusion de dos rutas

grupo destacan el algoritmo de Clarke y Wright y el de Fisher y Jaikumar; mien-
tras que, dentro de las heuristicas de mejora, destacamos: algoritmos genéticos
(GAs), busqueda tabui (TS), optimizacién de colonias de hormigas (AC) y reco-
cido simulado (SA).

= Algoritmo de Clarke y Wright

Uno de los algoritmos clasicos en este ambito fue definido por Clarke y Wright
(1964) [8] para resolver CVRP en los que el nimero de vehiculos es libre. Este
algoritmo comienza con (n-1) rutas, cada una de ellas conteniendo el depdsito y
uno de los vértices. En cada paso, se unen dos rutas de acuerdo con el maximo
ahorro que puede ser generado. La idea viene plasmada en la figura 1.13: en la
parte (a) aparecen las dos rutas por separado; mientras que en la (b) las dos rutas
se han unido evitando asf el coste de los arcos marcados con linea discontinua.

Los pasos a seguir por este algoritmo son los siguientes:

1. Crear n rutas de la forma (0,4,0),Vi € V' \ {0}.
2. Calcular los ahorros s;; = ¢jo + coj — ¢, Vi, 7 =1,...,n
3. Ordenar los ahorros de forma no decreciente.

4. Considerar las dos rutas que contengan (i,0) y (7,0) que hayan dado lugar
a un s;; mayor, respectivamente. Si s;; > 0, unir las dos rutas introduciendo
el arco (i,7) y eliminando los arcos (i,0) y (7,0). Si la ruta resultante es

factible, implementar la fusion.

5. Repetir el paso anterior hasta que no existan mas fusiones posibles.

Este algoritmo ha sido muy utilizado, pues da lugar a resultados relativamente
buenos y, ademés, emplea un tiempo O(n?log(n)). Por otro lado, el algoritmo de

Clarke y Wright no permite, o mejor dicho ignora, un ntimero de vehiculos fijo.
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No obstante, de ser éste el caso, se puede obtener una solucién repitiendo el paso
4 hasta llegar al nimero deseado de vehiculos, incluso si esto implica incurrir en

ahorros negativos.

= Algoritmo de Fisher y Jaikumar

El algoritmo de Fisher y Jaikumar (1981)[20] pertenece al grupo de los algo-
ritmos de dos fases. Dichas heuristicas constan, como su propio nombre indica,
de dos fases: la primera de ella consiste en hacer clusters de clientes y la segunda
en establecer rutas dentro de los grupos creados en la fase anterior. Los distintos
métodos empleados para crear dichos clusters y para establecer las rutas han da-
do lugar a una gran variedad de heuristicas de este tipo. Otros algoritmos de este
grupo son: “The Petal algorithm”, definido por Ryan et al. (1993) [51] o “The
sweep algorithm” | definido por primera vez por Wren (1971) [64]. El algoritmo de
Fisher y Jaikumar fue disenado para problemas CVRP con el niimero de vehiculos

fijo. Los pasos de este algoritmo son los siguientes:

1. Elegir aleatoriamente j; vértices para inicializar cada uno de los K clusters.

2. Estimar el coste de asignar cada cliente i a cada cluster k: hy, = co; + ¢, +

G0 — Cojy-

3. Resolver un problema de asignacién generalizada (GAP) con costes hy,

demandas de los clientes d; y capacidad de los vehiculos C.

4. Resolver un TSP por cada cluster correspondiente a una solucion del GAP.

Una de las ventajas de este algoritmo es que cada vez que se ejecuta se obtiene
una solucién diferente, pues los vértices iniciales se eligen aleatoriamente y pueden
no elegirse los mismos cada vez, por lo que ejecutandolo un nimero suficiente de
veces pueden obtenerse soluciones relativamente buenas. Por el contrario, tiene
una gran desventaja: requiere la resolucion de un problema TSP, el cual, como

ya se ha explicado, es NP-duro.

= Heuristicas de mejora

Las heuristicas de mejora, denominadas en ocasiones metaheuristicas, en el
VRP funcionan de dos formas: tomando cada ruta de forma independiente o

tomando varias rutas a la vez. En el primero de los casos, dada una ruta, se
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Figura 1.14: Cruce de arcos (SC)

podré aplicar cualquiera de los procedimientos existentes para el TSP; mientras
que para el segundo, se tendran que definir nuevos algoritmos. A continuacion,

se van a describir brevemente algunas heuristicas del segundo tipo.

Heuristicas de intercambio

La filosofia de las heuristicas de intercambio para los problemas de rutas de
vehiculos es la misma que para el problema del viajante: cambiar ciertos arcos
de forma que se consiga disminuir el coste de la solucién. Varios autores, en-
tre los que destacan Thomson y Psaraftis [59], Van Breedam [62] o Kindervater
y Savelsbergh [33], han diseiado distintos planes de intercambio que han sido
ampliamente utilizados posteriormente. Van Breedam clasifica las distintas ope-
raciones posibles en cruce de arcos (String Cross), intercambio de arcos (String
Exchange), reubicaciéon de arcos (Strinf Relocation) y mezcla de arcos (String

Mix). Estas operaciones se definen de la siguiente forma:

» Cruce de arcos (SC).- Dos cadenas de vértices se intercambian mediante el

cruce de dos arcos de cada ruta (véase Figura 1.14).

» Intercambio de arcos (SE).- Dos cadenas de como méximo k vértices se

intercambian entre las dos rutas (véase Figura 1.15).

» Reubicacién de arcos (SR).- Una cadena de como méximo k vértices es
trasladado de una ruta a otra, normalmente k vale 1 6 2. (véase Figura
1.16).

= Mezcla de arcos (SM).- Se elige el mejor movimiento entre SE y SR.

Recocido simulado

Este algoritmo comienza con una solucién x; y en cada iteracion ¢ busca una
nueva solucién z,.; en el vecindario N(z;) de z;. Si la solucién x cumple que

f(z) < f(x;), siendo f la funcién objetivo, entonces z;,1 = x. En caso contrario,
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AU

Figura 1.15: Intercambio de arcos

AN

Figura 1.16: Reubicacién de arcos

x con probabilidad p;
€T =
. x; con probabilidad 1 — p,

donde p; es una funcién decreciente en t y en f(x) — f(x;). Normalmente, p; se

define como:

py = exp(=[f(z) = f(z:)] /6:)

donde 6, es la temperatura de la iteracion t. La regla empleada para definir 6,
recibe el nombre de esquema de enfriamiento. Tipicamente, 6; es una funcion
decreciente de t: inicialmente a 6; se le asigna un valor predeterminado 6; > 0
y se multiplica por un factor a(0 < « < 1) cada T iteraciones, por lo que la

probabilidad de aceptar una solucion peor decrece con el tiempo.

Se continia con este esquema de busqueda hasta que se cumple uno de los
siguientes criterios de parada: el valor de la funcién objetivo no ha descendido
como minimo m % en las ultimas k; iteraciones consecutivas; el nimero de movi-
miento vélidos (se denomina asi cuando se consigue que descienda f(x;)) ha sido
inferior al m % de las tltimas k5 iteraciones consecutivas; o, se han realizado mas

de k3 iteraciones.

Busqueda Tabu

Igual que en el recocido simulado, la bisqueda tabu evaltia secuencias de so-
luciones pero, en este caso, la nueva solucién (z,;.1) se elige por ser el mejor
vecino de la solucién z;. Ademads, para evitar ciclos, las soluciones examinadas

recientemente son prohibidas (se convierten en tabii) durante un nimero deter-
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minado de iteraciones. para ahorrar espacio y tiempo computacional, en lugar de

“recordar”la solucién completa, se graban sélo algunas de sus caracteristicas.

Uno de los primeros intentos de aplicar la busqueda tabu a problemas VRP se
debe a Willard [63]. En este caso, la vecindad se define como el conjunto de todas
las soluciones factibles que pueden alcanzarse a partir de intercambios basicos de
arcos, como los descritos para el TSP. En cada iteracién, la nueva solucién viene
determinada por el movimiento no-tabt con mejores resultados. Desafortunada-
mente, este algoritmo no ofrecié buenos resultados, pero sirviéo de guia para que
otros autores desarrollaran algoritmos maés sofisticados. En particular, afios mas
tarde Osman [47] definié un nuevo algoritmo tabt que volvia a utilizar las heuristi-
cas de mejora. Esta vez, en lugar de recurrir a los intercambios mas sencillos, se
permiten cualquiera de los intercambios definidos recientemente (intercambio de
arcos, cruce de arcos,...). En cada iteracién se explora todo el vecindario y se
selecciona la mejor solucion no tabi. Esta nueva busqueda tabu si dio lugar a

buenos resultados, aunque todavia era posible mejorar dicho procedimiento.

Durante los posteriores anos se han ido desarrollando nuevos procedimientos
de busqueda tabi mas sofisticados que han dado lugar a mejores resultados. Entre
otros, destacan el algoritmo de Taillard [57] o la bisqueda granular tabi (GFT)
de Toth y Vigo [61].

Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos examinan en cada paso un conjunto de soluciones.
Cada conjunto, o poblacién, se deriva del anterior combinando los mejores ele-
mentos y descartando los peores. Estos algoritmos estan basados en la teoria de
la evolucién y de la genética: la combinacién de los cromosomas (entendidos co-
mo parte de una solucién) correctos dard lugar a una nueva especie (solucién)
mejor que la anterior. Esta forma de resolver problemas, que no sélo se emplea
para VRP, fue propuesta inicialmente por Holland [31] pero tardé 10 anos en ser

reconocida por la comunidad cientifica.

Una forma clésica de utilizar este tipo de algoritmos es tomar dos “padres”y
generar dos nuevos “hijos”en cada iteracion a través de un esquema de corte de
los cromosomas. Un esquema sencillo de corte, denominado corte en un punto,
consiste en determinar aleatoriamente un punto de corte y generar un hijo con
la primera mitad de los cromosomas de un progenitor y la otra mitad del otro.

El problema de este esquema es que no es valido para problemas de rutas, pues
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Progenitor 1 0 1 2 3 4 5
Progenitor 2 04 3 2 1 5
Hijo 1 01 2 2 15
Hijo 2 0 4 3 3 4 5
Cuadro 1.3: Corte en un punto
Progenitor1 : 0 1 2 3 4 5
Progenitor2 : 0 4 3 2 1 5
Hijo 1 co- - - 3 4 -
Hijo 2 0 2 1 3 4 5

Cuadro 1.4: Orden cruzado

puede darse que los hijos dejen de ser rutas (véase el Cuadro 1.3 donde los padres

son dos circuitos que parten del 0 y visitan todos los nodos).

Para el contexto de problemas de rutas se han definido muchos esquemas de
corte distintos. En el Cuadro 1.4 se representa un ejemplo de uno de ellos: orden
cruzado (Oliver et al. [45]). Este esquema consiste en determinar aleatoriamente
dos puntos de corte y asignar al hijo la cadena situada entre esos dos puntos vy,
para completar la secuencia, tomar el orden en el que aparecen los nodos restantes
en el otro progenitor a partir del segundo punto de corte. En el ejemplo, los puntos
de corte se encuentran después de la tercera y la quinta posicién. El segundo hijo

se obtendria intercambiando el papel de los padres.

Optimizacién de colonias de hormigas

Los sistemas de colonias de hormigas estan inspirados en las colonias reales de
hormigas. En su bisqueda de comida, las hormigan marcan sus caminos dejando
un rastro de feromonas, cuya cantidad depende de la calidad de la comida y de la
longitud del recorrido necesario para alcanzar dicha comida. Con el tiempo, los
mejores caminos, aquellos mas proximos al nido y con mejor comida, son marcados

con grandes cantidades de feromonas pues se vuelven los més frecuentados.

Esa observacion es la que les llevé a Colorni et al. [11] a proponer una nue-
va clase de algoritmos basados en la siguiente idea: se pueden crear hormigas
artificiales que exploren el conjunto de soluciones y, dependiendo del valor que
tome la funcién objetivo, marquen los valores mediante una funcién que imite
a las feromonas. Para ilustrar los principios basicos de este tipo de heuristicas

describiremos brevemente el primer ejemplo (un problema del viajante) al que
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fue aplicado.

Con cada arco (7, j) hay asociado un pardmetro estético n;; (la inversa de la
longitud del arco) denominado visibilidad y un parametro dindmico, la feromona,
I';; que varfa a lo largo del algoritmo. En cada iteracién, las hormigas artificia-
les, partiendo cada una de un nodo del grafo, trazan n nuevas rutas usando una
heuristica del vecino méas préximo probabilistica. El parametro probabilistico se
calcula a partir de n;; y de I';; para favorecer la seleccién de ciudades cercanas
y con un alto nivel de feromonas. Al final de cada iteraciéon se recalculan las
feromonas del siguiente modo: se permite que una parte (1 — p,0 < p < 1) de
la feromona se evapore para evitar que malas soluciones encontradas previamen-
te condicionen demasiado la busqueda en operaciones posteriores; y se anaden
nuevas feromonas que dependen del valor de la funcién objetivo. Asi, si el arco
(7, 7) ha sido utilizado por la hormiga k y ésta ha construido una ruta de longitud
Ly, el nuevo rastro de feromoénas se verd incrementado en Afj = 1/Lg. El nuevo

rastro de feromonas del arco (i,j) sera:

N
k=1
donde N es el nimero de hormigas. Este proceso de construccion de rutas se

repite durante un nimero predeterminado de iteraciones.

Para la aplicacién de los sistemas de hormigas en el VRP el esquema es si-
milar. Algunos autores como Kawamura et al. [32] o Bullnheimer et al. [4] han
desarrollado algoritmos hibridos utilizando los sistemas de colonias de hormigas

y dando lugar a muy buenos resultados.






Capitulo 2

Juegos cooperativos

2.1. Introduccion

En muchas situaciones reales, cuando varios individuos trabajan juntos se generan
costes (o beneficios) que deben ser repartidos entre ellos. Existen multitud de

ejemplos de este tipo:

= Las universidades comparten los gastos informaticos entre los distintos de-

partamentos.

= Si varios municipios comparten una depuradora, tendran que llegar a un
acuerdo sobre como repartir los costes de su construccién y su manteni-

miento.

» Las autoridades aeroportuarias determinan la tasa que los aviones deben

pagar en funcion de su tamano y del desgaste que producen en la pista.

= Cuando dos médicos comparten una consulta, deben compartir los gastos

de material médico, suministros y servicio de secretaria.

En todas las situaciones anteriores surge un gran problema: Cémo repartir de
forma “justa’los costes/beneficios. Precisamente eso es lo que trata de estudiar la
teoria de juegos cooperativa: la bisqueda de un mecanismo que permita repartir
los gastos de manera eficiente, justa y que otorgue incentivos a los agentes para

que deseen cooperar.

57
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Existe una gran variedad de soluciones propuestas en la literatura de la teoria
cooperativa de juegos. La razén de esta gran variedad de soluciones es la am-
bigiiedad del término justo. Segun la situaciéon y los intereses particulares de
cada agente (en teoria de juegos los participantes de la cooperacién reciben este
nombre) el concepto de idoneidad puede variar, por lo que una solucién que a
priori era buena, puede dejar de serlo si las circunstancias varian. Es importante
destacar que en muchos de estos casos, la clave estd en que los agentes quieran
cooperar, por lo que deben llegar a un acuerdo de reparto que les satisfaga a
todos. De esta forma, la teoria de juegos cooperativos se centra en definir pro-
piedades que seria interesante que cumplieran las reglas de reparto y a partir de
ahi, encontrar dichas reglas. En este contexto, son mas importantes los principios
que cumplen las soluciones, que las soluciones en si mismas o la definicién de las

soluciones.

Otro de los problemas con los que se enfrenta esta teoria es que varias so-
luciones pueden cumplir las especificaciones y entonces jcémo se decide cudl de
ellas es mejor? O, lo que es peor, {y si no existe ninguna solucién que tenga
todas las propiedades deseadas? Claramente, la existencia de una soluciéon “per-
fecta”esta relacionada con el nivel de exigencia que apliquemos a la misma. Se
deduce, por tanto, la ardua tarea que es encontrar una forma de reparto de los

costes o de los beneficios que satisfaga a todos los agentes.

Ejemplo ilustrativo
A continuacién vamos a considerar un ejemplo (extraido de Young([65]) que

nos servira para hacernos una idea de como funcionan los problemas de este tipo.

Dos ciudades cercanas consideran construir una depuradora de agua de forma
conjunta. La ciudad A podria construirla por 11 millones de euros, mientras que
la ciudad B podria hacerlo por 7 millones. No obstante, si cooperasen, podrian
construir una unica depuradora que les sirviera a los dos a un coste de 15 millones
de euros. Obviamente, a ambos les interesaria cooperar pues podrian ahorrarse
conjuntamente 3 millones de euros pero esto sélo ocurrira si llegan a un acuerdo

sobre cémo repartir los costes.

Una posible solucién consistiria en dividir el coste a partes iguales, esto es, 7.5
millones cada uno. El argumento a favor de esta division seria que ambos tienen
el mismo poder a la hora de firmar el contrato. Sin embargo, B nunca estara de
acuerdo en repartir asi los costes, pues 7.5 millones excede el precio de construir

el sistema por si misma. Ademas, si las ciudades no tienen el mismo tamano
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(supongamos que A tiene 36000 habitantes y B, 12000) el coste per-cépita de
construir la depuradora seria 3 veces superior para los habitantes de B que para
los de A. Asi, otra forma de repartir los 15 millones de euros podria consistir en
hacerlo en funcion del nimero de habitantes. El coste per-capita serda, por tanto,
de 312.50 €, lo que equivale a 11.25 millones para A y 3.75 para B. Pero esta
solucién no satisfaria a A, pues implicaria gastar més de lo que haria construyendo

la depuradora sin B.

Ninguna de las dos soluciones propuestas anteriormente daria lugar a un acuer-
do, por lo que habra que pensar en alguna otra solucion que ofrezca incentivos
a los agentes para operar. La forma mas simple de asegurar la existencia de in-
centivos consiste en centrarse en lo que las ciudades pueden ahorrar si cooperan,
en lugar de centrarse en los gastos. En linea con las soluciones anteriores, puede
plantearse repartir el ahorro (3 millones) a partes iguales entre las ciudades o
repartirlo proporcional al nimero de habitantes. La primera de las opciones daria
lugar a un reparto de 9.50 para A y 5.50 para B; mientras que la segunda indi-
carfa 8.75 para A y 6.25 para B. Otra solucion que podria ocurrirsenos, es repartir
los costes de forma proporcional a los costes individuales. Esta soluciéon coindice
ademas con el reparto de los ahorros proporcional a los costes individuales. En

ese caso, A deberia abonar 9.17 millones de euros y B, 5.83.

Como se puede observar, cualquiera de las tres ultimas soluciones otorga in-
centivos para cooperar a los dos agentes. De hecho, en ese sentido, cualquier
reparto que asignard una cantidad menor o igual que 11 a A y menor o igual que
7 a B seria una buena soluciéon. El conjunto de todas esas soluciones recibe el

nombre de ntcleo del juego, un concepto que serd definido mas adelante.

Este ejemplo nos ha permitido comprobar varias cosas. En primer lugar, no
existe una respuesta obvia y simple al problema del reparto de costes. Y, en
segundo, este problema no puede ser evitado pues, en ocasiones, la no cooperacion

hace inviable la realizacién de algin proyecto.
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2.2. El modelo cooperativo

En teoria de juegos, un juego cooperativo es un juego en el cual dos o més
jugadores no compiten, sino més bien se esfuerzan por conseguir el mismo ob-
jetivo. Por el contrario, un juego no cooperativo es uno cuyos jugadores toman
decisiones independientemente para su beneficio personal, lo cual no impide que
en algunos casos dicha toma de decisiones pueda favorecerlos a todos, como es lo
que se busca en los juegos cooperativos. En otras palabras, si los jugadores pue-
den comunicarse entre ellos, negociar y llegar a acuerdos vinculantes, hablaremos
de juegos cooperativos; mientras que si los jugadores no pueden llegar a acuerdos
previos, trataremos con juegos no cooperativos. En este trabajo nos centraremos

en la primera clase de juegos.

Dentro de los juegos cooperativos existen dos grandes clases: los juegos TU
(con utilidad transferible) y los juegos NTU (con utilidad no necesariamente
transferible). Cuando los costes o los beneficios pueden repartirse de cualquier
modo entre los jugadores nos encontraremos con juegos cooperativos del primer
tipo. Por el contrario, si existe alguna restriccién sobre la forma de repartir la
utilidad, deberemos trabajar con juegos del segundo tipo. A partir de ahora su-
pondremos que no existen restricciones de este tipo, por lo que sélo trabajaremos

con juegos cooperativos TU.

Un juego cooperativo TU viene dado por un par (V,v) tal que N = {1,2,...,n}
es un conjunto finito de jugadores (o de proyectos) que pueden trabajar (o rea-
lizarse) de manera individual o conjunta; y v es la funcién caracteristica o de
costes’ (v : 2V — N). El coste del jugador cuando actia de forma individual

es v(i), y v(S5),VS C N, es el coste asociado a la coalicién S. Por convencidn,

v(D) = 0.

Como ya se menciond en la introduccion, el principal objetivo de la teoria
de juegos cooperativos es encontrar soluciones al problema de repartir los costes
o los beneficios. Asi, formalmente, un reparto es un vector (zi,...,x,) tal que la
componente z; representa la cantidad que sera abonada (o percibida si se trata de
beneficios) por el jugador i. De igual modo, una regla de reparto es una funcién

©(N,v) tal que asocia a cada juego un unico reparto.

La razén por la que se llevan a cabo los proyectos conjuntamente es que

'En los juegos TU, puede trabajarse indistintamente con beneficios o con costes en funcién
de la situacién. A partir de ahora, asumiremos que siempre se trabaja con costes.
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se generan ahorros. Por lo tanto, en ocasiones, tendra sentido trabajar con los
ahorros que se generan en lugar de con los costes. Para cada subconjunto S, se
define el ahorro de S como: w,(S) = >, s v(i) — v(S). De esta forma, asociado a

cada juego de costes (N, v) se puede definir el coste de ahorros (N, w,).

Tomemos un nuevo ejemplo que nos servird para ilustrar las propiedades y so-
luciones que se van a definir a continuacién: Supongase que tres medicos quieren
abrir una consulta. Se plantean abrirla de forma conjunta para asi ahorrar gas-
tos (podran realizar los pedidos de material médico conjuntamente consiguiendo
asi descuentos y podran compartir los gastos derivados del alquiler, la luz, el ser-
vicio de secretaria, etc). Dado que se trata de médicos de distintas especialidades
y con distinto nimero de clientes, sus costes individuales no son los mismos. Se
han estimado los gastos mensuales en los que incurririan si trabajasen individual

y conjuntamente y se ha obtenido lo siguiente:

Subconjunto S | Coste v(5) Subconjunto S | Coste v(.5)
0 0 (1,2} 6000
{1} 5000 {1,3} 10000
(2} 3000 (2,3} 7000
{3} 5000 {1,2,3} 10500

2.2.1. El ntcleo

A continuacion se van a definir algunas de las propiedades deseables para un

reparto:

Definicién 2.1 Se dice que un reparto x = (x4, ..., z,) € R" satisface raciona-
lidad individual si
x; <w(i),Vi € N.

Definicién 2.2 Un reparto x = (1, ..., z,) € R" serd eficiente si
z(N)=a1+...,2, = v(N).

Estas dos propiedades ya fueron definidas, aunque de un modo informal, en

la introduccion de este capitulo. La primera de ellas hace referencia a que ningtin
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jugador debe pagar mas de su coste individual; y la segunda, a que las soluciones

deben repartir el coste de la coalicion total.

En teoria cooperativa de juegos existen dos tipos de soluciones: las soluciones
tipo conjunto que, como su propio nombre indica, son conjunto de repartos que
cumplen unas ciertas caracteristicas; y las soluciones puntuales, repartos unicos
con una serie de propiedades. En ocasiones, es interesante saber si una solucion
puntual esta contenida en otra solucién tipo conjunto. Por ello, vamos a comenzar

definiendo algunas soluciones tipo conjunto.

Definicién 2.3 Sea (N,v) un juego TU, se define el conjunto de preimpu-

taciones del juego (N,v) como el conjunto de todos los repartos eficientes:

I*(N,v) = {x = (x;)ieny € R™: Zmz = U(N)}.

1EN

Definicién 2.4 Sea (N,v) un juego TU, se define el conjunto de imputacio-
nes del juego (N,v) como el conjunto de todos los repartos eficientes que verifi-

quen ademds la propiedad de racionalidad individual:
I(N,v) ={x = (x;)ien € I"(N,v) : z; <v({i}),Vie N}.

Estos dos conjuntos tienes propiedades interesantes pero son conjuntos dema-
siado grandes, por lo que habra que definir otras propiedades que nos permitan
obtener conjuntos mas “pequenos”’. A pesar es eso, existen ocasiones en las que
el conjunto de imputaciones es vacio. Veamos una proposicion que nos indica

cuando el conjunto de imputaciones es no vacio:

Definicién 2.5 Un juego (N,v) es esencial si

v(N) < (i),
i=1
Proposicién 2.1 Sea (N,v) un juego coalicional, el conjunto de imputaciones

es no vacio, [(N,v) # 0, si, y sdlo si, el juego (N,v) es esencial.

Uno de los conceptos mas importantes en la teoria cooperativa de juegos es
el nuicleo, en inglés core, que se representa como C'(N,v) y se define como el

conjunto de imputaciones que cumplen la propiedad de racionalidad coalicional.
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Definicién 2.6 Se dice que un reparto x = (x4, ..., x,) € R" satisface raciona-
lidad coalicional si

D < w(S),VS C N.

€S

La propiedad anterior se refiere a que ningin subconjunto de jugadores de-

bera pagar mas que lo que le corresponderia si s6lo cooperasen entre ellos.

Definicién 2.7 Dado un juego de costes (N,v), se define el nicleo del juego
C(N,v) como:

C(N,v) = {IEI(N,U) : sz §U(S),VSCN,S§£@}.

1€S

Por lo tanto, cualquier reparto que se encuentre en el nicleo ofrecerd incentivos
a los jugadores para cooperar. Ademas, otra propiedad interesante que cumplen
los repartos del nicleo es que ningtn agente o coalicién debera pagar menos de
su aporte marginal al coste total. En términos matematicos, cualquier reparto

x € R™ que pertenezca al nicleo cumple que:

z(S) > v(N) —v(N —95),VS C N.
Ademas, el nicleo es un poliedro convexo y compacto de R™ con dimensién

méxima n — 1, pues estd contenido en el hiperplano > | x; = v(N).

Ejemplo 2.1 Calculemos a continuacion el conjunto de imputaciones y el nicleo

del ejemplo planteado anteriormente.
I(N,v) ={x = (2;)ien € I"(N,v) : x; <v({i}),Vi € N}
I(N,v) = {(z,y,2) € R’ : 2+ y + 2 = 10500; 2 < 5000; y < 3000; z < 5000}

C(N,v) = {a: €I(N,v): Yz <v(S),VS C N,S;«é@}
€S
C(N,v) =
(z,y,2) €ER3 .z +y+ 2 =10500;0 < z < 5000; 0 <y < 3000;0 < z < 5000;
x4y < 6000;x + 2z < 10000;y + 2z < 7000

C(N,v) = {(z,y,2) € R®: 3500 < = < 5000; 500 < y < 3000;4500 < z < 5000}
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{ 5000, 3000, 2600)

2= 450 (50,1000.4'00}

{ 2500,-3000, 5000) (3500,2000,5000) ( 5000, 500, 5000)

Figura 2.1: Nucleo del ejemplo

En la Figura 2.1 puede observarse una representacion grdfica del conjunto de

imputaciones (en gris claro) y del nicleo (gris oscuro).

Como se puede observar, en este caso el nicleo es un conjunto relativamente

grande pero existen juegos para los que el nicleo es vacio.

Ejemplo 2.2 Un ejemplo cldsico dentro de la teoria de juegos es el juego del do-
lar: Tres amigos desean repartirse un dolar y solo podrdn hacerlo si al menos dos
de ellos se ponen de acuerdo. La funcidn caracteristica serd: v = (0,0,0,1,1,1,1).
(Nétese que se trata de un juego de beneficios, por eso la notacion y el concepto
de nicleo varian.) En este caso, es imposible encontrar un reparto (x,y, z) tal que
r4+y+2z=1vy ademds se cumpla que x +y > 1; x+2>1yy+ 2z > 1. Por

tanto, el nicleo de este juego es vacio.

Una vez comprobada la existencia de juegos con ntcleo vacio, serd interesante

encontrar una condicién que nos asegure la existencia del nicleo.
Definicién 2.8 Un juego (N,v) es céncavo si
v(SU{i}) —v(S) <v(TU{i}) —o(T),VS, T:T CSCNN\{i}.

De forma intuitiva esta propiedad implica que el coste marginal de incluir un

proyecto ¢ decrece cuantos mas proyectos haya.



2.2. El modelo cooperativo 65

Proposicion 2.2 FEl nicleo de un juego de costes concavo es siempre no vacio.
(Shapley(1971), [54])

2.2.2. El valor de Shapley

El valor de Shapley es una de las soluciones puntuales mas famosas dentro
de la teoria de juegos cooperativos. Fue definida en 1953 por Shapley en su tesis
doctoral [53]. Para ilustrar la idea que se esconde detrés del valor de Shapley

vamos a trabajar con un ejemplo:

Ejemplo 2.3 Tomemos el clasico ejemplo del aeropuerto donde un aeropuerto
con una unica pista de aterrizaje es utilizado por una serie de aviones de dis-
tintos tamanos. La longitud de la pista, y por ende el coste de la misma, viene
determinado por el avion de mayor tamano que la utilice, es decir, cuanto mayor
sea el avion, mds larga ha de ser la pista. Supongamos entonces que m aviones
de distinto tamano hacen uso de la pista y que dichos aviones estan ordenados de
la siguiente forma: los de tipo 1 necesitan una pista pequena, los de tipo 2 una un
poco mas grande, y asi sucesiwamente. Podriamos pensar, entonces, en dividir la
pista en m segmentos: todos los tipos de aviones hardn uso del primer segmento;
todos menos el mads pequeno utilizardn el sequndo, etc.

Lo justo en este caso seria descomponer los gastos asociados a la pista en los
segmentos anteriores y que dichos costes los compartan los aviones que hacen uso
de cada segmento. Asi, por ejemplo, el tercer avion mds pequeno deberia abonar
vi/m+ve/(m—1)+vs/(m — 2).

Esta idea recibe el nombre de principio de descomposicién y establece que, en
el caso de que la funcién de costes pueda descomponerse, la soluciéon debe pasar
por dividir cada elemento a partes iguales entre los usuarios y después sumar los
resultados obtenidos. Ademas, este principio da lugar a tres ideas: cada agente
que use un elemento debe pagar equitativamente por él; aquellos agentes que no
hagan uso de un elemento, no deberan costearlo; y por ultimo, los resultados de

compartir distintos costes pueden ser agregados.

Veamos, a continuacion, como estas tres ideas se extienden al caso de funciones
de coste que no puedan ser descompuestas de la forma anterior. Para ello, vamos
a definir tres propiedades que deberian cumplir los repartos: simetria, jugador

nulo y aditividad.
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Definicién 2.9 Sea (N, v) un juego de costes. Se dice que el jugador i es nulo

siv(SU{i}) = v(S),VS € N\ {i}.

Definicién 2.10 Sean (N,v) un juego de costes e i,j € N dos jugadores. Los
Jugadores i y j son simétricos si VS C N\ {i,j} se verifica que v(S U {i}) —
0(S) = (S UL} - u(S).

Definicién 2.11 La regla de reparto ¢ satisface jugador nulo si para todo juego

(N,v) e i jugador nulo, ¢;(N,v) = 0.

Esta propiedad esta relacionada con la idea de que ningun jugador deberia sufra-
gar los gastos de algo que no utiliza. En particular, si su aportacién marginal al
coste es nula para cualquier coalicion, incluida la total, dicho jugador no deberia

pagar nada.

Definicién 2.12 La regla de reparto ¢ satisface simetria si para todo juego

(N,v) y todo pari,j de jugadores simétricos, @;(N,v) = ¢;(N,v).

La propiedad de simetria tiene que ver con el hecho de que todos los usuarios de un
mismo elemento deben pagar lo mismo por él. En términos de teoria de juegos, si
dos jugadores aportan la misma cantidad al coste de todas las coaliciones, ambos

deberian abonar lo mismo.

Definicién 2.13 La regla de reparto ¢ satisface aditividad si para todo juego
(N,v) y (N,w), se verifica que o(N,v+ w) = ¢(N,v) + ¢(N,w).

Si una funcién de costes puede ser descompuesta en otras dos, si aplicamos la
regla de reparto sobre ambas funciones y sumamos los resultados, obtendremos
lo mismo que si aplicamos directamente la regla de reparto sobre la funcién de

costes original.

Teorema 2.1 Para todo juego (N,v) dado, existe una unica regla de reparto que
satisfaga las propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria y aditividad. Dicha
regla recibe el nombre de Valor de Shapley [53] y viene dado por la siguiente

formula:

ShiN,v) =~ 57 sln— s — D! (S U{i}) — v(s)].

n!
SUN\{:}
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Generalmente, el valor de Shapley no se calcula utilizando la expresion ante-
rior, sino que se calcula la siguiente expresiéon alternativa. Supongamos que los
agentes se adhieren a la gran coalicién segin un orden arbitrario R = 41,1, ..., i.
Podria definirse en ese caso la contribucién al coste total del agente ¢ = 7y, segiin

el orden R, como:
’}/Z(R) = U(il, ig, ceey Zk) - U(il, iQ, ceuy ik—l)-

Una expresion equivalente y mas sencilla a la anterior se obtiene calculando
la media de 7;(R) en las n! posibles ordenaciones R. Calculemos, a continuacién,

el valor de Shapley para el ejemplo de los médicos:

Ejemplo 2.4 Recordemos la funcion caracteristica de este juego:

v = (5000, 3000, 5000, 6000, 10000, 7000, 10500)

R J1 J2 J3
123 | 5000 1000 4500
182 | 5000 500 5000
218 | 3000 3000 4500
231 | 3500 3000 4000
312 | 5000 500 5000
321 | 3500 2000 5000

suma | 25000 10000 28000

Por lo tanto, el valor de Shapley del juego es: Sh(N,v) = (25200, 10800, 28800).

Ademds, se puede comprobar que dicho reparto pertenece al nicleo del juego:
C(N,v) = {(z,y,2) € R’ : 3500 < 2 < 5000; 500 < y < 3000;4500 < z < 5000}
pues 3500 < 2% < 5000; 500 < 12390 < 3000 y 4500 < 2% < 5000.

Acabamos de ver un ejemplo en el que el valor de Shapley pertenece al nicleo
del juego. No obstante, esto no es siempre asi. Supongamos que en el ejemplo

anterior los gastos de las coalicion total aumentasen hasta 12000. En ese caso, el

28000 13000 31000
6 > 6 7 6

observar, el valor de Shapley del juego modificado no se encuentra en el ntcleo,

valor de Shapley del juego seria: Sh(N,v") = ( ). Como se puede
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pues, % > 5000, por lo que dicho reparto no cumple la propiedad de raciona-

lidad individual.

Sera interesante encontrar en qué casos esta regla de reparto se encuentra en

el nicleo. Shapley [54] demostré el siguiente resultado en 1971.

Teorema 2.2 El valor de Shapley de cualquier juego (N, v) concavo estd conte-

nido en el niucleo del mismo.

2.2.3. El nucleolo

Otra de las soluciones de juegos cooperativos mas famosas es el nucleolo (Sch-
meidler [52]). Ya sabemos que el nicleo es el conjunto de repartos que preservan
la cooperacién y que el valor de Shapley no siempre esta contenido en este con-
junto, por lo que estaremos interesados en encontrar una solucién alternativa que
si pertenezca al nicleo. El nucleolo selecciona uno de estos repartos siempre que

el nucleo sea no vacio.

El nucleolo se define como aquella imputacién, por lo que verificard eficien-
cia y racionalidad individual, que hace que las quejas de las coaliciones sean lo
mas pequenas posibles. En general, no hay una férmula explicita que nos per-
mita calcular el nucleolo, sino que es necesario recurrir a resolver un numero
finito de problemas de programacion lineal. Para la definicién formal del nucleolo

necesitamos definir dos conceptos previamente.

Definicién 2.14 Dado un juego (N,v), una imputacion x € I(N,v) y un sub-
conjunto de coaliciones S C N, definimos el exceso de valor de una coalicion

con respecto a una imputacion dada como:
e(S,z) =z(s) —v(S),VS C N

Dicho exceso e(S, x) mide la queja (o infelicidad) de una coalicién con respecto

a x. Cuanto mayor sea este exceso, mas “infeliz’estd la coalicion S. Obviamente,

siS=NosiS=0eS z)=0.

Definicién 2.15 Definimos el orden lexicogrdfico <p en R™ de la siguiente ma-

nera:
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= Diremos que x <p y si existe k € N, 1 < k <n, tal que:

Tr < Yk
» Diremos que v <py six =y 0 x <p y.

Dado un reparto = € R", sea 6(z) la 2"-tupla cuyas componentes son los
excesos, del valor de todas las coaliciones con respecto a x, ordenados de forma

no creciente, es decir,
Oi(x) > 0;(x) sil <i<iqi<2™

Ya estamos en condiciones de definir el nucleolo.

Definicién 2.16 Se define el nucleolo del juego (N,v) como el conjunto
Nu(N,v) ={xz € I(N,v) : 0(x) <r, 0(y),Yy € I(N,v)}.

Los elementos del nucleo verifican que e(S,x) < 0,VS C N. Por tanto, los
vectores de excesos de los repartos del niicleo son lexicograficamente menores que
los de cualquier punto de fuera del nicleo. Esto implica que, si el nicleo de un
juego es no vacio, entonces el nucleolo esta contenido en el nicleo. Notese que
la definicion del nucleolo habla de un conjunto, pues es posible que haya varios
puntos que cumplan la definicién. El siguiente teorema indica en qué casos el

nucleolo consiste en un tnico punto.

Teorema 2.3 El nucleolo de un juego esencial (N,v) consiste en un unico pun-
to.

Ademas, se puede demostrar que el nucleolo de un juego satisface las propie-
dades de jugador titere, jugadores simétricos, covarianza y monotonia coalicional
débil.

Definicién 2.17 La regla de reparto ¢ satisface covarianza si dados dos jue-
gos (N,v) y (Nyw), r >0y a = (ay,...,a,) € R" tales que w(S) = rv(S) +
Y ies @i, S C N, se cumple que:

©(N,w) = rp(N,v) + a.
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Esta propiedad implica que, si la funcién de coste sufre un cambio de escala y
una traslacién, la solucion de este nuevo problema obtenida a través de la regla
es la misma que si calculamos la solucién para el problema original y le aplicamos

el cambio de escala y la traslacion.

Definicién 2.18 La regla de reparto ¢ satisface monotonia coalicional débil
si dados dos juegos (N,v) y (N,w) y S,T C N tales que w(T) > v(T) y w(S) =
v(S),VS # T, entonces:

Z @i(N7 ’LU) > Z (pi(Nv U).
i€T €T
Esta tultima propiedad hace referencia a que, si los costes de una coalicién T
aumentan y se mantienen constantes los demds, si se aplica la misma regla de
reparto que en el caso original, la suma de los pagos asociados a los jugadores de

dicha coalicion debe ser superior que con la funcion de coste original.

Notese la importancia de esta propiedad, pues generalmente los agentes no
acuerdan unos pagos en concreto, sino que acuerdan utilizar una regla de reparto
para los costes que se puedan generar y es muy frecuente que la funcion de coste

varie durante el proceso.
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2.3. Otras reglas de reparto de costes

En los apartados anteriores se han definido dos de las mas importantes reglas
de reparto dentro de la teoria cooperativa de juegos (valor de Shapley y nucleolo)
y algunas de las propiedades deseables para una regla de reparto, entre las que
destaca pertenecer al nucleo del juego. A continuacion, se van a definir otras
reglas, las cuales, pudiendo no cumplir algunas de las propiedades “deseables”, son
ampliamente utilizadas debido a la sencillez de su célculo. Logicamente, existen
muchas otras soluciones que no se van a considerar en este trabajo que son ttiles

para contextos especificos.

2.3.1. Regla proporcional a los costes individuales

Esta regla es una de las mas sencillas dentro de este campo. Consiste en
repartir el coste asociado a la coalicién total de forma proporcional a los costes

individuales. Formalmente, se define como:

PRORUWU%:MN}—ﬁgLf.
> JEN v(j)

Esta solucién cumple las propiedades de eficiencia, siempre se reparte el coste
total; racionalidad individual, si el juego es esencial; simetria y jugador nulo en
los costes individuales; y monotonia, en el sentido de que si cualquiera de los
costes individuales aumenta, también aumentara el coste asociado al agente cuyo

coste ha aumentado que le asigne la regla.

El gran inconveniente de esta regla es que puede no estar contenida en el
nicleo dado que no se tienen en cuenta los costes de las coaliciones. Calculemos

la regla proporcional a los costes individuales para el ejemplo de los médicos.

Ejemplo 2.5 Recordemos la funcion caracteristica de este juego:

v = (5000, 3000, 5000, 6000, 10000, 7000, 10500)

5000
PROP,(N.v) = 1 — 40384
ROB(N, v) = 105005000 5ag0 — 2038:46
3000
PROP,(N.v) = 10500 — 2423.08
2(N,) 5000 + 3000 + 5000 ’
5000
PROPy(N,v) = 10500 — 4038.46

2000 + 3000 + 5000
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Como se puede comprobar, este reparto no pertenece al nicleo
C(N,v) = {(z,y,2) € R®: 3500 < 2 < 5000; 500 < y < 3000;4500 < z < 5000} ,

pues PROP; = 4038,46 < 4500.

2.3.2. Regla de coste alternativo evitado

Esta regla es mas conocida por sus siglas en inglés: Alternative Cost Avoided
(ACA), vy es el principal método empleado por los ingenieros a la hora de repartir
costes asociados a distintos proyectos. La regla ACA asigna los costes segin la

siguiente formula:
ACA;(N,v) = s; + [ri/r(N)] [v(N) — s(N)]

donde v(i) recibe el nombre de costes alternativos, s; = v(N) — v(N \ 7) son los
costes separables; r; = v(i) — s; son los costes alternativos evitados; y s(N) es la

suma de los s;.

Esta regla asigna a cada agente/proyecto su coste separable y la parte pro-
porcional a los r; de los costes no separables v(IN) — s(N). Asi definida, la regla
puede ser complicada de interpretar pero puede ser definida en términos del jue-
go de ahorros asociado (N, w,). De este modo, una vez obtenidos los ahorros y;
asignados a cada agente pueden calcularse los costes: ACA;(N,v) = v(i) —y;. La

regla ACA calcula los ahorros segun la siguiente formula:

yi = [wi(N)/ij(N)] w(N)

JEN

donde w*(N) = w(N) —w(N \ 7) son los ahorros marginales y w(N) es el ahorro

asociado a la coalicién total.

Por lo tanto, la regla ACA reparte el ahorro total de forma proporcional a la
contribucién marginal de cada agente (Straffin y Heaney [55] y Gately [24]). Esta
regla ofrece repartos en el nicleo, siempre y cuando éste no sea vacio, para juegos

de como maximo 3 jugadores. Calculemos esta regla para nuestro ejemplo:

Ejemplo 2.6 Sea v = (5000, 3000, 5000, 6000, 10000, 7000, 10500) la funcion ca-

racteristica asociada al juego. Calculemos en primer lugar el juego de ahorros
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asociado, el cual, recordemos, viene dado por la siguiente formula:

1€S

Ast, el juego de ahorros serd: w, = (0,0,0,2000, 0, 1000, 2500) y los ahorros mar-
ginales:
w'(N) = w(N) —w(N \ {1}) = 2500 — 1000 = 1500

w?(N) = w(N) —w(N \ {2}) = 2500 — 0 = 2500
w3 (N) =w(N) —w(N\ {3}) = 2500 — 2000 = 500

Estamos ahora en condiciones de calcular el reparto segun la regla ACA:

- 1500 2500 = 833,33
YT 1500 4+ 2500 + 50000 T OO
2500
_ 92500 = 1388.89
%27 1500 + 2500 + 500 ’
500
_ 2500 = 277.78
9171500 + 2500 + 500 ’

por lo que el reparto de costes segun este método serd:
ACA(N,v) = (4166,67;1611,11;4722,22).
Como ya sabiamos, este reparto pertenece al nicleo:
C(N,v) = {(z,y,2) € R*: 3500 < 2 < 5000; 500 < y < 3000;4500 < z < 5000} ,

pues 3500 < 4166,67 < 5000, 500 < 1611,11 < 3000 y 4500 < 4722,22 < 5000.

2.3.3. Regla igual coste restringido

Como ocurre con la regla anterior, la regla de igual coste restringido es més co-
nocida por sus siglas en inglés: Constrained Equal Cost (CEC). Es una regla muy

empleada en la practica debido a su sencillez. Se define de la siguiente manera:

CEC;(N,v) = min{v(i), \}, donde A es tal que Z CEC; =v(N)

i€EN
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Tal y como ha sido definida, esta regla cumple las propiedades de eficiencia y
de racionalidad individual pero puede no pertenecer al nticleo, pues no se tienen
en cuenta los costes asociados a las coaliciones. Esta regla trata de que los agentes
con costes pequenos asuman su coste y los agentes con mayores costes se repartan

equitativamente los gastos restantes. Calculemos esta regla para el ejemplo:

Ejemplo 2.7 Recordemos que la funcion caracteristica asociada al problema es
v = (5000, 3000, 5000, 6000, 10000, 7000, 10500). Luego,

CEC(N,v) = (3750, 3000, 3750)

por lo que esta regla no ofrece un reparto en el nicleo para este ejemplo.

Como ocurre con este ejemplo, la regla CEC puede asignar un coste dema-
siado alto a los agentes con menor coste, haciendo asi que a los jugadores con
costes mayores se les asignen cantidades inferiores a su aporte marginal a la gran
coalicion. Ademsds, esta regla no cumple con el principio de monotonia, pues si
el coste asociado a los agentes de mayor coste varia, esto no se vera reflejado en
la solucién. Supongamos que en el ejemplo anterior los costes de {1} y de {3}
aumentan hasta 6000 unidades cada uno. En ese caso, la solucién seguiria siendo
la misma CEC(N,v") = (3750, 3000, 3750).

2.3.4. Regla igual beneficio restringido

Esta regla también es conocida por sus siglas en inglés: Constrained Equal
Benefits (CEB). La idea que subyace en esta regla es que el ahorro de los agentes

sea, en la medida de lo posible, el mismo. Viene dado por la siguiente formula:

CEB;(N,v) = max {v(i) — 3,0}, donde [ es tal que Z CEB; = v(N).
ieN
Esta regla va descontando del coste de cada agente una cantidad de forma
igualitaria entre ellos, beneficiando a los jugadores con menor coste. Los repartos
derivados de esta regla cumpliran las propiedades de eficiencia y racionalidad indi-
vidual pero pueden no cumplir racionalidad coalicional y, por tanto, no pertenecer

al nucleo. Apliquemos esta regla a los datos del ejemplo:

Ejemplo 2.8 La funcidn de costes es (5000, 3000, 5000, 6000, 10000, 7000, 10500).
Por lo que la solucion es CEB(N,v) = (4166,67;2166,66; 4166,67). Esta solucion

tampoco ofrece un reparto en el nicleo para este ejemplo pues, 4166,67 < 4500.
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Aunque pueda parecer que esta regla si es mondtona, existen casos particulares
en los que puede aumentar el coste individual de un agente y que no influya en

la solucién. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.9 Supongamos el caso de un juego cooperativo (N,v) con N = {1,2,3}
y v(l) = 20, v(2) = 80, v(3) = 150 y v(N) = 100. En este caso, la regla CEB
indica repartir los costes de la forma (0,15,85). Supongamos ahora que el coste
de {1} aumenta hasta 60, la regla indicaria un reparto CEB(N,v") = (0,15, 85),

por lo que el gran aumento de {1} no se veria reflejado en la solucion.

Por 1ltimo, cabe destacar que tanto la regla CEC como la CEB cumplen la
propiedad de simetria en tanto que asignan igual coste a los agentes con el mismo

coste individual.






Capitulo 3

Cooperacion en TSP y VRP

3.1. Introduccion

En los dos capitulos anteriores se han tratado los problemas de rutas sobre
nodos y los juegos cooperativos, respectivamente. En este iltimo capitulo se va a
tratar de unir las dos cuestiones analizando los denominados juegos del viajante
(TSGame) y de rutas de vehiculos (VRGame).

En general, y no sélo en los problemas de rutas, la investigacién operativa (I10)
analiza situaciones en las que un unico decisor, guiado por una funcién objetivo, se
enfrenta a un problema de optimizacion. La teoria se centra entonces en cuestiones
sobre como actuar de forma éptima. Por otro lado, la teoria cooperativa de juegos
analiza situaciones en las que varios decisores deciden trabajar juntos y, por ende,
deben repartirse los gastos o los beneficios derivados de esa cooperacién, como ya
se ha visto en el capitulo anterior. La interrelacién entre la investigacién operativa
y la teoria de juegos cooperativos es un campo de investigacién relativamente

nuevo y se resume bajo el nombre de “Juegos de Investigacién Operativa”.

Si se asume que al menos dos jugadores se encuentran o controlan partes (no-
dos, vértices, etc.) del sistema en estudio, entonces se puede asociar un juego
cooperativo a dicho problema de optimizacion. Si trabajasen de forma conjunta,
los agentes podrian conseguir mayores beneficios o menores costes que si traba-
jasen individualmente. Es en este contexto en el que es interesante plantearse la

cuestién de c6mo repartir los costes/beneficios.

Existen varias formas de analizar este tipo de situaciones. Una de ellas es

7
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estudiar la propiedades generales (convexidad, equilibrio, ...) de los juegos obte-
nidos a partir del problema de IO correspondiente y aplicar soluciones apropiadas
desarrolladas por la teoria cooperativa de juegos (ntcleo, valor de Shapley, nu-
cleolo, etc.). La otra forma de abordar estos problemas es crear nuevas reglas de
reparto especificas para cada situacién que satisfagan propiedades interesantes
dado el contexto. En ocasiones, dichas reglas de reparto se desarrollan a partir

de los algoritmos de resolucion existentes para el problema en cuestion.

A continuacién, nos vamos a centrar en el analisis de los juegos asociados a

los problemas del viajante y de rutas de vehiculos.

!Para unificar la notacién en este capitulo, y para simplificar la definicién de los juegos TU,
se va a denotar como nodo 0, tanto el origen del viajante, como el depdsito de los problemas
de rutas.
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3.2. Juego del viajante

Existen varias versiones del juego del viajante de comercio, aunque las més
importantes se reducen a dos: el denominado juego del viajante con ruta fija y
el juego del viajante de comercio (TSG). El primero de estos juegos tiene buenas
propiedades, como que su ntcleo es siempre no vacio y requiere “poco”tiempo
computacional; mientras que el segundo resuelve algunos de los inconvenientes
del primero pero puede tener nicleo vacio para juegos de méas de 5 jugadores. La
literatura sobre juegos asociados al problema del viajante es relativamente escasa.
Destacamos varios articulos sobre los que estd basada esta seccion: Fishburn y
Pollak (1983) [19], Tamir (1988) [58], Potters et al.(1992) [49], Kuipers (1993)
[34] y Borm et al. (2001) [3].

Ambos juegos responden al mismo esquema aunque se diferencian en la forma
en que definen la funcién de costes para las coaliciones intermedias. Veamos un
ejemplo del tipo de problema que puede ser modelizado a través de esta clase
de juegos. Supongamos que un ponente ha sido invitado por varias universidades
para que dé una conferencia en cada una de ellas. Dicho conferenciante puede
visitar cada una de las universidades y regresar a su ciudad de origen, o bien,
partiendo de su ciudad de origen, realizar un tnico viaje visitando cada una de
las ciudades y regresando. Esta iltima opcién tendra asociado un menor coste
para el conjunto de las universidades, por lo que serd preferible a la primera.
En ese caso, ademads, el coste total del viaje debe ser repartido entre las distintas
universidades, por lo que el problema se resume en encontrar un reparto “justo”de

los gastos del viajante.

3.2.1. El juego del viajante con ruta fija

Este juego fue definido por Fishburn y Pollak [19]. El problema que estudiaron
es el siguiente: una persona, financiada por varios patrocinadores, visita, partiendo
de su ciudad, las ciudades de los patrocinadores y regresa al origen. El coste total
del viaje debe ser compartido por los patrocinadores. Como se puede comprobar,

este ejemplo coincide, a grandes rasgos, con el definido anteriormente.

Los autores propusieron tres condiciones que, segin su criterio, debia cumplir

cualquier regla de reparto:

(a) La suma de los pagos de cada patrocinador debe coincidir con el coste total

del viaje (eficiencia).
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Figura 3.1: Ejemplo utilizado en [19]

(b) Ningin patrocinador pagard mas de lo que cueste un viaje directo desde
el origen del viajante hasta la ciudad del patrocinador y vuelta al origen

(racionalidad individual).

(¢) Siun patrocinador i tiene un coste marginal superior al de otro patrocinador

7, entonces la contribucién de ¢ ha de ser superior que la de j.

En este contexto, el coste marginal de ¢ se define como la diferencia entre el
coste total y el coste del circuito obtenido al eliminar ¢ del circuito pero mante-
niendo el orden del resto de ciudades. Inicialmente, Fishburn y Pollak pensaron
en tomar el coste marginal como una cota minima de la contribucion pero, dado
que la suma de dichos costes puede ser superior al coste total en el caso de que

la ruta fijada no sea de minimo coste, adoptaron el principio (c).

El problema de estas tres condiciones es que, en general, no pueden darse al
mismo tiempo. Para ilustrar este resultado, Fishburn y Pollak tomaron la ruta
0—1—2—3—0 del grafo de la Figura 3.1 cuyo coste total es 1500 y los costes
marginales, (640,670, 640). Por (c), los agentes 1 y 3 deberfan pagar lo mismo, y
2 deberia pagar mas que ellos. Pero por (b), 2 no estaréd dispuesto a pagar méas de
220. Luego, lo maximo que pagara 2 sera 220 y, dado que 1 y 3 no pueden pagar
mas que 2, serd imposible alcanzar el coste total de 1500 por lo que se concluye

que las tres condiciones son incompatibles.

Otra de las curiosidades de [19] es que los autores trataron de encontrar una
regla de reparto para cualquier ruta y no sélo para las rutas de minimo coste,

como se deduce del ejemplo anterior. Logicamente, en el caso de rutas no minimas,
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alguno de los patrocinadores podria negarse a pagar el coste extra de no realizar la
ruta 6ptima y la cooperacién podria no tener lugar. Esta observacion fue realizada
por Potters et al. [49] que decidieron redefinir el juego del viajante con ruta fija

en términos de una ruta 6ptima.

Potters et al. reconsideraron el ejemplo propuesto por Fishburn y Pollak (Fi-
gura 3.1) y determinaron la ruta de minimo coste: 0 —2 — 1 — 3 — 0 con coste
890 y costes marginales (30, 60, 30). En este caso, (a), (b) y (¢) contintian sin ser
compatibles pero la suma de los costes marginales ya no excede el coste total (esto
es asi siempre que la ruta prefijada sea de minimo coste y las distancias cumplan
la desigualdad triangular) por lo que es posible replantearse tomar dichos costes
marginales como una contribucién minima de cada agente. De este modo, en [49]
se estudia la posibilidad de encontrar alguna regla de reparto que cumpla (a) y

(b) y una nueva condicién:
(¢) Cada patrocinador ha de pagar, como minimo, su coste marginal.

Definamos formalmente el juego del viajante con ruta fija:

Sea Ny = {0,1,2,...,n} el conjunto de ciudades a visitar y ¢ una matriz
(n+1) x (n+ 1), donde ¢;; denota el coste asociado a viajar de i a j. Ademds, ¢
cumple que:

Cii = O,V’L € N() (31)
Cij + Cik > Cik, V1, J, k € Np. (3.2)

Las rutas del viajante con ruta fija vendran determinadas por una permutacion
circular o de los nodos de Ny y (i) serd la ciudad visitada inmediatamente
después de i. Ademds, oyg, seran las rutas que visiten sélo los elementos de Sy
se obtendran eliminando de ¢ las ciudades de N \ S y manteniendo el orden del
resto de ciudades. Asi, podemos definir el juego del viajante con ruta fija como

el juego cooperativo TU (N, v.,) con funcién de costes v, definida como:

Ve, (S) = Z Ciog, i)y VO & N.

i€Sp

Recordemos que la idea de Potters et al. era encontrar un reparto que sa-
tisficiera (a), (b) y (¢’) al mismo tiempo. Obsérvese que cualquier reparto que
cumpla estas condiciones puede no pertenecer al nicleo del juego si n > 4, aun-
que el reciproco siempre es cierto. En [49] se demuestra el siguiente teorema de

gran importancia:
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Teorema 3.1 Si la matriz ¢ cumple las propiedades (3.1) y (3.2) y o es una

permutacion circular de Ny tal que

Z Cio(i) = TN { Z Cir()/T una permutacion circular de NO} ,

i€ Ng 1€ Ng
entonces el juego (N, v..) tiene nicleo no vacio.

Cabe destacar la importancia de este resultado pues implica que, asi definido,
los agentes del juego siempre tienen incentivos para cooperar. Ademas, no ha sido
necesario exigir simetria en la matriz ¢ por lo que en el caso de TSP asimétricos,

este resultado sigue siendo vélido.

Por otro lado, si la matriz ¢ cumple las propiedades (3.1) y (3.2), Potters et
al. propusieron la siguiente regla de reparto que generalmente no esta en el nicleo

pero que siempre cumple las condiciones (a), (b) y (¢/):
i = Meo(1) + (1 = A)(Veo(N) — 0o (N \ 7)

donde A se elige tal que ) ..y ¢ = vVe,o(N).

Calculemos el niicleo y el reparto segin esta regla para el ejemplo propuesto

en [19], reflejado en la Figura 3.1:

Ejemplo 3.1 En primer lugar, recordemos que la ruta optima, la solucion al
TSP, es 0 = (0,2,1,3,0) con coste 890. Asi, el juego del viajante con ruta fija
tendrd la siguiente funcion de costes: v, = (800,220, 800, 860, 830, 860, 890) y el

nicleo vendrd dado por:
C(N,v.,) = {(x,y,z) € R?*/30 < 2 <800;60 <y <220;30 < 2 < 800} :

Ademas, para obtener la solucion segun la regla se debe resolver el siquiente sis-

tema de ecuaciones lineales:

2 = A800 + (1 — A)30
y = A220 + (1 — \)60
z = A800 + (1 — X)30
T+ y+2z =890

Por lo tanto, ¢ = (378,76;132,48;378,76), que estd contenido en el nicleo y, por
ende, cumple las condiciones (a), (b) y ().
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Como se ha visto, este juego tiene buenas propiedades: su calculo es relati-
vamente sencillo y siempre tiene nicleo no vacio. Ademas, es posible calcular el
valor del nucleolo en un tiempo exponencial O(n*). En Kuipers et al. (2000) [35]
se muestra un algoritmo que calcula, en dicho tiempo, el nucleolo de un juego del

viajante con ruta fija.

3.2.2. El juego del viajante de comercio

En el capitulo anterior se ha desarrollado el juego del viajante con ruta fija, el
cual, a pesar de tener buenas propiedades, tiene un gran defecto: a cada coalicién
le asigna el coste de realizar un circuito que puede no ser 6ptimo. Logicamente,
si eliminamos de la permutacion circular 6ptima algunos elementos no tiene por
qué obtenerse una subruta optima. En este sentido, podria plantearse encontrar

un reparto eficiente (a), que ademds cumpla:

(b") Ninguna coalicion S C N, incluidas las unipersonales, pagard mas del

coste asociado a la ruta éptima entre las ciudades de S.

En otras palabras, jes el niicleo del juego del viajante (N, v.) definido por:

ve(S) = min {Z Cio(:)/0 €s una permutacién circular de So} (3.3)

i€Sp
vacio o no?

El juego recién definido recibe el nombre de juego del viajante de comercio y
ha sido objeto de estudio de varias publicaciones. Nétese que este juego tiene un
gran inconveniente: para poderlo definir es necesario resolver un TSP para cada
coalicion S C N. Recordemos que el TSP es un problema NP-duro, por lo que el
hecho de que sea necesario resolver un nimero tan elevado de estancias del TSP
para definir v, hace practicamente imposible trabajar con problemas de este tipo

con un gran numero de agentes.

A la vista del Teorema 3.1, se podria pensar que para el juego definido por (3.3)
es suficiente con que se cumplan las condiciones (3.1) y (3.2) para que el nicleo
del mismo sea no vacio, pero esto no es asi. Potters et al. [49] demostraron que
cualquier juego de ese tipo con n < 3 y cuya matriz ¢ cumpla las condiciones (3.1)
y (3.2) tiene ntcleo no vacio. Ademds, para n = 4 mostraron un contraejemplo
de un juego con matriz ¢ asimétrica que cumplia (3.1) y (3.2) pero que poseia

nucleo vacio. El grafo asociado a dicho ejemplo esté recogido en la Figura 3.2.



84 Capitulo 3: Cooperacién en TSP y VRP

Figura 3.2: Ejemplo de TSG con 4 jugadores y nicleo vacio

Ejemplo 3.2 Tomese el grafo de la Figura 3.2. El circuito hamiltoniano de coste
minimo que visita las 4 ciudades es 0 — 1 —2 —3 —4 — 0 y tiene un coste de
Ve(N) = 6. Ademds, v.({1,2,3}) =4 =co1+ 12+ ca3+ 30, 0.({1,2,4}) =4 =
Coa+ Cap+ a1+ cio yv({3,4}) =3 =coua+ cas+c30. Six = (1,22, T3, 74)

fuera un reparto del nicleo, entonces

1 1 1 1
6 =x1+v2+x3+74 = §(x1+x2+a:3)+§(x1+x2+x4)+§(x3—l—x4) < 5(4+4+3),
lo que es claramente una contradiccion. Por lo que el nicleo es vacio.

Se acaba de mostrar un ejemplo de un juego de 4 jugadores cuya matriz cumple
(3.1) y (3.2) pero que posee un nicleo vacio. Por tanto, queda demostrado que,
para juegos de mas de 3 jugadores, no es suficiente con cumplir (3.1) y (3.2) para

tener nucleo no vacio.

En Tamir (1989) [58] se demuestra que los juegos del viajante de comercio de
4 jugadores con matriz de costes ¢ simétrica que cumpla la desigualdad triangu-
lar (3.2) también tienen nicleo no vacio. Para dicha demostracién, recurre a un
resultado de Fonlupt y Naddef [23], segiin el cual un TSP dado por un grafo G
producird el mismo valor para la coalicién total en el juego v. definido anterior-
mente que en el juego definido por v si y sélo si dicho grafo G no contiene ningtiin

menor? que sea isomorfo a los grafos incluidos en la Figura 3.3. El juego © viene

2En teorfa de grafos, un grafo H es un menor de G si puede ser obtenido a partir de la
eliminacién y contraccién de algunos de los arcos y nodos de G.
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Figura 3.3: Grafos destacados en [23]

dado por la siguiente férmula:

v(S) = min Z Cee

eclR
sujeto a : Z e >2, VI'CS
ecd(T)

e >0, VeeFE

La importancia de este resultado se debe a que si v.(IN) = 9(N), entonces se
puede demostrar que ambos juegos tienen niicleo no vacio [48]. Por lo tanto, para
que el juego del viajante de comercio tenga nicleo no vacio bastara con que el

grafo que lo defina no tenga ningtin menor isomorfo a los de la Figura 3.3.

En [58] se demuestra que los juegos del viajante de comercio con 4 jugadores
y con matriz ¢ simétrica que cumpla la desigualdad triangular tienen nicleo no
vacio. La demostracién se basa en la idea de que, al contar con 5 inicos nodos, el
grafo que define todos esos problemas nunca puede contener un menor isomorfo
a los grafos “prohibidos”, pues todos poseen un minimo de 6 nodos. En la misma
publicacion, Tamir muestra un ejemplo de 6 jugadores con nicleo vacio, por lo
que demuestra asi también que los TSG con 6 6 méas jugadores pueden tener

nucleo vacio.

Ejemplo 3.3 Tomemos el ejemplo utilizado por Tamir para demostrar que los
TSG con 6 jugadores mo siempre tienen nicleo no vacio. El grafo del ejemplo
estd plasmado en la Figura 3.4. En este ejemplo, el coste asociado a los arcos es
1 para los arcos del grafo y el coste del camino minimo entre los extremos para el

resto.

3Se emplea la misma notacién que en el Capitulo 1 de este trabajo.
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0]

Figura 3.4: Contraejemplo utilizado en [58]

Ast, el camino minimo que visita todos los clientes es (0,4,5,6,1,2,3,0) con
un coste v.(N) = 8. Ademds, v.({1,2,4,5}) = v.({3,4,5,6}) = v.({1,2,3,6}) =

5. Supongamos que el reparto x € R® pertenece al niicleo del juego, entonces
16 = 2v.(N) = 2(1,2,4,5) + x(3,4,5,6) + ©(1,2,3,6) <5+5+5=15
es una contradiccion y, por lo tanto, el nicleo del juego es vacio.

Hasta el momento se ha demostrado que los juegos del viajante de comercio
con un numero de jugadores menor o igual que 4, tienen siempre nicleo no vacio.
Ademas, se ha comprobado que esto no es asi para juegos de 6 6 mas jugadores.
No obstante, no se ha dicho nada acerca de los juegos de 5 jugadores. En [34],
J. Kuipers demuestra que los juegos del viajante de comercio con 5 jugadores

también tienen nucleo no vacio.

Aunque pueda parecer lo contrario, los resultados anteriores no implican que
no haya familias particulares del TSG para las que se pueda asegurar la existencia
de nicleo no vacio. En Okamoto (2004) [44], se demuestra la existencia de nicleo
no vacio para dos juegos del viajante de comercio con matrices de distancias
“especiales 7. En particular, se demuestra que los TSG con matriz de distancias
que cumplen la propiedad de Monge tienen el nicleo no vacio, y que aquellos
cuyas matrices son de Kalmanson son concavos. Ademas, cabe destacar que los
TSP con matrices de esas caracteristicas son problemas del viajante que pueden
ser resueltos en tiempo polindémico. Definamos, a continuacién, la propiedad de
Monge y las matrices Kalmanson.

Definicién 3.1 Diremos que una matriz ¢ = [c;;] N, cumple la propiedad de

N0><
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Monge si:
Cik + Cji < Cil + Cjk, Vi < 7, k<.

Como se puede deducir de la definicién, que una matriz cumpla o no dicha
propiedad depende en gran medida del orden de los indices de la matriz. Para
resolver este problema, definiremos la matriz de Monge permutada. Una matriz
sera de Monge permutada si existe una permutacion o de sus indices tal que la

matriz cuyas componente 4, j son o(i) y o(j) cumple la propiedad de Monge.

Proposicién 3.1 El nicleo del juego de viajante de comercio (N, v.) es no vacio
st la matriz ¢ de costes cumple la propiedad de Monge (o si es una matriz per-
mutada de Monge).

Los juegos del viajante de comercio (N,v.) con matriz de costes simétrica
y permutada de Monge son totalmente balanceados, esto es, todos sus subjueqgos

tienen nucleo no vacio.

Definicion 3.2 Diremos que una matriz ¢ = [CU]NOXNO es una matriz de Kal-

manson si es simétrica y para todo 1 < j < k <1 cumple que:
Cij+ Crt < Cig + ¢

Cig+Cik < Cik+ ¢

Anélogamente a las matrices de Monge, se pueden definir las matrices permu-

tadas de Kalmanson.

Proposicién 3.2 El nicleo del juego de viajante de comercio (N,v.) es concavo

si la matriz ¢ de costes es una matriz permutada de Kalmanson.

Esta ultima proposicién implica que los juegos con ese tipo de matriz tendran
nucleo no vacio y el valor de Shapley del juego serda un reparto del ntcleo. Es
importante destacar que estas dos condiciones son suficientes pero no necesarias
para que el nicleo sea no vacio, esto es, existen juegos que no cumplen ninguna

de las dos propiedades y tienen nicleo no vacio.

Otro resultado interesante asociado a los juegos con matrices de Kalmanson
que se muestra en [44], es que las rutas éptimas para la gran coalicién son rutas
maestras, si la matriz ¢ es ademas simétrica. Las rutas maestras son rutas en las
que, para cada coalicion S C N, el circuito de minimo coste se obtiene eliminando

de la secuencia las ciudades que no estén en S.
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Por tanto, si la matriz de costes es simétrica y de Kalmanson, el juego del
viajante de comercio coincidira con el juego del viajante con ruta fija. Notese que

en [49] ya se demostré que estos juegos tienen nicleo no vacio.

3.2.3. Lineas de trabajo futuras

Hasta el momento se han definido dos tipos distintos de juegos asociados al
TSP, pero practicamente no se han desarrollado ni estudiado reglas de reparto
para ellos. Es posible que esto se deba a que no estd asegurado que el nicleo sea
no vacio en muchos de los casos. Generalmente, al plantear una regla de reparto,

lo que se busca es que siempre proporcione soluciones en el nicleo.

Por tanto, una linea de trabajo que podria explorarse es estudiar como fun-
cionarian las reglas definidas en el capitulo 2 (u otras reglas nuevas que se definan
ex profeso) en los casos particulares en los que si se ha asegurado que el nicleo
es no vacio (juego del viajante con ruta fija, juegos del viajante de comercio con

matrices de tipo Monge o Kalmanson).

Otra opcidén serfa intentar plantear nuevas férmulas de reparto para los juegos
con menos de 6 jugadores que posean buenas propiedades y extenderlas para

juegos con un mayor nimero de agentes.
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3.3. Juego de rutas de vehiculos

El juego de rutas de vehiculos se define como el problema de repartir los gastos
derivados de un VRP entre los clientes o ciudades que se visitan. Recordemos que
un VRP es un problema que consiste en encontrar una configuraciéon de rutas
de minimo coste tales que se visite un conjunto de clientes una tnica vez y se
satisfagan una serie de restricciones adicionales. Dado que que se busca la ruta
de minimo coste, a los distintos clientes les interesara cooperar y ser servidos de
forma conjunta, pues asi conseguiran reducir costes. El problema es, de nuevo,
decidir como repartir dichos costes. En esta seccion se va a estudiar este problema

desde el punto de vista de la teoria de juegos.

Como ocurre con los juegos del viajante, la literatura sobre el juego de rutas de
vehiculos es relativamente escasa. No obstante, hay un articulo muy interesante
de Gothe-Lundgren et al. [27] en el que nos vamos a centrar. En dicha publicacidn,
se presenta lo que ellos denominan el juego basico de rutas de vehiculos, se expone
una condicion suficiente para que dicho juego tenga nticleo no vacio y se propone
un método para calcular el nucleolo de dicho juego. En un articulo posterior
de Chardaire [5] se critica el método propuesto en [27], al no ser vélido para
juegos con nticleo vacio, y se muestran varios ejemplos que lo confirman. También
destacamos un articulo reciente de Tae et al. [56], en el que se estudia el juego
de problemas de rutas de vehiculos con ventanas de tiempo y se propone un

algoritmo para calcular el nucleolo, basado en el método expuesto en [27].

El juego en el que se centran en [27] es lo que nosotros hemos denominado
CVRP, esto es, un VRP en el que las demandas (d;) son conocidas y existe una
flota con un nimero m de vehiculos, todos con capacidad C. Entonces, el juego
(N, v") se define sobre el conjunto N de clientes a visitar, siendo v*(.S) el coste
asociado a las rutas optimas que surten a todos los agentes de S. Definamos

formalmente este problema tal y como se hace en [27].

Supongase que para todo subconjunto de clientes tales que su demanda total
no exceda (', se conoce el coste de la ruta 6ptima. Denotemos por ¢, dicho coste
y por R, el conjunto de todas las rutas de minimo coste. Ademds, la variable
dicotomica a; tomara el valor 1 si el cliente ¢ es visitado por la ruta r» y 0, en
otro caso; y x, valdra 1, si la ruta r es elegida en la ruta éptima, y 0, en otro

caso. Por tltimo, se define una coalicién S € N como el vector de componentes
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binarias siguiente:

1, si el agente i pertenece a la coalicién

0, en otro caso

V?:EN, Si:{

Asi, VS C N, podemos definir v7*(S) a partir del siguiente problema de pro-

gramacion lineal. Para cualquier coalicion S C N, S # (),

v(S) = min Zcrx,,

re€R
sujeto a E Qi Xy = 8;, Vie N
reR

x>0, VreR
x, entero, Vr € R.

Si la matriz de distancias ¢ asociada al VRP cumple la desigualdad triangular,
entonces el juego asi definido es monétono (v*(S) < v™(T), VS CT C N)y
subaditivo (v*(S) + v™(T) > v™(SUT), VS,T C N,SNT = (), pero no
siempre tiene nucleo no vacio. Veamos un ejemplo (extraido de [27]), que asi lo

demuestra.

Ejemplo 3.4 En la Figura 3.5 se muestra la ubicacion de los clientes y del
deposito asi como los costes de transporte. Supongamos que cada cliente tie-
ne una demanda de una unidad y que existen tres vehiculos disponibles, ca-
da uno con una capacidad de dos unidades. Teniendo en cuenta la definicion
del juego anterior, podemos calcular la funcion caracteristica del mismo: vI' =
(2;2;2;3,7;3,7;3,7;5,7). Supongamos que x € R es un reparto en el nicleo. En

ese caso,

5,7 =0l (N) =) ;= 1(.1'14‘1’2)4—1(.1'14‘1’3)4—1(.1'24-1'3) < 1(3,7+3,7+3,7) — 5,55
¢ e 2 2 2 — 2

lo que es una contradiccion, por lo que el nicleo es vacio.

Acabamos de ver un ejemplo de un juego con ntcleo vacio, pero esto no
siempre es asi. Modificando ligeramente el ejemplo anterior se obtiene un juego

con nucleo no vacio.

Ejemplo 3.5 Tomemos el ejemplo anterior, pero en este caso el cliente 1 tiene

una demanda de dos unidades. En dicho caso, la funcion caracteristica serd v]' =
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Figura 3.5: Grafo ejemplos 3.4 y 3.5

(2;2;2;4;4;3,7;5,7) y el nicleo serd no vacio y vendrd dado por:
C(N,v") = {(:c,y,z) ER:x0=2,y+2=3,7, 0<y,2< 2}.

De este tultimo ejemplo se deduce una propiedad interesante que cumplen
los juegos de rutas de vehiculos. Pero antes de centrarnos en dicha propiedad,

debemos definir un nuevo concepto.

Definicién 3.3 Diremos que una coalicion S es una coalicion factible si:
E d; <C.
i€s

Ademds, denotaremos por S el conjunto de todas las coaliciones factibles.

En otras palabras, una coalicién es factible si los agentes que la conforman
pueden ser servidos por un unico vehiculo. Notese que, para estas coaliciones, el

VRP que debe resolverse para calcular v*(S) se reduce a un TSP.

La propiedad que antes mencionamos se traduce en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.3 Consideremos una ruta optima sobre N y supongamos que pue-
de descomponerse en m rutas, que cubran cada una los clientes de las coaliciones
factibles disjuntas Sy, S9, ..., S;m. Entonces, cualquier reparto x € R™ que perte-

nezca al nicleo debe cumplir:

Z x;=v"(S;), VI<r<m.

JESr
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Demostracién. Si la ruta éptima con coste v*(N) puede descomponerse,

entonces se tiene que v (N) = >0 v (S,) y que D1 D7 w5 = Ty
Cualquier reparto x del niicleo debe cumplir que » | jeNTj = v (N) y que

dies, T Sv(Sy), VI<r <m. Ast:

VHN) =D =)0 ay <Y ul(S,) = (),

jEN r=1 jeS,

por lo que todas las desigualdades deben ser igualdades y, en particular,

ij =v)'(S,),Ve e C,1 <r <m.

JES,

Esta proposicion implica que, mientras el niicleo sea no vacio, el coste de una
ruta incluida en la solucién del VRP para la coalicién total debe ser compartido

s6lo por los clientes cubiertos por esa ruta.

En el Ejemplo 3.5 se tiene que el nticleo estd compuesto por todos los repartos
tales que z = 2y y+ 2z = 3,7. Se puede comprobar que las dos unicas coaliciones
factibles del problema son {1} y {2,3} y que la ruta éptima se compone de las
subrutas (0 —1—0) y (0 —2 —3 —0), por lo que la primera subruta deberfa

costearla el cliente 1 y la segunda, los clientes 2 y 3, como asi resulta en el nicleo.

Otro resultado interesante que mostraron Gothe-Lundgren et al. es una con-

dicion de suficiencia para que el nicleo sea no vacio.

Proposicion 3.4 Sea Z el valor dptimo de la funcion objetivo de la relajacion
lineal del VRP asociado a la coalicion total y z = v*(N). El nicleo del juego de

rutas de vehiculos es no vacio si y solo si zZ = z.

Este resultado es de gran utilidad, pues nos permite saber de manera mas o
menos sencilla si un juego tiene o no nicleo vacio, ya que es mas facil resolver
la relajacion lineal del VRP que el VRP. En el caso de que dicho nticleo sea no
vacio, gracias a la Proposicion 3.3 puede resultarnos mas sencillo calcularlo. No
obstante, en [27] se presenta otra propiedad interesante del niicleo de estos juegos

que facilita enormemente el calculo de éste.

Recordemos que el nicleo viene dado por los repartos x que satisfacen:

Za:i =v'(N) (3.4)

1EN
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Figura 3.6: Ejemplo de VRG

D @ <v(S), VSCN. (3.5)
€S
Si denominamos CDI (Core Defining Inequality) a las restricciones dadas por

(3.5), podemos enunciar la siguiente proposicién:

Proposicion 3.5 Cualquier CDI asociada a una coalicion no factible S, S # N,

es redundante.

Demostracion. Consideremos una coalicién no factible S, S # N, y una ruta

6ptima con subrutas {rq,...,r,}, cada una de ellas asociada a una coalicién fac-

tible disjunta {Si, ..., Sy }. Dado que Y7, Dies; Ti = Dies Ti ¥ Do v(S)) =

~

v™(S), se tiene que Dies; i S v (85),0 =1, om =Yg m < 0'(S). w Por

[

la proposicion anterior, el nucleo de los juegos de rutas de vehiculos pueden ser

redefinidos de la siguiente manera:

C(N,v™) = {a? ERYD 2 <VM(S),VS €S Y u; = v;"(N)} .
€S €N
Este resultado es de extremada utilidad, pues disminuye el nimero de pro-
blemas que deben ser resueltos para calcular la funciéon caracteristica del juego a
las coaliciones factibles. Recordemos, ademas, que, para el caso de las coaliciones

factibles, el célculo de v*(S) se reduce a la resolucién de un TSP.
Veamos un ejemplo de 6 jugadores, extraido de [27], en el que se aprecia la

utilidad de la proposiciéon anterior.

Ejemplo 3.6 Supongamos que tenemos 6 clientes ubicados sequn la Figura 3.6

cuyas demandas son d = (8,24,22,6,7,10) y contamos con varios vehiculos de
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24 19 20
- 17 31
— 16

27
44
29
15

16
36
35
34
40

12
23
25
28
37

capacidad 30. La matriz de costes de transporte es la que sigue:

- 13

En la Figura 3.6 se muestra la ruta optima para la gran coalicion, cuyo coste es
176. Para el calculo del nicleo podemos hacer uso del resultado de la Proposicion
3.5y, entonces, solo serd necesario calcular el TSP asociado a las coaliciones

factibles, que son las siguientes:

om(1) =48,  o™(1,3) =75 o™(3,4) =62, ov™(1,5,6) = T6,
om(2) =38,  v™(1,4) =96, v™(3,5) =70, w™(1,4,5) =123,
om(3) =40, v™(1,5) =76, v™(4,5) =83, v™(1,4,6) = 106,
om(4) =54, o™(1,6) =59, o™(4,6) =76, o™(4,5,6)=092.
om(5) =32, u™(2,4) =75 o™(5,6) =41,

ve'(6) = 24,

De esta forma, hemos reducido el nimero de TSPs a resolver de 62 a 20, con
el consiguiente ahorro computacional. Ademds, por la Proposicion 3.3 sabemos
que cualquier reparto en el niucleo ha de cumplir que xo = 38, x3 + x4 = 62 y
r1 + x5 + x6 = 76. Asi, el nicleo del juego estard formado por todos los repartos

x € RS tales que:

To = 38, T3 + x4 = 62, r1 + x5 + xg = 76.
35 < xp <48, r1 4+ x3 < 75,
25 <3 <40, x4 x5 <76,
17 < x5 < 32, r3+ x5 < 70,

3.3.1. El juego de rutas de vehiculos con ruta fija

En linea con el juego del viajante con ruta fija se puede definir el juego de

rutas de vehiculos con ruta fija. No existe literatura sobre este juego, que noso-
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tros sepamos, por lo que a continuacién se definira formalmente y se expondran

algunos resultados sobre este nuevo juego.

Sea G = (Ny, A) el grafo que define un CVRP donde N = {1,2,....n} es
el conjunto de agentes (Ng = N U0), ¢ es la matriz de costes, d es el vector
de demandas y hay m vehiculos disponibles con capacidad C. Denotemos como
re, k = 1,...,m, la ruta factible asociada al vehiculo k£ y como R,,, el conjunto de
todas esas rutas. Se define el juego de rutas de vehiculos con ruta fija (N, v, g,,)
como el juego que se obtiene asociando a cada coalicién S el coste de la ruta que
se obtiene eliminando de las subrutas ry los elementos de N \ S y manteniendo
el orden y la configuracion de r,. Obsérvese que las rutas, asi definidas, pueden

no ser éptimas para cada coalicion, pero siempre seran factibles.

Definir asi el juego tiene la ventaja de que evita tener que resolver un VRP
para cada coalicion, pero tiene la desventaja de que no se asegura que el coste
asociada a ellas sea minimo. Nétese, ademas, que para el caso del VRP cuya
solucion implique la utilizacién de un tinico vehiculo, el juego de rutas de vehiculos
con ruta fija coincide con el juego del viajante con ruta fija. Veamos un ejemplo

de como se calcularia este juego.

Ejemplo 3.7 Retomemos el VRP del Ejemplo 3.4 cuyo grafo se encuentra en
la Figura 3.5. En ese caso, las dos rutas que configuran la solucion optima son
0-1-2-0 y 0-3-0. La principal diferencia del juego con ruta fija con el anterior es
que en cada coalicion no se busca la ruta optima. En este caso, por ejemplo, si
tomamos la coalicion S = {1,3} la configuracion de rutas es: 0-1-0 y 0-3-0 y no
0-1-3-0, que seria lo optimo. Ast, el juego de rutas de vehiculos con ruta fija viene
dado por la siguiente funcion caracteristica: ver,, = (2;2;2;3,7;4;4;5,7) y tiene

nucleo no wvacio.

En el ejemplo anterior se ha trabajado con los mismos datos que el Ejemplo
3.4, pero en dicho ejemplo el nicleo era vacio y, en este caso, no lo es. Este hecho

no se reduce a este ejemplo, sino que se da para todo juego de este tipo.

Teorema 3.2 Los juegos de rutas de vehiculos con ruta fija, tales que la ruta fija

sea optima, tienen nicleo no vacio.

Para cada ruta r;, denotemos como S; a la coalicién visitada por esa ruta,

conk=1,..,n.
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Demostracién. Recordemos que para que el nicleo del juego (N, v, g,,) sea
no vacio debe existir algin reparto z € R™ que cumpla las restricciones (3.4) y

(3.5).

Se tiene, ademds, que los subjuegos® (S, Ve R, ) coinciden con un TSG con
ruta fija sobre los agentes de la coalicion, por lo que tendran nicleo no vacio.

Tomemos, entonces, un reparto = € R" tal que Vi € S, z; € C(Sk, ver,,.5,)-

Dado que el coste total de las rutas coincide con la suma de las subrutas, x

cumplird la propiedad de eficiencia (3.4):

Zvc,Rm(Sj) = Uer,, (IV), le =R, (S;) = Z:cl = Ve, (N).
j=1

i€S; iEN

Nos resta, por tanto, demostrar que = cumple racionalidad coalicional. Po-
demos diferenciar entre las coaliciones S C Sy v las coaliciones S SZ Si. En el
primer caso, dado que el ntcleo es siempre no vacio en los subjuegos, es directo
comprobar que z(S) < v g, (5),VS C Si, k=1,....,m.

Para el segundo caso, debemos destacar que dichas coaliciones S siempre pue-
den ser descompuestas en subcoaliciones T; cada una de las cuales esté con-
tenida en una coalicién S, es decir, T, = S N Sx. Ademds, el coste asocia-
do a dichas coaliciones S es la suma de las subrutas de cada subcoalicién T}
(Ve,r (S) =D 41 Ve r, (Tk)) ¥ pOr tener nicleo no vacio los juegos (Sk, Ve r,..s, )
ZieTk z; < vep,, (Tk), VI, C Sk, k=1,...,m. Asi,

in = Z Z x; < ZUQRW(T]C) = Ue,R,, ().
i€S k=1 €T}, k=1

Se ha demostrado que x cumple las restricciones (3.4) y (3.5), por lo que queda

asi demostrado que el nicleo es no vacio. =

Otro resultado interesante asociado a este tipo de juegos es que, a la hora de
caracterizar el nicleo, las restricciones (3.5) asociadas a coaliciones S ¢ Sy son

redundantes. Esto se debe a que v. g, (S) = > 1 Vg, (Tk) vy que ZieTk x; <

4Dada una coalicién S C N, el subjuego de (N,v) restringido a S se denota por (S,vs) y se
define por vg(T) = v(T),VT C S.



3.3. Juego de rutas de vehiculos 97

Very (Tk), VT C Sk, k = 1,...,m. Por lo que:

Zl’i S Uc,Rm(Tk)7VTk Q Sk,ki = 17 e, M = ZIZ S Uc,Rm<S)~

€Ty 1€S

Por 1ltimo, tomemos el Ejemplo 3.6 y apliquemos los resultados anteriores.

Ejemplo 3.8 En el Ejemplo 3.6, cuyo grafo se encuentra en la Figura 3.6, hay
6 agentes que desean cooperar y se sabe que la solucion optima al problema VRP
que generan los agentes es: (0-2-0), (0-1-6-5-0), (0-3-4-0); con un coste de 176
unidades. Esta configuracion de rutas da lugar a tres coaliciones disjuntas facti-
bles: S1 = {2},5, = {1,5,6} y S5 = {3,4}. Dado que el nimero de coaliciones
es muy elevado, no calcularemos la funcion caracteristica completa de este juego.
A continuacion, utilizaremos el razonamiento utilizado en la demostracion del
Teorema 3.2, para demostrar que el nicleo de este juego es no vacio.
Calculemos en primer lugar las funciones caracteristicas de las coaliciones de

las subrutas:
UC7Rm7S1 = (38)

Ve.r,,.5, = (48,32,24,76,59,41,76)
UC,Rm,Sg - (407 54, 62)

Dado que estos subjuegos pueden verse como TSG con ruta fija, tienen nicleo
no vacio. Por tanto, un reparto v € R® tal que x4 € C(S1,VeR,,8)s (T1,25,76) €

C(S2,Ve Ry .85) Y (x3,24) € C(S3,VcR,,.55) cumplird las siguientes restricciones:

r1 < 48, r1 + x5 < 76, To = 38

To < 38, r1 + xg < H9, r1+ x5 + x6 = 76,
x3 < 40, T+ xg < 41, T3 + x4 = 62.
xy < 54, T3+ 14 < 62,

x5 < 32,

T < 24,

En primer lugar observamos que x1 + 9 + 3+ x4+ x5 + 16 = 176, por lo que
z € R® cumple la propiedad de eficiencia. Ademds, x; < veg, (¢),Vi = 1,...,6,
por lo que v € RS también cumple racionalidad individual. Nos resta, por tan-
to, demostrar que dicho reparto cumple racionalidad coalicional. Para cualquier
subcoalicion S de Sy es directo comprobar que se cumple x(S) < v, g,,(S),VS C
S, k=1,...,m.
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Notese que, tal y como se ha definido este juego, los costes asociados a las
coaliciones compuestas por agentes de distintos Sy se obtienen como suma de los
costes asociados a las rutas de los agentes de cada Sy. Por ejemplo, tomemos la
coalicion {1,2,3,4,6}. Si eliminamos el agente 5 de la configuracion de rutas,
obtendremos las rutas (0-2-0), (0-1-6-0), (0-3-4-0) por lo que el coste asociado a

esta coalicion serd:

Vern,({1,2,3,4,6}) = ve g, ({2})+ver,, ({1,6})+vcr,, ({3,4}) = 38459+62 = 159.
Ademds, se tiene que xo < 38, 11 + x5 < 59 y que x3 + x4 < 62, por lo que
r1+2o+r3t+rs+rs < ver,, ({2})+ver,, ({1,6})+v R, ({3,4}) = ver,, ({1,2,3,4,6}).

Este razonamiento puede sequirse para cualquier coalicion que pueda dividir-
se en subcoaliciones de Sy, por lo que utilizando el mismpo procedimiento sobre
las coaliciones restantes, quedaria demostrado que el nicleo de este juego es no
vacio. A continuacion, caracterizamos dicho nicleo teniendo en cuenta que las
restricciones asociadas a coaliciones no contenidas en Sy son redundantes. Para
ilustrar este resultado, tomemos de nuevo la coalicion {1,2,3,4,6}. Su restric-
cion asociada es: x1 + o + w3 + x4 + x5 < 159. Como x9 < 38, 1+ 26 < 59 y
x3+ x4 < 62, stempre se tendrd que x1 + xo+ x3+ x4+ 26 < 159, por lo que esta
restriccion serd redundante. Por lo tanto, el nicleo de este juego viene dado por

los repartos © € R® que cumplen las siquientes restricciones:

1‘2:38, $3+ZL‘4:62, $1+£L’5+$6:76,
35 < <48, 8< a3 <40, 17 < x5 < 32,

3.3.2. Lineas de trabajo futuras

Como ocurre con el juego del viajante de comercio, no existen publicaciones,
que nosotros sepamos, en las que se estudien propiedades de distintas reglas de
reparto para el juego de rutas de vehiculos. De nuevo, es particularmente in-
teresante definir estas reglas cuando el ntucleo es no vacio. Por tanto, pueden

plantearse varias lineas de investigacion:

= En linea con las propiedades de Monge y de Kalmanson, seria interesante
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encontrar casos particulares del VRP para los que si se pueda asegurar que
el nicleo es no vacio, por ejemplo, cuando la matriz de distancias cumpla
alguna propiedad concreta. Para ello, podria utilizarse la Proposicion 3.4 e

intentar estudiar en qué casos z coincide con z.

» Estudiar las propiedades de las reglas de reparto de costes definidas en el
Capitulo 2 (valor de Shapley, nucleolo, etc.), o de otras reglas planteadas
en la literatura de la teoria cooperativa de juegos, en el caso del juego de
rutas de vehiculos con ruta fija (recordemos que se trata de un juego que

siempre tiene nicleo no vacio).

» Extender el método propuesto por Gothe-Lundgren et al. [27], para calcular
el nucleolo del VRG basico, a variantes del VRG maéas complejas, como se

hizo en el articulo de Tae et al. [56] con el VRP con ventanas de tiempo.
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