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Resumen

La Estadística es una ciencia aplicada de utilidad en múltiples disciplinas. Este tra-
bajo presenta una aplicación al Deporte, con el objetivo de modelizar los resultados
de los partidos de fútbol de la liga española (nº de goles obtenidos por cada equi-
po en un partido) mediante el uso de modelos de regresión de Poisson bivariantes.
El trabajo se estructura en varios capítulos. En el primero se realiza una pequeña
introducción definiendo el punto de partida y los objetivos de este trabajo. En el
segundo se revisan artículos recientes sobre modelización estadística en datos de
fútbol y se presentan los datos objeto de análisis pertenecientes a las temporadas
2010/2011 y 2011/2012 de la Liga Española de Fútbol. El tercer capítulo presenta
el modelo de regresión de Poisson bivariante que vamos a utilizar y la estimación de
sus parámetros mediante el algoritmo EM. También incluye extensiones del modelo
para permitir un inflado en la diagonal que se ajuste mejor a los datos. En el cuarto
se realiza una aproximación de la regresión bivariante de Poisson aplicada al fútbol
y se muestran los resultados del análisis de las temporadas 2010/2011 y 2011/2012
utilizando el paquete bivpois de R. Finalmente, una conclusión final incluye una
discusión de los resultados obtenidos y propone futuras líneas de trabajo teniendo
en cuenta diferentes posibilidades de aplicación y relación con otras disciplinas.
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1. Introducción

El punto de partida para la realización de este trabajo fin de máster fue ejecutar
una búsqueda de aplicaciones estadísticas en deporte en el mes de Septiembre del
2012. Partiendo de esta idea, se hizo una búsqueda informal por Internet que dio
lugar a la obtención de varios artículos relacionados con la aplicación de modelos
estadísticos en el mundo del deporte y, en concreto, al fútbol.
A partir de esa búsqueda informal se acotó el objetivo de este estudio al modelo
de regresión de Poisson bivariante y se procedió a una revisión más exhaustiva de
la bibliografía utilizando la base de datos SCOPUS. Como resultado de todas las
búsquedas efectuadas se obtuvieron un total de 40 referencias que son analizadas y
discutidas en el capítulo 2 de este proyecto. Además, en dicho capítulo se presentan
los datos de los partidos de fútbol que se analizan en este trabajo utilizando modelos
de regresión de Poisson bivariantes. Los datos corresponden a los resultados de los
partidos de la Liga Española de Fútbol de las temporadas 2010/2011 y 2011/2012
de Primera División y se obtuvieron consultando la página web de la LPF.
En el capítulo 3 se introduce el modelo de regresión de Poisson, y se estudian con más
detalle las características principales del modelo de regresión bivariante de Poisson
y de la regresión bivariante con inflado en la diagonal, incluyendo la estimación de
sus parámetros mediante el algoritmo EM.
Posteriormente, en el capítulo 4 se presenta el análisis de los datos procedentes de las
dos temporadas ya mencionadas: Temporada 2010/2011 y 2011/2012, mostrándose
los resultados obtenidos. Para contextualizar dicho análisis, el capítulo comienza
con un apartado previo que presenta una modelización de la regresión bivariante de
Poisson aplicada al contexto futbolístico, explica la función bivpois de R utilizada
en el análisis de los datos y revisa los esquemas de codificación de las variables
cualitativas para explicar el enfoque utilizado en la interpretación de las variables
nominales consideradas en este estudio.
Finalmente, un apartado de conclusiones resalta los hallazgos más importantes y
posibles líneas de investigación sobre la aplicación de estos modelos de regresión
bivariados en el análisis de los resultados deportivos.
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2. Revisión de la literatura y datos

2.1. Revisión de la literatura

2.1.1. Introducción

Tal y como se comentó en el capítulo 1, el principal objetivo de este trabajo es
modelizar el número de goles de los partidos de la liga española de fútbol mediante
el uso de modelos de regresión de Poisson bivariantes.
El punto de partida para delimitar este tema de estudio fue realizar una búsqueda
informal por Internet en el mes de Septiembre de 2012, que dio lugar a la obtención
de varios artículos relacionados con la aplicación de modelos estadísticos al mundo
del deporte y, en concreto, al fútbol. Como consecuencia de esa primera búsqueda
informal se seleccionaron una serie de artículos que nos mostraron la diversidad de
aproximaciones a la modelización en fútbol, y que incluiremos en un apartado de
discusión, agrupada en torno a tres cuestiones que consideramos relevantes estadís-
ticamente:
1. La técnica estadística utilizada para modelizar los resultados: distintos modelos
de regresión, modelos mixtos, aproximaciones bayesianas,...
2. La elección de la variable dependiente a modelizar y/o la unidad muestral conside-
rada: nº goles, resultado (ganar, perder o empatar), diferencia de goles o puntos,...de
los partidos; nº total de goles, nº de puntos o clasificación de los equipos en compe-
tición, etc.
3. Variables explicativas a tener en cuenta: potencia goleadora y defensiva de cada
equipo, jugar en casa, resultados en partidos anteriores, diferencia competitiva entre
los equipos que se enfrentan, eventos anteriores en el propio partido,...
A partir de esa búsqueda informal acotamos nuestro objeto de estudio al modelo de
regresión de Poisson bivariante y se procedió a ejecutar una búsqueda más específica
en la base de datos SCOPUS.
Los criterios de inclusión fueron la fecha de publicación, desde enero de 2000 y la
disponibilidad del resumen del artículo.
Se realizó una primera búsqueda con palabras clave “Sport Bivariate Poisson Mo-
dels” que proporcionó dos artículos: Karlis y Tsiamyrtzis (2008) y Karlis y Ntzoufras
(2003).
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Capítulo 2 Revisión de la literatura y datos

Seguidamente, se realizó una segunda búsqueda con las siguientes palabras clave:
“Football Scores Poisson Model” y los mismos criterios de inclusión anteriormente
mencionados, que proporcionó dieciséis artículos. De ellos se eliminaron ocho por
no considerarse relacionados con el objetivo de este trabajo. Además, el trabajo de
Karlis y Ntzoufras (2003) apareció repetido.

Los nueve artículos resultantes de la búsqueda en SCOPUS se encuentran detallados
en el último apartado de esta sección.

Esos nueve artículos, los previamente seleccionados y las referencias más relevantes
citadas en ellos suman un total de 40 obras de referencia que se han revisado en este
trabajo. Una discusión de las mismas se incluye en el siguiente apartado.

2.1.2. Discusión

Karlis y Ntzoufras (2003) publican el artículo más relevante en relación al objetivo
de este trabajo. Estos autores modelizan el número de goles marcados por cada
equipo mediante una distribución de Poisson bivariada aplicada a los resultados de
partidos de fútbol. La distribución de Poisson bivariada es más general que una
Poisson doble (dos Poisson independientes) y permite un mejor ajuste a los datos
observados. La estimación de máxima verosimilitud para los parámetros se realiza a
través del algoritmo EM. Por otra parte, proponen modelos de inflado en la diagonal
que permiten realizar de forma más precisa el ajuste de los empates. Además, estos
autores tienen en cuenta como variables independientes si el equipo juega en casa
o fuera y el rendimiento de defensa y ataque de cada equipo. Karlis y Ntzoufras
citan los trabajos de Maher (1982) y Dixon y Coles (1997) como antecedentes de su
modelo. Los aspectos más relevantes de estos dos artículos se explican a continuación.

Maher (1982) en su artículo “Modelling association football scores” propone dos
variables de Poisson independientes para la modelización del nº de goles de cada
equipo. Explora distintas variables explicativas relacionadas con la fuerza en defen-
sa y ataque de los equipos cuando juegan en casa o fuera. Compara las frecuencias
observadas y las esperadas de su modelo mediante pruebas de bondad de ajuste mos-
trando que, aunque existen algunas pequeñas diferencias sistemáticas, un modelo de
Poisson independiente proporciona una descripción precisa de las puntuaciones fut-
bolísticas. Finalmente, evita la condición de independencia proponiendo una Poisson
bivariante.

Un aspecto interesante de este artículo es que argumenta a favor del uso de la
distribución de Poisson, en lugar del modelo de la Binomial Negativa propuesto
hasta ese momento, haciendo que la media de la Poisson varíe en función de variables
explicativas. Para ello, expone las siguientes razones (pág. 109):

• La posesión es un aspecto a tener en cuenta en el fútbol puesto que, cuando
un equipo tiene el balón, tiene la oportunidad de atacar y marcar.
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2.1 Revisión de la literatura

• La probabilidad p de que un ataque termine en gol, es pequeña, pero el número
de veces que un equipo está en posesión del esférico durante un partido es muy
grande. Si p es constante y los ataques son independientes, el número de goles
sigue una Binomial y en estas condiciones la aproximación que mejor se ajusta
es la Poisson.

• La media de esta Poisson variará en consonancia con la calidad del equipo y si
se considera la distribución de todos los goles marcados por todos los equipos,
se debería considerar la distribución Poisson con media variable.

Dixon y Coles (1997) parten del modelo de Maher (1982) pero plantean varias modi-
ficaciones con el fin de mejorar el ajuste del modelo en partidos con bajo nº de goles
y también para permitir que los parámetros de habilidad en ataque y defensa de un
equipo sean dinámicos y basados en su rendimiento reciente. Para la estimación de
los parámetros plantean una función de “pseudoverosimititud” que maximizan por
métodos numéricos.
Recientemente, Karlis y Ntzoufras (2011) proponen una estimación robusta de un
modelo similar al suyo del 2003, asumiendo dos variables de Poisson independientes
y sustituyendo la función de verosimilitud por una verosimilitud ponderada, cuyos
pesos producen estimaciones más robustas. Asimismo, Koopman y Lit (2012) firman
un Discussion Paper que propone un modelo de regresión de Poisson bivariante
dinámico. Este modelo generaliza el modelo de Karlis y Ntzoufras (2003) para poder
introducir variables que cambian con el paso del tiempo.
En la línea de considerar el efecto temporal en la modelización del nº de goles, están
también dos artículos recientes. Malcata, Hopkins y Richardson (2012) utilizan un
modelo lineal mixto generalizado (Poisson) de los goles marcados durante varias
temporadas por un pequeño grupo de equipos, teniendo en cuenta su rendimiento
anual, su calidad, la edad de los jugadores y la ventaja de jugar en casa. Volf (2009)
realiza una modelización de la secuencia de goles marcados en un partido utilizando
procesos puntuales.
Volviendo a la modelización del nº de goles de los equipos en un partido mediante
variables de Poisson independientes con media variable, Dyte y Clarke (2000), uti-
lizan como variables explicativas la puntuación de la FIFA para cada equipo y el
lugar del partido, en el contexto de partidos de fútbol internacionales.
Greenhough et al. (2002) analizan las distribuciones del número de goles marcados
por los equipos que juegan en casa, fuera de casa y el total de goles marcados en
cada partido sin considerar covariables. En este contexto, muestran que las distribu-
ciones de valores extremos pueden mejorar el ajuste de la Poisson o la distribución
binomial negativa cuando resulten inadecuadas. En relación a la elección más con-
veniente del tipo de distribución (Poisson, Binomial negativa, valor extremo) para
la modelización del nº de goles, Bittner, Nussbaumer, Janke y Weigel (2007, 2009)
sugieren modificar el proceso de Bernouilli (marcar gol en cada instante de partido)
para incluir una componente que ellos denominan de autoafirmación (marcar un
gol produce una motivación en el equipo que lo marca y una desmotivación en el
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Capítulo 2 Revisión de la literatura y datos

contrario), la cual permite comprender el motivo de la modelización con uno u otro
tipo de distribución y consigue un buen ajuste a los datos.

Otro grupo de artículos utilizan una metodología bayesiana. Rue y Salvensen (1998)
aplicaron un modelo lineal generalizado bayesiano dinámico para predecir el número
de goles en cada partido. El modelo depende de las propiedades del equipo que
juega en casa y del equipo que juega fuera. Específicamente, se tiene en cuenta la
capacidad de ataque y defensa de cada uno de ellos. Además, incluyeron el efecto
de que el equipo que juega en casa tiende a infraestimar la capacidad del equipo
visitante si el equipo de casa es superior a éste. También tuvieron en cuenta que las
variables de ataque y defensa varían a lo largo del tiempo. Skinner y Freeman (2009)
discuten varios modelos en los cuales el número de goles marcados por un equipo en
un partido de fútbol sigue una distribución de Poisson aunque se produce un mejor
ajuste cuando se utiliza una distribución binomial negativa. Baio y Blangiardo (2010)
utilizan un modelo jerárquico bayesiano que parte de una doble Poisson cuya media
depende de parámetros que son a su vez variables aleatorias. Finalmente, Karlis y
Ntzoufras (2009) utilizan también una aproximación bayesiana, pero se centran en
modelizar la diferencia del número de goles, es decir, el margen de la victoria. Los
autores citan como ventajas de este modelo que se elimina la correlación impuesta
por el hecho de que dos equipos oponentes compiten uno contra otro y que no
es necesario imponer que los goles marcados por cada equipo sean marginalmente
distribuidos siguiendo una distribución Poisson.

En relación a este enfoque reciente de modelizar la diferencia de goles entre los
equipos están los trabajos de Heuer y Rubner (2009) y de Heuer, Müller y Rubner
(2010). Para estos autores la diferencia de goles es un indicador mejor que el número
de puntos para establecer el mejor equipo en un campeonato. En sus trabajos ana-
lizan la evolución en el tiempo de la diferencia de goles utilizando teoría de paseos
aleatorios, modelos de uso común en campos como la física (de la cual proceden
estos autores).

Respecto a la modelización del resultado del partido definido como ganar, perder o
empatar, Dobson y Goddard (2000), en su artículo sobre modelización estocástica
de los resultados de partidos de fútbol, aplicaron un modelo probit ordenado con
métodos de Monte Carlo. Goddard y Asimakopoulos (2004) aplicaron el mismo
modelo teniendo en cuenta si los partidos se ganaban en casa, si se trataba de un
empate o bien, si esa victoria era en un campo visitante. Brillinger (2006) evaluó
las probabilidades de ganar, empatar o perder un partido. Estas probabilidades
fueron modelizadas directamente teniendo en cuenta una variable latente que estaba
representada por la diferencia de las cualidades de los dos equipos en el juego.

Por otra parte y, teniendo en cuenta la puntuación de los equipos, Harville (1997)
empleó modelos lineales mixtos para modelizar la diferencia de puntos en un partido.
Además, indicar que ya en ese trabajo se señalaba la ventaja de jugar en casa como
una variable a tener en cuenta. Naim, Redner y Vazquez (2007) utilizan procesos
estocásticos para estudiar diferentes resultados de los equipos, además, estudian la
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2.1 Revisión de la literatura

distribución o la posición de cada equipo dentro de cada liga o torneo. Ben-Naim
y Hengartner (2007) centrándose también en el puesto de cada equipo determinan
que el rango está en función del número de equipos y del número de juegos, llegando
a la conclusión que el formato de liga es un método no efectivo para determinar el
mejor equipo.
Varios son los artículos que estudian la ventaja de jugar en casa. Jamieson (2010)
publicó un meta-análisis sobre la ventaja de jugar en casa. Saavedra et al. (2012)
analizan la ventaja de jugar en casa en la liga española de fútbol desde el año 1928
hasta 2011 determinando que en su estudio la ventaja de jugar en casa existe y es
significativa. Lago-Peñas y Lago-Ballesteros (2011) concluyen en su estudio que los
equipos locales marcan más goles y también disparan más a puerta que los equipos
visitantes. Waters y Lovell (2002) realizaron un análisis de la ventaja de jugar en
casa desde un punto de vista psicológico.
Panaretos (2002) estudia otras variables explicativas relacionadas con el juego (tiros
a puerta, posesión de balón,...) que pueden influir en los goles y en los puntos que
se obtienen en la Liga de Campeones.
Para concluir con esta discusión de la modelización estadística en datos de fútbol
conviene citar dos referencias que hacen alusión a una revisión de la estadística en
el análisis de los resultados futbolísticos: Emonet (2000) y Brillinger (2009).
Emonet (2000) realiza una revisión del concepto fútbol y su relación con la estadís-
tica. Cita que la probabilidad de ganar un partido sigue una distribución de Poisson
o una distribución binomial negativa. También revisa los efectos de la ventaja de
jugar en casa, la diferencia de jugar en campo artificial, la consecuencia de recibir
tarjetas rojas, así como la influencia de las estrategias de juego.
Brillinger (2009), en un informe técnico, también refleja cuales han sido los tra-
bajos mas importantes en el análisis de datos procedentes del fútbol. Menciona la
utilización de diferentes modelos estocásticos, que incluyen distintas distribuciones
específicas como la de Poisson bivariada, la exponencial, el valor extremo, la logísti-
ca, binomial negativa u ordinal. Alguno de esos modelos tienen en cuenta los goles
y otros los puntos de cada equipo.
Finalmente, indicar que se han revisado también algunos artículos que sin estar
relacionados con el fútbol emplean modelos de regresión de Poisson bivariantes o
inflados en otras disciplinas. Teniendo en cuenta una aproximación de regresión
de Poisson bivariada, Jung y Winkelmann (1993) aplicaron esta aproximación en
movilidad laboral. Vernic (1997) utilizó el modelo de Poisson bivariado empleando
datos procedentes de seguros. Relacionado con seguros agrícolas destaca el trabajo
de Wulu y Lovell (2002) que aplicaron modelos de regresión de Poisson, regresión
de Poisson generalizada y binomial negativa con datos procedentes de ese campo.
Baetschamann y Rainer (2012) utilizaron los modelos de cero inflado al estudio de
bajas por enfermedad o Famoye y Singh (2006) aplicaron el mismo modelo a datos
obtenidos de la violencia doméstica. En el campo de los seguros se pueden señalar los
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trabajos de Vernic (1997) o el de Walhin (2001) aplicando estos modelos al campo de
los seguros y la biología. Otro trabajo reciente sobre modelos de regresión con cero
inflado en medicina es el de Sumathi y Rao (2009) que realizaron una estimación de
estos modelos. Por último, señalar el trabajo de Zhu (2009), quién aplicó modelos
de cero inflado en datos procedentes de la Ecología.

2.1.3. Conclusiones

El trabajo de Karlis y Ntzoufras (2003) es uno de los artículos de referencia en
la aplicación de modelos avanzados de regresión al mundo del fútbol y su enfoque
inspira el presente trabajo. En concreto, estos autores basándose en los trabajos
de Maher (1982) y Dixon y Coles (1997) propusieron una distribución de Poisson
bivariada aplicada al número de goles marcados por cada equipo. También proponen
modelos de inflado en la diagonal para modelizar mejor los resultados de empate.
Además, el modelo propuesto incluye variables explicativas, como el hecho de jugar
en casa o no y la capacidad defensiva y ofensiva de cada uno de los equipos.
Al igual que Karlis y Ntzoufras (2003), un gran número de artículos se centraron
en la modelización de los resultados de fútbol tomando como variable dependiente
el número de goles marcados por cada equipo (por ejemplo, Rue y Salvensen, 1998;
Skinner y Freeman, 2009; Volf, 2009 o Baio y Blangiardo, 2010). Otros artículos,
sin embargo, consideran modelos con variable respuesta la diferencia del número de
goles (véase Karlis y Ntzoufras, 2009, Heuer y Rubner, 2009), los resultados de los
equipos teniendo en cuenta si el resultado del mismo era ganar, perder o empatar
(por ejemplo, Dobson y Goddard, 2000; Goddard y Asimkopoulos, 2004 y Brillinger,
2006) o la puntuación de los equipos (Harville, 1997, Naim et al., 2007 y Ben-Naim
y Hengartner, 2007). La mayor parte de estos trabajos aplican modelos en los que
el número de goles siguen una distribución de Poisson o una distribución binomial
negativa. También se aplican modelos mixtos o distintos tipos de procesos estocás-
ticos que permiten introducir efectos temporales. Asimismo, un grupo significativo
de artículos utiliza un enfoque bayesiano.
Finalmente, en la revisión se incluyen algunos artículos que analizan la ventaja de
jugar en casa, ventaja que se analiza en la mayoría de trabajos como una variable
explicativa que estaría influyendo en la modelización de los resultados obtenidos en
los partidos de fútbol, y se mencionan otros trabajos en los que se aplicaron modelos
de regresión de Poisson bivariantes o inflados en el cero en otras disciplinas.

2.1.4. Artículos seleccionados de la búsqueda en SCOPUS

Palabras clave: “Sport Bivariate Poisson Models”
• Karlis, D. & Tsiamyrtzis, P. (2008). Exact Bayesian modeling for

bivariate Poisson data and extensions. Statistics and Computing,
18 (1), pp. 27-40.

12
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Los autores presentan una estimación bayesiana de los parámetros de un mo-
delo de Poisson bivariante (sin covariables) previamente considerado en Karlis
y Ntzoufras (2003). Demuestran que las distribuciones a posteriori son mezclas
de distribuciones gamma. Además, definen una clase de distribuciones a priori
que presentan buenas propiedades en este contexto.

• Karlis, D. & Ntzoufras, L. (2003). Analysis of sports data by using
bivariate Poisson models. Journal of the Royal Statistical Society
Series D: The Statistician, 52 (3), pp. 381-393.

Karlis y Ntzoufras (2003) modelizan el número de goles marcados por cada
equipo mediante una distribución de Poisson bivariada aplicada a los resulta-
dos de partidos de fútbol. La distribución de Poisson bivariada es más general
que una Poisson doble (dos Poisson independientes) y permite un mejor ajuste
a los datos observados. La estimación de máxima verosimilitud para los pará-
metros se realiza a través del algoritmo EM. Por otra parte, proponen modelos
de inflado en la diagonal que permiten realizar de forma más precisa el ajuste
de los empates. Además, estos autores tienen en cuenta como variables inde-
pendientes si el equipo juega en casa o fuera y el rendimiento de defensa y
ataque de cada equipo. Los autores ilustran su modelo con resultados de la
liga italiana de la temporada 91/92.

Palabras clave: “Football Scores Poisson Model”

• Malcata, R.M., Hopkins, W.G. & Richardson, S. (2012). Modelling
the progression of competitive performance of an academy’s soccer
teams. Journal of Sports Science and Medicine, 11 (3), pp. 533-
536.

La progresión del rendimiento de un equipo es la clave en el deporte compe-
titivo, pero parece que no hay demasiadas publicaciones sobre la progresión
de un equipo teniendo en cuenta períodos mas largos que una temporada.
En este artículo se informa de la progresión de la puntuación de goles de tres
equipos de una academia de desarrollo de jóvenes promesas durante cinco tem-
poradas usando una nueva aproximación analítica basada en un modelo mixto
generalizado. Las puntuaciones del juego se predijeron a través de un modelo
mixto que asumía tener una distribución de Poisson. Todos los efectos fue-
ron estimados como factores con una transformación log y presentados como
diferencias de porcentaje en las puntuaciones. Los autores concluyen que el
modelo generalizado mixto tiene mejor ajuste cuando el número de goles es
mayor.

• Karlis, D. & Ntzoufras, I. (2011). Robust fitting of football predic-
tion models. IMA Journal Management Mathematics, 22 (2), pp.
171-182.

El artículo de Karlis y Ntzoufras (2003) postula la existencia de métodos pa-
ra la predicción de puntuaciones finales en el fútbol basado en modelos que
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tienen en cuenta el número de goles marcados por dos equipos con estimación
de parámetros por máxima verosimilitud. Aunque esta aproximación permi-
te una predicción suficientemente exacta para el resultado final, no tiene en
cuenta un gran número de resultados o tantos sorpresa que pueden deteriorar
la estimación de los parámetros. Esto ocurre especialmente en el caso de com-
peticiones con un número insuficiente de juegos para comparar a los equipos
participantes (por ejemplo, Liga de Campeones). En este artículo del 2011
proponen una función de verosimilitud ponderada que permita dar poco peso
a un marcador específico si se presupone que el resultado no es el habitual y
falsifica de alguna forma el parámetro estimado. Esa ponderación puede ser
definida subjetivamente o ser asumida por una estructura del modelo donde
los parámetros pueden ser estimados por algoritmos iterativos. La estructura
ponderada normalmente refleja desviaciones del modelo asumido. Este proce-
dimiento puede proporcionar estimaciones robustas incluso si algún marcador
sorprendente (bajo el modelo asumido) es observado. Los datos de la Liga de
Campeones se usan para demostrar el potencial de la aproximación propuesta.

• Baio, G. & Blangiardo, M. (2010). Bayesian hierarchical model for
the prediction of football results. Journal of Applied Statistics, 37
(2), pp. 253-264.
El problema de aplicar modelos a datos futbolísticos ha ido aumentado de una
forma popular en los últimos años y diferentes modelos han sido propuestos
con la finalidad de estimar las características que pueden hacer que un equipo
pierda o gane un juego, o predecir un marcador para un partido en particular.
Los autores proponen un modelo jerárquico bayesiano para conseguir ambos
objetivos y probar la fuerza predictiva basándose en el campeonato italiano
Serie A 1991-1992. Para superar algunos problemas del modelo jerárquico ba-
yesiano, se ha especificado un modelo mixto más complicado para que los
resultados se ajusten mejor a los datos observados.

• Skinner, G.K & Freeman, G.H. (2009). Soccer matches as experi-
ments: How often does the ’best’ team win? Journal of Applied
Statistics, 36 (10), pp. 1087-1095.
Los modelos en los cuales el número de goles marcados por un equipo en un
partido de fútbol siguen una distribución de Poisson, o una próxima, se discu-
ten en este artículo. Los autores consideran que un partido de fútbol como un
experimento que permite evaluar cual de los dos equipos es superior y examina
la probabilidad de que el resultado del experimento (partido) verdaderamente
represente las habilidades relativas de los dos equipos. Teniendo en cuenta el
resultado final es posible, utilizando una aproximación bayesiana, cuantificar
la probabilidad de si era o no el caso de que el mejor equipo ha ganado. Los
autores indican que habría que modificar las reglas del juego para conseguir
que el mejor equipo sea el que gane.

• Karlis, D. & Ntzoufras, I. (2009). Bayesian modelling of football
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outcomes: Using the Skellam’s distribution for the goal difference.
IMA Journal Management Mathematics, 20 (2), pp. 133-145.
Karlis y Ntzoufras mencionan de nuevo como la aplicación de modelos a los
partidos de fútbol se ha incrementado hoy en día tanto para los dirigentes de
equipos como por el tema de las apuestas. La mayoría de la literatura existente
hace referencia a aplicar modelos que tengan en cuenta los goles marcados por
cada equipo. El artículo de estos autores, propone un nuevo planteamiento,
en vez de tener en cuenta directamente el número de goles, se centra en la
diferencia del número de goles, es decir, en el margen de la victoria. Aplicando
este modelo se obtienen varias ventajas. Por una parte, se elimina la correlación
impuesta por el hecho de que dos equipos oponentes compiten uno contra
otro, y en segundo lugar, no es necesario asumir que los goles marcados por
cada equipo sean marginalmente distribuidos con una distribución Poisson. Los
autores discuten la aplicación de la metodología bayesiana para la distribución
de Skellam usando covarianzas. Se ilustra este artículo usando datos reales de
la Liga de Fútbol inglesa para la temporada 2006-2007. También se discuten
las ventajas de la aproximación propuesta.

• Greenhough, J., Birch, P.C., Chapman, S.C. & Rowlands, G. (2002).
Football goal distributions and extremal statistics. Physica A: Sta-
tistical Mechanics and its Applications, 316 (1-4), pp. 615-624.
Los autores de este artículo analizan las distribuciones del número de goles
marcados por los equipos que juegan en casa, fuera de casa y el total de
goles marcados en cada partido, en partidos de 169 países entre 1999 y 2001.
Las funciones de densidad de probabilidad de los goles marcados presentan
colas pesadas que no se ajustan correctamente por una distribución binomial
negativa o Poisson, las cuales se esperan de un proceso no correlacionado. Los
autores indican que las funciones de densidad de probabilidad son consistentes
con aquellas que se obtienen de estadísticas extremas. Además, ilustran su
modelo con partidos de la División inglesa y de la Copa de Inglaterra en las
temporadas 1970/71-2000/01.

• Dyte, D. & Clarke, S.R. (2000). A ratings based Poisson model for
World Cup soccer simulation. Journal of the Operational Research
Society, 51 (8), pp. 993-998.
En este artículo se sugiere un método para predecir la distribución de las
puntuaciones en partidos de fútbol internacionales, tratando los goles de los
equipos como variables de Poisson independientes según la puntuación de la
FIFA de cada equipo y el lugar del partido. Los resultados de una regresión de
Poisson para estimar los parámetros para este modelo se usaron para simular
partidos jugados durante el torneo de la Copa del Mundo de 1998. Para que
el modelo sea un predictor efectivo, se han realizado algunos ajustes en la
clasificación de los datos. Las predicciones del modelo fueron colocadas en una
página web para mostrar el interés de las aplicaciones de las matemáticas y
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ser más popular para el público en general.

2.2. Datos de la Liga Española de Fútbol

En este trabajo se utilizan los datos de la Liga Española de Fútbol. Para conseguirlos
se ha consultado la página web de la Liga Nacional de Fútbol Profesional (LFP). La
LFP, es una asociación deportiva de derecho privado integrada exclusiva y obligato-
riamente por todas las Sociedades Anónimas Deportivas y Clubes que participan en
competiciones oficiales de fútbol de ámbito estatal y carácter profesional y a la que
corresponde legalmente la organización de dichas competiciones, en coordinación
con la Real Federación Española de Fútbol. En dicha página se pueden encontrar
las estadísticas y las fichas de los partidos celebrados en nuestro país desde el año
1929. Para la realización de este trabajo se tendrán en cuenta específicamente los
resultados de la Liga Española de Fútbol de las temporadas 2010/2011 y 2011/2012
correspondientes a Primera División.

La liga de Primera División está integrada por 20 equipos. El torneo se juega entre
los meses de septiembre y junio del siguiente año. Cada equipo se enfrenta en dos
ocasiones a los demás en su propio campo y en el campo del adversario, según el
calendario que se sortea a principios de temporada. El artículo 201 del Reglamento
General de la Real Federación Española de Fútbol especifica que “la clasificación
final se establecerá con arreglo a los puntos obtenidos por cada uno de los clubes
contendientes, a razón de tres por partido ganado, uno por empatado y cero por
perdido” (RFEF, 2012, p. 122). En caso de que al finalizar el campeonato, hubiese
un empate entre dos clubes, este se resolvería por la mayor diferencia de goles a
favor, sumados los en pro y en contra según el resultado de los partidos jugados
entre ellos.

2.2.1. Temporada 2010/2011

2.2.1.1. Resultados de los partidos

En la temporada 2010/2011, 20 equipos jugaron en Primera División. Estos equipos
fueron: At. de Madrid, Athletic Club, C. At. Osasuna, F.C. Barcelona, Getafe C. F.,
Hércules C.F., Levante U.D, Málaga C.F., R.C. Deportivo, R.C.D. Espanyol, R.C.D.
Mallorca, Real Madrid C.F., Real Racing Club, Real S. de Gijón, Real Sociedad,
Real Zaragoza C.D., Sevilla F.C., U.D. Almería, Valencia C. F y Villarreal C.F. La
temporada comenzó el 28/08/2010 y finalizó el 21/05/2011. En total se celebraron
380 partidos. Los resultados de estos partidos se muestran a continuación:
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Figura 2.1.: Resultados Temporada 2010/2011

De los 380 partidos, 78 terminaron con un resultado de empate a cero, uno, dos o
tres goles para cada equipo (color azul en la tabla), 102 resultaron victorias en casa
(color verde) y 78 victorias fuera de casa (color amarillo). En la Figura 2.1 aparecen
subrayados los encuentros de la primera vuelta.

2.2.1.2. Clasificación

Al finalizar el campeonato, el F.C.Barcelona fue el equipo que se proclamó campeón
de liga, consiguiendo 96 puntos (50 de ellos en partidos jugados en casa y 46 en
partidos jugados como visitante). El siguiente equipo fue el Real Madrid C.F. con
un total de 92 puntos (49 de ellos obtenidos cuando jugaba en casa y 43 obtenidos
fuera. El tercer equipo en la clasificación fue el Valencia C.F. con un total de 71
puntos (35 se consiguieron en casa y 36 fuera). En la siguiente figura se muestran
los puntos conseguidos por cada uno de los 20 equipos enfrentados en la Primera
División durante esta temporada. Además de los puntos totales se incluyen el número
total de partidos jugados, los partidos ganados, empatados y perdidos. También
aparecen en la figura los goles a favor y los goles en contra. Esta información se
proporciona para el total de partidos jugados, para los partidos jugados en casa y
para los partidos jugados fuera de casa.

En la clasificación de la Figura 2.2 los equipos aparecen ordenados según el puesto
alcanzado en la clasificación general según los puntos totales conseguidos por cada
uno de los equipos (PT).
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Figura 2.2.: Clasificación Temporada 2010/2011
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Figura 2.3.: Gráfico partidos ganados, empatados y perdidos Temporada
2010/2011

Además, se muestran el número total de partidos jugados (PJ) y de éstos, cuántos
han resultado como partidos ganados (PG), cuántos empatados (PE) y cuántos
partidos perdidos (PP). Finalmente, también se indica el número de goles a favor
(GF) y el número de goles en contra (GC).
En la Figura 2.3 se presentan el total de partidos ganados, empatados y perdidos
para cada equipo. Las barras rojas representan el número total de partidos ganados,
las barras verdes los partidos empatados y por último, las barras azules el número
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de partidos perdidos. Dado que los equipos están ordenados por la puntuación ob-
tenida, se observa que los mejores clasificados ganan más partidos y ese número va
descendiendo conforme los equipos se alejan en la tabla general de clasificación.
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Figura 2.4.: Gráfico goles a favor y en contra Temporada 2010/2011

Una tendencia similar se aprecia en relación a los goles a favor y en contra (ver
Figura 2.4). Los primeros equipos de la clasificación tienen un mayor número de
goles a favor que goles en contra mientras que los equipos situados al final de la
clasificación presentan más goles en contra que a favor.

Clasificación General 2010/2011
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Figura 2.5.: Gráfico clasificación general según los puntos Temporada 2010/2011
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En la Figura 2.5 se muestra la clasificación general de la temporada 2010/2011
teniendo en cuenta los puntos totales. En el gráfico se observa que los dos primeros
equipos clasificados (F.C. Barcelona y R. Madrid) tienen una mayor puntuación que
el resto de los equipos. Después sigue un segundo grupo de equipos (los 5 siguientes)
que son inferiores a los dos primeros pero presentan un número mayor de puntos que
los equipos que siguen a continuación. Por debajo de esos cinco equipos se situarían
los restantes muy igualados a puntos.

2.2.2. Temporada 2011/2012

2.2.2.1. Resultados de los partidos

La temporada del 2011/2012 comenzó el 27/08/2011 y finalizó el 13/05/2012. Los
equipos que jugaron en Primera División ese año son los mismos de la temporada
a excepción del R.C.Deportivo, Hércules C.F. y U.D. Almería que descienden a Se-
gunda División. Los equipos que ascienden esa temporada para jugar en la categoría
superior son el Granada C.F., el Real Betis B.S y el Rayo Vallecano. En la siguiente
tabla se muestran los resultados de las 38 jornadas:

Figura 2.6.: Resultados Temporada 2011/2012

Al igual que la temporada anterior, se jugaron 380 partidos, de los cuales 91 resul-
taron con un empate a cero, uno, dos, y tres goles (resultados de color azul en la
tabla), 94 fueron victorias en casa (color verde en la tabla) y, finalmente, 95 fueron
victorias fuera de casa (color amarillo en la tabla).

2.2.2.2. Clasificación

En la jornada 38 de la Temporada 2011/2012 la clasificación de la Primera División
estaba encabezada por el Real Madrid C.F. con un total de 100 puntos (la mitad de
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ellos conseguidos en casa y la otra mitad fuera). Le sigue el F.C. Barcelona con 91
puntos los cuáles obtuvo mayoritariamente en partidos jugados en casa (52 en casa y
39 fuera de ella). El tercer equipo en la clasificación fue el Valencia C.F. con un total
de 61 puntos (37 en partidos celebrados en casa y 24 conseguidos como visitante).
La clasificación general de la temporada 2011/2012 se muestra a continuación:

Figura 2.7.: Clasificación Temporada 2011/2012

R
.M

ad
rid

B
ar

ce
lo

na

V
al

en
ci

a

M
ál

ag
a

A
t.M

ad
rid

Le
va

nt
e

O
sa

su
na

M
al

lo
rc

a

S
ev

ill
a

A
th

le
tic

G
et

af
e

S
oc

ie
da

d

B
et

is

E
sp

an
yo

l

R
ay

o

Z
ar

ag
oz

a

G
ra

na
da

V
ill

ar
re

al

R
.G

ijó
n

R
.R

ac
in

g

Partidos ganados, empatados y perdidos

T
ot

al

0

5

10

15

20

25

30

Partidos ganados

Partidos empatados

Partidos perdidos

Figura 2.8.: Gráfico partidos ganados, empatados y perdidos Temporada
2011/2012

En el anterior gráfico (2.8) se muestran los partidos ganados, empatados y perdidos
para los 20 equipos de esta temporada. Además, se observa como los dos primeros
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clasificados (R. Madrid y Barcelona F.C.) tienen mayor número de partidos ganados
que perdidos. Ocurre en sentido contrario respecto a los equipos clasificados en las
últimas posiciones, en este caso, es mayor el número de partidos perdidos que los
ganados.

El gráfico de barras que presenta los goles a favor y en contra para los equipos es el
siguiente:
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Figura 2.9.: Gráfico goles a favor y en contra Temporada 2011/2012
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Figura 2.10.: Gráfico clasificación general según los puntos Temporada 2011/2012
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2.2 Datos de la Liga Española de Fútbol

Igual que ocurría en la temporada anterior, los dos primeros clasificados presentan
el mayor número de goles a favor que en contra. Esta tendencia se invierte a medida
que se observa los goles a favor y en contra en los últimos puestos de la clasificación.
En la figura 2.10 se muestra la clasificación general teniendo en cuenta el número
total de puntos para cada equipo. En la temporada 2011/2012, de nuevo los dos
primeros clasificados obtuvieron una mayor puntuación que el resto de los equipos.
Los equipos que se clasificaron a continuación están muy igualados, siendo los dos
últimos los que presentaron una peor puntuación respecto al resto.
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3. Métodos

En este capítulo se realiza una descripción de los modelos estadísticos de interés en
este trabajo. En un primer punto, se introduce el modelo de regresión de Poisson
para, a continuación, presentar las características principales del modelo de regresión
de Poisson Bivariante. Finalmente, en un tercer punto se describe el modelo de
regresión de Poisson Bivariante con Inflado en la Diagonal.

3.1. Introducción al Modelo de Regresión de Poisson

El modelo de regresión de Poisson es un tipo de Modelo Lineal Generalizado. Los
Modelos Lineales Generalizados permiten incluir distintas relaciones entre las medias
condicionales de las variables respuesta y las explicativas. El modelo de regresión de
Poisson se utiliza para datos de conteo. Este modelo es adecuado cuando la varianza
muestral es igual a la media.

En el modelo de regresión de Poisson la media (λ) se explica en términos de las
variables explicativas mediante el uso de un enlace.

3.1.1. Distribución de Poisson

Sea Y una variable aleatoria discreta, se dice que Y sigue una distribución de Poisson
con parámetro λ si su función de probabilidad viene dada por f(y) = P (Y = y) =
e−λλy

y! , para y = 0, 1, 2, ..., donde,

y: es el número de veces que ocurre un evento de interés,

λ: es un parámetro positivo que representa el número de veces que se espera que
ocurra el evento en un período determinado.

Las principales propiedades de la distribución de Poisson son las siguientes:

1. La media y la varianza son iguales a su parámetro, E(Y ) = λ = V ar(Y ).

2. Si λ crece, la masa de la distribución se desplaza hacia la derecha y P (Y = 0)
decrece.

3. A medida que λ crece, la distribución de Poisson se aproxima a una distribución
normal por el TCL.
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3.1.2. Modelo de Regresión Poisson

El modelo de regresión de Poisson surge cuando la variable respuesta es una cantidad
discreta que se puede modelizar con una Poisson y se quiere estudiar si ciertas
variables explicativas influyen en la variable respuesta y cómo lo hacen. Este tipo de
variable respuesta suele representar el recuento de sucesos o hechos (por ejemplo, el
número de goles marcados en un partido).

Por tanto, se considera una variable respuesta Y que toma los valores en {0, 1, 2, ..},
y se va estudiar su relación con otras variables explicativas X mediante un análisis
de regresión. Se pretende construir un modelo para λ(x) = E(Y | X = x) es decir,
para la media de Y condicionada a cada valor de la variable explicativa.

Como Y nunca toma valores negativos, no procede utilizar un modelo lineal directo, y
por tanto se necesita una función de enlace previa a cualquier modelo lineal. Además,
la función de regresión está en el intervalo (0,+∞), el logaritmo parece la función
de enlace más adecuada. Se expresaría de la siguiente forma: g(λ(x, β)) = x′β donde
lo más habitual es tomar g(r) = log(r), r ∈ (0,+∞). Mediante x′β se representa
el producto escalar del vector de variables explicativas por el vector de parámetros.
Para incluir un intercepto se considera una primera variable explicativa igual a 1.

La función de regresión del modelo de Poisson se expresaría por: λ(x, β) = ex
′β.

Los parámetros de este modelo, que se puede denominar modelo log-lineal, se inter-
pretan de la siguiente forma: la exponencial del intercepto es el valor esperado de
la respuesta en la categoría de referencia o cuando las variables explicativas numé-
ricas valen cero, y las exponenciales de los coeficientes de cada variable representan
tasas de incremento de la respuesta esperada al aumentar una unidad la variable
si es numérica, o al pasar a la categoría correspondiente si es cualitativa. Es decir,
el modelo supone efectos multiplicativos: si la componente explicativa unidimensio-
nal Xj aumenta n unidades, la media para la variable de Poisson se multiplica por
la potencia n-ésima de eβj , supuestas las demás variables explicativas constantes,
matemáticamente

λ((x1, ..., xj + n, ..., xp), β)
λ((x1, ..., xj, ..., xp), β) = eβ0+x1β1+...+(xj+n)βj+...xpβp

eβ0+x1β1+...+xjβj+...xpβp
= enβj = (eβj)n.

Si se tiene una muestra aleatoria simple (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) de (X, Y ), entonces
Yi ∈ Poisson(λ(Xi, β)) siendo λ(x, β) = ex

′β.

Para estimar los parámetros del modelo se utiliza la función de máxima verosi-
militud, que adopta la siguiente forma: L(β) = ∏n

i=1

[
e−λ(xi,β) λ(xi,β)yi

yi!

]
, siendo su

logaritmo (en términos dependientes de β)

l(β) =
n∑
i=1

(
yix
′
iβ − ex

′
iβ
)

(3.1)
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3.2 Modelo de Regresión Bivariante de Poisson

Derivando dicha función e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones de verosimi-
litud: alogL(β)

aβ = ∑n
i=1 x

′
i[yi − λ(xi, β] = 0,

La matriz hessiana adopta la forma: a2logL(β)
aβaβt = −∑n

i=1 xix
′
iλ(xi, β).

Igual que ocurre en la regresión logística, las ecuaciones de verosimilitud no son
lineales en los parámetros y es necesario recurrir a procedimientos iterativos para
el cálculo de sus estimaciones. Newton-Raphson y el IRLS (Iterative Re-weighted
Least Squares) son los métodos iterativos que se aplican en este modelo.
Además, es conocido que los estimadores de máxima verosimilitud son asintótica-
mente normales y centrados y su matriz de varianzas-covarianzas es la inversa de la
matriz de información (la matriz hessiana cambiada de signo), lo cual permite hacer
inferencias sobre los parámetros del modelo.
En R, los modelos lineales generalizados se ajustan con la función glm y en la
regresión de Poisson se debe especificar family=poisson(link=log).

3.2. Modelo de Regresión Bivariante de Poisson

El modelo univariado de regresión de Poisson se usa para el análisis de la relación
entre un conteo observado con una distribución de Poisson y un conjunto de variables
explicativas. En el caso del modelo de regresión bivariante de Poisson el vector
respuesta es bidimensional, sigue una distribución bivariada de Poisson y las medias
marginales son funciones de las variables explicativas (Kocherlakota & Kocherlakota,
2001).

3.2.1. Distribución de Poisson Bivariada

Sean Xκ, κ = 1, 2, 3 tres variables aleatorias con distribuciones de Poisson indepen-
dientes y parámetros λκ > 0, respectivamente. Entonces se dice que las variables
aleatorias X = X1 + X3 e Y = X2 + X3 (transformadas de las anteriores) siguen
conjuntamente una distribución Bivariada de Poisson, BP (λ1, λ2, λ3). Su función de
probabilidad viene dada por

fBP (x, y) = P (X = x, Y = y) = (3.2)

= exp {−(λ1 + λ2 + λ3)}
λx1
x!
λy2
y!

min(x,y)∑
k=0

(xk) (yk) k!
(
λ3

λ1λ2

)k
;

x, y = 0, 1, ...

Esta distribución bivariada permite la dependencia positiva entre las dos variables
aleatorias. Marginalmente cada variable aleatoria sigue una distribución de Poisson
con E(X) = λ1 + λ3 y E(Y ) = λ2 + λ3. Además, cov(X, Y ) = λ3 y, por lo tanto λ3
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es una medida de dependencia entre las dos variables aleatorias, X e Y . Si λ3 = 0
las dos variables son independientes y la distribución bivariada de Poisson se reduce
al producto de dos distribuciones Poisson independientes (conocida también como
distribución de Poisson doble). Algunas de las propiedades matemáticas anteriores
se demuestran en el apéndice A.
Es posible adoptar esta distribución para modelizar dependencia en deportes de
equipo. Si X e Y representan el marcador conseguido por cada uno de los equipos,
una interpretación natural de los parámetros de un modelo bivariado de Poisson es
que λ1 y λ2 reflejen la habilidad de marcar cada uno de los equipos y λ3 refleje las
condiciones del juego (por ejemplo, la velocidad del juego, el clima o las condiciones
del estadio).

3.2.2. Modelo de Regresión Bivariada de Poisson

Se va a considerar el caso general de un modelo de regresión de Poisson Bivariado.
Para la i-ésima observación, el modelo tiene la siguiente forma:

(Xi, Yi) ∼ BP (λ1i, λ2i, λ3i),

log(λ1i) = w
′

1iβ1,

log(λ2i) = w
′

2iβ2,

log(λ3i) = w
′

3iβ3,

donde i = 1, ..., n, denota el número de la observación, wκi denota el vector de
las variables explicativas para la observación i-ésima usada para el modelo λκi y βκ
denota el vector correspondiente de los coeficientes de regresión, κ = 1, 2, 3. De modo
que ahora usaremos la notación (X, Y ) para la variable respuesta bidimensional y
W para las variables explicativas.
Cada parámetro de una distribución de Poisson Bivariada puede estar influido por
diferentes variables. Las variables explicativas usadas para modelizar cada parámetro
λκi no tienen por que ser las mismas. Normalmente, se consideran modelos con λ3
constante (sin covariables sobre λ3) porque esos modelos resultan más fáciles de
interpretar.
Se utiliza el algoritmo EM para obtener la estimación por máxima verosimilitud.
Este es un algoritmo potente para la estimación de máxima verosimilitud para da-
tos con valores perdidos (de individuos o variables) o que se puede considerar que
tengan valores perdidos. Tal y como indica Daniel Peña (2002) “este algoritmo tiene
un interés general por sí mismo para resolver la estimación de valores ausentes en
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3.2 Modelo de Regresión Bivariante de Poisson

cualquier problema multivariante” (p.312). La idea es aumentar los datos observa-
dos con algunos no observados para que la maximización de la verosimilitud sea más
fácil. De este modo la estimación se obtiene iterando los dos pasos siguientes:
1. Paso E. Partiendo de un estimador inicial de los parámetros, se calcula la es-
peranza de las funciones de los valores ausentes que aparecen en la verosimilitud
completa o aumentada, con respecto a la distribución de dichos valores ausentes da-
dos los valores observados y las estimaciones iniciales. Esta operación se denomina
el paso E (de tomar valores esperados) del algoritmo. Cuando la verosimilitud com-
pleta es una función lineal de los valores ausentes, este paso lleva a sustituir dichos
valores por sus esperanzas condicionadas a los valores observados y los parámetros
estimados.
2. Paso M. Consiste en maximizar la verosimilitud completa donde se han susti-
tuido los valores faltantes por ciertas estimaciones de sus valores y así obtener un
nuevo estimador de los parámetros.
Con el valor obtenido en el paso M se vuelve al paso E y se itera entre ellos hasta
que la diferencia entre los estimadores sea suficientemente pequeña.
Para aplicar el algoritmo EM a la estimación de los parámetros de la regresión de
Poisson Bivariada se hace una reducción trivariada de la distribución de Poisson
Bivariada. Esto es, se supone que para la i-ésima observación X1i, X2i, X3i repre-
sentan los datos no observados, mientras que Xi = X1i+X3i e Yi = X2i+X3i son los
datos observados. Si los datos no observados están disponibles la estimación debería
ser sencilla: únicamente sería necesario ajustar los modelos de regresión de Poisson
sobre las variables X1, X2 y X3. Por lo tanto, en orden a construir el EM-algoritmo
es necesario estimar las funciones de los datos no observados por esperanzas condi-
cionadas y ajustar modelos de regresión de Poisson a los pseudovalores obtenidos en
el paso E. Se denota como φ el vector completo de parámetros, φ = (β ′1, β

′
2, β

′
3), la

ecuación de log-verosimilitud de los datos completos viene dada por:
l(φ) = −∑n

i=1
∑3
κ=1 λκi +∑n

i=1
∑3
κ=1 xκilog(λκi)−

∑n
i=1

∑3
κ=1 log(xκi!),

donde las λκi vienen dadas por log(λκi) = w′kiβk, para κ = 1, 2, 3. Observemos
quel(φ) es una función lineal de xκi (el último término no depende de φ) y por
tanto bastará sustituir en la verosimilitud completa los datos no observados por sus
esperanzas condicionadas.
Así, el algoritmo EM para el modelo de Poisson Bivariado viene dado por:
Paso E: Usando los valores de los parámetros actuales de la iteración k con notación
dada por φ(k), λ

(k)
1i , λ

(k)
2i y λ

(k)
3i , se calculan los valores esperados deX3i, para i = 1, ..., n

mediante (ver Anexo A, Propiedad 3):

si = E(X3i | Xi, Yi, φ
(k)) =

 λ
(k)
3i

fBP (xi−1,yi−1|λ(k)
1i ,λ

(k)
2i ,λ

(k)
3i )

fBP (xi,yi|λ(k)
1i ,λ

(k)
2i ,λ

(k)
3i )

0
if

if

min(xi, yi) > 0
min(xi, yi) = 0

(3.3)
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donde fBP (x, y | λ1, λ2, λ3) viene dada por Ecuación 3.2.
Además, E(X1i | Xi, Yi, φ

(k)) = Xi − si y E(X2i | Xi, Yi, φ
(k)) = Yi − si.

Paso M: Se actualizan las estimaciones por
β

(k+1)
1 = β̂(x− s,W1),

β
(k+1)
2 = β̂(y − s,W2),
β

(k+1)
3 = β̂(s,W3),
λ

(k+1)
κi = exp(W ′

κiβ̂
(k+1)
κ )

para κ = 1, 2, 3, donde s = (s1, ..., sn)′ es el vector calculado en el paso E, β̂(x,W )
es el estimador de máxima verosimilitud de un modelo de Poisson con respuesta el
vector x y matriz de datos dada por W . Cada matriz Wκ es una matriz n × pκ y
W
′
κi es su correspondiente fila i (para i = 1, ..., n).

Si se desea tener parámetros comunes (o iguales) entre diferentes λκ se debería
construir una matriz de diseño común W y su correspondiente vector de parámetros
β se estimaría como β(k+1) = β̂(u,W ), con u′ = (x′ − s′ , y′ − s′ , s′).

3.3. Modelo de Regresión Bivariante de Poisson con
Inflado en la Diagonal

En los modelos unidimensionales, los modelos inflados se pueden construir aumen-
tando las probabilidades de ciertos valores de la variable X en consideración. En
el caso de la distribución de Poisson son bastante comunes los modelos de inflado
en el cero (ver referencias citadas al final de la discusión del capítulo 2). En el ca-
so bivariante, Dixon y Coles (1997) proponen algunos modelos de inflado para la
modelización de los partidos de fútbol. Posteriormente, Karlis y Ntzoufras (2003)
plantean una modificación de su modelo de regresión bivariante de Poisson para
inflar las probabilidades en la diagonal (valores de X e Y iguales). Estos autores
indican que los modelos de inflado en la diagonal son adecuados para los resultados
de campeonatos con un exceso de empates (X = Y ), los cuales no pueden ser ajus-
tados por modelos de doble Poisson o incluso por modelos de Poisson bivariados. A
continuación se presentan estos últimos modelos.

3.3.1. Distribución Bivariante de Poisson con Inflado en la
Diagonal

Partiendo de la distribución de Poisson bivariada, el modelo con inflado en la dia-
gonal, IBP (λ1, λ2, λ3), viene especificado por

fIBP (x, y) =

 (1− p)fBP (x, y | λ1, λ2, λ3), x 6= y

(1− p)fBP (x, y | λ1, λ2, λ3) + pfD(x | θ), x = y
(3.4)
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3.3 Modelo de Regresión Bivariante de Poisson con Inflado en la Diagonal

donde fBP (x, y | λ1, λ2, λ3) está definido en la Ecuación 3.2 y fD(x | θ) es una fun-
ción de probabilidad de una distribución discreta D(x, θ) definida en el conjunto
{0, 1, 2, ...} con el vector de parámetros θ. Obsérvese que para p = 0 se tiene el mo-
delo de Poisson bivariado definido anteriormente en (1). Los modelos de inflado en la
diagonal pueden ser ajustados usando el algoritmo EM como se verá posteriormente.
Se puede elegir para D(x, θ) cualquier distribución discreta. Algunos casos habi-
tuales son la distribución de Poisson, una distribución geométrica o distribuciones
discretas simples que se denotan por Discreta (J). Para la Discreta (J) se considera
la distribución con la función de probabilidad mostrada a continuación:

f(x | θ, J) =

 θx para

0 para

x = 0, 1, ..., J
x 6= 0, 1, ..., J

(3.5)

donde ∑J
x=0 θx = 1. Si J = 0 entonces tenemos el caso particular de un modelo

inflado en el cero.
Las propiedades más importantes de estos modelos son las siguientes:
1. Las distribuciones marginales de un modelo inflado en la diagonal no son distri-
buciones de Poisson sino mezclas de dos distribuciones una de las cuales sí es de
Poisson:

fIBP (x) = (1− p)fP0(x | λ1 + λ3) + pfD(x | θ)

donde fP0(x | λ) es la función de probabilidad de la distribución de Poisson con
parámetro λ.
2. Incluso si λ3 = 0 (distribución de Poisson Doble), la distribución inflada resultante
introduce un grado de dependencia entre las dos variables consideradas.

3.3.2. Modelo de Regresión Bivariante con Inflado en la
Diagonal

Una muestra de este modelo de regresión toma la siguiente forma:

(Xi, Yi) ∼ IBP (λ1i, λ2i, λ3i),

log(λ1i) = w
′

1iβ1,

log(λ2i) = w
′

2iβ2,

log(λ3i) = w
′

3iβ3,

donde i = 1, ..., n, denota el número de la observación, wκi denota el vector de
las variables explicativas para la observación i-ésima usada para el modelo λκi y
βκ denota el vector correspondiente de los coeficientes de regresión, κ = 1, 2, 3.
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Nótese que en IBP (λ1i, λ2i, λ3i) están implícitamente considerados p y fD(x | θ)
(ver Ecuación 3.4).
Para el algoritmo EM de los modelos inflados, se introduce a mayores un indicador
binario latente Vi que es igual a 1 cuando se produce un inflado en la diagonal e
igual a 0 en otro caso. Ahora la ecuación de log-verosimilitud viene dada por:

l(φ) =
n∑
i=1

vi {log(p) + log(fD(xi | θ))}

+
n∑
i=1

(1− vi)
{
log(1− p)−

n∑
i=1

3∑
κ=1

λκi +
n∑
i=1

3∑
κ=1

xκilog(λκi)−
n∑
i=1

3∑
κ=1

log(xκi!)
}

y el algoritmo EM para el modelo inflado en la diagonal tiene los siguientes pasos:
Paso E:

(a) Usando los valores para el parámetro actual de κ iteraciones estimadas por
φ(κ), λ

(κ)
1i, , λ

(κ)
2i , λ

(κ)
3i , p

(κ) y θ(k), para i = 1, ..., n se calcula:

vi = E(Vi | X = xi, Y = yi, φ
(κ), p(κ), θ(κ)) =

=


p(κ)fD(xi|θ(κ))

p(κ)fD(xi|θ(κ))+(1−p(κ))fBP (xi,yi|λ(κ)
1i ,λ

(κ)
2i ,λ

(κ)
3i )
, si xi = yi

0 si xi 6= yi

donde fD(x | θ) es la función de probabilidad de la distribución inflada con un vector
de parámetros θ evaluado en el valor de x.
(b) Para i = 1, ..., n, calculamos si usando Ecuación 3.3.
Paso M: Se actualizan los parámetros para

p(κ+1) = 1
n

n∑
i=1

vi

β
(κ+1)
1 = β̂ṽ(x− s,W1),

β
(κ+1)
2 = β̂ṽ(y − s,W2),

β
(κ+1)
3 = β̂ṽ(s,W3)

θ(κ+1) = θ̂v,D

λ
(κ+1)
κi = exp(W ′

κiβ
(κ+1)
κ ) para κ = 1, 2, 3;

donde x, y, s, v y v̂ son n × 1 vectores con elementos xi, yi, si, vi y v̂ = 1 − vi para
i = 1, ..., n, β̂v(y,W ) es la estimación de verosimilitud ponderada para β de un
modelo de regresión de Poisson con respuesta y, matriz de datos W y vector de peso
v, y θv,D la estimación de máxima verosimilitud de θ para la distribución D(x; θ) y
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3.3 Modelo de Regresión Bivariante de Poisson con Inflado en la Diagonal

los pesos dados por el vector v. El diseño de las matrices Wκ, κ = 1, 2, 3 se definen
como anteriormente.
Respecto a la estimación de la regresión de Poisson ponderada, presenta una log-
verosimilitud similar a la dada en la Ecuación 3.1 pero ponderada por los pesos v
que correspondan, esto es

l(βv) =
n∑
i=1

vi
(
yix
′
iβ − ex

′
iβ
)
.

En R, estos estimadores se pueden obtener utilizando el argumento weights dentro
de la función glm.
Para la elección especifica de la distribución inflada se obtienen los siguientes esti-
madores:

• Distribución geométrica: Para la distribución geométrica con función de pro-
babilidad f(x | θ) = (1− θ)xθ, 0 ≤ θ ≤ 1, x = 0, 1, ...; θ se actualiza por

θ(κ+1) =
∑n
i=1 vi∑n

i=1 vixi +∑n
i=1 vi

• Distribución de Poisson: Para una distribución de Poisson con función de pro-
babilidad f(x | θ) = e−θθx/x!, θ ≥ 0,x = 0, 1, ...; θ se actualiza por θ(κ+1) =
(∑n

i=1 vi)−1∑n
i=1 vixi

• Distribución Discreta: Para cualquier distribución discreta, Discreta (J), con
función de probabilidad dada por la Ecuación 3.5, los parámetros del modelo
vienen dados por θj = (∑n

i=1 vi)−1∑n
i=1 I(Xi = Yi = j)vi para j = 1, ..., J y

θ0 = 1−∑J
j=1 θj; donde I(x) es el indicador de la función tomando como valor

igual a 1 si x es verdad y cero en cualquier otro caso.
• Modelo inflado en cero: El modelo inflado en cero es un caso especial de la

Discreta (J) con J = 0 y θ0 = 1, el cual es un resultado de inflar la casilla
(0,0). A partir de aquí, no es necesario estimar parámetros adicionales excepto
p , el cual es la proporción del componente de inflado.
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En este capítulo se van a aplicar los modelos expuestos en el capítulo anterior al
contexto deportivo y, tal como se mencionó anteriormente, se van a analizar los
resultados de los partidos de fútbol correspondientes a dos temporadas de la Pri-
mera División de la Liga Nacional de Fútbol Española. En el conjunto de datos a
analizar se han incluido cuatro variables: goles marcados por el equipo que juega
en casa, goles marcados por el equipo visitante, equipo local y equipo visitante. Las
dos primeras variables serían las variables respuesta, mientras que las dos segundas
son las variables explicativas (de tipo cualitativo). Antes de mostrar los resultados
de la aplicación práctica (apartados 2 y 3), se presenta un apartado introductorio
que plantea los modelos anteriores en un contexto futbolístico, presenta el paque-
te específico de R para analizar esos datos y revisa la codificación de las variables
explicativas nominales.

4.1. Regresión Bivariante de Poisson y modelos
futbolísticos

Diferentes autores (Maher (1982), Lee (1997) y Rue y Salvensen (2000)) asumen que
el número de goles marcados por cada equipo sigue una distribución de Poisson con
la siguiente forma general:

Xi ∼ Poisson(λ1i),
Yi ∼ Poisson(λ2i),
log(λ1i) = µ+ home+ atthi + defgi + home.atthi + home.defgi+
+att.defhigi + home.att.defhigi
log(λ2i) = µ+ attgi + defhi + att.defgihi

para i = 1, 2..n, donde n es el número de partidos o observaciones, i es un indicador
de partido (observación), hi y gi indican el equipo que juega en casa y el equipo
que juega fuera para el partido i, Xi e Yi son los goles marcados por el equipo local
(hi) y el equipo visitante (gi) en cada partido i, λ1i y λ2i son el número esperado
de goles correspondientes, µ es un parámetro constante, home es el parámetro del
efecto “jugar en casa” y finalmente, attk y defk engloban el rendimiento ofensivo
(o de ataque) y el defensivo del equipo k. Karlis y Ntzoufras (2003) adoptan una
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estructura más simple para los parámetros implicados en los predictores lineales de
λ1 y λ2. Por lo tanto, para cada juego i(i = 1, ..., n),

(Xi, Yi) ∼ BP (λ1i, λ2i, λ3i),
log(λ1i) = µ+ home+ atthi + defgi ,

log(λ2i) = µ+ attgi + defhi

Para lograr la identificabilidad de los parámetros del modelo, se deben usar un con-
junto de restricciones estándar. Se propone usar bien la suma a cero o restricciones
de ángulo, dependiendo de la interpretación que se prefiera. Los autores eligen la
restriccion de la suma a cero para una interpretación más fácil. Por lo tanto, el pará-
metro constante general especifíca λ1 y λ2 cuando los equipos tiene la misma fuerza
de juego en un campo neutral. Los parámetros ofensivos y defensivos se expresan
como las salidas de un equipo con una habilidad ofensiva o defensiva media.
Para los parámetros de covarianza λ3i se considera el siguiente predictor lineal:

log(λ3i) = βcon + γ1β
home
hi

+ γ1β
away
gi

donde βcon es un parámetro constante y βhomehi
y βawaygi

son parámetros que dependen
de si el equipo es local o visitante respectivamente. Los parámetros γ1 y γ2 son
indicadores binarios dummy que toman los valores 0 o 1, dependiendo del modelo
que se considere. Por lo tanto, cuando γ1 = γ2 = 0 se considera que la covarianza es
constante, cuando (γ1, γ2) = (1, 0) se asume que la covarianza depende del equipo
local solamente y así sucesivamente.
El parámetro λ3 se puede interpretar como el efecto del azar el cual actúa de forma
aditiva sobre la media marginal y refleja las condiciones del juego. Una estructura
alternativa de la matriz de diseño puede ser fácilmente implementada si se dispone
de informacion adicional o si se asume que las habilidades de ataque son diferentes
en los partidos de casa o de fuera, o si el efecto jugar en casa varía de equipo a
equipo.
Los modelos de inflado en la diagonal son adecuados para campeonatos con un exceso
de empates los cuales no pueden ser capturados por modelos dobles de Poisson, o
incluso modelos bivariados de Poisson.

4.1.1. Paquete estadístico bivpois

Los modelos comentados en el apartado anterior y en el capítulo 3 han sido imple-
mentados en R, en el paquete denominado Modelos de Poisson Bivariantes usando
el algoritmo EM (paquete “bivpois”). La versión del mismo es la 0.50-3 con fecha
del 2 de febrero de 2007. Los autores son Karlis Dimitris y Ioannis Ntzoufras. El
paquete bivpois puede obtenerse directamente de la siguiente dirección:
http://stat-athens.aueb.gr/~jbn/papers/paper14.htm
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Aunque el paquete no se encuentra en el repositorio de R se puede conseguir el
código para aplicar las funciones lm.bp, lm.dibp y pbivpois que serán utilizadas en
este trabajo y que se presentan en el Anexo C. Estas funciones sirven para ajustar
Modelos de Regresión de Poisson Bivariantes y con Inflado en la Diagonal usando
el algoritmo EM. Las funciones lm.bp y lm.dibp utilizan algunas funciones internas,
como por ejemplo, newnamesbeta y splitbeta (Karlis & Ntzoufras, 2004).
Las funciones más importantes son lm.bp, lm.dipb y pbivpois. La función lm.bp hace
referencia al modelo de regresion de Poisson bivariante general. La siguiente funcion,
lm.dipb está relacionada con el modelo de regresión de Poisson bivariante inflado
en la diagonal. Finalmente, la función pbivpois guarda relación con la función de
probabilidad de la distribución de Poisson bivariada. Estas funciones se describen
en el anexo C con detalle. A continuación y a modo de ejemplo, mostramos los
argumentos más importantes de la función lm.bp:
lm.bp( l1, l2, l1l2=NULL, l3=~1, data, common.intercept=FALSE, zeroL3=FALSE,
maxit=300, pres=1e-8, verbose=getOption("verbose") )
l1 Fórmula de la forma “x ∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ1.
12 Fórmula de la forma “y ∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ2.
l1l2 Fórmula de la forma “∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros comunes del logλ1
y logλ2. Si la variable explicativa se encuentra también en l1 y/o l2 entonces el
modelo ajusta la interacción entre los parámetros. Se pueden usar aquí términos
especiales de la forma “c(X1, X2)”. Estos términos implican parámetros comunes de
λ1 y λ2 para distintas variables.
l3 Fórmula de la forma “∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ3.
data Data frame que contiene las variables en el modelo
common.intercept Función lógica que específica si se debe usar un intercepto común
sobre λ1 y λ2. Por defecto su valor es FALSE.
zeroL3 Argumento lógico que controla si λ3 debería ser igual a cero (y por lo tanto
se ajustaría el modelo de Poisson doble)

4.1.2. Esquemas de codificación de las variables cualitativas

En la estimación de un modelo de regresión se pueden diferenciar dos tipos de varia-
bles explicativas: cualitativas (también llamadas categóricas o factores) y numéricas.
Las variables cualitativas hacen referencia a una característica o atributo que puede
tomar un número entero de niveles o estados (Tusell, 2008). Por ejemplo, la variable
equipo puede tomar los niveles: “Almeria“, “Barcelona”, “Betis”, etc.
En R si no se especifica lo contrario, el orden de los niveles se determina por el orden
alfabético de sus denominaciones. Asimismo se puede revertir el orden de los niveles
mediante la funcion rev, sin necesidad de enumerarlos. Por otra parte, a veces, se
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desea poner en primer lugar uno de los niveles, el nivel de referencia y en R, esta
manipulación se realiza con la función relevel.
Las fórmulas en R permiten especificar de forma simple modelos de regresion, nom-
brando a la izquierda del símbolo ∼la variable respuesta, y a la derecha las variables
explicativas. De esta forma se puede estimar un modelo de regresión lineal (función
lm), regresión lineal generalizada (función glm) o regresión no lineal (función nlme).
A veces, es necesario plantear modelos en los que alguna variable independiente es
cualitativa como ocurre en nuestro estudio. Si ésta es una variable dicotómica, no
existen dificultades en asignar un número a cada una de ellas e introducir esta va-
riable en el modelo. Un ejemplo sería designar 0 para un grupo y 1 para otro, y el
coeficiente β1 es la diferencia entre las medias de la variable Y entre ambos grupos.
Si la variable tiene más de dos categorías la solución es diferente.
Por ejemplo, si se consideran tres categorias de lesiones: sin lesión, lesión leve y
lesión grave, si se define una variable X = 0 para no lesión, X = 1 para lesión leve
y X = 2 para lesión grave y se introduce en un modelo:

µY |...,X,... = β0 + βX + ...

El coeficiente β sería lo que cambia µY por un aumento de la unidad de la variable
X. Se está asumiendo que la media de la variable dependiente Y cambia lo mismpo
por pasar X de 0 a 1 (no lesión a lesión leve) que de 1 a 2 (lesión leve a lesión grave)
y, a la vez que el cambio en la media de Y por pasar de X de 0 a 2 es el doble que
el provocado por pasar de 0 a 1, ó de 1 a 2. El coeficiente depende de la codificacion
de la variable β sería distinto si se asigna X = 0 para lesión leve, X = 1 para sin
lesión y X = 2 para lesión grave.
Se pueden introducir las variables cualitativas en un modelo de regresión creando
tantas variables dicotómicas como categorías. En nuestro ejemplo se crearían tres
variables, X1 para lesión leve, X2 para no lesión y X3 para lesión grave, todas con
dos posibles valores 0:no y 1:sí. El modelo sería el siguiente:

µY |X1,X2,X3,... = β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3...+ ...

β1, β2,β3, serían, respectivamente, lo que cambia µY por tener lesión leve, no lesión
o lesión grave. La dificultad está en interpretar β0, que sería µY cuando las tres
variables son 0, que con la codificación utilizada, no sería posible. Estas tres variables
cumplen:

3∑
i=1

Xi = 1⇒ X3 = 1−
2∑
i=1

Xi

es decir, X3es la combinación lineal de X1 y X2 y esto hace que el modelo sea
irresoluble.
La solución a este problema es crear tantas variables dicotómicas como catego-
rías menos 1 en la variable original, denominadas también variables indicadoras o
“dummy”. En nuestro ejemplo se crearían dos variables X1, X2 con los siguientes
valores:
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X1 X2
Sin lesión 0 0
Lesión leve 1 0
Lesión grave 0 1

Las variablesX1 yX2 ya no son combinación lineal y el modelo es resoluble quedando
de la siguiente forma:

µY |X1,X2,... = β0 + β1X1 + β2X2 + ...

y β0 es µY cuando X1 y X2 son ambas cero, por lo tanto para los no lesionados,
β0 − β1 es µY cuando X1 es 1 y X2 es 0; es decir lesión leve, por lo tanto, β1 es lo
que cambia µY entre lesión leve y no lesión e igualmente β2 es lo que cambia µY
entre lesión grave y no lesión. Utilizando esta codificación los coeficientes tienen una
clara interpretación cuando una de las categorías (no lesión) se quiere usar como
referencia de las demás. A dicha categoría se le asigna el valor 0 para todas las
variables indicadoras.
Para variables en las que no hay una categoría natural para usarla como referencia
es más útil otro esquema de codificación. Supóngase la variable lugar de juego con
cuatro estadios: A, B, C y D. Se crean tres variables indicadoras (siempre una menos
que categorías) con el siguiente esquema:

X1 X2 X3
A 1 0 0
B 0 1 0
C 0 0 1
D -1 -1 -1

El modelo sería el siguiente:

µY |X1,X2,X3,... = β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3...+ ...

y por lo tanto:
µY = β0 + β1 = µY |A para el estadio A
µY = β0 + β2 = µY |B para el estadio B
µY = β0 + β3 = µY |C para el estadio C
µY = β0 − β1 − β2 − β3 = µY |D para el estadio D.
Si se suman las 4 ecuaciones y se divide por 4:

β0 = µY |A + µY |B + µY |C + µY |D
4 ,

por lo tanto β0 es la media de Y en los cuatro lugares de juego, β1 la diferencia del
estadio A con respecto a la media, β2 la diferencia del estadio B con respecto a la
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media, β3 la diferencia del estadio C con respecto a la media y −β1 − β2 − β3 la
diferencia del estadio A con respecto a la media. A diferencia del esquema utilizado
anteriormente, se usa como nivel de referencia la media en todas las categorías en
lugar de una de ellas (Abraira y Pérez, 1996).

En R, la forma de codificación por defecto es la denominada contr.treatment. Es la
descrita en primer lugar: al primer nivel de la variable cualitativa se la asigna el
valor 0 y los otros niveles de la variable de medida cambian desde ese primer nivel.
Se puede modificar esta codificación usando la función options( ):

options(contrast=c(“contr.sum”,”contr.poly”).

De esta forma, la suma de los parámetros es nula y la función contr.sum ( ) propor-
ciona coeficientes donde se compara cada nivel con la media de todos. La función
contr.poly proporciona también contrastes pero basados en polinomios ortogonales
y se utiliza para variables con nivel de medida ordinal.

Para ver la codificación de las variables “dummy” de un factor en un archivo datos
se usa contrasts(datos[,"factor"]).

4.2. Análisis para la Temporada 2010/2011

En este apartado se van a ajustar modelos del tipo

(Xi, Yi) ∼ BP (λ1i, λ2i, λ3i) o IBP (λ1i, λ2i, λ3i)
log(λ1i) = µ+ home+ atthi + defgi ,

log(λ2i) = µ+ attgi + defhi (4.1)
log(λ3i) = βcon + γ1β

home
hi

+ γ1β
away
gi

(ver apartado anterior) para analizar los datos de los partidos de fútbol de la tem-
porada 2010/2011 recopilados en el fichero de datos: “2010.txt”.

> datos1 <- read.table("2010.txt",header=TRUE)

Cuatro variables se incluyen en ese conjunto de datos:

> names(datos1)

[1] "g1" "g2" "team1" "team2"

g1 y g2 se corresponde con los goles marcados por el equipo local y visitante (va-
riables respuesta X = g1, Y = g2) mientras que team 1 y team 2 hacen referencia
al equipo local y el visitante, respectivamente, y se usarán para definir las variables
explicativas (capacidad de ataque y de defensa: att y def ). Una muestra de los datos
se expone a continuación:

> datos1
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g1 g2 team1 team2
1 1 1 AtMadrid Almeria
2 1 0 Athletic Almeria
3 3 1 Barcelona Almeria
................................................................
379 1 1 Valencia Zaragoza
380 1 0 Villarreal Zaragoza

En total los 20 equipos han disputado 380 partidos. Como se puede observar el
primer partido codificado en la matriz de datos es el Atlético de Madrid-Almería,
ambos equipos empataron en ese partido. La siguiente fila se corresponde con el
partido jugado en casa por el Athletic de Bilbao, el cuál ganó al Almería por un
tanto. Todos los partidos se codifican de la misma forma. En nuestra base de datos
la última fila se corresponde con el partido Villarreal-Zaragoza, en el que el Zaragoza
perdió por un tanto fuera de casa.
Los niveles de los equipos nos proporcionan los 20 equipos en 1ª división durante
esa temporada:
> levels(datos1[,3])

[1] "Almeria" "Athletic" "AtMadrid" "Barcelona" "Deportivo"

[6] "Espanyol" "Getafe" "Gijon" "Hercules" "Levante"

[11] "Malaga" "Mallorca" "Osasuna" "Racing" "RMadrid"

[16] "RSociedad" "Sevilla" "Valencia" "Villarreal" "Zaragoza"

Team1 indica los equipos que atacan para la variable g1 mientras que team2 indica
los equipos en ataque para la variable g2. De forma similar team1 y team2 indican
los equipos que defienden para las variables g2 y g1 respectivamente. Siguiendo el
enfoque de Karlis y Ntzoufras (2003) (ver Ecuación 4.1), vamos a suponer que el
efecto ataque para un equipo es independiente de la localización y del equipo rival,
y lo mismo supondremos con el efecto defensivo. Para modelizar los efectos comunes
de ataque y defensa se debe usar un término del tipo c(team1, team2) para estimar
el parámetro de ataque común y un término del tipo c(team2,team1) para estimar
el parámetro común de defensa. Por lo tanto, la fórmula para modelizar lambda 1 y
lamba2 en la función lm.bp del paquete bivpois de R es la siguiente:
form1<-c(team1,team2)+c(team2,team1)

La codificación de las variables explicativas utiliza el siguiente código:
options(contrast=c("contr.sum","contr.poly"))

De esta forma, como se explicó en el apartado anterior, la suma de los coeficientes
es 0, el coeficiente del Zaragoza se obtiene como el opuesto de la suma de todos
los demás coeficientes y la interepretación de cada coeficiente es la desviación de la
capacidad ofensiva (defensiva) de cada equipo respecto a las de un equipo con una
habilidad ofensiva (defensiva) media.



Chapter 4 Análisis de datos y resultados

Utilizando las funciones lm.bp y lm.dibp se han ajustado 12 modelos diferentes
del tipo Ecuación 4.1: un primer modelo asumiendo la Poisson doble (respuesta
BP yλ3 = 0), cuatro modelos suponiendo que la respuesta es una Poisson Bivariante
pero con distintas modelizaciones de λ3 (constante, dependiente del equipo local, del
visitante y de ambos) y siete modelos con respuesta de Poisson Bivariante con inflado
en la diagonal y distintas distribuciones para el inflado (Discreta(0), Geométrica,
Discretas(1),(2) y (3), Poisson y Poisson con λ3 = 0).

El código detallado para el ajuste de estos modelos se puede ver en el Anexo D. Un
ejemplo del mismo es:

ex4.m1<-lm.bp( g1~1, g2~1, l1l2=form1, zeroL3=TRUE, data=datos1)

ex4.m2<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1)

ex4.m6 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, jmax=0)

ex4.m7 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, distribution="geometric" )

Las funciones anteriores proporcionan objetos entre cuyas componentes destacan:
coefficients, fitted.values, residuals, loglikelihood, parameters, AIC y BIC.

El criterio de informacion de Akaike (AIC) y el Criterio de Informacion de Ba-
yes (BIC) se utilizan para escoger el modelo cuya media global se ajusta mejor y
compense el exceso de parámetros. Estos criterios se definen a continuacion:

AIC = −2log(verosimilitud) + 2p

BIC = −2log(verosimilitud) + plog(n)

El mejor modelo será áquel con el AIC o BIC más pequeño.

Los resultados del ajuste de los 12 modelos considerados se presentan en la Tabla
4.1. El primer modelo (Poisson doble) es el que tiene el mejor AIC, seguido de
los modelos: Poisson bivariante constante, y el modelo inflado en la diagonal con
Discreta(0). Como se puede ver, los modelos más sencillos son los que obtienen un
mejor ajuste y el considerar modelos más complejos con distintas distribuciones de
inflado en la diagonal no aportan una mejora sustancial. Creemos que ello es debido
a que no existe un número elevado de empates en esta temporada (78 empates en
380 partidos), hecho que puede estar influido por la actual forma de puntuación
asignada al resultado de cada partido: 0 perder, 1 empatar y 3 ganar.
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Modelo de
distribución

Detalles
adicionales del

modelo

Log-
Likelihood

Número
de

parámet-
ros

AIC BIC

1, Poisson
doble

-1070.659 40 2221.318* 2406.651

Covariables
en λ3

2, Poisson
bivariante

Parámetro
asociado a λ3
Constante

(γ1 = γ2 = 0)

-1071.559 41 2225.118 2415.084

3, Poisson
bivariante

Equipo local
(γ1 = 1, γ2 = 0)

-1069.279 60 2258.557 2536.556

4, Poisson
bivariante

Equipo visitante
(γ1 = 0, γ2 = 1)

-1068.691 60 2257.382 2535.381

5, Poisson
bivariante

Ambos (local y
visitante)

(γ1 = 1, γ2 = 1)

-1065.841 79 2289.682 2655.714

6, Poisson
bivariante
con inflado
diagonal

Discreta(0)
=Constante

-1074.905 42 2233.811 2428.410

Distribución
diagonal
7, Poisson
bivariante
con inflado
diagonal

Geométrica -1077.429 43 2240.859 2440.092

8, Poisson
bivariante
con inflado
diagonal

Discreta (1) -1076.801 43 2239.601 2438.834

9, Poisson
bivariante
con inflado
diagonal

Discreta (2) -1076.960 44 2241.921 2445.787

10, Poisson
bivariante
con inflado
diagonal

Discreta (3) -1076.393 45 2242.786 2451.285

11, Poisson
bivariante
con inflado
diagonal

Poisson -1077.404 43 2240.808 2440.041

12, Poisson
bivariante
con inflado
diagonal

Poisson y λ3=0
(Poisson doble)

-1076.021 42 2236.042 2430.642
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Tabla 4.1. Ajuste de los 12 modelos para la Temporada 2010/2011

A continuación se muestran los parámetros estimados para los mejores modelos: 1,
2 y 6 (véase Tabla 4.2).

Modelo 1:DblPois Modelo 2: Bivpois M6: DIBP
Ataque Defensa Ataque Defensa Ataque Defensa

Barcelona 0.62 -0.84 0.65 -0.89 0.64 -0.90
Real Madrid 0.70 -0.38 0.73 -0.42 0.73 -0.41
Valencia 0.25 -0.13 0.26 -0.14 0.25 -0.15
Villarreal 0.08 -0.14 0.08 -0.15 0.07 -0.16
Sevilla 0.23 0.20 0.24 0.20 0.26 0.20
Athletic 0.18 0.09 0.19 0.10 0.16 0.07

Atlético de Madrid 0.22 0.06 0.24 0.07 0.23 0.05
Espanyol -0.01 0.17 0.00 0.18 -0.01 0.18
Osasuna -0.11 -0.10 -0.11 -0.11 -0.09 -0.11
S. Gijón 0.00 0.26 0.01 0.28 -0.02 0.26
Málaga 0.10 0.30 0.11 0.32 0.11 0.33
Rácing -0.36 -0.20 -0.38 -0.21 -0.38 -0.21
Zaragoza -0.22 0.03 -0.24 0.03 -0.24 0.03
Levante -0.19 0.02 -0.22 0.01 -0.22 0.02

Real Sociedad -0.19 0.09 -0.20 0.09 -0.19 0.10
Getafe -0.07 0.11 -0.06 0.13 -0.07 0.12
Mallorca -0.19 0.09 -0.19 0.10 -0.19 0.11
Deportivo -0.48 -0.10 -0.51 -0.10 -0.47 -0.03
Hércules -0.31 0.15 -0.32 0.17 -0.31 0.18
Almería -0.25 0.31 -0.27 0.33 -0.28 0.32

Intercepto para λ1 0.41 0.38 0.38
Intercepto para λ2 0.03 -0.03 -0.03
Intercepto para λ3 -2.65 -2.65

λ3 0 0.07 0.07
Efecto de Jugar en casa 0.38 0.41 0.41

Proporción (p) 0.01
θ1 = P (X = Y = 1) 0

Tabla 4.2. Parámetros estimados para los mejores modelos (2010/2011)

En la Tabla 4.2 los equipos están colocados según su puesto en la clasificación final
una vez finalizado el campeonato. Los parámetros de ataque y defensa obtenidos son
acordes con la clasificación de esa temporada. El F.C. Barcelona resultó ser el mejor
equipo de esa temporada, proclamándose campeón con 96 puntos. Su parámetro de
ataque es el segundo más alto, solamente por debajo del Real Madrid y su parámetro
de defensa es muy superior al resto de equipos. El siguiente equipo clasificado fue
el Real Madrid el cual tiene el mejor parámetro de ataque y una defensa superior
a todos los equipos excepto el Barcelona, que lo supera en este aspecto de forma

44



4.2 Análisis para la Temporada 2010/2011

relevante. En cuanto a los peores equipos clasificados destaca el U.D. Almería con el
peor parámetro en defensa. Aunque su parámetro en ataque no es de los peores, no
consigue contrarrestar su deficiencia en defensa y este equipo descendió a Segunda
División después de haber conseguido 30 puntos que no le permitieron seguir en la
máxima categoría.
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Parámetros de ataque

P
ar

ám
et

ro
s 

de
fe

ns
iv

os

Almería

Athletic
Atlético

Barcelona

Deportivo

Getafe

EspanyolHércules

Levante

Málaga

Mallorca

Osasuna

Rácing

R. Madrid

S.Gijón

R. Sociedad

Sevilla

ValenciaVillarreal

Zaragoza

Figura 4.3.: Parámetros defensa y ataque temporada 2011/2012 (DIBP)

Otro aspecto a destacar deportivamente es el efecto de jugar en casa (λ1 − λ2), que
toma valores entre 0.38 y 0.41 en esta temporada.

Los gráficos anteriores muestran una representación gráfica de los parámetros de
defensa y ataque de los modelos 1, 2 y 6 (Figuras 4.1, 4.2 y 4.3). Hay que tener
en cuenta que los parámetros defensivos se han multiplicado por menos uno para
indicar qué equipos presentaban una mejor defensa. En la esquina superior derecha
están los equipos mejor clasificados y en la esquina inferior izquierda los peores. Los
tres gráficos son similares y reflejan los resultados ya comentados sobre la Tabla 4.2.

4.3. Análisis para la Temporada 2011/2012

Igual que en la temporada anterior una muestra de los datos se muestra seguida-
mente:

> datos2
g1 g2 team1 team2

1 2 1 AtMadrid Athletic
2 2 0 Barcelona Athletic
3 3 1 Betis Athletic

................................................................
379 1 2 Valencia Zaragoza
380 2 2 Villarreal Zaragoza
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En total los 20 equipos han disputado 380 partidos. Como se puede observar el
primer partido codificado en la matriz de datos es el Atlético de Madrid-Athletic de
Bilbao, resultando vencedor el Atlético de Madrid por un tanto. La siguiente fila se
corresponde con el partido jugado en casa por el Barcelona, el cuál ganó al Athletic
por dos tantos. Todos los partidos se codifican de la misma forma. En nuestra base
de datos la última fila se corresponde con el partido Villarreal-Zaragoza, partido que
finalizó con un empate a dos.

Los niveles de los equipos nos proporcionan los 20 equipos en 1ª división durante
esa temporada:

> levels(datos2[,3])

[1] "Athletic" "Atletico" "Barcelona" "Betis" "Espanyol"

[6] "Getafe" "Granada" "Levante" "Málaga" "Mallorca"

[11] "Osasuna" "R_Gijon" "R_Madrid" "R_Sociedad" "Racing"

[16] "Rayo" "Sevilla" "Valencia" "Villarreal" "Zaragoza"

En relación a la siguiente temporada 2011/2012, los resultados del ajuste de los 12
modelos considerados para la temporada 2011/201 se presentan en la Tabla 3. El
primer modelo (Poisson doble) es el que tiene el mejor AIC (2212.88), seguido de
los modelos: Poisson bivariante constante, y el modelo inflado en la diagonal con
Discreta(0). De esta forma, se vuelve a comprobar que los modelos mas sencillos
obtienen un mejor ajuste con los resultados de esta temporada. En este temporada
se obtuvieron 91 empates en los 380 partidos disputados.
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Modelo de
distribución

Detalles
adicionales del

modelo

Log-
Likelihood

Número
de

parámet-
ros

AIC BIC

1, Poisson
doble

-1066.441 40 2212.883* 2398.215

Covariables
en λ3

2, Poisson
bivariante

Parámetro
asociado a λ3
Constante

(γ1 = γ2 = 0)

-1065.548 41 2213.095 2403.061

3, Poisson
bivariante

Equipo local
(γ1 = 1, γ2 = 0)

-1061.445 60 2242.890 2520.889

4, Poisson
bivariante

Equipo visitante
(γ1 = 0, γ2 = 1)

-1062.503 60 2245.006 2523.005

5, Poisson
bivariante

Ambos (local y
visitante)

(γ1 = 1, γ2 = 1)

-1057.935 79 2273.871 2639.903

6, Poisson
bivariante
inflado
diagonal

Discreta(0)
=Constante

-1067.348 42 2218.697 2413.296

Distribución
diagonal
7, Poisson
bivariante
inflado
diagonal

Geométrica -1069.290 43 2224.581 2423.814

8, Poisson
bivariante
inflado
diagonal

Discreta (1) -1068.776 43 2223.553 2422.785

9, Poisson
bivariante
inflado
diagonal

Discreta (2) -1067.986 44 2223.972 2427.838

10, Poisson
bivariante
inflado
diagonal

Discreta (3) -1067.464 45 2224.929 2433.428

11, Poisson
bivariante
inflado
diagonal

Poisson -1068.962 43 2223.925 2423.158

12, Poisson
bivariante
inflado
diagonal

Poisson -1068.795 42 2221.590 2416.189
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Tabla 4.3. Ajuste de los 12 modelos para la Temporada 2011/2012

Igual que en la temporada anterior se muestran los parámetros estimados para los
mejores modelos: 1, 2 y 6 (véase Tabla 4.4).

Modelo 1:DblPois Modelo 2: Bivpois M6: DIBP
Ataque Defensa Ataque Defensa Ataque Defensa

Real Madrid 0.89 -0.40 0.93 -0.45 0.93 -0.45
Barcelona 0.81 -0.44 0.86 -0.46 0.85 -0.47
Valencia 0.18 -0.14 0.20 -0.16 0.18 -0.11
Málaga 0.10 0.04 0.12 0.05 0.11 0.04

Atlético de Madrid 0.08 -0.10 0.10 -0.10 0.13 -0.07
Levante 0.10 -0.02 0.12 -0.01 0.11 -0.03
Osasuna -0.09 0.17 -0.09 0.19 -0.05 0.21
Mallorca -0.16 -0.11 -0.17 -0.12 -0.18 -0.14
Sevilla 0.01 -0.25 0.02 -0.27 0.03 -0.21
Athletic -0.02 0.00 -0.01 0.00 -0.04 -0.03
Getafe -0.33 -0.02 -0.38 -0.03 -0.37 -0.03

Real Sociedad 0.11 0.36 0.12 0.39 0.12 0.38
Betis -0.03 0.09 -0.04 0.09 -0.07 0.06

Espanyol -0.05 0.09 -0.05 0.10 -0.05 0.10
Rayo -0.16 0.28 -0.16 0.30 -0.19 0.26

Zaragoza -0.29 0.16 -0.3 0.18 -0.3 0.18
Granada -0.33 0.08 -0.36 0.08 -0.37 0.06
Villarreal -0.22 0.02 -0.24 0.03 -0.23 0.04
S. Gijón -0.06 0.01 -0.05 0.02 -0.04 0.01
Rácing -0.54 0.19 -0.63 0.19 -0.59 0.22

Intercepto para λ1 0.43 0.36 0.40
Intercepto para λ2 -0.01 -0.11 -0.07
Intercepto para λ3 -2.45 -2.51

λ3 0 0.08 0.08
Efecto de Jugar en casa 0.44 0.47 0.47

Proporción (p) 0.03
θ1 = P (X = Y = 1) 0

Tabla 4.4. Parámetros estimados para los mejores modelos (2011/2012)

En la Tabla 4.4 los equipos están colocados de nuevo según su puesto en la cla-
sificación final. Los parámetros de ataque y defensa obtenidos son acordes con la
clasificación de esa temporada. El Real Madrid se clasificó como el mejor equipo
de esa temporada, con el mayor parámetrode ataque. Su parámetro de defensa está
muy próximo al F.C. Barcelona, equipo clasificado en segundo lugar. El F. C. Barce-
lona presenta el segundo parámetro de ataque. En cuanto a la cola de clasificiación
señalar que el Rácing es el equipo que obtuvo el peor parámetro tanto de ataque
como de defensa.
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Igualmente destacamos el efecto de jugar en casa: λ1 − λ2, que toma valores entre
0.44 y 0.47, valores superiores a la temporada anterior.
A continuación se muestra una representación gráfica de los parámetros de defensa
y ataque de los modelos 1, 2 y 6 (Figuras 13, 14 y 15). Los tres gráficos son similares
ya que los parámetros entre modelos son muy similares tal como se mostraban en la
Tabla 4.4.
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Figura 4.6.: Parámetros defensa y ataque temporada 2011/2012 (DIBP)

Comparando estos gráficos con los de la anterior temporada observamos que el Real
Madrid y el Barcelona están mucho más igualados entre sí debido a que el Barcelona
ya no tiene tanta ventaja en su capacidad defensiva. Además, en cuanto a la capa-
cidad de ataque, la brecha de ambos equipos respecto al resto aumenta. También
es interesante observar que en esta temporada hay una mayor correlación entre los
parámetros de defensa y ataque de los equipos que en la temporada anterior. De he-
cho, si en la temporada 2010/2011 se eliminan Barcelona y Real Madrid se observa
que no hay relación entre la capacidad de defensa y de ataque del resto de equipos.





5. Conclusión

Partiendo de una búsqueda bibliográfica de artículos relacionados con la aplicación
de modelos de regresión en el fútbol se estableció que el trabajo de Karlis y Ntzoufras
(2003) es uno de los trabajos de referencia en este contexto. Estos autores propu-
sieron una regresión de Poisson bivariada aplicada al número de goles marcados por
cada equipo y asimismo propusieron modelos de inflado en la diagonal para mode-
lizar mejor los empates. Los autores tomaron como datos los partidos jugados en
la Liga italiana en el año 1991. De la misma forma, y utilizando en R el paquete
estadístico bivpois, en este trabajo se analizaron los resultados obtenidos en dos
temporadas en la Liga Española de Fútbol (2010/2011 y 2011/2012). Los resultados
de ambas temporadas se ajustaron mejor por un modelo de Poisson Doble, obtenien-
do este modelo los mejores valores para el AIC y el BIC. En el ejemplo analizado
por Karlis y Ntzoufras los modelos con inflado en la diagonal ajustaban mejor los
resultados obtenidos por los 18 equipos italianos, tal vez porque en la muestra es-
tudiada por ambos autores, se encontraron 111 empates en 306 partidos, mientras
que en nuestros datos, los 20 equipos que jugaron los 380 partidos en la temporada
2010/2011 obtuvieron un total de 78 empates y en la siguiente 91.

De la misma forma, se estimaron los parámetros de ataque y defensa para los 20
equipos participantes en cada temporada y se representaron gráficamente. Los re-
sultados obtenidos parecen reflejar que esos parámetros de ataque y defensa ayudan
a explicar los resultados de la clasificación. Aunque no se presentaron grandes di-
ferencias en los parámetros obtenidos para los tres modelos con mejor ajuste, si se
observaron diferencias en dichos parámetros entre las dos temporadas analizadas.
En este sentido sería de interés ampliar los resultados de este trabajo a más tem-
poradas para ver su ajuste con modelos de regresión como los utilizados en este
trabajo y también contemplar modelos más avanzados que permitan introducir una
componente temporal. De la misma forma, probablemente se podrían elegir otros
deportes de equipo y ver si resulta también factible el uso de modelos de regresión
de Poisson bivariados y con inflado en la diagonal.

Por otra parte, diversos estudios han contemplado la ventaja de jugar en casa (Cour-
neya y Carron, 1992; Bray y Widmeyer, 2000; Carron, Loughhead y Bray, 2005)
desde una perspectiva que tiene en cuenta variables psicológicas. La investigación,
en general, parece reflejar la complejidad de la ventaja de jugar en casa (Carron et
al., 2005). Esa complejidad no es universal sino que parece depender del equipo y
sus jugadores. De esta forma, futuros trabajos podrían estudiar si los resultados de
una temporada parecen estar influidos por la percepción que tiene cada equipo de la
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ventaja de jugar en casa, es decir, dado que los resultados matemáticos reflejan que
existe una ventaja de jugar en casa sería interesante observar si diferentes variables
psicológicas pueden explicar esas percepciones de jugar de forma diferente debido a
la circunstancia de ser equipo local o visitante.
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A. Propiedades

A.1. Propiedad 1

SeanX1, X2, X3 tres v.a. independientes de Poisson con medias λ1, λ2 y λ3,respectivamente.
Entonces la función de probabilidad conjunta de X = X1 +X3 e Y = X2 +X3 e

p(X = x, Y = y) = e−(λ1+λ2+λ3)λ
x
1
x!
λy2
x!

min{x,y}∑
k=0

(xk) (yk) k!
(
λ3

λ1λ2

)k
para x, y = 0, 1, 2, ...

Demostración. Se tiene que p~x(x1, x2, x3) = e−(λ1,λ2,λ3) λ
x1
1 λ

x2
2 λx3

3
x1!x2!x3! ; x1, x2, x3 = 0, 1, ...

Sean U1 = X1 +X3, U2 = X2 +X3 y U3 = X3. Entonces X1 = U1−U3, X2 = U2−U3
y X3 = U3.
La función de probabilidad de (U1, U2, U3) viene dada por (ver p.e. Rohatgi pág.
131):

p~u(u1, u2, u3) = p~x(u1 − u3, u2 − u3, u3) = e−(λ1+λ2+λ3)· λu1−u3
1

(u1 − u3)!
λu2−u3

2
(u2 − u3)!

λu3
3
u3!

= e−(λ1+λ2+λ3)λu1
1 λ

u2
2 ·

(
λ3

λ1λ2

)u3

· 1
(u1 − u3)!(u2 − u3)!u3!

Además, u1 − u3 > 0, u2 − u3 > 0 ⇒ u3 ≤ min {u1, u2}. También u1, u2 y u3 =
0, 1, 2, ...
Ahora, para u1, u2 = 0, 1, ...

p(u1, u2) =
min{u1,u2}∑

u3=0
p~u(u1, u2, u3) =

= e−(λ1+λ2+λ3)λu1
1 λ

u2
2

min{u1,u2}∑
k=0

(
λ3

λ1λ3

)k 1
(u1 − k)!(u2 − k)!k! .

Utilizando (u1
k ) = u1!

k!(u1−k)! el sumatorio anterior se escribe

min{u1,u2}∑
k=0

(
λ3

λ1λ2

)k
k!
u1!

(u1
k ) k!

u2!
(u2
k ) 1

k! =
min{u1,u2}∑

k=0

(
λ3

λ1λ2

)k
(u1
k ) (u2

k ) k!

y se obtiene el resultado deseado.
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Propiedades

A.2. Propiedad 2

Si (X, Y ) tienen distribución bivariada de Poisson BP (λ1, λ2, λ3), marginalmente
tienen distribuciones de Poisson con E(X) = λ1 + λ3 y E(Y ) = λ2 + λ3.

Demostración.

P (X = x) =
∞∑
y=0

p(x, y) =
∞∑
y=0

e−(λ1+λ2+λ3)λ
x
1λ

x
2

x!y!

min{x,y}∑
k=0

(xk) (yk) k!
(
λ3

λ1λ2

)k
=

= e−(λ1+λ2+λ3)

x! λx1

∞∑
y=0

λy2
y!

min{x,y}∑
k=0

(
x
y

)
(yk) k!

(
λ3

λ1λ2

)k
.

Supongamos x < y,entonces :

P (X = x) = e−(λ1+λ2+λ3)λ
x
1
x!

x∑
k=0

(
λ3

λ1λ2

)k
(xk) k!

∞∑
y=k

(yk)
λy2
y! =

= e−(λ1+λ3)λ
x
1
x!

x∑
k=0

(
λ3

λ1

)k
(xk) k!

∞∑
y=k

y!
k! (y − k)!

λy−k2 e−λ2

y! =

= e−(λ1+λ3)λ
x
1
x!

x∑
k=0

(
λ3

λ1

)k
(xk)

∞∑
y=k

e−λ2
λy−k2

(y − k)!

Teniendo en cuenta que
∞∑
y=k

e−λ2
λy−k2

(y − k)! = 1(suma de las probabilidades de una

Poisson) y
x∑
k=0

(
λ3

λ1

)k
(xk) =

(
1 + λ3

λ1

)x
(binomio de Newton), llegamos a

P (X = x) = e−(λ1+λ3) λx1
x!

(λ1+λ3)x
λx1

= e−(λ1+λ3) (λ1+λ3)x
x! , función de probabilidad de

P (λ1 + λ3).

A.3. Propiedad 3

E
[
X3i | xiyi, ∅(k)

]
=

 λ3i
fBP (xi−1,yi−1|λki1λ

k
i2λ

k
i3)

fBP (xi,yi|λki1λki2λki3)
si min {xi, yi} > 0

0 si min {xi, yi} = 0
Demostración.

E [X3 | X = x, Y = y] =
∑
x3

x3 · f (x3 | x, y) =

=
∑
x3

x3
f (x, y, x3)
f (x, y)

58



A.3 Propiedad 3

Por tanto, tenemos que demostrar ∑x3 x3f(x, y, x3) = λ3f (x− 1, y − 1).(Términos
que llamaremos:A = B)
La distribución de (x, y, x3) se obtiene teniendo en cuenta que es una transformación
de (x1, x2, x3) y que fx (x1x2x3) = e−λ1−λ2−λ3 λ

x1
1 λ

x2
2 λ

x3
3

x1!x2!x3! . En particular,

x = x1 + x3
y = x2 + x3
x3 = x3

y
x1 = x− x3
x2 = y − x3
x3 = x3

llevan a

f (x, y, x3) = fx (x− x3, y − x3, x3) =

= e−λ1−λ2−λ3λx−x3
1 λy−x3

2 λx3
3

(x− x3)! (y − y3)!x3!
para x3 < min {x, y}.
Utilizando la definición de un número combinatorio, llegamos a

f (x, y, x3) = e−λ1−λ2−λ3λx1λ
y
2

x3

(
λ3
λ1λ2

)x3
(

x
x3

)(
y
x3

)
x3!
x!y! . Por tanto,

A =
min{x,y}∑
x3=0

x3 · x3!
(

x
x3

)(
y
x3

)(
λ3

λ1λ2

)x3 [
e−λ1−λ2−λ3

λx1λ
y
2

x!y!

]

B = λ3 · f (x− 1, y − 1) =

= λ3 ·

e−λ1−λ2−λ3 · λx−1
1 λy−1

2
(x− 1)! (y − 1)!

min{x−1,y−1}∑
x3=0

(
x− 1
x3

)(
y − 1
x3

)(
λ

λ1λ2

)x3

x3!


=
[
e−λ1−λ2−λ3

λx1λ
y
2

x!y!

] (
λ−1

1 λ−1
2 x · yλ3

)min{x−1,y−1}∑
x3=0

(
x− 1
x3

)(
y − 1
x3

)(
λ3

λ1λ2

)x3

x3!

Para comprobar la igualdad entre A y B basta ver que A1 = B1, siendo

A1 =
min{x,y}∑
x3=0

x3 · x3!
(

x
x3

)(
y
x3

)(
λ3

λ1λ2

)x3

B1 =
(
λ−1

1 λ−1
2 x · yλ3

)min{x−1,y−1}∑
x3=0

(
x− 1
x3

)(
y − 1
x3

)(
λ3

λ1λ2

)x3

x3!

Suponiendo que x < y

A1 = 1 · 1!
(
x
1

)(
y
1

)(
λ3

λ1λ2

)1

+ 2 · 2!
(
x
2

)(
y
2

)(
λ3

λ1λ2

)2

+ ...+

+ (x− 1) · (x− 1)!
(

x
x− 1

)(
y

x− 1

)(
λ3

λ1λ2

)x−1

+ xx!
(
x
x

)(
y
x

)(
λ3

λ1λ2

)x
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Propiedades

Teniendo en cuenta que:(
x

k + 1

)
= x

k+1

(
x− 1
k

)
⇒
(
x− 1
k

)
= k+1

x

(
x

k + 1

)
B1se puede escribir de la forma:

B1 =
min{x−1}∑

x3

x · y (x3 + 1)
x

(
x

x3 + 1

)
(x3 + 1)

y

(
y

x3 + 1

)
x3!

(
λ3
λ1λ2

)x3+1

=
∑(

x
x3‘

)(
y
x3‘

)(
λ3

λ1λ2

)x3‘

x3‘ · x3‘(x3‘− 1)! = A1

siendo x3‘ = x3 + 1. Concluyendo de este modo la demostración.
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B. Código R para los gráficos del
Capítulo 2

B.1. Gráfico Clasificación General Temporada
2010/2011

puntos2010_2011<-c(96,92,71,62,58,58,58,49,47,47,46,46,45,45,45,44,44,43,35,30)
rango <- range(0,puntos2010_2011)
plot(puntos2010_2011,type="o", col="blue",ylim=rango,axes=FALSE,ann=FALSE)
title(main="Clasificación General 2010/2011", col.main="red", font.main=4)
axis(1, at=1:20, lab=c("Barcelona","R. Madrid","Valencia","Villarreal","Sevilla",
"Athletic","At.Madrid","Espanyol","Osasuna","R.S. Gijón","Málaga","R.Racing",
"Zaragoza","Levante","R. Sociedad","Getafe","Mallorca","Deportivo",
"Hércules","Almería"),las=2,cex.axis=0.80)
axis(2, las=1,at=c(96,92,71,62,58,49,35,30))
box()
title(ylab="Puntos Totales", col.lab="green2")

B.2. Gráfico Clasificación General Temporada
2011/2012

puntos2011_2012<-c(100,91,61,58,56,55,54,52,50,49,47,47,47,46,43,43,42,41,37,27)
rango <- range(0,puntos2011_2012)
plot(puntos2011_2012,type="o", col="blue",ylim=rango,axes=FALSE,ann=FALSE)
title(main="Clasificación General 2011/2012", col.main="red", font.main=4)
axis(1, at=1:20, lab=c("R. Madrid","Barcelona",
"Valencia","Málaga","At.Madrid","Levante","Osasuna","Mallorca","Sevilla","Athletic",
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Código R para los gráficos del Capítulo 2

"Getafe","R.Sociedad","Real Betis","Espanyol","R.Vallecano","Zaragoza","Granada",
"Villareal","R.S.Gijón","R. Racing"),las=2,cex.axis=0.80)
axis(2, las=1,at=c(100,91,61,50,41,37,27))
box()
title(ylab="Puntos Totales", col.lab="green2")

B.3. Gráfico Partidos jugados Temporada 2010/2011

Barcelona<-c(30,6,2)
R.Madrid<-c(29,5,4)
Valencia<-c(21,8,9)
Villarreal<-c(18,8,12)
Sevilla<-c(17,7,14)
Athletic<-c(18,4,16)
At.Madrid<-c(17,7,14)
Espanyol<-c(15,4,19)
Osasuna<-c(13,8,17)
R.Gijón<-c(11,14,13)
Málaga<-c(13,7,18)
R.Racing<-c(12,10,16)
Zaragoza<-c(12,9,17)
Levante<-c(12,9,17)
Sociedad<-c(14,3,21)
Getafe<-c(12,8,18)
Mallorca<-c(12,8,18)
Deportivo<-c(10,13,15)
Hércules<-c(9,8,21)
Almería<-c(6,12,20)
df <- data.frame(Barcelona,R.Madrid,Valencia,Villarreal,Sevilla,Athletic,At.Madrid,Espanyol,
Osasuna,R.Gijón,Málaga,R.Racing,Zaragoza,Levante,Sociedad,Getafe,Mallorca,Deportivo,
Hércules,Almería)
df
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B.4 Gráfico Partidos jugados Temporada 2011/2012

barplot(as.matrix(df), main="Partidos ganados, empatados y perdidos",
ylab="Total", beside=TRUE, col=rainbow(3),las=2,cex.axis=0.30)
legend("top",c("Partidos ganados","Partidos empatados","Partidos perdidos"),
bty="n",cex=0.6,fill=rainbow(3))

B.4. Gráfico Partidos jugados Temporada 2011/2012

R.Madrid<-c(32,4,2)
Barcelona<-c(28,7,3)
Valencia<-c(17,10,11)
Málaga<-c(17,7,14)
At.Madrid<-c(15,11,12)
Levante<-c(16,7,15)
Osasuna<-c(13,15,10)
Mallorca<-c(14,10,14)
Sevilla<-c(13,11,14)
Athletic<-c(12,13,13)
Getafe<-c(12,11,15)
Sociedad<-c(12,11,15)
Betis<-c(13,8,17)
Espanyol<-c(12,10,16)
Rayo<-c(13,4,21)
Zaragoza<-c(12,7,19)
Granada<-c(12,6,20)
Villarreal<-c(9,14,15)
R.Gijón<-c(10,7,21)
R.Racing<-c(4,15,19)
df2 <- data.frame(R.Madrid,Barcelona,Valencia,Málaga,At.Madrid,Levante,
Osasuna,Mallorca,Sevilla,Athletic,Getafe,Sociedad,Betis,Espanyol,Rayo,
Zaragoza,Granada,Villarreal,R.Gijón,R.Racing)
df2
barplot(as.matrix(df2), main="Partidos ganados, empatados y perdidos",
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Código R para los gráficos del Capítulo 2

ylab="Total", beside=TRUE, col=rainbow(3),las=2,cex.axis=0.30)
legend("top",c("Partidos ganados","Partidos empatados","Partidos perdidos"),
bty="n",cex=0.6,fill=rainbow(3))

B.5. Gráfico Goles Favor/Contra Temporada
2010/2011

Barcelona<-c(95,21)
R.Madrid<-c(102,33)
Valencia<-c(64,44)
Villarreal<-c(54,44)
Sevilla<-c(62,61)
Athletic<-c(59,55)
At.Madrid<-c(62,53)
Espanyol<-c(46,55)
Osasuna<-c(45,46)
R.Gijón<-c(35,42)
Málaga<-c(54,68)
R.Racing<-c(41,56)
Zaragoza<-c(40,53)
Levante<-c(41,52)
Sociedad<-c(49,66)
Getafe<-c(49,60)
Mallorca<-c(41,56)
Deportivo<-c(31,47)
Hércules<-c(36,60)
Almería<-c(36,70)
df3<- data.frame(Barcelona,R.Madrid,Valencia,Villarreal,Sevilla,Athletic,
At.Madrid,Espanyol,Osasuna,R.Gijón,Málaga,R.Racing,Zaragoza,Levante,
Sociedad,Getafe,Mallorca,Deportivo,Hércules,Almería)
df3
barplot(as.matrix(df3), main="Goles a Favor y en Contra",
ylab="Total", beside=TRUE, col=rainbow(2),las=2,cex.axis=0.30)
legend("top",c("Goles a Favor","Goles en Contra"),bty="n",cex=0.6,fill=rainbow(2))
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B.6 Gráfico Partidos jugados Temporada 2011/2012

B.6. Gráfico Partidos jugados Temporada 2011/2012

R.Madrid<-c(121,32)
Barcelona<-c(114,29)
Valencia<-c(59,44)
Málaga<-c(54,53)
At.Madrid<-c(53,46)
Levante<-c(54,50)
Osasuna<-c(44,61)
Mallorca<-c(42,46)
Sevilla<-c(48,47)
Athletic<-c(49,52)
Getafe<-c(40,51)
Sociedad<-c(46,52)
Betis<-c(47,56)
Espanyol<-c(46,56)
Rayo<-c(53,73)
Zaragoza<-c(36,61)
Granada<-c(35,56)
Villarreal<-c(39,53)
R.Gijón<-c(42,69)
R.Racing<-c(28,63)
df4 <- data.frame(R.Madrid,Barcelona,Valencia,Málaga,At.Madrid,Levante,
Osasuna,Mallorca,Sevilla,Athletic,Getafe,Sociedad,Betis,Espanyol,Rayo,
Zaragoza,Granada,Villarreal,R.Gijón,R.Racing)
df4
barplot(as.matrix(df4), main="Goles a Favor y en Contra",
ylab="Total", beside=TRUE, col=rainbow(2),las=2,cex.axis=0.30)
legend("top",c("Goles a Favor","Goles en Contra"),bty="n",cex=0.6,fill=rainbow(2))
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C. Descripción del paquete
estadistico “bivpois”

C.1. Función lm.bp

Esta función hace referencia al modelo de regresión de Poisson bivariante general.
A continuacion se realiza una descripción mas detallada de la misma.

C.1.1. Descripción

Esta función produce un objeto “lista” el cuál proporciona detalles acerca del ajuste
del modelo de regresión de Poisson de la forma:

(Xi, Yi) ∼ BP (λ1i, λ2i, λ3i), para i = 1, 2, ..., n con logλ1 = w1β1, logλ2 = w2β2 y
logλ3 = w3β3

donde

n es el tamaño de la muestra,

λκ = (λκ1, λκ2, ..., λκn)′ para κ = 1, 2, 3 son vectores de longitud n con una lambda
estimada para cada observación,

w1, w2, es una matriz de datos n × p que contiene variables explicativas para λ1 y
λ2,

w3 es una matriz de datos n× p2 que contiene variables explicativas para λ3,

β1,β2,β3 son vectores de los parámetros usados en los predictores lineales de λ1, λ2y
λ3.

C.1.2. Uso

El código para la función lm.bp es el siguiente:

lm.bp( l1, l2, l1l2=NULL, l3=~1, data, common.intercept=FALSE, zeroL3=FALSE,
maxit=300, pres=1e-8, verbose=getOption("verbose") )
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Descripción del paquete estadistico “bivpois”

C.1.3. Argumentos

Obligatorios.
1l Fórmula de la forma “x ∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ1.
12 Fórmula de la forma “y ∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ2.
Opcionales.
l1l2 Fórmula de la forma “∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros comunes del logλ1 y
logλ2. Si la variable explicativa se encuentra también en l1 y/o l2 entonces el modelo
ajusta la interacción entre los parámetros. Se pueden usar aquí términos especiales
de la forma “c(X1, X2)”. Estos términos implican parámetros comunes de λ1 y λ2
para distintas variables.
l3 Fórmula de la forma “∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ3.
data Data frame que contiene las variables en el modelo
common.intercept Función lógica que específica si se debe usar un intercepto común
sobre λ1 y λ2. Por defecto su valor es FALSE.
zeroL3 Argumento lógico que controla si λ3 debería ser igual a cero (y por lo tanto
se ajustaría el modelo de Poisson doble)
maxit Número máximo de pasos EM. Por defecto su valor es de 300 iteraciones.
pres Precisión usada para parar el algoritmo EM. El algoritmo se detiene cuando la
diferencia de verosimilitud relativa es más pequeña que el valor de pres.
verbose Argumento lógico que controla si los parámetros beta tienen que ser rea-
lizados mientras se calcula EM. El valor por defecto se toma igual al valor de op-
tions()$verbose. Si verbose=FALSE entonces solo el número de iteraciones, el log
de verosimilitud y su diferencia relativa de iteraciones previas se llevan a cabo. Si
verbose=TRUE entonces los parámetros del modelo β1, β2y β3 se llevan a cabo adi-
cionalmente.

C.1.4. Valores

Al ejecutar esta función se obtiene un objeto de tipo lista con las siguientes compo-
nentes:
coefficients Estima los parámetros del modelo para β1, β2 y β3 . Cuando se usa un
factor, se obtienen estimadores según la codificación utilizada.
fitted.values Data frame con n líneas y 2 columnas que contiene los valores ajustados
para x e y. Para un modelo de Poisson bivariado los valores ajustados son λ1+λ3 y
λ2+λ3, respectivamente.
residuals Data frame con n líneas y 2 columnas que contiene los residuos del modelo
para x e y. Para un modelo de Poisson bivariado los valores residuales vienen dados
por x−E(x) e y −E(y) respectivamente; donde E(x) = λ1 + λ3 y E(y) = λ2 + λ3.
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C.2 Función lm.dibp

beta1, beta2, beta 3 Vectores β1, β2 y β3 que contienen los coeficientes implicados en
la predicción lineal de λ1, λ2 y λ3 respectivamente. Cuando zeroL3=TRUE entonces
beta3 no se calcula.
lambda1, lambda2 Vectores de longitud n que contiene la estimación λ1 y λ2 para
cada observación.
lambda3 Vector que contiene los valores de λ3. Si zeroL3=TRUE entonces lambda3
es igual a cero y no se proporciona.
loglikelihood log-likelihood del modelo ajustado. Se da en forma de vector (un valor
por iteración). Usando este vector se puede ver la evolución del log de verosimilitud
en cada paso EM.
AIC, BIC AIC y BIC del modelo. Los valores también son proporcionados para el
modelo de doble Poisson y el modelo saturado.
parameters Número de parámetros.
iterations Número de iteraciones.
call Argumento que proporciona los detalles exactos usados para realizar la función
lm.bp.

C.2. Función lm.dibp

Este segunda función está relacionada con el modelo de regresión de Poisson biva-
riante inflado en la diagonal. Igual que en el apartado anterior se hace una descripción
de la función.

C.2.1. Descripción

Produce un objeto “lista” el cual proporciona detalles en relación al ajuste de un
modelo de regresión de Poisson bivariado inflado en la diagonal de la forma
(Xi, Yi) ∼ DIBP (λ1i, λ2i, λ3i, D(θ)) que seria el equivalente a
(Xi, Yi) ∼ (1− p)BP (xi, yi | λ1i, λ2i, λ3i) si xi 6= yi

(Xi, Yi) ∼ (1− p)BP (xi, yi | λ1i, λ2i, λ3i) + pD(xi | θ) si xi = yi para i = 1, 2, ..., n
con
logλ1 = w1β, logλ2 = w2β y logλ3 = w3β3

donde
n es el tamaño de la muestra,
λκ = (λκ1, λκ2, ..., λκn)′ para κ = 1, 2, 3 son vectores de longitud n con una lambda
estimada para cada observación,
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Descripción del paquete estadistico “bivpois”

w1, w2, es una matriz de datos n×p que contiene variables explicativas para λ1y λ2,
w3 es una matriz de datos n× p3que contiene variables explicativas para λ3,
β es un vector de longitud p el cual es común para λ1y λ2en orden a permitir los
efectos comunes,
β3 es un vector de longitud p3,
D(θ) es una distribución discreta con vector de parámetro θusada para inflar la
diagonal,
p es la proporción de la inflacción utilizada en la mezcla (suma) de las distribuciones.

C.2.2. Uso

El código para la función lm.dibp es el siguiente:
lm.dibp( l1, l2, l1l2=NULL, l3=~1, data, common.intercept=FALSE, zeroL3 = FAL-
SE, distribution = "discrete", jmax = 2, maxit = 300,
pres = 1e-08, verbose=getOption("verbose") )

C.2.3. Argumentos

Obligatorios.
1l Fórmula de la forma “x ∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ1.
12 Fórmula de la forma “y ∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ2.
Opcionales.
l1l2 Fórmula de la forma “∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros comunes del logλ1 y
logλ2. Si la variable explicativa se encuentra en l1 y/o l2 entonces el modelo usa la
interacción entre los parámetros que se ajustan (un parámetro común para ambos
predictores [efecto principal] y las diferencias entre estos para otro predictor [efecto
de la interacción]. Términos especiales de la forma “c(X1, X2) pueden ser usados
aqui. Estos términos implican parámetros comunes de λ1 y λ2.
l3 Fórmula de la forma “∼ X1 + ...+Xp” para los parámetros del logλ3.
data Data frame que contiene las variables en el modelo
common.intercept Función lógica que específica si un intercepto común sobre λ1 y
λ2 debería ser usada. Por defecto su valor es FALSE.
zeroL3 Argumento lógico que controla si λ3 debería ser un conjunto igual a cero (y
por lo tanto ajustar el modelo de Poisson doble)
distribution Especifica el tipo de distribución inflada: =”discrete”: Discrete(J=jmax),
=”poisson”: Poisson (θ) =”geometric”: Geométrica (θ).
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C.2 Función lm.dibp

jmax Número de parámetros usados en la distribución Discreta. Este argumento no
se usa para las distribuciones de Poisson o geométrica.
maxit Número máximo de pasos EM. Por defecto su valor es de 300 iteraciones.
pres Precision usada para parar el algoritmo EM. El algoritmo para cuando la dife-
rencia de verosimilitud relativa es más pequeña que el valor de pres.
verbose Argumento lógico que controla si los parámetros beta tienen que ser rea-
lizados mientras se calcula EM. El valor por defecto se toma igual al valor de op-
tions()$verbose. Si verbose=FALSE entonces solo el número de iteraciones, el log
de verosimilitud y su diferencia relativa de iteraciones previas se llevan a cabo.
Si verbose=TRUE entonces los parámetros del modelo β1, β2y β3 se llevan a cabo
adiccionalmente.

C.2.4. Valores

Al ejecutar esta función se obtiene un objeto de tipo lista con las siguientes compo-
nentes:
coefficients Estima los parámetros del modelo para β1, β2, β3, p y θ.
fitted.values Data frame con n líneas y 2 columnas que contiene los valores ajustados
para x e y.
residuals Data frame con n líneas y 2 columnas que contiene los residuos del modelo
para x e y. Para un modelo de Poisson bivariado los valores residuales vienen dados
por x − E(x) e y − E(y) respectivamente; donde E(x) y E(y) vienen dados por
fitted.values.
beta1, beta2, beta 3 Vectores β1, β2 y β3 que contienen los coeficientes implicados en
la prediccion lineal de λ1, λ2 y λ3 respectivamente. Cuando zeroL3=TRUE entonces
beta3 no se calcula.
lambda1, lambda2 Vectores de longitud n que contiene la estimación λ1 y λ2 para
cada observacion.
lambda3 Vector que contiene los valores de λ3. Si zeroL3=TRUE entonces lambda3
es igual a cero y no se proporciona.
loglikelihood log-likelihood del modelo ajustado. Se da en forma de vector (un valor
por iteración). Usando este vector se puede ver la evolución del log de verosimilitud
en cada paso EM.
AIC, BIC AIC y BIC del modelo. Los valores también son proporcionados para el
modelo de doble Poisson y el modelo saturado.
diagonal.distribution Etiqueta usada para la distribución de la diagonal inflada.
theta Vector de parámetros de la distribucion diagonal. Para una distribución dis-
creta la theta tiene una longitud igual a jmax con θi = theta[i] y θ0 = 1−∑JMAX

i=1 θi;
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para una distribucion de Poisson, la theta es la media; para una distribución Geo-
métrica la distribucion theta es la probabilidad del suceso.

parameters Número de parámetros.

iterations Número de iteraciones.

call Argumento que proporciona los detalles exactos usados para realizar la función
lm.dibp.

C.3. Función pbivpois

La función pbivpois esta relacionada con la función de probabilidad de la distribución
de Poisson bivariada.

C.3.1. Descripción

Devuelve la probabilidad (o el log) de la distribución de Poisson bivariada para los
valores x e y.

C.3.2. Uso

pbivpois(x, y=NULL, lambda = c(11, 12, 13), log = FALSE)

C.3.3. Argumentos

x Matriz o Vector que contiene los datos. Si x es una matriz entonces consideramos
x la primera columna e y la segunda columna. Si hay columnas adicionales son
ignoradas.

y Vector que contiene los datos de y. Solo se usa si x es también otro vector. Los
vectores x e y deben tener igual longitud.

lambda Vector (de longitud 3) que contiene los valores de los parámetros λ1,λ2 y
λ3de la distribución de Poisson bivariada.

C.3.4. Detalles

Esta función evalua la función de probabilidad (o su logarítmo) de una distribución
de Poisson bivariada con los parámetros λ1,λ2 y λ3.
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C.3 Función pbivpois

C.3.5. Valor

La salida de esta función es un vector de valores de las probabilidades de PD(λ1, λ2, λ3)
evaluadas en (x, y) cuando log=FALSE o las log-probabilidades de PD(λ1, λ2, λ3)
evaluadas en (x, y) cuando log=TRUE.
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D. Código R para el análisis de los
datos

A continuación se presenta el código específico para el análisis de los datos partidos
de la Liga Española de Fútbol para las temporadas 2010/2011 y 2011/2012.

D.1. Código para el ánalisis de los partidos
celebrados en la Temporada 2010/2011

#Fichero de datos Temporada 2010/2011
datos1 = read.table("2010.txt",header=TRUE)
names(datos1)
attach(datos1)
datos1
levels(datos1[,3])
options(contrasts = c("contr.sum", "contr.poly"))
# formula for modeling of lambda1 and lambda2
form1 <- ~c(team1,team2)+c(team2,team1)
# # Model 1: Double Poisson
ex4.m1<-lm.bp( g1~1, g2~1, l1l2=form1, zeroL3=TRUE, data=datos1)
# # Models 2-5: bivariate Poisson models
ex4.m2<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1)
ex4.m3<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, l3=~team1, data=datos1)
ex4.m4<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, l3=~team2, data=datos1)
ex4.m5<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, l3=~team1+team2, data=datos1)
# # Model 6: Zero Inflated Model
ex4.m6 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, jmax=0)
# # Models 7-11: Diagonal Inflated Bivariate Poisson Models

75



Código R para el análisis de los datos

ex4.m7 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, distribution="geometric")
ex4.m8 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, jmax=1)
ex4.m9 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, jmax=2)
ex4.m10<-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, jmax=3)
ex4.m11<-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, distribution="poisson")
# # Models 12: Diagonal Inflated Double Poisson Model
ex4.m12 <- lm.dibp( g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos1, distribution="poisson",
zeroL3=TRUE)
# ————————————————————————–
# # ————————————————————————–
# monitoring parameters for model 1: Dbl Poisson ex4.m1$coef
# all parameters ex4.m1$beta1
# model parameters for lambda1 ex4.m1$beta2 # model parameters for lambda2.
# All are the same as in beta1 except the intercept
ex4.m1$beta2[1] # Intercpept for lambda2.
ex4.m1$beta1[1]-ex4.m1$beta2[1] # estimated home effect
# estimating the effect for 20th level of attack (team1..team2) [Zaragoza]
-sum(ex4.m1$coef[2:20])
# estimating the effect for 20th level of defence(team2..team1) [Zaragoza]
-sum(ex4.m1$coef[21:39])
# # ————————————————————————–
# monitoring parameters for model 2: BivPoisson(lamdba1,lambda2,
constant lamdba3)
ex4.m2$beta1 # model parameters for lambda1
ex4.m2$beta2 # model parameters for lambda2.
# All are the same as in beta1 except the intercept
ex4.m2$beta3 # model parameters for lambda3 (Here only the intercept)
exp(ex4.m2$beta3)
ex4.m2$beta2[1] # Intercpept for lambda2.
ex4.m2$beta1[1]-ex4.m2$beta2[1] # estimated home effect
# estimating the effect for 20th level of attack (team1..team2) [Zaragoza]
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-sum(ex4.m2$coef[ 2:20])
# estimating the effect for 20th level of defence(team2..team1) [Zaragoza]
-sum(ex4.m2$coef[21:39])
# # ————————————————————————–
# ————————————————————————–
# monitoring parameters for model 6: Zero Inflated Model
ex4.m6$beta1 # model parameters for lambda1
ex4.m6$beta2 # model parameters for lambda2.
# All are the same as in beta1 except the intercept
ex4.m6$beta3 # model parameters for lambda3. Here beta3 has only the intercept
ex4.m6$beta2[1] # Intercpept for lambda2.
ex4.m6$beta1[1]-ex4.m6$beta2[1] # estimated home effect
# estimating the effect for 20th level of attack (team1..team2) [Zaragoza]
-sum(ex4.m6$coef[ 2:20])
# estimating the effect for 20th level of defence(team2..team1) [Zaragoza]
-sum(ex4.m6$coef[21:39])
ex4.m6$beta3 # parameters for lambda3 (here the intercept)
exp(ex4.m6$beta3) # lambda3 (here constant)
ex4.m6$diagonal.distribution # printing details for the diagonal distribution
ex4.m6$p # mixing proportion ex4.m8$theta # printing theta parameters
names(ex4.m1)
ex4.m1$coefficients
ex4.m1$fitted.values
ex4.m1$residuals
ex4.m1$beta1
ex4.m1$beta2
ex4.m1$lambda1
ex4.m1$lambda2
ex4.m1$lambda3
ex4.m1$loglikelihood
ex4.m1$iterations
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ex4.m1$parameters
ex4.m1$AIC
ex4.m1$BIC
ex4.m1$call
names(ex4.m2) #Idem para ex4.m3;ex4.m4;ex4.m5;ex4.m6;ex4.m7;
ex4.m8;ex4.m9;ex4.m10;ex4.m11;ex4.m12
ex4.m2$coefficients
ex4.m2$fitted.values
ex4.m2$residuals
ex4.m2$beta1
ex4.m2$beta2
ex4.m2$beta3
ex4.m2$lambda1
ex4.m2$lambda2
ex4.m2$lambda3
ex4.m2$loglikelihood
ex4.m2$iterations
ex4.m2$parameters
ex4.m2$AIC
ex4.m2$BIC
ex4.m2$call

D.2. Código para el ánalisis de los partidos
celebrados en la Temporada 2011/2012

#Fichero de datos Temporada 2011/2012
datos2 = read.table("2011.txt",header=TRUE)
names(datos2)
attach(datoa2)
datos2
levels(datos2[,3])
options(contrasts = c("contr.sum", "contr.poly"))
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# formula for modeling of lambda1 and lambda2
form1 <- ~c(team1,team2)+c(team2,team1)
# # Model 1: Double Poisson
ex4.m1<-lm.bp( g1~1, g2~1, l1l2=form1, zeroL3=TRUE, data=data)
# # Models 2-5: bivariate Poisson models
ex4.m2<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2)
ex4.m3<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, l3=~team1, data=datos2)
ex4.m4<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, l3=~team2, data=datos2)
ex4.m5<-lm.bp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, l3=~team1+team2, data=datos2)
# # Model 6: Zero Inflated Model
ex4.m6 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2, jmax=0)
# # Models 7-11: Diagonal Inflated Bivariate Poisson Models
ex4.m7 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2, distribution="geometric")
ex4.m8 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2, jmax=1)
ex4.m9 <-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2, jmax=2)
ex4.m10<-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2, jmax=3)
ex4.m11<-lm.dibp(g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2, distribution="poisson")
# # Models 12: Diagonal Inflated Double Poisson Model
ex4.m12 <- lm.dibp( g1~1,g2~1, l1l2=form1, data=datos2, distribution="poisson",
zeroL3=TRUE)
# ————————————————————————–
# # ————————————————————————–
# monitoring parameters for model 1: Dbl Poisson ex4.m1$coef
# all parameters ex4.m1$beta1
# model parameters for lambda1 ex4.m1$beta2 # model parameters for lambda2.
# All are the same as in beta1 except the intercept
ex4.m1$beta2[1] # Intercept for lambda2.
ex4.m1$beta1[1]-ex4.m1$beta2[1] # estimated home effect
# estimating the effect for 20th level of attack (team1..team2) [Zaragoza]
-sum(ex4.m1$coef[2:20])
# estimating the effect for 20th level of defence(team2..team1) [Zaragoza]
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-sum(ex4.m1$coef[21:39])
# # ————————————————————————–
# monitoring parameters for model 2: BivPoisson(lamdba1,lambda2,
constant lamdba3)
ex4.m2$beta1 # model parameters for lambda1
ex4.m2$beta2 # model parameters for lambda2.
# All are the same as in beta1 except the intercept
ex4.m2$beta3 # model parameters for lambda3 (Here only the intercept)
exp(ex4.m2$beta3)
ex4.m2$beta2[1] # Intercpept for lambda2.
ex4.m2$beta1[1]-ex4.m2$beta2[1] # estimated home effect
# estimating the effect for 20th level of attack (team1..team2) [Zaragoza]
-sum(ex4.m2$coef[ 2:20])
# estimating the effect for 20th level of defence(team2..team1) [Zaragoza]
-sum(ex4.m2$coef[21:39])
# # ————————————————————————–
# ————————————————————————–
# monitoring parameters for model 6: Biv.Poisson with Dis(1) diagonal distribution
# # # monitoring parameters for model 6
ex4.m6$beta1 # model parameters for lambda1
ex4.m6$beta2 # model parameters for lambda2.
# All are the same as in beta1 except the intercept
ex4.m6$beta3 # model parameters for lambda3. Here beta3 has only the intercept
ex4.m6$beta2[1] # Intercpept for lambda2.
ex4.m6$beta1[1]-ex4.m6$beta2[1] # estimated home effect
# estimating the effect for 20th level of attack (team1..team2) [Zaragoza]
-sum(ex4.m6$coef[ 2:20])
# estimating the effect for 20th level of defence(team2..team1) [Zaragoza]
-sum(ex4.m6$coef[21:39])
ex4.m6$beta3 # parameters for lambda3 (here the intercept)
exp(ex4.m6$beta3) # lambda3 (here constant)
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ex4.m6$diagonal.distribution # printing details for the diagonal distribution
ex4.m6$p # mixing proportion ex4.m6$theta # printing theta parameters
names(ex4.m1)
ex4.m1$coefficients
ex4.m1$fitted.values
ex4.m1$residuals
ex4.m1$beta1
ex4.m1$beta2
ex4.m1$lambda1
ex4.m1$lambda2
ex4.m1$lambda3
ex4.m1$loglikelihood
ex4.m1$iterations
ex4.m1$parameters
ex4.m1$AIC
ex4.m1$BIC
ex4.m1$call
names(ex4.m2) #Idem para ex4.m3;ex4.m4;ex4.m5;ex4.m6;ex4.m7;
ex4.m8;ex4.m9;ex4.m10;ex4.m11;ex4.m12
ex4.m2$coefficients
ex4.m2$fitted.values
ex4.m2$residuals
ex4.m2$beta1
ex4.m2$beta2
ex4.m2$beta3
ex4.m2$lambda1
ex4.m2$lambda2
ex4.m2$lambda3
ex4.m2$loglikelihood
ex4.m2$iterations
ex4.m2$parameters
ex4.m2$AIC
ex4.m2$BIC
ex4.m2$call
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D.3. Código para los gráficos de parámetros de
ataque/defensa

###Gráficos para los parámetros ataque y defensa
grafico = read.table("2010a.txt",header=TRUE) names(grafico)
plot(grafico$ataque,grafico$defensa,
xlab = "Parámetros de ataque", ylab = "Parámetros defensivos", main="Modelo
1:Doble Poisson",col=2)
text(grafico$ataque,grafico$defensa,pos=3,labels=c("Almería","Athletic",
"Atlético","Barcelona","Deportivo","Getafe","Espanyol","Hércules","Levante","Málaga",
"Mallorca","Osasuna","Rácing","R. Madrid","S. Gijón","R. Sociedad","Sevilla",
"Valencia","Villarreal","Zaragoza"),col="green",pch=0.5,cex=0.65)
#################
grafico2 = read.table("2010b.txt",header=TRUE) names(grafico2)
plot(grafico2$ataque,grafico2$defensa,
xlab = "Parámetros de ataque", ylab = "Parámetros defensivos", main="Modelo
2:Poisson Bivariante",col=2)
text(grafico2$ataque,grafico2$defensa,pos=1,labels=c("Almería","Athletic",
"Atlético","Barcelona","Deportivo","Getafe","Espanyol","Hércules","Levante","Málaga",
"Mallorca","Osasuna","Rácing","R. Madrid","S. Gijón","R. Sociedad","Sevilla",
"Valencia","Villarreal","Zaragoza"),col="green",pch=0.5,cex=0.65)
###################
grafico3 = read.table("2010c.txt",header=TRUE) names(grafico3)
plot(grafico3$ataque,grafico3$defensa,
xlab = "Parámetros de ataque",
ylab = "Parámetros defensivos", main="Modelo 3:Poisson Bivariante con Inflado en
la Diagonal",col=2)
text(grafico3$ataque,grafico3$defensa,pos=1,labels=c("Almería","Athletic",
"Atlético","Barcelona","Deportivo","Getafe","Espanyol","Hércules","Levante","Málaga",
"Mallorca","Osasuna","Rácing","R. Madrid","S.Gijón","R. Sociedad","Sevilla",
"Valencia","Villarreal","Zaragoza"),col="green",pch=0.5,cex=0.65)
####################
grafico4 = read.table("2011a.txt",header=TRUE) names(grafico4)

82



D.3 Código para los gráficos de parámetros de ataque/defensa

plot(grafico4$ataque,grafico4$defensa,
xlab = "Parámetros de ataque", ylab = "Parámetros defensivos", main="Modelo
1:Doble Poisson",col=2)
text(grafico4$ataque,grafico4$defensa,pos=1,labels=c("Athletic",
"Atlético de Madrid","Barcelona","Betis","Espanyol","Getafe","Granada","Levante","Málaga",
"Mallorca","Osasuna","Rayo","Real Madrid","S. Gijón","Rácing","Real Sociedad","Sevilla",
"Valencia","Villarreal","Zaragoza"),col="green",pch=0.5,cex=0.65)
#####################
grafico5 = read.table("2011b.txt",header=TRUE) names(grafico5)
plot(grafico5$ataque,grafico5$defensa,
xlab = "Parámetros de ataque", ylab = "Parámetros defensivos", main="Modelo
2:Poisson Bivariante",col=2)
text(grafico5$ataque,grafico5$defensa,pos=1,labels=c("Athletic",
"Atlético de Madrid","Barcelona","Betis","Espanyol","Getafe","Granada","Levante","Málaga",
"Mallorca","Osasuna","Rayo","Real Madrid","S. Gijón","Rácing","Real Sociedad","Sevilla",
"Valencia","Villarreal","Zaragoza"),col="green",pch=0.5,cex=0.65)
######################
grafico6 = read.table("2011c.txt",header=TRUE) names(grafico6)
plot(grafico6$ataque,grafico6$defensa,
xlab = "Parámetros de ataque",
ylab = "Parámetros defensivos", main="Modelo 3:Poisson Bivariante con Inflado en
la Diagonal",col=2)
text(grafico6$ataque,grafico6$defensa,pos=3,labels=c("Athletic",
"Atlético de Madrid","Barcelona","Betis","Espanyol","Getafe","Granada","Levante","Málaga",
"Mallorca","Osasuna","Rayo","Real Madrid","S. Gijón","Rácing","Real Sociedad","Sevilla",
"Valencia","Villarreal","Zaragoza"),col="green",pch=0.5,cex=0.65)
########################
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