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Resumen

Resumen en espanol

En este trabajo se estudia la aplicacion de técnicas de reformulacion y linealizacién a problemas
de optimizacion polinémica con variables enteras y binarias, dentro del marco de RAPOSa, un solver
desarrollado por investigadores de la Universidad de Santiago de Compostela y de la Universidad de
Vigo. En primer lugar, se presentan los fundamentos de la técnica RLT, incluyendo la construccion de
variables auxiliares, restricciones bound factor, criterios de ramificaciéon y extensiones al caso entero.
A continuacion, se analiza la reformulacion de productos de variables binarias a partir de patrones de
linealizacion, siguiendo las ideas de Elloumi y Verchére (2023). Estas reformulaciones se incorporan
posteriormente a problemas polinémicos generales, comparando el ajuste de las relajaciones continuas
y enteras con el de la formulacion RLT original.

La parte computacional del trabajo se centra en evaluar el efecto de estas reformulaciones dentro
de RAPOSa. Para ello, se genera una nueva bateria de problemas con distintos ntimeros de variables
binarias y se comparan varias configuraciones del solver, atendiendo a métricas como el tiempo de
resolucion y el nimero de nodos explorados. Finalmente, se proponen posibles mejoras del método,
incluyendo nuevas estrategias de ramificacién, un tratamiento mas especifico de los productos que
combinan variables binarias y no binarias, y una reduccién adicional del nimero de restricciones bound
factor.

English abstract

This work studies the application of reformulation and linearization techniques to polynomial op-
timization problems with integer and binary variables, within the framework of RAPOSa, a solver
developed by researchers from the University of Santiago de Compostela and the University of Vigo.
First, the fundamentals of the Reformulation-Linearization Technique (RLT) are presented, including
the construction of auxiliary variables, bound-factor constraints, branching criteria, and extensions to
the integer case. Next, the reformulation of products of binary variables is analysed through linea-
rization patterns, following the ideas of Elloumi and Verchére (2023). These reformulations are then
incorporated into general polynomial optimization problems, comparing the strength of the continuous
and integer relaxations with that of the original RLT formulation.

The computational part of the work focuses on evaluating the effect of these reformulations within
RAPOSa. To this end, a new test set of problems with different numbers of binary variables is generated,
and several configurations of the solver are compared using metrics such as solving time and the number
of explored nodes. Finally, possible improvements to the method are proposed, including new branching
strategies, a more specific treatment of products involving binary and non-binary variables, and an
additional reduction in the number of bound-factor constraints.
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Introduccion

En los tltimos anos se ha producido un avance notable en el diseno e implementacién de algorit-
mos de optimizaciéon global para problemas de programacion entera mixta no lineal, habitualmente
conocidos como problemas MINLP (Mized Integer Nonlinear Programming). Este progreso se ha visto
reflejado tanto en el desarrollo de nuevos métodos teodricos como en la incorporacion de estas técni-
cas a solvers de proposito general. Herramientas originalmente orientadas a la programacion lineal o
cuadratica entera mixta, como Gurobi o Xpress, han comenzado a incluir funcionalidades para tratar
problemas MINLP, mientras que otros solvers especializados, como BARON, Couenne, SCIP, LINDO
Global u Octeract, se han consolidado como referencias dentro del ambito de la optimizacion global.
Este crecimiento responde, por un lado, a la amplia aplicabilidad de los modelos MINLP en campos
como la ingenieria, la logistica, la energia o la planificacién, y, por otro, a los avances recientes en
capacidad computacional y en técnicas de relajacion, ramificacion y acotacion.

Una caracteristica comtn a muchos de estos métodos es que no trabajan directamente con el
problema original, sino que construyen transformaciones o reformulaciones que permiten obtener rela-
jaciones mas sencillas de resolver. Estas relajaciones se integran posteriormente en esquemas de tipo
branch-and-bound, donde proporcionan cotas inferiores y superiores que permiten descartar regiones
del espacio de busqueda y avanzar hacia la certificacion de la optimalidad global. En este contexto,
las reformulaciones desempenan un papel esencial: una formulacién adecuada puede mejorar la calidad
de las cotas, reducir el tamano del arbol de busqueda y hacer que la resoluciéon computacional del
problema sea mucho mas eficiente.

Dentro de esta familia de técnicas, una de las reformulaciones més relevantes es la Reformulation-
Linearization Technique (RLT). Esta metodologia, utilizada ya en el trabajo de Sherali y Tuncbilek
(1992), permite construir un algoritmo de optimizacion global para problemas de optimizacién po-
linémica continua. La idea central consiste en introducir nuevas variables asociadas a productos de
variables originales y reemplazar progresivamente las expresiones polinémicas por restricciones lineales
adicionales. De este modo, el problema no lineal inicial se transforma en una relajaciéon lineal que
puede resolverse de forma eficiente y que, integrada dentro de un esquema de ramificacion y acotacion,
permite aproximar el 6ptimo global con garantias.

A partir de esta idea inicial, distintas contribuciones posteriores han estudiado cémo adaptar y
mejorar la técnica RLT para hacerla aplicable a clases de problemas mas generales. En particular, una
extension natural consiste en considerar problemas de optimizacién polindémica con variables enteras, lo
que permite conectar el marco continuo original con el &mbito mas amplio de la programacién no lineal
entera mixta. Esta extension introduce nuevas dificultades, ya que el algoritmo debe controlar simul-
taneamente las violaciones asociadas a las identidades RLT y las posibles violaciones de integralidad
de las variables. Por ello, surgen distintas estrategias: resolver relajaciones continuas e incorporar la
integralidad dentro del esquema de ramificacion, o bien trabajar directamente con relajaciones enteras
que mantengan parte de la estructura discreta del problema.

En esta linea se enmarca el desarrollo de RAPOSa, un solver de optimizacién global para proble-
mas polinémicos desarrollado por investigadores de la Universidad de Santiago de Compostela y de la
Universidad de Vigo. RAPOSa implementa un esquema basado en la técnica RLT y permite estudiar
de forma préctica el comportamiento de distintas reformulaciones, relajaciones y estrategias de rami-
ficacion. El presente Trabajo de Fin de Master se sitiia en esta misma linea y se centra en estudiar
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como mejorar el tratamiento de las variables enteras y, especialmente, de las variables binarias, ana-
lizando distintas reformulaciones y estrategias de ramificacion dentro de RAPOSa. En particular, el
estudio de las reformulaciones binarias desarrollado en el Capitulo 2 se apoya de forma esencial en las
ideas propuestas por Elloumi y Verchére (2023), que proporcionan un marco para comparar distintas
reformulaciones de productos de variables binarias mediante patrones de linealizacién.

La memoria se estructura en cuatro capitulos.

En el Capitulo 1 se introducen los fundamentos teoricos sobre los que se apoya el resto del trabajo.
En primer lugar, se presentan los conceptos bésicos necesarios para formular problemas de optimi-
zacion polindémica. A continuacion, se describe la técnica de reformulacion y linealizacion, conocida
como Reformulation-Linearization Technique (RLT), siguiendo el algoritmo propuesto por Sherali y
Tuncbilek (1992). Se construye la relajacion lineal asociada al problema polinémico original mediante
la introduccién de variables RLT y de restricciones bound factor, y se estudian algunos resultados que
justifican su validez, como la acotaciéon de las variables auxiliares y el criterio de ramificaciéon basado
en la violacion de las identidades RLT. Posteriormente, se comentan mejoras del procedimiento, en
particular el uso de los denominados J-sets, que permiten reducir el nimero de restricciones generadas.
La parte final del capitulo se dedica a la extension del algoritmo al caso de problemas con variables
enteras, distinguiendo entre dos enfoques: resolver la relajacion continua y gestionar explicitamente las
violaciones de integralidad, o bien resolver directamente una relajacion entera. Finalmente, se presenta
RAPOSa como implementacion computacional del algoritmo basado en RLT.

En el Capitulo 2 se estudia la reformulacién de productos de binarias, siguiendo de cerca las ideas
propuestas por Elloumi y Verchére (2023). El capitulo comienza revisando la linealizacion estandar de
productos de variables binarias y mostrando cémo un problema polinémico puramente binario puede
reformularse como un problema lineal entero mixto. A partir de ahi se introducen los patrones de linea-
lizacion, que permiten representar distintas formas de descomponer y sustituir productos de binarias
mediante variables auxiliares. Después se recogen resultados sobre el ajuste de estas formulaciones, en
particular la dominancia de ciertos patrones de linealizacion frente a la linealizacion estandar. En la
segunda parte del capitulo, estas ideas se extienden a problemas de optimizacién polinémica generales,
en los que pueden aparecer simultdneamente variables binarias y variables no binarias. Para ello, se
reformula tnicamente la parte binaria de los monomios y posteriormente se aplica RLT al proble-
ma resultante. Este capitulo concluye comparando el ajuste de las relajaciones continuas y enteras, y
mostrando que la formulacién base de RLT puede ser mas ajustada que las formulaciones obtenidas
tras aplicar patrones de linealizacién, aunque estas tltimas puedan resultar computacionalmente mas
ventajosas.

En el Capitulo 3 se presentan los resultados computacionales. En primer lugar, se justifica la
necesidad de construir una nueva bateria de problemas, ya que muchas de las baterias habituales
estan formadas principalmente por problemas cuadraticos, en los que las distintas linealizaciones de
binarias pueden coincidir con la formulaciéon base de RAPOSa y, por tanto, no permiten evaluar
adecuadamente el efecto de las reformulaciones propuestas. A continuacion, se describe el procedimiento
de generacion de instancias, detallando los parametros con los que funciona. Posteriormente, se detalla
el entorno de pruebas y las métricas utilizadas para comparar las distintas configuraciones, como los
tiempos de resolucién o el nimero de nodos explorados. La parte central del capitulo analiza varias
baterias de problemas con distintos ntimeros de variables binarias, comparando la formulacion base
con distintas reformulaciones de binarias y diferentes enfoques de ramificaciéon. Finalmente, se validan
algunas de las conclusiones mediante representaciones graficas de los arboles de ramificacion, lo que
permite interpretar visualmente como evolucionan las cotas y qué tipo de variables se seleccionan para
realizar la ramificacion en cada estrategia.

En el Capitulo 4 se recogen posibles lineas de mejora del algoritmo basado en la técnica RLT a
partir de las observaciones teéricas y computacionales realizadas en los capitulos anteriores. En primer
lugar, se estudia una posible linealizaciéon de la parte no binaria por la parte binaria, con el objetivo
de aprovechar mejor la estructura de los monomios que combinan variables continuas y binarias. Para
dicha linealizacién, veremos que es posible probar resultados analogos a los de la segunda seccién del
Capitulo 2. Después se plantean nuevas estrategias de ramificacion, en particular, la posibilidad de no
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priorizar de forma rigida un tipo concreto de violacion y de controlar la profundidad de la ramificacion
entera. También se analiza con mas detalle el papel de las variables auxiliares que sustituyen a productos
de binarias, prestando atencion a su integralidad en las soluciones factibles del problema original, a su
posible uso en técnicas de ajuste de cotas y a estrategias de ramificacion miltiple que aprovechen la
estructura de los patrones de linealizaciéon. Por taltimo, se propone una reduccién adicional del namero
de restricciones bound factor més alla de los J-sets, mediante la construcciéon de lo que se denominan
super J-sets. Esta idea consiste en agrupar monomios mediante minimos comunes multiplos para cubrir
varios conjuntos de restricciones con un nimero menor de restricciones bound factor, formulando el
problema como un modelo entero de cobertura y proponiendo también una heuristica para hacerlo
computacionalmente més manejable.
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Capitulo 1

Programacion polindmica y
Reformulation Linearization
Technique

En este capitulo empezaremos presentando conceptos bésicos necesarios para describir los pro-
blemas de programaciéon polinémica. A continuacion, presentaremos un algoritmo para su resolucion
basado en la técnica de reformulacion y linealizacion (RLT-based algorithm) presentado en Sherali
y Tuncbilek (1992). Este algoritmo tiene la ventaja de garantizar la obtencién de un éptimo global,
aspecto especialmente relevante si consideramos que los problemas de programacion polinémica suelen
ser no convexos y, por tanto, los métodos de optimizaciéon local no aseguran una solucién 6ptima en
general.

Para el desarrollo teorico nos guiaremos por Gonzalez-Rodriguez (2022), donde se detallan los
resultados clave que sustentan la validez del algoritmo. Finalmente, presentaremos RAPOSa, un solver
implementado en C++ basado en dicho algoritmo. Mencionaremos algunas ideas que se abordan en
Gonzalez-Rodriguez et al. (2022) sobre la implementacion, y dedicaremos el final del capitulo a la
extension del algoritmo a variables enteras, apoyandonos en lo recogido en Gonzalez-Diaz et al. (2024).

1.1. Preliminares

Con el fin de definir adecuadamente los problemas de programacién polindémica, comenzamos pre-
sentando brevemente algunos conceptos basicos sobre polinomios.

Definicién 1.1. Dado un vector = (z1, ... 7xn)T, un monomio es cualquier expresion de la forma
m(x) = a]_[?zla:fj, cona € Ry f; € NU{0} para cada j € {1,...,n}.

Definicién 1.2. El grado de un monomio m(z) = « H;’:l a:fj se define como 2?21 Bj-

Definicién 1.3. Dado un vector © = (z1,...,,) ', un polinomio es la suma de un nimero finito de
monomios; es decir, cualquier expresion de la forma: ¢(x) = >, p o H;'L:1 xf ‘., donde T C N es un
conjunto de indices, a; € R para todo t € T y 5;; € NU {0} para todo j € {1,...,n} y para todo

tel.
Definicién 1.4. El grado de un polinomio ¢(z) = >, ar H?Zl :Uft"
grados de los monomios que lo conforman; es decir, mé‘XtET{Z;‘L:1 B}

se define como el mayor de los

A continuacion, introducimos el concepto de multiconjunto, que permitira representar los monomios
mediante los indices de las variables que los componen y sus multiplicidades.
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Definicién 1.5. Dado un conjunto finito N y una aplicacién p : N — N, se denota por multiconjunto
al par (N, p), donde la aplicacion p denota la multiplicidad de cada elemento. En este caso, se denota

su cardinal por |(N,p)| = ZjeNp(j)-

Dado que el uso de los multiconjuntos en este trabajo serd muy limitado, realizaremos un ligero abu-
so de notacion: si N = {1,...,n}, denotaremos el multiconjunto (N, p) como {1,2) 1,... n,2(%) n}.
Ademas, cuando p(j) = & para todo j € N con § € N, escribiremos simplemente N°.

Empleando multiconjuntos, un monomio m(x) = aH?zl $]BJ

m(x) = a[],;c;xj, donde J C N? es el multiconjunto dado por J = {1,7..1,...,n, P n}, en-
tendiendo que 3; = 0 quiere decir que el elemento j no aparece en J. En adelante, emplearemos
el multiconjunto J para referirnos al conjunto de indices con multiplicidad que caracteriza a cada

de grado § puede expresarse como

monomio. Anilogamente, un polinomio ¢(x) = 3, oy H?:l xfti de grado d puede escribirse como

o(@) = > er o[ ey, xj donde Jp C N para cada t € T.
Con esto ya estamos en disposicion de definir los problemas de optimizacién polinémica, que cons-
tituiran el objeto de estudio del presente trabajo.

Definicion 1.6. Un problema de optimizacién polinémica es un problema de optimizacion de la forma:

minimizar ¢ (x)
sujeto a  ¢.(x) > B, r=1,...,Ry,
¢r(x) =Br, T=Ri+1,...,R,
x e CR”,

(PP())

donde cada ¢, (x) es un polinomio de grado 6, € N, Q ={x e R" : 0 < [; < z; <wu; < o0, Vj €
N} C R™ es un hiperrectangulo que contiene a la regiéon factible y el grado del problema se define
como § = méx,¢o,... gy Or- A partir de ahora se supondrd que § > 2 para que no sea un problema de
optimizacion lineal.

Ejemplo 1.7. Presentamos un ejemplo con el fin de ilustrar los conceptos a medida que se vayan
presentando. Un problema de optimizacién polinémica podria ser:

minimizar xlas% — x%xz + 2z,
sujeto a 3xi1x0 — X2 > 2
T, — To+ X120 =4
x € [1,2] x [3,4].

Antes de introducir la técnica RLT, mencionamos algunos conceptos de optimizacion que emplea-
remos a lo largo del trabajo.

Definiciéon 1.8. Dados dos problemas de optimizacion PPy () y PP2(Q3), se dice que son equiva-
lentes cuando existe una correspondencia entre los conjuntos de soluciones factibles y las funciones
objetivo asociadas.

Definicion 1.9. Dadas dos relajaciones de formulaciones equivalentes, se dice que una es al menos tan
ajustada como la otra si la solucion 6ptima de la primera relajacién es mayor o igual que la solucién
optima de la segunda.

Adicionalmente, conviene aclarar que, cuando hablemos de relajaciones enteras, nos referiremos a
reformulaciones del problema en las que las variables enteras mantienen sus restricciones de integrali-
dad. En cambio, cuando dichas variables puedan tomar cualquier valor dentro de su intervalo de cotas,
hablaremos de relajacion continua.

Una vez introducida la formulacién general de los problemas de programaciéon polinémica, el siguien-
te paso consiste en estudiar como pueden abordarse de forma algoritmica. La principal dificultad de
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estos problemas reside en la presencia de productos entre variables, que impiden tratarlos directamente
mediante técnicas de programacion lineal. La técnica RLT parte precisamente de esta observacién: en
lugar de trabajar con los productos originales, se introducen nuevas variables que los representan y se
anaden restricciones lineales que relacionan estas nuevas variables con las variables originales.

De este modo, el problema polinémico se sustituye por una relajacion lineal en un espacio de mayor
dimension. Aunque esta reformulacion puede aumentar considerablemente el tamano del problema,
permite aprovechar algoritmos de programacién lineal y proporciona una estructura adecuada para
disenar un procedimiento de ramificacion y acotacion con garantias de convergencia global.

1.2. Reformulation-Linearization Technique (RLT)

Con esta motivacion, presentamos el algoritmo de Sherali y Tuncbilek (1992). Para ello, introduci-
mos primero la relajacion lineal asociada al problema polinémico y las variables auxiliares que permiten
formularla.

Definiciéon 1.10. Dado un problema de optimizacién polindémica PP(f)), se definen los bounding
factors como las restricciones dadas por (z; — ;) > 0y (u; — ;) > 0 para cada j € N.

Definicién 1.11. Dado un problema de optimizacion polinémica PP(Q) y un monomio J C N° con
2 < |J| <4, se define la correspondiente identidad RLT como X; =[] jeJ Tj, donde X se denomina
variable RLT. Puesto que no afecta a los resultados, serd habitual el abuso de notacion z; = Xy;3.

Definicién 1.12. Dado un punto & y un problema de optimizacion polinémica PP () de grado 4, se

define la extension de @ como E(x) = (X;) jcns, donde X; =[], ; 2, para cada J C N°.

Definiciéon 1.13. Dado un polinomio ¢(x), se define su linealizacion [¢(x)]; como el resultado de
reemplazar cada monomio de grado mayor que uno en ¢(x) por su variable RLT correspondiente.

Con las anteriores definiciones, podemos formular la relajacion lineal asociada al problema PP((2)
propuesta en Sherali y Tuncbilek (1992):

minimizar [¢o(x)]r,

sujeto a  [¢, ()] > B, r=1,..., Ry,
[r()]L = Brs r=Ri+1,....R,
RLT(PP(Q
VJ1UJ2CN5, ( ( ( )))
I @i =) [T (i —2)| =0, U= 8
JEJ1 jE€J2 I ‘ 1 2‘ o
x e QCR™

Ejemplo 1.14. Sobre nuestro ejemplo, la reformulacion del problema de linealizacion sera de la forma:

minimizar Xy 90y — Xy1,1,2) + 271
sujeto a  3X(y0) — w2 > 2
Ty — 22+ Xy 9y =4
x € [1,2] x [3,4],
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a la que adicionalmente habra que anadir las siguientes restricciones bound factor linealizadas:
— X101y +6X¢11) — 1221 +8 >0,

X111y —5Xq1,1y +821—42>0,

— X{l,l,l} +4X{1Y1} —5x1 4+22>0,

X111y —3Xq1,1y +321 —12>0,

— Xq1,1,2y +4X 1,1y +4X (1 2y — 1621 —4z2 +16 > 0,
X112y —3Xq1,1y —4X(1,2) + 1221 + 422 — 12 2 0,
X112} —4X(11) — 3X(1,2) + 1221 + 222 —8 > 0,

— X(1,1,2y +3Xq1,1) +3X 1,2y — 971 — 222+ 6 >0,
— X(1,1,2y +4X11) +2X 12y —8z1 —22+4 20,
X112y —3Xp11y —2X(12y + 621+ 22 —320,

— X (1,22 +8X (1,2} +2X(2,2) — 1621 — 16z2 + 32 > 0,
X{12.2) — TX(1.2) — 2X (2.2} + 1221 + 1425 — 24 > 0,

— X{(1,2,2) + 6X (1,2} +2X (22} — 921 — 1222 + 18 > 0,
X122y —8Xy1,2y — X{2,2) +16z1 +8z2 — 16 > 0,

— X122y + 7X{1,2) + X {22y — 1220 — Tz2 +12 20,
X(12.2) — 6X{1.2) — X(2.2} + 921 + 622 — 9 > 0,

— X{(2.2,2} + 12X (5,5} — 4822 + 64 > 0,
X{2,2,2) — 11X (2,2} + 40z — 48 > 0,

— X{(2.2,2} + 10X (5 5} — 3322 + 36 > 0,
X{2,2,2) — 9X (2,2} + 2722 — 27 > 0.

Este ejemplo evidencia una de las principales consecuencias de aplicar el algoritmo basado en
la técnica RLT: aunque el problema resultante es lineal, el nimero de variables y restricciones puede
crecer rapidamente. Por ello, ademas de estudiar la validez teorica de la reformulacion, sera importante
considerar mecanismos que reduzcan su tamano o que permitan resolverla de forma mas eficiente.

Notese que, antes de aplicar la linealizacion, el producto de § bounding factors:

Fs(Ji, J2) = [ (z; = 1) [] (wj — =) =0, ¥y Uy © N°, |JyUJo| =36, (1.1)
VISDA JjeJ2

es una restricciéon que se deriva directamente del hecho de que @ pertenece a §2. Cabe destacar, ademas,
que dicha restriccion no es estrictamente necesaria para garantizar la convergencia del algoritmo, tal
y como se apunta en Sherali y Tuncbilek (1992).

Si lo que nos interesa es que las variables creadas estén acotadas (que es algo que probaremos
que se deriva de dichas restricciones) bastaria con extender las cotas impuestas por 2 al producto de
variables. Por ejemplo, supongamos I1 < x1 < uy y lo < z2 < us y que buscamos acotar la variable
RLT X{; 2y, bastarfa imponer l1la < Xy; 9y < ujuz para hacerlo.

No obstante, el uso de las restricciones (1.1) introduce interrelaciones adicionales entre las variables
y los productos linealizados, lo que permite obtener una relajacion lineal mas ajustada. A este conjunto
de restricciones lo denotaremos por bound factors. Posteriormente se justificara por qué se considera
unicamente el producto de exactamente d bounding factors y no de un niimero menor.

Por otra parte, ya que es posible probar que el nimero de restricciones que componen las restric-

ciones bound factor son
n+4d6—1
6 b

es evidente que dicho numero crece de forma exponencial al aumentar el niumero de variables o el grado
del problema, como bien refleja el ejemplo. Sin embargo, se puede demostrar que es posible considerar
solo un subconjunto de las mismas para reducir su niimero, como se verd mas adelante.

Con el fin de establecer la convergencia del algoritmo RLT a un 6ptimo global del problema original,
presentamos tres resultados preliminares. En primer lugar, ponemos de manifiesto que el problema
RLT(PP(R)) es una relajacion lineal de PP(€2).
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Lema 1.15. Sean v[PP(?)] y v[RLT(PP())] los optimos de PP(Y) y RLT(PP(Q)) respectivamente.
Entonces, se tiene que v[RLT(PP())] < v[PP(Q)]. Ademds, si la solucion éptima de RLT(PP(Q))
es de la forma (Z, E(Z)), entonces & es la solucion dptima de PP(S).

Demostracion. Sea ¢o[PP(2)](x) la funcién objetivo de PP(?) y ¢o[RLT(PP(Q))](x, X) la fun-
cion objetivo de RLT(PP(f2)). Sea & una solucion factible del problema original, entonces (&, E(Z))
es una solucion factible de la linealizaciéon, con lo cual la region factible de PP(2) esta conteni-
da en la de RLT(PP(Q2)). Ademas, se tiene que ¢o[PP(N)|(Z) = ¢o[RLT(PP(N))|(Z, E(Z)), luego
v[RLT(PP(2))] < v[PP(Q)].

Por otra parte, en caso de que la solucion de RLT(PP(2)) sea de la forma (&, E(Z)), entonces &
es una solucion factible de PP(2), y como ¢o[PP(Q)](Z) = ¢po[RLT(PP(Q))|(Z, E(Z)), entonces T ha
de ser la solucion 6ptima de PP((2). O

Una vez justificada la conveniencia de emplear las restricciones bound factor surgia la cuestion de
por qué tomar § bounding factors y no menos. En el siguiente lema se prueba que los productos que
involucran menos bounding factors se derivan del producto de § de ellos, lo que permite reducir el
numero de restricciones construidas sin afectar a lo ajustada que es la formulacion.

Lema 1.16. Supongamos l; < u; para todo j € Ji U Ja, con J1 U Jy C N?. Entonces, todas las
restricciones de la forma [Fs/(J1,J2)]p > 0 con JyUJy C NO, |JJUJo| =8 y1 <6 <0 estin
implicadas por las restricciones [F5(J1, J2)]r, > 0 con J; U Jy C NO, | LU Jy| = 4.

Demostracion. Para cualquier ', con 1 < ¢ < §,j € Ny JiUJo C N°, |J;UJy| = 8, consideremos las
restricciones de la forma [Fs 41 (J1 U{j},J2)]lr > 0y [Fs4+1(J1, J2 U {j})]r > 0. Entonces, se verifica
que:

[Fsrs1(J1 UG} )L + [Foa (i, 2 U gD = (25 — 1) Fsr (J1, J2)]o + [(uj — 25) Fsr (J1, J2)]
[%F&(Jl» )L = Li[Fs (J1, J2)]L
+ u;[Fs (J1, )| — [ Fs (J1, J2)] L
= (uj — ;)[Fs (J1, J2)]L-

Puesto que u; —I; > 0, se tiene que [Fj (J1, J2)|r, > 0 esta implicado por las otras 2 restricciones. Por
tanto, aplicando induccién queda probado el resultado. O

Observacion 1.17. Ndtese que el anterior resultado no es cierto cuando l; = u;. En efecto:
[For+1(J1U {5} J2)le = (&5 — 1) Fy (J1, o) = —[(uj — @) For (J1, J2)|L = —[Fors1(J1, Jo U{j})]L-

De esta forma, al sumar ambas restricciones, en lugar de tener k[Fs/ (J1,J2)]r > 0, con k > 0, origina
una restriccion de la forma 0 > 0.

La anterior consideracion no se tiene en cuenta en Gonzalez-Rodriguez (2022) ni Sherali y Tuncbilek
(1992), donde se afirma el resultado del Lema 1.16 para u; —; > 0. En general esto no tiene impacto
en los problemas continuos, que son los abordados en Sherali y Tuncbilek (1992), ya que la situacion
uj — l; = 0 sélo puede producirse cuando se parte de una variable con valor fijado, caso poco habitual
en el que ademés podria eliminarse dicha variable del problema y reemplazarse por su valor, o bien
cuando se ramifica en una variable por una de sus cotas, algo que, como veremos en el Lema 1.19, no
tiene sentido hacer.

A partir del Lema 1.16 podemos derivar el siguiente resultado sobre la acotacion de las variables
de la relajacion lineal del problema.

Corolario 1.18. En el problema RLT(PP(SY)) todas las variables RLT estin acotadas inferior y
superiormente debido a las restricciones bound factor. Con lo cual, todas las variables de este problema
estdn acotadas y entonces, de ser un problema factible, tiene un dptimo finito.
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Demostracion. Consideremos X ; una variable con J C N° y probemos que X esta acotada inferior
y superiormente. Lo haremos por induccion.

Supongamos |J| = 2, donde J = {j1,j2}. En virtud del Lema 1.16, las restricciones bound fac-
tor [Fo(J1,J2)]p > 0 con J; = J y Jo = 0 estan implicadas por las que aparecen en el problema
RLT(PP(R)). Por lo tanto, se verifica que:

[Fa(J1, J2)| = [(z5, — U, )(xg, — Uiyl = X — U,z — Uy, + 1,1, >0,

con lo cual X; >, x5 + 1,25, —l;,l;, y estd acotada inferiormente.
Si consideramos una bound factor de la misma forma [Fy(J1, J2)]r > 0, tomando ahora J; = {j1}
y J2 = {j2}, que también se deducen de las presentes en el problema RLT(PP(f2)), se tiene:

[FQ(J17J2)]L = [(le - lj1)(uj2 - mjz)]lz =-Xy +uj, %5, + l.jlij - l.jluj2 >0,

con lo que Xy < uj,x;, + 1,25, — I, uj,, asi que estd acotada superiormente.

Probado el caso base, consideremos que el resultado se verifica para |J| < ¢’ y vamos a probarlo
para |J| = ¢’, con §' < §. Considerando J = {ji,...,7s }, ya sabemos que [Fy (J1,J2)]r > 0 con
J1 = Jy Jo =0 esta implicado por RLT(PP(2)). Asi, se verifica que:

[For (T, T)le = [ [ =1)| =Xy + fl=,X) >0,
jeJ I
donde f(x, X) es una combinacién lineal de variables RLT asociadas a monomios de grado menor que
§’. Por la hipotesis de induccion podemos afirmar que estan acotadas y asf se tiene que X; > —f(x, X);
por tanto, X ; esta acotada inferiormente.
Tomando ahora Ji = J\ {js} v Jo = {js}, de nuevo es implicada por las restricciones de
RLT(PP(R)), y tenemos que:

[Fs (Ji, J)le = | (ujy, —2j,) [[ (@ = 1) = -Xs+ f(=,X) >0,

JEJ I
siendo nuevamente f(x, X) una combinaciéon de variables RLT asociadas a monomios de grado menor
que &', las cuales estan acotadas. Por lo tanto, tenemos X; < f(x, X) y asi la variable también esta
acotada superiormente. O

El anterior resultado permite dejar las variables RLT no acotadas, lo que puede resultar beneficioso
para el solver que resuelve la relajacion entera del problema en presencia de cotas grandes. En el Capi-
tulo 4 presentaremos una expresion exacta para esas cotas. A continuaciéon introducimos un resultado
fundamental para la elecciéon del criterio de ramificacion.

Lema 1.19. Sea (&, X) una solucion factible de RLT(PP(S)). Si &, = l,, para algin p € N, entonces
Xjupy = lp Xy para cada J C N con 1< |J| <6—1. De igual manera, si Zp = up para algin p € N,
entonces )_(Ju{p} =u, Xy para cada J C N® con 1 < |J| <6 —1.

Demostracion. Nuevamente vamos a probarlo por induccion sobre | J|. Partamos del caso base, J = {¢},
con ¢ € N. En virtud del Lema 1.16, de las restricciones bound factor de RLT(PP({2)) se tiene que:

[(zp = lp)(zg —1lg)]L = Xigpy — lgzp — lpzg +1plg 20,
[(zp = Ip)(ug — xg)]L = —X{gp} T UgZp + g — lpug > 0.

Con lo cual, se deduce que lq(x, — 1p) + lpzg < X(qpy < lpTg + ug(zy — 1), y evaluando en (&, X), si
asumimos que ¥, = I, se verifica que Xy, 1 = [,Z,.
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Supongamos ahora que se verifica XJu{p} =1,X; para |J| € {1,...,t — 1} y consideremos J C N
con |J| =t, con 2 <t <§—1. Para cada q € J, en virtud nuevamente del Lema 1.16, se tiene que:

=1 IT @-t)] =0

jes\{q}

(zp — Ip)(ug — 24) H (x; —1;)| >0.
| l,

jeI\{a}

Si expresamos [[;c 1 141(25 = 1) = [L;e0\ () @i + @(), donde ¢(x) es un polinomio de grado menor
o igual que t — 2, tenemos que:

Xjugpy — Xy 2 lq(XJU{p}\{tI} - ZPXJ\{q}) + [lpzep(x) — 2pd(2)|L + lg[Tpd(T) — Lpd(2)] 1L,
XJU{P} =Xy < uq(XJU{P}\{q} - leJ\{q}) + [lpxq¢(w) - xpxq¢(w)]L + uq[xp¢(w) - lpqs(w)}L'

Por la hipétesis de induccion sabemos que XJu{p}\{q} = leJ\{q}, por lo que evaluando las anteriores
expresiones en (&, X) y teniendo en cuenta que Z, = l,, ambos lados derechos de las desigualdades se
anulan, probando asi la igualdad.

La demostracién para el caso I, = u, es analoga. O

Los resultados anteriores justifican los elementos basicos sobre los que se construye el algoritmo
basado en la técnica RLT. Por una parte, la relajacion lineal proporciona cotas validas para el problema
original. Por otro lado, las restricciones bound factor permiten controlar las variables introducidas
durante la linealizacion y garantizan que, cuando las identidades RLT se satisfacen, la solucién de la
relajacion puede interpretarse como una solucién factible del problema polinémico original.

A partir de esta idea, el algoritmo procede resolviendo sucesivamente relajaciones lineales sobre
regiones cada vez més pequenas del dominio. Cuando la solucion obtenida no satisface las identidades
RLT, se selecciona una variable sobre la que ramificar, dividiendo el dominio en dos subproblemas. Asi,
el proceso combina la obtencién de cotas mediante relajaciones lineales con una estrategia de particion
del dominio que fuerza progresivamente la consistencia entre las variables originales y las variables
RLT.

Apoyéandose entonces en dichos resultados, Sherali y Tuncbilek (1992) formulan el algoritmo RLT
como un procedimiento de ramificaciéon y acotacion que consiste en resolver las relajaciones lineales
del problema polinémico y, tras resolver cada nodo, seleccionar la variable x, que maximiza una
determinada funciéon de las violaciones de las identidades RLT. En particular, la demostraciéon se
realiza empleando el siguiente criterio de ramificacién:

p € arg Ijne%({ej}’ donde

0; = max {IXs0y — Z;Xs|} para cada j € N, (1.2)

JCN
1<]J]<6-1

donde (&, X) es la solucién 6ptima del nodo correspondiente. Con esta eleccion, la ramificacion se
realiza anadiendo la cota z, < Z, en uno de los nodos hijos y x, > ¥, en el otro, actualizando ademas
las restricciones bound factor en las que interviene z,.

Procedemos a describir el algoritmo RLT para resolver el problema PP(f2).

Inicializacion.
e Inicializamos la mejor solucién como x* = ) y el mejor valor objetivo como v* = oo. Fijamos
k=1,t=1,tot=1,Q; = {1} y Qb = Q.

e Resolvemos LP(Q1!) y obtenemos una soluciéon 6ptima (231, X11) de LP(QN1). Si LP(QY1) es
infactible, entonces el problema original PP(£2) también lo es y el algoritmo termina.
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o Seleccionamos la variable de ramificacion x, empleando la regla de ramificacion (1.2). En caso de
que 0;’1 = 0, entonces 1! es factible en PP(f2), luego es una solucién éptima de PP(S2) y el
algoritmo termina. En caso contrario pasamos a la Etapa 1.

Etapa 1 (Ramificacién). Supongamos que hemos resuelto el problema relajado LP(Q%*) y sea x,
la variable de ramificacion seleccionada, con 9’;”5 > (0. Puesto que 9’;”5 > 0, por el Lema 1.19 sabemos
que lg’t < f’;’t < u’;’t, donde l’;’t y u’;*t son las cotas inferior y superior, respectivamente, de x, en
LP(Q%*). Definimos los siguientes subconjuntos de QF*:

Okt =kt N {x e R": l’;’t <z, < f’;’t}7

. | (1.3)
Qbtz = M N {z e R 2" <mp <wy'h,

tomando indices t; = tot + 1 y t2 = tot + 2. Actualizamos Qr = (Qk \ {t}) U {t1,t2}, tot =tot + 2,y
pasamos a la etapa 2.

Etapa 2a. Resolvemos LP(Q%!). Si es infactible, seguimos a la Etapa 2b. En caso contrario, sea
(zkt Xk Ja solucion 6ptima de LP(QF1) con valor 6ptimo LBy ¢, = v[LP(Q%!1)]. Se selecciona
la variable de ramificacion utilizando (1.2).

e Si %" = 0 entonces "' es factible en el problema PP(Q). Actualizamos Qr = Q \ {t1}. Si
v[LP(QF#1)] < v*, entonces se actualizan también x* = %% y v* = LBy 4, .

Etapa 2b. Resolvemos LP(Q%*2). Si es infactible, seguimos a la Etapa 3. En caso contrario, sea
(Zkt2, XF!2) 1a solucion 6ptima de LP(Q%2) con valor 6ptimo LBy, = v[LP(Q%2)]. Se selecciona
la variable de ramificacién utilizando (1.2).

o Si 0’;”52 = 0 entonces &2 es factible en el problema PP(Q). Actualizamos Qr = Q \ {t2}. Si
v[LP(QF2)] < v*, entonces se actualizan también * = %% y v* = LBy 4,.

Etapa 3 (Poda). Se actualiza Qr+1 = Q \ {t € Q : LByt > v*}. Si Qi+1 = 0 el algoritmo termina.
En caso contrario, para cada t € Qpy1, actualizamos QFF1t = QF:t (ghtLt XFHLE) = (ght Xkt)
LByi14=LByy,y 9’;*” = Gg’t y fijamos k = k + 1.

Etapa 4 (Selecciéon de nodo). Seleccionamos (k,t) de forma que ¢t € argmin,ecg, { LBy} y volvemos
a la Etapa 1.

Sherali y Tuncbilek (1992) prueban que el algoritmo anteriormente descrito converge al 6ptimo
global de PP(Q2). No obstante, seguiremos la exposicion recogida en Gonzalez-Rodriguez (2022) por-
que incluye comentarios adicionales que resultan tutiles para demostrar que ciertas modificaciones del
algoritmo RLT mantienen la convergencia al éptimo. Con este fin, presentamos el siguiente lema.

Lema 1.20. Para cualquier rama infinita del algoritmo RLT se verifica que v[PP(Q)] > LBy, 4 para
todo k € K C N, siendo K un conjunto infinito.

Demostracion. Por como es el algoritmo, nunca se selecciona un nodo cuyo valor éptimo sea superior
al optimo del problema. Esto es cierto ya que para cada iteracion k, se verifica lo siguiente:

(1) Cualquier punto (x, E(x)) factible en LP (%), con x factible en PP(), es factible en LP(Q%!1)
o en LP(Q"!2). Esto se debe a como se realiza la ramificacion en (1.3) y la expresion de las
restricciones bound factor.

(2) El RLT sélo termina una rama en un nodo LP(Q%!(*)) si el nodo es infactible o si X001 —
7;X;| = 0paracada J C N°, 1 < |J| <d—1,yj € N, siendo (25, X*t(*)) la solucion
optima de LP(QF(k)),

(3) Se selecciona un nodo de @) con menor 6ptimo.
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(4) En la Etapa 3, se actualiza Qr11 = Qx \ {t € Qk : LBy > v*}; es decir, que se eliminan de Q
los nodos cuyo 6ptimo es mayor o igual que la mejor solucién encontrada en la iteracion k. [

De este modo, estamos en disposicién de enunciar el teorema que establece la convergencia del
algoritmo RLT al 6ptimo global del problema.

Teorema 1.21. Si empleamos el algoritmo RLT para resolver PP(Q), existen dos escenarios posibles:

1. El algoritmo RLT termina en un numero finito de iteraciones, y la solucion hallada es un dptimo
global de PP((2).

2. Se genera un nimero infinito de iteraciones de forma que, a lo largo de cualquier rama infinita
del drbol de ramificacion y acotacion, cualquier punto de acumulacion de la sucesion de variables
x generadas al resolver las relajaciones lineales es un dptimo global de PP((2).

Demostracion. Empezamos senalando que en la Etapa 1 del algoritmo, todos los puntos (x, E(x))
que son factibles en LP(Q%!) y que verifican que x es factible en PP((), son factibles o bien en
LP(Q%*) o bien en LP(Q%*2). Esto es consecuencia de como se ramifica en (1.3) y de la expresion
de las restricciones bound factor. Ademas, si el algoritmo termina en un ndmero finito de iteraciones
k, entonces @y = (. Con lo cual, el valor de v* en la iteracion k es el 6ptimo de PP(Q), porque los
nodos con menor valor 6ptimo ya se han resuelto antes de la iteracion k y v* es el mejor de los valores
encontrados para una solucion factible de PP(£2).

Supongamos entonces que el algoritmo no termina en un niamero finito de iteraciones y consideremos
una rama arbitraria infinita del arbol de ramificacion y acotacion. Sea {QF(*)}, ke la sucesion de
particiones anidadas de esa rama, donde t(k) € Q para cada k € K C N, donde K es un conjunto
infinito. Sea (z®'(*) X%t )) la solucion del nodo LP(QF4*)). La sucesion {x**(F)} esta acotada ya
que pertenece a un conjunto acotado 2. Con lo cual, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass sabemos
que al menos contiene una subsucesion convergente. Sea {x**(®)}, . — & una de esas subsucesiones
convergentes, donde K; C K es un conjunto infinito. La demostraciéon pasa entonces a probar que
Z es una solucion optima de PP()), dado que cualquier punto de acumulacion es el limite de tal
subsucesion.

Puesto que {Q%**)}; k. es una subsucesion infinita, entonces existe al menos una variable en la
que el algoritmo se ramifique un ntmero infinito de veces. Sea x, una de esas variables, y sea Ky C K
el conjunto de todas las iteraciones en donde la variable de ramificacion es x,. Ademaés, hay un conjunto
infinito K3 C Ko y un conjunto de indices J' C N°, con 1 < |J'| < § — 1, tal que:

Kyt (K ket (k) v kot (k kot (K Kyt (k) <k t(k
XJ’U({I))} —Tp ! )XJ' ( )‘ > ‘XJUE)} - ( )XJ *) (1.4)

paracada k€ K3, JC N°, 1<|J|<d—1,yj€N.
Ahora, puesto que la sucesion {(z*-1(F), XkAF) [ktk) k1)), e esté acotada gracias al Corola-
rio 1.18, existe una subsucesioén convergente {(at-t(%), Xk-t0) qkt0) gkt — (2, X, 1,a), con

K, C K3. Con lo cual, se verifica que (Z, X) es factible en LP(£2), donde
Q:{mER":OS[ijjgﬁj para cada j € N}.

Ademas, teniendo en cuenta como se realiza la ramificacion en (1.3), se verifica que, para cada
kK € Ky con k' >k, x];’t(k) g (llgl’t(k/), ugl’t(k/)). Con lo cual, puesto que 7, € [l,, 4], o bien Z, = I,,
0 &, = . Con lo cual, por el Lema 1.19, X ;11 = Zp X .

Por lo tanto, empleando la desigualdad (1.4) y haciendo tender k a infinito, se verifica que X ;3 =
z; X para cada J C N° 1<|J|<d—1,j€ N.Con lo cual, Z es factible en PP(Q) y [¢o]1(Z, X) =
¢o(Z) > v[PP(2)], donde [¢po]r es la funcion objetivo de RLT(PP())) v ¢o la funcion objetivo de
PP(Q). Por dltimo, empleando el Lema 1.20 y haciendo tender k a infinito, se tiene que v[PP(Q2)] >
[p0]L(Z, X) = ¢o(Z). Con lo cual, Z es la solucion 6ptima de PP(S2). O
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Cuando se emplean algoritmos de ramificacion y acotaciéon para resolver problemas lineales con
variables enteras, una de las claves es que cuando en una iteraciéon se obtiene que la solucién 6ptima
de la relajacion continua no es factible, el proceso de ramificaciéon impone que dicha solucién no sea
factible en las relajaciones continuas de la misma rama, ya que en caso contrario dicha solucién podria
ser el 6ptimo de uno de los nodos hijos.

En efecto, supongamos que en una iteraciéon dada se obtiene una solucién &. Si esta no es factible
entonces existe Z; tal que ; € Z. Supongamos que se decide ramificar por la variable x;, entonces una
rama impondra x; < |Z;| y la otra z; > [Z;], de forma que en esta rama & no volvera a ser factible.

Aunque pareciera que en el proceso de ramificaciéon por violaciones RLT no se diera esta situacion,
veamos que también sucede.

Proposicién 1.22. Sea (ZFo'to, X*o:to) g solucion dptima de LP(QFo'0) y sea x, la variable de
ramificacion seleccionada, con 9’;0’t0 > 0. Si se ramifica por dicho punto, entonces (ZFo-to, Xkosto) po
es factible en ninguno de los nodos hijos.

Demostracion. En efecto, ahora para cualquier nodo hijo se verifica z, < i";‘)’t" o bien z, > J’c’;"’tﬂ.

Vamos a probar que es cierto en el primer caso, y en el otro el resultado es andlogo. Para k > kg, se

pueden dar los siguientes casos: Si u’;’t < i’;(”to, entonces el resultado es evidente. Entonces tnicamente
k,t _ sko,to
p = Tp n
de ramificacion, 9’;"5 depende exclusivamente del punto seleccionado, (Z**, X**) verifica que Gﬁ’t > 0.
No obstante, en virtud del Lema 1.19, como u’;’t = _’;O’to, se verifica que OI;’t = 0. De esta forma, la

contradiccién se da al asumir que esta es una soluciéon factible del problema. O

es necesario comprobar el caso en que u . Teniendo en cuenta que, seleccionado el criterio

Aunque este resultado parece interesante porque garantiza que en cada iteracion se descarta la
solucién actual, mas adelante veremos que no entra en juego ya que no se ramificara directamente por
la solucién obtenida, sino que se preferird ponderar la solucién con el punto medio del rango de la
variable a fin de obtener ramas de dificultad mas parecida.

El algoritmo descrito hasta ahora proporciona una base teérica sélida para resolver problemas po-
linémicos no convexos. No obstante, su aplicacion directa puede resultar computacionalmente costosa,
especialmente cuando el nimero de variables o el grado del problema aumentan. Por este motivo, en
la practica resulta necesario incorporar mejoras que reduzcan el tamano de las relajaciones o aceleren
el proceso de ramificacion y acotacion.

1.2.1. Mejoras del RLT

Dedicamos esta seccion del capitulo a discutir diversas mejoras que se pueden incorporar al al-
goritmo basado en la técnica RLT. Para ello, seguiremos principalmente la exposiciéon presentada en
Gonzalez-Rodriguez et al. (2022) e incluiremos adicionalmente uno de los resultados de Gonzalez-Diaz
et al. (2024), que sera el eje central de la proxima seccion.

J-sets

Como se mencion6é anteriormente, el nimero de bound factors crece de manera exponencial a
medida que aumenta el ntimero de variables o el grado del problema. En Dalkiran y Sherali (2013) se
demuestra que no es necesario considerar todas estas restricciones, sino que basta con atender a un
subconjunto de ellas.

Proposicion 1.23. Para cada monomio J presente en PP (), consideremos la siguiente familia de
desigualdades:

(l’j — lj) (Uj — .’tj) 2 0, VJl U JQ =J. (15)
II 11

JEJ1 JEJ2 I

Si se sustituyen las restricciones bound factor por las anteriormente descritas, entonces el algoritmo
stgue convergiendo al dptimo global.
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Demostracion. Para un monomio y una solucion factible dados, la convergencia del Teorema 1.21
unicamente requiere que las identidades RLT se reproduzcan cuando todas las variables que conforman
el monomio alcanzan su cota inferior o superior. Atendiendo a las demostraciones de los Lemas 1.16
y 1.19, no resulta complicado ver que estas siguen siendo vélidas en el caso en que sustituyamos las
restricciones bound factor por las que aparecen en (1.5). O

Esto tendré especial relevancia en los problemas donde el nimero de monomios distintos presentes
sea notablemente menor que el total de monomios posibles de hasta orden §, ya que permite reducir
de forma considerable el ntimero de restricciones bound factor. Ademés, apoyandonos en el Lema 1.16,
sabemos que cuando J' C J”, las restricciones derivadas de J” implican las de J’. De esta forma, se
propone la siguiente rutina para generar los J-sets:

1. Construir una lista con todos los monomios presentes en PP ().

2. Para cada elemento de la lista, comprobar si existe algiin otro monomio que lo contenga. En caso
afirmativo, descartar el elemento actual.

3. Para cada monomio restante, generar las correspondientes restricciones bound factor.
Ejemplo 1.24. En nuestro ejemplo, la reformulacion del problema empleando J-sets es de la forma:

minimizar  Xyq 99y — X112y + 221
sujeto a  3X(y90) — w2 =2
r1— T2+ X9y =4
€ [1,2] % [3,4],

a la que adicionalmente habria que anadir las siguientes bound factor linealizadas asociadas a los
monomios {1, 1,2} y {1, 2,2}, omitiendo las asociadas a {1,1,1} y {2, 2, 2} al no ser monomios presentes

en el problema:
— X(1,1,2y +4X 1,1y +4X 1,2y — 1621 —4x2 +16 > 0,

X112y —3Xq1,1y —4X(1,2) 1221 +422 — 12 2> 0,
X112y — 4X(11) — 3X (1,2} + 1221 + 22 — 8 > 0,
— X{1,1,2y +3X(1,1y +3X 12y — 971 — 222+ 6 >0,
— X(1,1,2y +4X11) +2X 12y —8z1 —22+4 20,
X112y —3Xq11y —2X(12y + 621 +22 -3 20,

— X (1,22} +8X (1.2} +2X(2,2) — 161 — 16T2 + 32 > 0,
X(122) — TX(1,2} — 2X (2.2} + 1221 + 1425 — 24 > 0,

— X{1.2.2) +6X (1.2} +2X(22) — 971 — 1225 + 18 > 0,
Xi1,2,2y —8Xq1,2y — Xq2,2) +16z1 +8z2 — 16 > 0,

— X122y + 7 X(1,2y + X227 — 1221 — Tz2 + 12 > 0,
X(12.2) — 6X{1.2} — X(2.2} + 921 + 622 — 9 > 0.

En Dalkiran y Sherali (2013) se prueba que la relajacion base es al menos tan ajustada como la que se
obtiene empleando J-sets, lo cual resulta natural si se tiene en cuenta que estos se construyen a partir
de un subconjunto de las restricciones bound factor de la relajacion original.

Pese a que el nimero de restricciones sigue aumentando de manera exponencial, esta reduccion
da lugar a una relajaciéon lineal de menor tamano, lo que acelera la resolucion de cada iteracion del
algoritmo. No obstante, al disponer de una relajacién menos ajustada, puede ser necesario un mayor
numero de iteraciones para alcanzar el 6ptimo. Aun asi, los estudios computacionales muestran que el
uso de los J-sets mejora el rendimiento global del RLT.

La formulacién anterior esta planteada para problemas con variables continuas. Sin embargo, en
muchas aplicaciones aparecen decisiones discretas, que se modelan de forma natural mediante variables
enteras o binarias. Incorporar este tipo de variables modifica el comportamiento del algoritmo, ya que
ademaés de las violaciones asociadas a las identidades RLT deben considerarse también las violaciones
de integralidad.
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1.3. Extensién del algoritmo basado en RLT a problemas con
variables enteras

Una vez descrito el caso continuo, pasamos a considerar problemas con variables enteras. Empeza-
remos esta seccion discutiendo los posibles enfoques a la hora de anadir variables enteras al problema,
para lo que nos apoyaremos en las disertaciones del final del primer capitulo de Gonzalez-Rodriguez
(2022) y en Gonzalez-Diaz et al. (2024).

Empezamos definiendo lo que es un problema de optimizacion con variables enteras, distinguiendo
entre variables binarias, enteras no binarias y continuas, puesto que serda de utilidad en el proximo
capitulo.

Definicién 1.25. Sea N el conjunto de variables, con N = Ng U Nz U N¢, donde N, Nz y N¢ son
respectivamente el conjunto de variables binarias, enteras no binarias y continuas. Sea Nyp := NzUN¢
el conjunto de variables no binarias. Entonces, un problema de optimizacién polinémica con variables
enteras es un problema de optimizacion de la forma:

minimizar ¢ (x)
or(

sujeto a x) > B, r=1,..., Ry,
! )25 ' (MIPP®)
¢)r(ﬂ3) :ﬁ’r‘a T:R1+17 7Ra
xzeQc RN

donde cada ¢,(x) es un polinomio de grado d, € N, § = méx,c(o,... g} 0 €s el grado del problema, y
Q= {x e {0,1}/Ne x ZINzl x RINc| . 0 < |; <x; <wj <oo,Vj€E Nyp}t CRINL

Se define entonces la relajacion lineal con variables enteras como el siguiente problema de progra-
macion lineal con variables enteras:

minimizar [¢g(x)]r,

sujeto a  [¢n ()| > B, r=1,..., Ry,
[or()]L = Br, r=Ri+1,....R,
LT(MIPP®
VJiUJs = J, (RLT( )

I —1) [[w—-=)] >0 .
: . J monomio del problema
NISTA Jj€J2 I

xz e QRN

donde cada ¢,(x) es un polinomio de grado ¢, € N, § = médx,cqo,...,r} 6- s el grado del problema,
yQ={x e {O,l}'NB x ZINzl x RINel . o < l; <z; <wuj <o0,Vj € Nyg} C RINI. A la anterior
relajacion la denominaremos relajacion entera. Adicionalmente, emplearemos R RLT (M IPP*) para
referirnos a la relajacion continua del problema lineal con variables enteras anterior. Dependiendo
de cual sea la relajaciéon que pretendamos resolver, tenemos dos formas de proceder. Por una parte,
podemos proceder como se hacia en la primera secciéon y trabajar con la relajaciéon continua del
problema. De forma anéloga a como realizibamos en (1.2), es posible definir una regla de ramificacion
para las violaciones de integralidad de una variable:

p € argmax{p;}, donde
JeN (1.6)
p; =min{z; — |z;|, [z;] —z;} para cada j € N,

donde (&, X) es la solucién 6ptima del nodo correspondiente. Con esta eleccion, la ramificacion se
realiza afiadiendo la cota x, < |Z,] en uno de los nodos hijos y =, > [Z,] en el otro, actualizando
ademas las restricciones bound factor en las que interviene x,,.
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Teorema 1.26. El algoritmo basado en RLT aplicado sobre las relajaciones continuas “® RLT(MIPP?)
converge al éptimo global de MIPP si se aplican las reglas de ramificacion de violaciones de identi-
dades RLT y violaciones de integralidad, independientemente del orden en que se comprueben en cada
nodo.

Por otra parte, podemos limitarnos a resolver las relajaciones enteras en cada nodo del arbol de
ramificacion y acotacion.

Teorema 1.27. El algoritmo basado en la técnica RLT converge al éptimo global de MIPP si se
reemplazan las relajaciones Y RLT(MIPPS) por las relajaciones enteras definidas en RLT (MI1PP).

En este caso, no es necesario tener en cuenta las violaciones de integralidad en cada iteracion, que
desaparecen al resolver la relajacion entera del problema.

1.3.1. Resoluciéon de la relajaciéon continua

Hasta ahora, en el algoritmo de ramificacién y acotacion, cada vez que se resolvia una relajacion
lineal en un nodo, las unicas violaciones que evitaban que esta fuera una solucién factible eran las
asociadas a las variables RLT. Sin embargo, al anadir variables enteras, también hay que tener en
cuenta las violaciones por integralidad, que como se afirma en el Teorema 1.26, de alguna forma han
de verse reflejadas en la regla de ramificacion.

Una vez tenidas en cuenta, puesto que reflejan violaciones distintas, puede resultar de interés que la
regla priorice uno de los tipos de violacion. Atendiendo a lo que hacen otros solvers, Couenne prioriza
ramificar en las variables enteras mientras que Xpress no da prioridad a ninguno, sino que calcula
valores asociados a una estrategia de ramificacion basada en fiabilidad (detallado en Achterberg et al.
(2005)). En Gonzalez-Diaz et al. (2024) se estudian las dos situaciones extremas:

= RLT-first, donde se priorizan las violaciones de las variables RLT, de forma que hasta que en un
nodo no se verifiquen todas las identidades RLT no se consideran las violaciones de integralidad.
Para que se ramifique por una violacién de integralidad p’;>t, se ha de verificar que 9§>t = 0.

= [Integrality-first, donde todas las variables enteras necesitan tomar un valor entero antes de que
se tengan en cuenta las identidades RLT. Para que se ramifique por una violacion 9’;7t7 tiene que

pasar que ppt = 0.

1.3.2. Resolucién de la relajacién entera

Apoyandonos en el Teorema 1.27, es posible resolver un problema lineal con variables enteras y asi
seguir pensando tnicamente en violaciones RLT. Al resolver una relajacion més ajustada, es de esperar
que se requiera un menor numero de iteraciones, a costa de problemas mas dificiles de resolver, por lo
que cada iteracién requerird mayor tiempo.

Si bien puede parecer similar al enfoque integrality-first, vamos a dejar clara su diferencia. Mien-
tras que integrality-first tiene ramificaciones por violaciones de integralidad, si en una rama queda
completamente definido su valor (lo cual puede suceder ya que el nimero de ramificaciones que se
puede hacer sobre una variable entera es finito), en el resto de problemas hijos de esta rama dicha
variable estara completamente determinada. Por el contrario, resolviendo las relajaciones enteras del
problema, las condiciones de integralidad deben imponerse de nuevo en cada nodo. De esta forma, lo
que es habitual que suceda es que integrality-first termine con més ramas pero donde los valores de las
variables enteras puedan quedar determinados.

Hasta este punto, la exposicion se ha centrado en los fundamentos teoricos del algoritmo RLT y en
algunas de sus extensiones. Sin embargo, para que estas ideas resulten tutiles desde el punto de vista
computacional, es necesario incorporarlas en una implementacion capaz de generar las reformulaciones,
resolver las relajaciones lineales correspondientes y gestionar el proceso de ramificacion y poda.
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En este contexto aparece RAPOSa, que proporciona una implementacion del enfoque descrito y
sirve como punto de partida para los desarrollos que se estudiaran en los capitulos posteriores. Por ello,
antes de introducir nuevas reformulaciones, conviene explicar brevemente cual es el papel de RAPOSa
y como se relaciona con el algoritmo presentado en este capitulo.

1.4. Implementacion en RAPOSa

Basandose en el algoritmo RLT descrito a lo largo de este capitulo se desarrolla RAPOSa (Reformu-
lation Algorithm for Polynomial Optimization—Santiago), un software de optimizacion global disenado
para la solucion de problemas polindmicos con variables enteras. El equipo de desarrollo de RAPOSa
estd formado principalmente por investigadores de la Universidad de Santiago de Compostela y de
la Universidad de Vigo, en particular asociados al CITMAGa, en cuyo grupo tuve la oportunidad de
incorporarme entre octubre de 2025 y junio de 2026, con el fin de colaborar en el desarrollo del mismo
sobre la base de los resultados tedricos descritos en el trabajo.

El funcionamiento de RAPOSa consiste en generar las relajaciones lineales de los problemas, resol-
verlas empleando un optimizador auxiliar, y utilizar su solucién para guiar el proceso de ramificacion
y poda. Con el fin de mejorar su rendimiento, en Gonzalez-Rodriguez et al. (2022) y Gonzalez-Diaz
et al. (2024) podemos encontrar una serie de mejoras sobre el algoritmo original, en las que aqui no
profundizaremos al no ser el objeto central de trabajo. Entre ellas, se incluyen el ajuste de cotas o la
llamada a solvers no lineales auxiliares. Una de esas posibles mejoras consiste en la reformulacion de
la parte binaria del problema antes de iniciar el proceso de resolucién. Esto serd lo que nos ocupe el
siguiente capitulo.



Capitulo 2

Reformulacién de productos de
variables binarias

Una vez establecido el objeto de estudio de este trabajo, ponemos el foco en las variables binarias.
Por las caracteristicas de dichas variables, podremos plantear reformulaciones al problema original que,
pese a que son menos ajustadas, proporcionaran mejores tiempos de resolucién. Para el desarrollo de
este capitulo empezaremos cubriendo los resultados recogidos en Elloumi y Verchére (2023). Puesto
que es en lo que se fundamenta dicho trabajo, definimos un problema de optimizacién polindémica
con variables binarias. En una segunda seccién, recogemos los resultados obtenidos por el grupo de
trabajo en el desarrollo de mis practicas, que extrapolan los resultados de Elloumi y Verchére (2023)
a problemas de optimizacién polindmica general.

reformulacion
Q ‘ de binarias ‘ o
MIPP ‘ > RMIPP
RLT RLT
Y v
RLT(MIPP?) RLT(RMIPPE) relajacion
relajacién continua relajacién continua
v Y
" {puraaee") (pnmaesg) | | e

Figura 2.1: Esquema de reformulacion y relajaciones consideradas.

La Figura 2.1 resume las distintas formulaciones que compararemos a lo largo de esa seccion.
Partiremos de un problema polinémico con variables enteras y estudiaremos el efecto de aplicar, antes
de la técnica RLT, una reformulacion especifica de los productos que involucran variables binarias. De
esta forma aparecen dos caminos posibles: aplicar directamente RLT al problema original o reformular
primero la parte binaria y aplicar después RLT al problema resultante.

15
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El interés de esta comparaciéon reside en que ambos enfoques pueden dar lugar a problemas equi-
valentes desde el punto de vista de la solucién entera, pero no necesariamente a relajaciones igual de
ajustadas ni igual de costosas de resolver. Por ello, ademéas de probar equivalencias entre formula-
ciones, serd importante distinguir entre el comportamiento de sus relajaciones continuas y el de sus
relajaciones enteras.

Los principales resultados en este apartado seran:

» Los problemas MIPP y RMIPPE son equivalentes.

= La relajacion RLT(PP(Q)) es al menos tan ajustada como RLT(RMIPP§}), y lo mismo ocurre
con sus relajaciones continuas.

= RLT(PP(Q)) y RLT(RMIPP) son equivalentes.

Comenzamos estudiando el caso en el que todas las variables son binarias. Esto permite aislar con
claridad la idea central de esta seccién: sustituir productos de variables binarias por nuevas variables
construidas siguiendo un determinado patrén de linealizacién. En este contexto, las propiedades de
las variables binarias simplifican la reformulaciéon y permiten comparar distintas formas de construir
dichos patrones.

El anélisis de este caso servird como punto de partida para la seccion posterior, donde se trasladaran
estas ideas a problemas polindémicos generales. Alli las variables binarias apareceran mezcladas con
variables continuas o enteras, de modo que la reformulacién de la parte binaria debera combinarse con
las restricciones RLT asociadas al resto del monomio.

2.1. Reformulacién de problemas de optimizacién polinémica
con variables binarias

Definicién 2.1. Un problema de optimizaciéon polindémica con variables binarias es un problema de

optimizacion de la forma:
minimizar Z CM H Yi
MeP  ieM (BPO)
sujeto a  y; € {0,1}

Cuando presentemos ejemplos de problemas de optimizacioén con variables binarias, emplearemos
las variables y para denotar las variables binarias y las variables x para las no binarias, con el objetivo
de facilitar la lectura.

Ejemplo 2.2. Un ejemplo de lo anterior podria ser el siguiente:

minil;nizar Y1y2y3 — Y1Y3Y4 + 3Y3Yays
sujeto a  y € {0,1}°.

Es habitual ver linealizado el producto de variables binarias de la siguiente forma: Sea Y); la
variable que representa a Hie Vi, entonces Yy =[], < Yi Si se tienen las siguientes restricciones:

Yu <y, VieM,

Y > 14 ) (i — 1),
ieM

Yy > 0.
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De esta forma, un problema de optimizaciéon polinémica con variables binarias se puede expresar como
un problema lineal.
minimizar g cvYur

MeP
sujetoa Yy <y, Vie M,VM € P,
Yy =1+ > (yi—1),YVM€P, (SL)
ieM
Yy >0,VM € P,
Yi € {071}

Ejemplo 2.3. En nuestro caso, lo anterior se convierte en:

mini;nizar Y{172,3} - Y{17374} + 3Y{17475}

sujeto a  y € {0,1}°,
a la que hay que anadir las siguientes restricciones:
Yiies Sy, Yiesy Sy, Y3y <ws, Yio3y2y1+y2+ys—2, Y3 =0,
Yisay <y, Yiszay <ws, Yasay <ys, Yiszay 2y +ys+tys—2, Ysza >0,
Y345 Sys, Y35y Svya, Y35y <¥Us, Y3451 2Us+vyatys—2, Yizas =0

La anterior formulacién se conoce como linealizacion estandar. Resultara de utilidad representarla
como el grafo de la Figura 2.2 para visualizarla més claramente.

Figura 2.2: Grafo de linealizacién asociado a la linealizaciéon estandar del problema del Ejemplo 2.3.

Pese a su sencillez, esta resulta poco ajustada, y es posible mejorarla empleando lo que se conocen
como patrones de linealizacion. Para presentarlos, es necesario tener claros los siguientes conceptos de
teorfa de grafos.

Definicion 2.4. Un grafo es un conjunto de nodos V' y un conjunto de aristas A, de forma que cada
arista es un par de nodos del grafo. Si el par es ordenado, se dice que el grafo es dirigido. De lo
contrario, se dice que el grafo es no dirigido.

Definicion 2.5. Se dice que un grafo dirigido contiene un ciclo si existe un conjunto ordenado de
nodos {vi,...,v,} € V de forma que (v;,v;41) € A para todo j € {1,...,n— 1}y (vy,v1) € A.
Si un grafo dirigido no contiene ningtn ciclo, se dice que es un grafo aciclico.

Definicién 2.6. Dado un grafo dirigido G = (V, A), se dice que un nodo v € V es un nodo raiz si
no existe w € V tal que (w,v) € A; y se dice que un nodo es terminal si no existe w € V tal que

(v,w) € A.

Definicién 2.7. Dado un grafo dirigido G = (V, A), se define la funcién de descendientes directos S,
como:

S5V = P(V)
v—={w: (v,w) € A}
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Procedemos a definir los patrones de linealizacion.

Definicion 2.8. Dado un monomio M, conformado tnicamente por variables binarias, se define un
patron de linealizacion de M como un grafo dirigido aciclico Gy = (Vay, Aar) de forma que se verifican
las siguientes condiciones:

= Kl grafo cuenta con un tnico nodo raiz M.
= Los nodos v € Vs son subconjuntos de M.
» Los tnicos nodos terminales del grafo son los conjuntos {i} con i € M.

= Para todo nodo no terminal v se verifica v = Utesg wtyt C v para todo v € Vj; y para todo
M

teSE (v).

Gracias a los patrones de linealizacion podemos formalizar una gran variedad de formas de linealizar
un monomio de binarias. En la Figura 2.3 podemos ver representados diversos patrones de linealizacién
para un monomio de 3 binarias. De acuerdo con lo expuesto al principio de este capitulo, la linealizacién
de la Figura 2.3a se corresponde con la linealizacion estandar. No obstante, parece que existe una

{2}

(a) Un patrén de linealizacion para y1y2ys. (b) Un patron de linealizacion para y1ysya.
{3,4,5} {3,4,5}
{3.4}

{3} {5} {3} {4} {5}

(¢) Un patron de linealizaciéon para ysyays. (d) Otro posible patrén para yzyays.

Figura 2.3: Algunos patrones de linealizacién para los monomios del Ejemplo 2.3.

diferencia entre el patréon de la Figura 2.3c y los restantes, ya que para los nodos intermedios de grado
dos, la variable 3 aparece en dos monomios distintos. A fin de marcar esa diferencia, presentamos la
siguiente definicién.

Definicién 2.9. Dado un monomio M y un patron de linealizacién asociado a dicho monomio Gyy =
(Vi Anr), se dice que el patron de linealizacion es simple si el grafo es un arbol; es decir, para todo
nodo no terminal v € V), se tiene que el conjunto SéCM (v) forma una particiéon de v.

De esta forma, esté claro que el patron representado en la Figura 2.3c no es simple, mientras que los
restantes si lo son. Con ello aclarado, extendamos la nocién de patrén de linealizaciéon de un monomio
a los polinomios.
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Definiciéon 2.10 (Concatenacion de patrones de linealizacion y grafos). Sean M; y Ms dos mono-
mios, y sean G; = (V1,A41), G2 = (Va, A2) sus respectivos patrones de linealizacion. Se define la
concatenacion de los patrones como el grafo G = C(G1,G2) = (V, A), donde:

= V =V; UV, En caso de que un nodo aparezca en ambos grafos, se considera una sola vez si y
solo si el subgrafo a partir de ese nodo es igual en ambos grafos. Si no son iguales, se enumeran
arbitrariamente los nodos para diferenciarlos.

= A = A; U Ay, modificando las aristas necesarias si se enumeran nodos como se describe en el
apartado anterior.

La anterior definicién se puede extrapolar a un conjunto arbitrario de monomios sin mas que aplicar
de forma iterativa la concatenacion:

C(G1,...,Gm) =C(G1,C(Ga,...,Gp)) = -+ = C(G1,C(G2,C(...,C(Cm1,Gm) ...)))

Definicién 2.11. Dado un polinomio P = {Mj, ..., M|p} y un patrén de linealizacion asociado a
cada monomio G}, se define el grafo de linealizacién de P como la concatenacién de patrones de cada
monomio:

G=C(G1,...,Gp).

En la Figura 2.4 podemos ver representado el grafo de linealizacién asociado a los monomios del
Ejemplo 2.3 empleando los patrones de linealizacion 2.3a, 2.3b y 2.3d. Es evidente que, como el subgrafo
generado a partir de {3,4} es igual en 2.3b y en 2.3d, se reutiliza el mismo nodo. De esta forma, ya

{3,4,5}

) (@) ) ) (6

Figura 2.4: Grafo de linealizacion asociado al problema del Ejemplo 2.3 empleando los patrones de
linealizacién 2.3a, 2.3b y 2.3d.

podemos plantear la reformulacion del problema BPO usando patrones de linealizacion.

Definicién 2.12. Dado un polinomio P y un grafo de linealizacion asociado G = (V, A), se define el
problema de programacion lineal entera mixta asociado al grafo G como sigue:

minimizar E cvYur

MeP
sujeto a Y, <Y Yo €V, Vs € S (v),
Y, >1+ Y (Yi-1) Yo eV, (MILPg)
sesg(v)
Y, >0 Vv € V, v no terminal,

Y, € {0,1} Vv € V, v terminal.
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Ejemplo 2.13. En nuestro caso, el Ejemplo 2.3 se convierte en:

mir;irrllfizar Yi1,2,3) — Y{1,34) +3Y(34,5)

sujeto a Y123y <w1, Ypesy <y, Y23y <us,
Y23y 21 +y2+ys—2,
Yiasa <y, Yz <Y,
Y34y 201+ Y34 — 1,
Yizas < Y34y, Y345 <Us,
Y345y = Y34y +ys — 1,
Yisay <3, Yizay <y,
Yiz4) 2 yzs+ys— 1,
Y1231, Y{1,341, Y3451, Y341 =0,
y €{0,1}°.

El ejemplo anterior ilustra que un mismo monomio puede linealizarse de distintas formas depen-
diendo del patrén escogido. La elecciéon del patréon determina qué productos intermedios se introducen
como variables auxiliares y, por tanto, afecta tanto al nimero de variables y restricciones de la refor-
mulacion como al ajuste de su relajacion continua. El resultado a continuacién nos permite afirmar
que ambos problemas son equivalentes.

Proposicion 2.14. Dado un polinomio P y un grafo de linealizacion asociado G, los problemas BPO
y MILPg son equivalentes.

Demostracion. Dada una solucion g de BPO, se puede dar una solucion Y de MILPg fijando Y{i} =19
para cada i. De esta forma, el resto de variables Y, ya queda fijado gracias a las restricciones que se
afiaden en un patrén de linealizacion. Con lo cual, se tiene que para cada monomio M € P, se verifica
Yy = Hie u Yi- Por tanto, para cada solucion de BPO, existe una soluciéon de MILPg que toma el
mismo valor.

En el sentido contrario la implicacién es evidente, ya que para cualquier Y solucién de MILPg,

podemos construir una solucion ¢ de BPO simplemente fijando g; = Y{i} para cada i € N. O

Una vez establecida la equivalencia entre el problema original y su reformulacion, la cuestion central
pasa a ser qué patron de linealizacidon conviene utilizar. Distintos patrones pueden representar el
mismo producto final, pero inducir relajaciones de distinta calidad y con tamanos diferentes. Las
estrategias MaxBound y ND-MinVar presentadas en Elloumi y Verchére (2023) surgen precisamente
para formalizar estos dos objetivos: mejorar la cota proporcionada por la relajacion o reducir el nimero
de variables auxiliares. Sin embargo, debido a que en ambos casos es necesario resolver un problema
de optimizacién bastante complicado para la limitada ganancia que proporcionan, no profundizaremos
més en ellos.

A continuacion presentamos un par de resultados recogidos en Elloumi y Verchére (2023) en lo
referente a cuén ajustadas son las distintas reformulaciones, pero omitimos su demostracion en favor
de su extension a la version para problemas polindémicos generales.

Teorema 2.15 (Dominancia de los patrones de linealizacion simples). Sea P un polinomio de BPO.
Sea G = (V,A) y G = (V, A) dos patrones de linealizacion de P, donde cada patrén de linealizacion es
simple. Supongamos que existe un unico monomio My de P tal que los grafos G y G son iguales salvo
por el grafo que se produce a partir de My. En particular, supongamos que GMO contiene un Unico
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vértice mds que Gy, , denotado por z, y cuyo predecesor denotamos por 0. Entonces, denotando por
RLP¢ a la relajacion continua de MILPg, se verifica que v[RLPgz] > v[RLPg]; es decir, es al menos
tan ajustada.

Corolario 2.16 (Dominancia de los patrones de linealizacion sobre la linealizacion estandar). Cual-
quier patron de linealizacion es al menos tan ajustado como la linealizacion estdndar.

El siguiente resultado nos permite afirmar que basta explorar un subconjunto de los patrones de
linealizacién simples para encontrar el que se obtiene mediante el método MaxBound.

Corolario 2.17 (Reduccion del conjunto de patrones de linealizacion simples para maximizar las cotas
inferiores). Sea P un polinomio de BPO. Entonces, para cualquier monomio M € P, basta considerar
los patrones de linealizacion Gy = (Var, Apr) tales que la ramificacion en cada nodo no terminal tenga
2 elementos.

Demostracion. Consideremos un polinomio P y un patrén de linealizacion G = Cprep(Gar), donde
Gy = (Vag, Apr) es un patron de linealizacion simple para cada monomio M. Supongamos que existe
Mgy € P tal que un nodo no terminal v tiene més de 2 sucesores; es decir, |ST(v)| > 3. Entonces, se
puede construir una nueva linealizacién simple GQMO, que determinara una nueva linealizaciéon simple
de P, G' = C(Cprep\{mo} (G ), GMJ)» introduciendo un nuevo vértice correspondiente a la uniéon de
dos sucesores de v. Repitiendo dicho proceso de forma iterativa, se termina llegando a que S™(v) = 2,
y en virtud del Teorema 2.15, dicha linealizacién es al menos tan ajustada como la original. O

Sin embargo, tengamos presente que pese a la mejora del ajuste, en general MaxBound es menos
ajustada que la version base de RAPOSa. Un ejemplo claro de esto lo tenemos en el problema de
ejemplo presente en Elloumi y Verchére (2023):

Hgn f(y) = 5,35y2y4 + 9,31 y192v3Ys — 6,54 y1y294ys + 9,97 y1y3yays — 1,99 y2y3y4ys

sujetoa y € {0,1}°

Mientras que el valor de la funciéon objetivo en la solucién es —1,19, la linealizacién estandar ofrece una
cota inferior de —4,265, MaxBound ofrece una cota inferior de —1,723, y la version base de RAPOSa
devuelve directamente —1,19, resolviendo asi el problema en una tdnica iteracién.

Centrandonos en las distintas formulaciones implementadas en RAPOSa, se dispone de las siguien-
tes estrategias de linealizacién de variables binarias.

= Linealizacion estandar: la mas facil de implementar, a costa de ser la menos ajustada de todas.

= Patrones de linealizacién: para cada monomio se construye un patrén de linealizacién. Sin
embargo, puesto que no estan implementados MaxBound y ND-MinVar dado que el tiempo de
resolucién del problema de optimizacién auxiliar se considera demasiado costoso para la mejora
que proporcionan, las formas de construccion implementadas son las siguientes.

e Patron no dominado canénico: para cada monomio, se ramifica dividiéndolo a la mitad
(en caso de un nimero impar de variables, la primera parte tiene una variable maés).

Ademas, estan implementadas dos heuristicas cuyo fin es minimizar el ntmero de variables
adicionales (como alternativa a ND-MinVar) a la vez que se busca mejorar la cota inferior
de la anterior estrategia.

e Heuristica 1: se ordenan los monomios de menor a mayor ntiimero de variables, y para cada
uno se busca si alguno de sus divisores ha sido construido. En caso afirmativo, se ramifica
en dos haciendo que una parte sea dicho divisor; en caso contrario, se aplica el patrén no
dominado canonico anteriormente descrito (dividiendo el monomio a la mitad).
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e Heuristica Lucia: consiste en seguir el razonamiento analogo a la anterior heuristica salvo
que, en caso de que ninguno de sus divisores haya sido construido todavia, se selecciona el
divisor de grado mayor o igual que dos mas frecuente. Ademas, a la vista de que:

JiCJy = freq(J1) > freq(J2),

en caso de empate se selecciona el divisor de mayor grado. Con este enfoque se persigue favo-
recer la reutilizaciéon de subproductos frecuentes en lugar de realizar particiones equilibradas
del monomio.

Los resultados anteriores se han presentado en el contexto de problemas formados tnicamente por
variables binarias. Sin embargo, los problemas que motivan este trabajo contienen también variables
no binarias, por lo que los productos que aparecen en la funcién objetivo y en las restricciones pueden
mezclar ambos tipos de variables. En lo que sigue, extenderemos la idea de patron de linealizacion a este
contexto, aplicandola tinicamente a la parte binaria de cada monomio. Los resultados que se presentan
hasta el final del capitulo fueron probados en su totalidad por el grupo de trabajo de RAPOSa con el
que colaboré durante las practicas.

2.2. Reformulacién de problemas de optimizacién polinémica
generales

En lo que sigue, extendemos las ideas anteriores a problemas con variables binarias y no binarias.
Para acompanar esta seccion, emplearemos el Ejemplo 2.18.

Ejemplo 2.18. El siguiente es un problema de optimizacién polindémica con variables enteras.

minimizar x12T2y3 — 5.131%‘3 + 3T2Y3Ys — T2Y4
sujeto a  2ysys — ys > 1, (2.1)
(x,y) € [1,2] x [3,4] x {0,1}%

Si aplicamos al problema la linealizacion vista en el capitulo anterior y tinicamente construimos las
restricciones bound factor para los J-sets, el problema se reformula como:

minimizar X{1’273} — 5X{172)2} + 3X{273}4} - X{2’4}
sujeto a  2Xy34) —y4 > 1, (2.2)
(x,y) € [1,2] x [3,4] x {0,1}?,

donde ademas hay que afnadir las restricciones bound factor asociadas a los monomios {1, 2, 3}, {1, 2,2}
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v {2,3,4} (las de {2,4} no son necesarias al ser un monomio contenido en este tltimo):

— Xq{1,2,3y + X{1,2) +4X {13y —4z1 +2X (237 — 222 —8y3 +8 > 0,
Xyq1,2,3y —4X(1,3y —2X(237 +8y3 >0,

Xi1,2,3y — Xq1,2y —3X(1,3) + 371 — 2X(23) + 222 +6ys —6 >0,

— X¢1,2,3) +3X (1,37 +2X (233 —6ys >0,

X123y — Xq1,2y —4X(13) + 421 — X233y 22 +4ys —4 >0,

— X{1,2,3y 14X (1,3 + X{23) —4ys >0,

— Xt1,2,3y + X(1,2) +3Xq13y — 321 + X233 —22 —3ys +3 >0,
X{1,2,33 —3X(1,3y — X{2,33 +3y3 20,

— Xq1,2,2y +8X(1,27 +2X (22} — 1621 — 1622 +32 > 0,
X(1.2,2) — TX(1,2) — 2X (2,2} + 12z, + 14wy — 24 > 0,

— X{1,2.2) +6X(1,2) +2X(2,2) — 921 — 1202 + 18 > 0,
X(1,2,2y — 8Xy1,2) — X(2,2} + 1621 +8z2 — 16 > 0,

— X122} +TX(1,2) + X(2,2) — 1221 — Twa + 12 > 0,
X122y —6X(12y — X227 + 921 + 622 —9 >0,

— X234y + X(23) + Xq24) — @2 +4X 34} —4ys —4dya +4 >0,
X234y — X(2,4) —4X(3,4) +4ys >0,

Xy2,3,4y — Xq2,3y —4X(3,4) +4y3 >0,

— X{2,3,4y +4X (3,43 20,

X¢2,3,4y — Xq2,3) — X{2,4) + 22 —3X(34) +3ys +3ya —3 >0,

— X234y + X(2,4) +3X (34} —3ya >0,

— X234y + X{2,3) +3X (34} —3ys 20,

X(2,3,4)y —3X(3,4) 2 0.

Definicion 2.19 (Patrén de linealizacion de un problema de optimizacion polindomico general). Dado
un problema de optimizacion polinémica MIPP®, su patrén de linealizacion se define como la con-
catenacion de patrones de linealizacion asociados a la parte binaria de los monomios de la funciéon
objetivo y las restricciones.

Teniendo en cuenta que a las variables binarias que aparecen solas no se les aplica un patrén de
linealizacion, los monomios de interés serdn los de la forma:

o= (11 =)( IT +)

con Mp C Np, |[Mg|>2, Mng C Nnpg, B € NU{0}. De esta forma, aplicando la linealizaciéon de
binarias vista en Elloumi y Verchére (2023), definimos la reducciéon binaria del monomio como:

[M(2)]on = Xarw [] 2.
JEMNB

Asi, dado un problema M IPP* y un patron de linealizacion G = (V, A), la reformulacion de M [P P
asociada a G se define como

minimizar [¢o(x)

]BR
sujeto a  [¢r(x)]sr > Br, r=1,..., Ry,
[ér(x)]er = Br, r=Ri+1,...,R,
X, < X, Vv €V, Vs € S&(v)
(RMIPPE)
Xy >14 Z (Xs —1), Yv eV, vno terminal,
sesg(v)
O S X’U’ \VI'U (S ‘/7
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Ejemplo 2.20. Retomando el problema del Ejemplo 2.18, nétese que como la parte binaria tiene
grado 2, cualquier patréon de linealizacion simple serd exactamente igual que la linealizacién estandar,
asi que representamos dicha linealizacion.

minimizar x1Tay3 — Bxlxg + 39@21/{3’4} — X294
sujeto a  2Yi34y —ys > 1,

Yi3,.4) < y3,

Yi3.4) < Y, (2.3)
Yisay 2 ys+ys—1,

Yi3,4; 20,

(x,y) € [1,2] x [3,4] x {0,1}?.

A continuacion, presentamos la extension de la Proposicion 2.32 para problemas polinémicos.
Lema 2.21. Los problemas MIPP y R]WIPPé;2 son equivalentes.

Demostracion. Hay que probar la equivalencia en ambos sentidos.

» Partiendo de & una solucioén factible de M1 PP%, podemos construir una solucién factible X de
RMIPPE fijando Xy :=@;, Vj € {l,...,|N|} y X, := [1;c, %; para todo v € V no terminal.

Por definicién, las restricciones de la forma [¢, ()]s > Br, 7 =1,..., R1 ¥ [0r(®)]sr = Br, T =
Ry +1,..., R se satisfacen, y la funciéon objetivo alcanza el mismo valor que M IPP. Por tanto,
tnicamente necesitamos comprobar las restricciones de linealizacion. Dado que & es factible en
MIPP%, para cada j € Np, z; € {0,1}. Entonces, para cada v € V, se verifica que X, €
{0,1}. Ademas, por la construccion de los patrones de linealizacion, cada sucesor s € Sg(v) se
corresponde con un subconjunto de indices de v. Distinguimos los siguientes casos.

e Si )?U = 0, entonces existe s € Sg (v) tal que )?S = 0, luego se verifican todas las condiciones.

e Si )Z'U = 1, entonces para cada s € Sg(v), )N(S =1, asi que se verifican todas las condiciones.

= Partiendo de X solucion factible de RM I PP}, podemos construir una solucién factible & de
MIPP®. Para ello, definimos &; := X{J}, Vi e {1,...,|N|}. Veamos que dicho punto es una so-
lucién factible de M I PP con el mismo valor de la func1on objetivo. La factibilidad en RM I PPG
implica que, para cada variable binaria terminal j, X{]} € {0,1}. Sea v un nodo no terminal y
consideremos los siguientes casos:

e Para cada j € v, X{]} = 1. Entonces, para cada s € SZ(v), X, = 1. Por las restricciones
X, <X,y X, >1+ Zseer(v)(X 1), podemos deducir que X, =1 =[] X{]}

JEV

e Existe un j € v tal que X{J} = 0. Entonces, existe s € SG( v) con X, = 0. Por las

restricciones X, < X, y X, > 0 se sigue que X, = 0 =] X{J}

JEV

De esta forma, para cada nodo no terminal v € V' se verifica que )?U = HjEU

todas las restricciones de MIPP y la funcién objetivo alcanza el mismo valor. O

Z;, luego & verifica

Para resolver con nuestro algoritmo dicho problema, todavia es necesario sustituir por variables
RLT y anadir las restricciones bound factor. De esta forma, los problemas sobre los que trabajaremos
en esta seccion seran de la forma
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minimizar [[¢o(€)]sr]L
sujeto a  [[¢r(x)]sr]L > Br, r=1,...,Ry,
[ (2)]er]L = Br, r=R+1,.. R,
X, < X, Yo €V, Vs € SE(v)
X, >1+ Z (X5 —1), Yv € V, v no terminal,
s€SE(v) (RLT(RMIPPS))
0 < X,, Yo eV,
VI UJs = J,
H (x; = 1) H (uj —x;)| >0, J monomio del problema
= i€ L reformulado
zeQcRWM.

Notese que los monomios para los que se construyen las restricciones bound factor son diferentes.
Esto lo podemos ver claramente linealizando el problema del Ejemplo 2.18, y tendra importancia
posteriormente cuando discutamos lo ajustadas que son las formulaciones.

Ejemplo 2.22. Puesto que ahora Y(3 4} designa una nueva variable, para distinguirla de la variable
que sustituye y3y4 en la linealizacion original, cuando aparezca formando parte de un producto, en el
subindice aparecera entre paréntesis. De esta forma, nuestro problema queda linealizado como sigue:

minimizar - Xy 23y — 5X1,22) +3X(2,3,4)} — Xy2,4}
sujeto a  2Yi3 41 —ys > 1,

Yi3,4) < ys,

Y34y < ya, (2.4)
Yi3ay 2 ys+ys—1,

Y341 20,

(x,y) €[1,2] x [3,4] x {0,1}2,

donde ademas hay que afiadir las restricciones bound factor asociadas a los monomios {1, 2, 3}, {1, 2, 2},
{2,(3,4)} y {2,4} (este monomio antes no era necesario, pero al linealizar y3y4, ahora ya no esta claro
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que sus restricciones bound factor estén implicadas por las del monomio {2, (3,4)}):

— X¢1,2,3) + Xq(1,2) +4X (1,3 — 471 +2X (233 — 222 —8y3 +8 >0,
Xi1,2,3y —4X(1,3y —2X(237 +8y3 >0,

Xi12,33 = Xq1,2) = 3X(1,3) +321 — 2X (23 + 222 +6y3 —6 >0,

— X{1,2,3) +3Xg1,33 +2X 1233 —6y3 >0,

X123y — Xq1,2y —4X(13) + 401 — X233y 22 +4ys —4 20,

— X¢1,2,3y +4X(1,3) + Xq2,33 —4ys >0,

— Xq1,2,3y + X(1,2y +3Xq13y — 321 + X233 —22 —3ys +3 >0,
Xq1,2,3y —3X(1,3y — X{2,33 +3ys >0,

— Xq1,2,2y +8X(1,27 +2X (22} — 1621 — 1622 +32 > 0,
X(1.2.2) — TX(1.2) — 2X (2.2} + 1221 + 1475 — 24 > 0,

— X(12,2) +6X(12) +2X(2,2) — 971 — 1222 + 18 > 0,
Xq1,2,2y — 8X(1,2y — X(2,2y + 161 + 8x2 — 16 > 0,

— X122} +TX(1,2) + X(2,2) — 1221 — Twa + 12 > 0,
X122y —6X(12y — X(227 + 921 + 622 —9 >0,

X{2,(3,0)y —3Y(3,4y 20,

— X¢2,3,4)) + T2 +3Y(343 —32>0,
— X{2,3,4)y +4Y(3,4y 2 0,
Xi2,3,4)y — 22— 4Y(343 +42>0,
X243 —3ya >0,

— X244} +®2+3y4 -3 20,

— X(2,4) +4ys 20,

X244y — %2 —4ys +4 > 0.

Notese que reducir toda la parte binaria de un monomio a una variable de grado tnico reduce el
grado del problema, lo cual se considera positivo. No obstante, el ejemplo anterior también ilustra
como esto puede hacer que se pierda la relacion de divisibilidad, lo que afecta a la construccion de
las restricciones bound factor de los J-sets, obligando a anadir nuevos monomios. En el Capitulo 4
presentaremos una reformulacion que no aumenta la cantidad de monomios sobre los cuales construir
las restricciones bound factor al considerar inicamente la parte no binaria del monomio.

Una vez definida la reformulacion para problemas generales, el siguiente paso consiste en comparar
el ajuste de las relajaciones que se obtienen. Comenzaremos por las relajaciones continuas, ya que son
las que aparecen al resolver los problemas lineales sin imponer integralidad sobre las variables binarias
o auxiliares. Dicha relajacion no so6lo tiene impacto sobre las configuraciones donde RAPOSa gestiona
las violaciones de integralidad, sino que también tiene impacto sobre el tiempo lineal cuando el solver
auxiliar trabaja con las relajaciones enteras del problema.

2.2.1. Comparacion del ajuste de las relajaciones continuas

Empezamos generalizando los resultados de Elloumi y Verchére (2023) para la reformulacion de
binarias en problemas polinémicos generales. La totalidad de los resultados de esta secciéon fueron
probados por el grupo de trabajo al que me incorporé para hacer las practicas.

Teorema 2.23 (Adaptacién del Teorema 2.15). Sea P un polinomio de MIPP®. Sea G = (V,A) y
G = (V, fl) dos patrones de linealizacion de P, donde los patrones de linealizacion para cada monomio
son simples. Supongamos que existe un tunico monomio My de P tal que los grafos G y G son iguales
salvo por el grafo que se produce a partir de My. En particular, supongamos que G‘MO contiene un
unico vértice mds que Gpr,. Entonces, denotando por RLPq a la relajacion continua de RMIPPg, se
verifica que v[RLPg] > v[RLPg]|; es decir, es al menos igual de ajustada.

Demostracion. Partamos definiendo la notacion que vamos a emplear. Sean By B las regiones factibles
de RLPg y RLPg respectivamente. Sea X € B una solucion factible de RLPg. Esto quiere decir que
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(Xy), ey verifica las siguientes restricciones:

X, < Xo, Vv eV, Yw e S5(v),
B {X=z1+ Y Xw—1), VeV, o] 22,
weESz(v)
OSX'U < 17 VUEV

Entonces tenemos que probar que las restricciones de X asociadas a v € V| es decir, la proyeccion de
X sobre las variables asociadas a V_pertenece a B. Los conjuntos B y B tnicamente difieren en c6mo
se linealiza el monomio My, donde Vi, = Vi, U{z}. Esto implica que |z| > 2, ya que en caso contrario
Gm, ¥y G M, Se linealizarfan en dos monomios distintos. Nos centramos en las restricciones asociadas a
My destacando en las que aparezca z:

X, < Xy, Yo € Vi, \{0}, Yw € S5(v), (a)
Xy < X, Yw € Sz(0)\{z}, (0)
Xﬁ S XZ7 (C)
Xo=14+ > (Xu—1), Yo € Vag, \{0}, |v| > 2, (d)
wESé(v)
~ Xs>1 Xo—1 X, —1),
Bu) 1 XeZ1+ X Ke-D(K-D © s
wesé(v)\{z}
X, < X, Yw € Sz(2), f)
Xz21+ Z (wa]-)v (g)
weS & (z)
0<X, <1, Yo € Vi, \{z}, (h)
0< X, <1. (4)
Necesitamos probar que (X, ),cy también verifica las restricciones originales para el monomio My:
X, < Xy, Vv € Vi, Yw € SE(v), (a)
(Basy) Xy 214 Y (Xu—1), Ywe Vi, v >2, (b) (2.6)
wGSé(v)
0< X, <1, Yv € V- (c)

Para verificar el resultado tenemos que combinar desigualdades de By, que nos permitan deducir las
de Bjy,. Tendremos que centrarnos en las restricciones donde aparezca z o su predecesor en G ya que
son las Unicas diferencias entre Bz, y B, -

Paso 1: Comprobacién de 2.6(a). De 2.5(c) y 2.5(f) se sigue que
Xy < Xu, VYw € Sz(2).
Unido a 2.5(b), se tiene que
Xy < Xu, Ywe (Sz(0)\{z}) USz(2).
En virtud de las definiciones de z y ¢, podemos afirmar que
(S5(0)\{=}) U S(=) = Sc(@),
y para todo v € V, \{0},

S5(v) = S&(v).
De esta forma, se recupera 2.6(a).
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Paso 2: Comprobaciéon de 2.6(b). De 2.5(e) y 2.5(g) se sigue que

X221+ Y (Xu-D+ Y (X, -—1).

weS&(?)\{z} weS5(z)

Haciendo uso nuevamente de
(Sa(@)\{2}) USz(2) = Sa(v),

obtenemos 2.6(b) para ¢. Para el resto de nodos v € V), \{0}, 2.5(d) proporciona directamente 2.6(b)
al verificarse Sz (v) = S& (v).

Paso 3: Comprobacién de 2.6(c). Es inmediato a partir de 2.5(h).

De este modo, podemos concluir que la restriccion de X a V' pertenece a Bjg,. Puesto que el resto
de restricciones que definen By B coinciden, se deduce que, para toda soluciéon X € B su restriccion
a los nodos de GG pertenece a B. O

Corolario 2.24 (Adaptacion del Corolario 2.16). Sea P un polinomio de MIPP®. Sea G = (V, A)
la linealizacion estindar de P vy G = (V,fl) un patron de linealizacion de P, donde el patrén de
linealizacion para cada monomio es simple. Entonces, denotando por RLPq a la relajacion continua
de RMIPPE!, se verifica que v[RLPg| > v[RLPg]; es decir, es al menos igual de ajustada.

Demostracion. Consideremos un polinomio P, el grafo de linealizacion estdndar G = | Jvrep ¢ Gur, y un
grafo de linealizaci6n G = Unrer GM7 donde, para cada monomio M € P, Gy = (VM7AM) es un
patrén de linealizacion simple. Podemos entonces construir una sucesion de patrones de linealizaciéon
{Gk}lgkgK tal que:

L] Gl = C:;7
u GK = 67
» paracada k € {1,..., K — 1}, G y Gp4+1 verifiquen las hipotesis del Teorema 2.23.

Para construir dicha sucesion, se procede de la forma que sigue: Partimos de G; = G, y dado
Gy = UMep G M, se selecciona un monomio My tal que G a, # G, - Asi, construimos Gyiq =
UMeP Gi+1,m de la forma que sigue:

a ) Grur, M # Mo,
k+1,M = - . ~
G, M, anadiendo un nodo en G, \Gg a1, M = Mp.

Dicha construccién es siempre posible puesto que para cualquier monomio M € P la linealizacién
estandar G, siempre tendra el menor nimero de nodos posibles. De esta forma, podemos aplicar el
Teorema 2.23 de forma iterativa, lo que significa que:

v[RLPg] = v[RLPg,| < v[RLPg,] < --- <v[RLPg, ,] <v[RLPg,]=v[RLPg],
probando asi el resultado. O

Notese que los anteriores resultados se refieren a MIPP® y RMI PPg, mientras que el algoritmo
basado en la técnica RLT trabaja con “RRLT(MIPP?) y “RRLT(RMIPPE) respectivamente. De
manera analoga a la anterior seccion, en la literatura previa se ha estudiado el impacto de las refor-
mulaciones que reducen el grado para problemas de optimizacién polindémica continua. Este es el caso
de las Proposiciones 1-4 en Dalkiran y Ghalami (2018) y los Teoremas 1-3 en Gonzalez-Rodriguez et
al. (2025). A continuacion, presentamos un resultado desarrollado por el equipo de RAPOSa que sirve
de bloque central para relacionar el ajuste de las relajaciones de MIPP® y sus reformulaciones.
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Supongamos que tenemos el monomio J = z;r3237% y que queremos estudiar el impacto de refor-
mularlo como X123$2$i7 junto con la restriccion Xy93 = x1x223 v las cotas ujusug > Xio3 > l1lsl3.
Aunque dicha reformulacién daria lugar a un problema de optimizacion polindémica equivalente, las
relajaciones RLT podrian diferir en su ajuste, ya que, en particular, el monomio original tenia grado 6
y los dos nuevos monomios tienen grados 4 y 3, lo que modificaria significativamente las restricciones
bound factor. En general, dado J € N° y C' y C tales que J = C U C, se puede reformular HjeJ Zj
como X¢ [[;ce ), junto con la restriccion Xo = [[;cc ;v las cotas [[;ccu; > Xo > e ly-
Proposicién 2.25 (Ajuste de las reformulaciones de reducciéon de grado). Sea J € N? y sean C y C
tales que J = CUC, con |C| > 2 y |C| > 1. Entonces, las restricciones bound factor asociadas a J
implican las restricciones bound factor asociadas a la reformulacion donde:

i) Se anade la restriccion Xo = HjEC Zj.
i) Se anaden las cotas HjeC uj > Xe > HjeClj'

iii) El monomio J, dado por []..;x;, se sustituye por Xc Hjeé x;.

jeJ
Demostracion. Puesto que C' C J, en virtud del Lema 1.16, las restricciones bound factor de J implican
las de C, asi que i) es inmediato. Centrémonos en las restricciones bound factor asociadas a iii).

» Caso base: |C| = 2. Supongamos que C' se corresponde con un monomio x;x; que es reemplazado
por X;;. Empezamos probando que las restricciones bound factor asociadas a dicho monomio
implican las restricciones u;u; — X35 > 0y Xy —l;l; > 0.! Consideremos las restricciones bound
factor asociadas a Xj;:

My = (2 — L) (x; — 1j)le = Xij — e — lLixj + lil; > 0,

My = [(2; — 1) (uy — )| = = Xo5 + ujm; + lLiwy — Liu; >0,

Ms = [(u; — x;)(x; — )L = =Xy + Lz +wizy —uwl; >0, y
My = [(u; — x;)(uj — x;)]L = Xij — ujz; — wiz; + ujuy > 0.

Notese que sumar pares de restricciones bound factor nos permite recuperar los factores lineales,
escalados por la longitud del intervalo.

My + M-
M1+M2:(Uj—lj)(l'i_li):xi_li:ga

Uj*lj

My + M:

My + Ms = (u; = L) = 1) = 2 = j = ———=,
My + M

uj —1;

M3 + M.
M3+M4:(Uz'*li)(uj*mj):‘“j*xj:ﬁ'

o X;; —L;l; > 0. Aislamos X;; — [;l; partiendo de M:
Xij = Lly = My + (@i — 1) + li(z5 — ).
Sustituyendo los factores lineales por sus expresiones en términos de Mj:
l; l; l; l;
Xij —Lli=(1+ + M; + My + M.
Uj—lj ui—li Uj—lj ui—li

ILas cotas de ii) se siguen del Teorema 1 en Gonzalez-Diaz et al. (2025), pero presentamos aqui un argumento méas
directo, que sirve como via para obtener las restricciones bound factor de iii).
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o u;u; — X;; > 0. De forma analoga, partiendo de Ma:
Uﬂl,j — Xij = M2 + uj(ul- — l’z) + lz(uj — Zlfj).

Sustituyendo los factores lineales:

uin—XZ-j:(:[—i- Yy )Mg—i-( )M3+( Y + >M4
Uj—lj ’UJZ—ZZ Uj—lj ui_li

Ahora estamos en condiciones de demostrar que las restricciones bound factor asociadas al mo-
nomio X¢ [] jec Tj estan implicadas por las asociadas a J. Consideremos, por ejemplo, una
restriccién bound factor de la forma

(wing = Xi) T] (25 = 15) T] (wj —25)| =0,

jeN JjEJ2 L

para J; v Jo fijos tales que J; U Jo = C, que tiene grado § — 1. Entonces, esta restriccién puede
replicarse haciendo uso de las siguientes bound factor de J:

BF1 = (xifli)(xjflj) H(m]*lj) H(Uj*l’j) 5 con J1UJ2:C’,

JEJ1 JjEJ2

L L
BF2 = (:ZZI 711')(Uj 7Ij) H(l‘j 7lj) H(Uj 7Ij) ; con J1UJ2 :C’,
L Jj€I Jj€J2 1z
BF3= (Uz—l‘z)(l’]—l_j) H(CCJ —lj) H(Uj—l‘j) y con J1UJ2:C’, y
L JjeI JjEJ2 1
BF4= (ui—xi)(uj—a:j) H(a:j—lj) H(Uj—l‘j) s con JlUJQZC,
L JEJ1 JEJ2 L

todas ellas de grado §. Basta con combinar estas cuatro restricciones de acuerdo con los coefi-

cientes obtenidos anteriormente para My, My, Ms y M,. La misma logica se aplica a cualquier

otra restriccién bound factor asociada al monomio Xc [[;cq ;-

= Caso general. En general, cuando C' puede tener un nimero arbitrario de elementos, se pueden
obtener las implicaciones deseadas aplicando recursivamente el caso base mientras se agrupan las
variables de dos en dos, generando una sucesién de reformulaciones de ajuste decreciente.

O

Notese que el anterior resultado no es suficiente para probar la implicacién con la linealizacion, ya
que nosotros no disponemos de una restriccion de la forma X, = [] jev T Para ello, presentamos el
siguiente resultado, que afirma que las restricciones bound factor en RLT(MIPP) implican todas

las restricciones de grafo asociadas al patrén de linealizacion de RLT(RMIPP).

Proposicion 2.26 (Patrones de linealizacion y restricciones bound factor). Sea G = (V, A) un patron
de linealizacion de MIPP* y supongamos que para cada j € N, l; < wuj. Entonces, las restricciones

bound factor de RLT (M IPP) implican todas las restricciones asociadas al patron de linealizacion en
RMIPPE.
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Demostracion. En primer lugar, tengamos en cuenta que para cada v € V, la variable X,, también
esta presente en RLT(MIPP*). Consideremos las restricciones bound factor.

[Fg(Jl,JQ)]L: H(xj_lj) H(Uj—(L'j) >0, JlUJQCN(S, |J1UJ2|:(5.
Jj€h1 J€J2 I

En virtud del Lema 1.16, puesto que para j € NN, [; < uj, las restricciones bound factor de grado
¢ implican las de cualquier grado menor que d. De esta forma, podemos restringirnos al conjunto de
restricciones bound factor asociadas a monomios tinicamente compuestos por binarias. En particular,
basta restringirse a los monomios que participen en el patrén de linealizacién de un monomio de
variables binarias del problema.

= Restricciones X, > 0: Sea v € V un nodo no terminal del patréon de linealizacién. Entonces, con
J1 = v, Jo = 0, la restriccion asociada a dicha restriccion bound factor es [[;c,(zi — 0)]r =
X, > 0.

= Restricciones X, < X;: Seav € V y s € S} (v).

e Caso base. Supongamos |v \ s| = 1, donde v = s U {j} para algin j, entonces se tiene que
(1 =) [[;cs zil = Xs — Xy > 0, de donde se deduce X, < X;.

e Caso general. Si v\ s| = k > 1, podemos construir una cadena de conjuntos anadiendo
sucesivamente los elementos de v \ s = {j1,...,jk }:

s C (Su{jl}) c (SU{jth}) c--C (su{jla"'ajk}) =v.

Aplicando el caso base de forma iterativa para cada par consecutivo de la sucesion, obtene-
mos

X5 > XSU{jl} > XSU{jlvjz} 22 XSU{J'L---,jk} > Xo.

= Restricciones X, > 1+Zsesg(u)(xsfl)' Sea S&(v) = {s1,...,sn}. Entonces, podemos reescribir
la restriccién como

X, >1+ Z(Xsk —1), v, equivalentemente, (n—1)— ZXSk + X, >0.
- k=1
Ahora bien, para cada J C v, considérese la restriccion bound factor
F(J,v\J) = Ha:lH (1—=z;)>0.
i€  jev\J
Denotando por FZ(J, v\ J) el lado izquierdo de F(J, v\ J). Al expandir y linealizar F'X(.J, v\ J),

se obtiene
[FL(J,U\J)]LZ Z (_I)ISI—\J\XS_
S: JCSCv

La demostracion se basa en encontrar coeficientes no negativos A\; > 0 tales que
S A FHI o\ DL = (n—1) ZXS,C—i—X (2.7)
JCv

Al expandir el lado izquierdo obtenemos que, para cada S C v, el coeficiente de Xg es

co(8) =Y (=I5, (2.8)

JCS

Por tanto, los coeficientes deben satisfacer:
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1
2. ¢(sy) = —1, paracada k € {1,...,n};
3

4. ¢

Ahora, considérese un orden de los subconjuntos S C v por inclusion. Para cada S C v, el
coeficiente de 2.8 involucra tnicamente variables Ay con J C S, y el coeficiente de Ag es igual a
1. Por lo tanto, el sistema lineal asociado es triangular inferior con entradas diagonales no nulas.
A continuacion, representamos los coeficientes del sistema para v = {1, 2, 3}:

Ao Ay Moy Msy Aey Apisy Masy Afiesy
0 1 0 0 0 0 0 0 0
{1} -1 1 0 0 0 0 0 0
{2} -1 0 1 0 0 0 0 0
3} -1 0 0 1 0 0 0 0
{1,2} 1 -1 -1 0 1 0 0 0
{1,3} 1 -1 0o -1 0 1 0 0
{2,3} 1 0o -1 -1 0 0 1 0
{1,2,3} | -1 1 1 1 1 -1 1 1

Este sistema es, por tanto, compatible y admite una tnica solucién para los coeficientes {\;}jco.
Queda por demostrar que dicha solucién satisface que, para cada J C v, Ay > 0. Una vez
establecido esto, se obtiene la representacién deseada como combinacion lineal no negativa de
restricciones bound factor, terminando asi la demostracion.

Para cada J C v, definamos =’ € {0,1}" como

1 i€eJ,
(xJ)i:{o i

Por definicion de las restricciones bound factor, dado J C v, al evaluar FX(J,v\ J) en @’ vale
cero salvo que J = J, en cuyo caso se obtiene uno. Asi, al evaluar el lado izquierdo de 2.7 en a7,

este vale )\ ;.

Finalmente, argumentamos que al evaluar el lado derecho de 2.7 en cualquier punto x € {0,1}"
se obtiene un valor no negativo. En efecto, si X, = [[;c, i = 1, entonces X, = [[;c,, zi =1
para todo k, y por tanto la expresion se convierte en (n — 1) —n 4+ 1 = 0. En caso contrario, al
menos un monomio hijo se anula, lo que implica

n
ZXSk <n-—1,
k=1

y por tanto
n
(n—1)=Y X, +X,>0.
k=1
Por tanto, se verifica que para cada J C v, Ay > 0. O

Corolario 2.27. Puesto que el anterior resultado inicamente hace uso de monomios que aparecen en
el problema, este sigue verificaindose cuando sdélo se construyen las restricciones bound factor asociadas
a los J-sets.

Teorema 2.28 (Dominancia de la version base de la técnica RLT frente a los patrones de linealizacion).
Sea G = (V, A) un patrén de linealizacion de MIPP y supongamos que para cada j € N, l; < wuy.
Entonces, “RRLT(MIPP%) es al menos tan ajustada como “®*RLT(RMIPPE).

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.25 y 2.26. O
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Corolario 2.29 (Dominancia de la version base de la técnica RLT frente a los patrones de linealizacion
en relajaciones enteras). Sea G = (V, A) un patron de linealizacion de MIPP y supongamos que
para cada j € N, l; < wu;. Entonces, la relajacion RLT(MIPP®) es al menos tan ajustada como
RLT(RMIPP).

El anélisis anterior muestra que, al trabajar con relajaciones continuas, reformular previamente los
productos de variables binarias puede empeorar el ajuste respecto a la formulacion RLT base. Pese
a que la relacion también se da para las relajaciones enteras, cuando las variables binarias conservan
su integralidad, las restricciones bound factor pueden imponer relaciones adicionales que no estan
presentes en la relajacion continua, haciendo que ambas relajaciones sean igual de ajustadas. Los
resultados recogidos en lo que resta de capitulo fueron integramente probados por mi.

2.2.2. Comparacion del ajuste de las relajaciones enteras

Al final de la anterior seccién probamos una determinada relacion entre los ajustes de las relajaciones
continuas, que se podia extrapolar a las relajaciones enteras. Sin embargo, veamos que es posible probar
algo todavia mas fuerte: que son igual de ajustadas.

Observacion 2.30. Los resultados que se presentan a continuacion para variables binarias inicamente
se apoyan en el hecho de que los unicos valores que una variable binaria puede tomar en la relajacion
entera son 0y 1; esto es, x; =1; o x; = u;. De esta forma, estos resultados son igualmente vdlidos para
cualquier variable que sdlo pueda tomar valores en los extremos de su rango en la relajacion entera.
En particular, se aplica a las variables que sustituyen productos de binarias aunque se presenten como
continuas.

Apoyandonos en el hecho de que las variables binarias so6lo pueden tomar los valores de sus cotas,
presentamos el siguiente resultado como corolario directo del Lema 1.19.

Proposicion 2.31. Sea y; una variable binaria o una variable que sustituye al producto de binarias,
e I un producto de variables de forma que I C J, con JU{i} monomio del problema. Entonces, para
cualquier solucion factible de RLT(]WIPPQ), se verifica que Xrugy = X1 - Y-

El anterior resultado nos invita a pensar que quizas las restricciones bound factor asociadas al
producto de binarias pueden resultar redundantes en la relajacién entera. Presentamos el siguiente
resultado que asi lo acredita.

Proposicion 2.32. Sea J un producto de variables e i una variable binaria o variable que sustituye
al producto de binarias. Supongamos que J U {i} es un monomio para el que hay que construir sus
restricciones bound factor. Entonces, de sus restricciones bound factor se deduce lo siguiente:

= Siy; =0, entonces las restricciones donde i € Jy imponen que Xy > 0 0o Xy <0, con
I C J, y las restricciones donde i € Jo son las restricciones bound factor de J.

= Siy; =1, entonces las restricciones donde i € Jy son las restricciones bound factor de J, mientras
que las restricciones donde i € Jo imponen que Xy > X1 o Xpupy < Xp, con I C J.

Demostracion. Lo demostraremos por induccion sobre |.J|. Para comprobar que se impone X ru{iy =0
o Xpupy < 0 (alternativamente Xpyr3 > X7 o Xy < X7) tnicamente lo comprobaremos para
I = J, ya que las demas se deducen del Lema 1.16.

= Sea x; una variable, I; < x1 < u; y y2 una variable binaria, 0 < yo < 1. Denotemos por X2 a
la variable RLT asociada a z1y2. Consideremos las restricciones bound factor

F§(J1,J2): H(,Ij—lj) H(Uj—l‘j) ZO, VJ1UJ2=J.
JEJ JEJ2

De esta forma, al linealizar se tiene:
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S ={12}, o =0: (11 —l)y2 > 0= X990 > l1ya.

S ={lh =2k (@ —h)(I-y2) > 0= 21—l = Xio+liy2 > 0= Xip <21 =11 (1—y2).
cJi={2} o= {1} (w1 — 21)y2 2 0= Xi2 < urye.

CJr=0,J = {12} (w—21)(1-y2) 2 0= wi—z1—wy2+X12 > 0= Xia > z1—ui(1—y2).

=W N =

Veamos qué pasa dependiendo del valor que toma y. Cuando y2 = O:
X12 20, Xpp<z1—1l, X12<0, X222 —us.

De la primera y tercera restricciones se deduce X5 = 0, y sustituyendo en las otras dos se tiene
1 — 13 > 0y u; —x1 > 0, que son las restricciones bound factor asociadas a x;. En el caso en
que yg = 1:

X2 > l, Xip<w, Xi2<u, Xip2>mz.

De la segunda y cuarta restricciones se deduce X12 = x1, y reemplazando esta identidad en las
restantes, obtenemos las restricciones bound factor de xy.

Supongamos que para un monomio J de grado § € {1,...,k — 1}, las restricciones bound factor
verifican la proposicion y veamos que esto también es cierto para |J| = k. Teniendo en cuenta
que las restricciones bound factor de un monomio J implican las de I C J, podemos asumir que
para cualquier I C J se tienen las restricciones bound factor asociadas a Xy, luego podremos
suponer que Xy = X1y

Consideremos las restricciones bound factor de J:

H(J?j—lj) H(Uj—l‘j)zo VJ1,J22J1UJ2:J.
JE€EJL jEJ2

Notese que el anterior producto se puede desarrollar de la siguiente forma:

I G =) I =) = TT=0"; + 1),

JjeN Jj€J2 jeJ

donde el primer término es la combinacién que tiene todos los productos de variables y el segundo
es un polinomio donde todos los términos son monomios de grado menor o igual que k — 1.
Denotando su linealizacion por [f(J)]r, por la hipotesis de induccion podemos afirmar que se
verifica:

F(I) - wile = [f(D]L - yi-

Para construir las restricciones bound factor de J U {i}, partimos de una bound factor de J y
multiplicamos por y; si {i} € J1, y por (1 —y;) si {i} € Jo:

O{i}Gjli

[ H (zj —1;) H (uj — l’j)yz}L = (D)X 00 + [F(D]L -y > 0.

Jj€I JEJ2

.{’i}EJQZ

jeJ1 JE€J2
:[ I @ -1 I (v —%‘)L - [ I @ -4 I (w —%‘)yi]L
jer jeJ2 jed1 jeJ2

==X + [F(D] = (D) IX 500y = [F(D)]L - wi > 0.
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Desglosamos por casos en funcion del valor de y;. Cuando y; = 0:
° {Z} € Ji: (_1)|']2‘XJU{1’} > 0.
o {i} € Jor (-1)V2IX; + [f()]L — (-1)I2IX ;40 > 0. Como de {i} € J; se deduce que
X jugiy = 0, se sigue que:
(=DM=IX5 + [f(N)]e 20,

que son las restricciones bound factor de J.
En el caso en que y; = 1, se tiene que:

o {i} € Jo: (D)X, + [f(N)]e — (DX 00 — [f(D]e = 0 = (—DP2lX 0 <
(—Dl=lx,.

o {i} € Ji: (=1)V21X ;53 + [f(J)] > 0, que son las restricciones bound factor asociadas a J
reemplazando J por J U {i}. Puesto que de {i} € J; se deduce que X juf;3 = X, se sigue
que:

(=)=, + [f(D)]L > 0,

recuperando las restricciones bound factor de J. O

Proposicién 2.33. Las relajaciones RLT(MIPP®) y RLT(RMIPP) son equivalentes.

Demostracion. Para demostrarlo, nos sera de utilidad el resultado que acabamos de probar. Consi-
deremos un monomio J sobre el que hay que construir las restricciones bound factor, separamos en
casos.

= Siun monomio no contiene variables binarias, sus restricciones bound factor asociadas son iguales
en cualquier caso.

= Si un monomio esté conformado tnicamente por variables binarias, las restricciones bound factor
asociadas imponen Xy = Hie x Vi, VK C I, mientras que en las linealizaciones de binarias se
imponen dichas igualdades para los monomios presentes en el patron de linealizacion.

= Si un monomio estd conformado por variables binarias y no binarias; es decir, es de la forma
J U I, siendo J las variables no binarias e I las binarias:

e Si se emplea un patréon de linealizacion de Elloumi-Verchere, denotemos por y; a la variable
asociada a I. Tenemos un producto de no binarias por una tnica binaria. Por la proposicion
anterior, las restricciones bound factor asociadas a este monomio son las restricciones bound
factor de J mas las restricciones que imponen Xg 5y = Xkyi, K C J.

e Si estamos en la version base, podemos aplicar la proposiciéon anterior repetidamente hasta
deshacernos de toda la parte binaria. Entonces las restricciones resultantes son las res-
tricciones bound factor de J més restricciones que imponen Xy = X;[[;c K\J Yi> con
JCKcCJUI

De esta forma, se puede establecer una biyeccién entre el conjunto de soluciones de ambos problemas.
Para ello, podemos construir una proyeccién del conjunto de soluciones de la versién base al patron de
linealizacion, y la inyectividad se tiene porque las variables que no estan presentes en RLT(RM I PPC%2 )
estan univocamente determinadas en la relajacion entera por las anteriores restricciones. O

El anterior resultado nos podria llevar a pensar que cuando permitimos que el solver auxiliar
resuelva las relajaciones enteras, el algoritmo basado en la técnica RLT deberia converger en el mismo
numero de iteraciones. Sin embargo, la falta de unicidad en las soluciones éptimas de cada nodo puede
hacer que el solver encuentre soluciones distintas, con violaciones RLT también distintas, de modo que
no se seleccione la misma variable para ramificar. Esto hace que en general el nimero de iteraciones
del algoritmo sea distinto.

No obstante, y puesto que esto es algo que escapa a nuestro control, sugiere que en este contexto
la mejor formulacion sera aquella que presente un menor tiempo de resoluciéon de la relajacion lineal.
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Capitulo 3

Resultados computacionales

El objetivo de este capitulo es contrastar computacionalmente las ideas desarrolladas en los ca-
pitulos anteriores. En particular, queremos estudiar como afecta la reformulacién de productos de
variables binarias al rendimiento de RAPOSa y comparar distintas formas de gestionar las variables
enteras durante el proceso de ramificacion. Para ello no basta con analizar inicamente el tiempo to-
tal de resolucion, sino que sera necesario observar también el nimero de nodos generados, el tiempo
empleado en resolver las relajaciones lineales y la calidad de las cotas obtenidas en el nodo raiz.

La exposicion se organizara en tres partes. Empezaremos el capitulo poniendo de manifiesto las
carencias de las baterias empleadas en Gonzalez-Diaz et al. (2024), debido a que se componen prin-
cipalmente de problemas de grado 2 y esporadicamente alguno de grado mayor, lo que puede inducir
a conclusiones erréneas. De esta forma, lo anterior nos condujo a disenar una bateria de problemas
propia, donde pudiéramos seleccionar diversos parametros como el grado del problema o el ntimero de
variables. Una vez hecho, la segunda parte se dedicara a analizar los resultados computacionales de
las baterias resueltas, primero sobre todas las posibles reformulaciones, y después poniendo especial
énfasis en la comparacion entre estrategias de ramificaciéon. Por dltimo, presentaremos los resultados
obtenidos, primero de forma agregada y después mediante el analisis de algunas instancias concretas
comparando una representacion de sus arboles de ramificacién y acotacion.

3.1. Generaciéon de problemas

Antes de construir una nueva bateria de problemas, conviene justificar por qué no resulta suficiente
emplear directamente las librerias habituales. En nuestro caso, la dificultad aparece porque muchas de
las instancias disponibles son cuadraticas, y en ese contexto la reformulacién de productos de variables
binarias no introduce diferencias sustanciales respecto a la formulacion base.

Proposicion 3.1. Para problemas cuadrdticos, cualquiera de las linealizaciones de binarias coincide
con la formulacion base de RAPOSa.

Demostracion. Diferenciemos por casos segin el nimero de binarias que componen el monomio. Si el
monomio estd conformado por dos variables no binarias, las restricciones bound factor asociadas son
iguales. Si el monomio contiene una variable binaria y otra no binaria, la aplicacién de un patréon de
linealizacién no afecta a la parte binaria, asi que las restricciones bound factor asociadas son iguales.
De esta forma, anicamente tenemos que fijarnos en lo que sucede al linealizar un monomio con dos
variables binarias. Consideremos xixs el monomio a linealizar, en la versiéon base, las restricciones
bound factor son de la forma:

X1220, X<z, Xip2<w2, Xip2>z1+22—1,

que efectivamente coinciden con las restricciones de la linealizacion estandar y de cualquier patréon de
linealizacion. O

37
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Observacion 3.2. Pese a que los problemas tienen las mismas restricciones, en el caso de la version
base se mide | X12 — x1x2| y se tiene en cuenta a la hora de calcular las violaciones RLT. Aunque esto
no tenga efecto si se priorizan las ramificaciones de integralidad, si que puede resultar importante en
un enfoque RLT-first.

Puesto que la mayoria de los problemas de la bateria QPLIB y MINLPLib son de grado 2, con
contadas excepciones de grado superior, consideramos pertinente desarrollar una nueva bateria con la
cual medir con méas detalle el impacto de las reformulaciones de binarias.

Para la generacion, los pardmetros mas destacables son los que se presentan a continuacion:

= v € NU{0} es el ntimero de variables continuas.

= b e NU{0} es el namero de variables binarias.

gv € NU {0} es el grado maximo de la parte continua de un monomio.

gb € NU {0} es el grado maximo de la parte binaria de un monomio.

= k > 0 es un factor de escala que controla el niimero de restricciones.

= d € (0,1] es la proporciéon de monomios presentes en el problema.

= p € (0,1] es la proporcion de monomios del problema que aparecen en cada restriccion.

No resulta complicado probar que el nimero de monomios de hasta grado g, que se pueden formar

con v variables es:
o
vt+r—1
m=> (M),
r=0

Sin embargo, al entrar en juego variables binarias, tenemos que tener en cuenta que si y; es binaria,
entonces yI' =y; Vn € N, n > 1. De esta forma, teniendo en cuenta que la anterior simplificacién se
hace en RAPOSa, la cantidad de monomios de hasta grado g, que se pueden conformar con b variables

binarias es:
9b b
N =
=3 (;)

r=0

Por tanto, seleccionados estos cuatro parametros, el nimero de monomios de los que disponemos es
Mtotal = Nv . Nb

Puesto que es raro que un problema tenga todos los monomios posibles, el parametro d controla la
cantidad de ellos seleccionados:
Mglobal =d- Mtotal

El proceso de generaciéon de un monomio es el siguiente:

= Salvo que se indique lo contrario, se selecciona el grado ¢, de la parte continua de forma uniforme
entre 0 y gv y después se genera una v-tupla de enteros no negativos cuya suma es dicho grado
(lo que se conoce como una composicion débil). Se realiza lo anilogo para la parte binaria y se
juntan. Se multiplica por un coeficiente entero no nulo en el rango de coef_obj.

El proceso de seleccion de los monomios es como sigue:

= Se genera un monomio con una parte continua de grado gv y con una parte binaria de grado gb
para garantizar que el problema sea de grado gv + gb.

= Se generan monomios hasta llegar a Mgiohal.
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= Se comprueba que todas las variables aparecen en el problema. En caso contrario, se muestrea
sobre el conjunto de monomios todavia por cubrir de forma anéloga a la anterior eliminando las
variables cubiertas en cada iteracion.

Si bien la dltima comprobaciéon puede hacer que la proporcién de monomios presentes en el problema
se incremente, no es algo que suceda de manera habitual salvo que se seleccione una d extremadamente
baja. Por ello no planteamos ninguna alternativa como generar monomios que cubran todas las variables
al principio del proceso de generaciéon o reemplazar monomios ya construidos por otros.

Una vez seleccionados los monomios que van a estar presentes en el problema, se anaden todos a
la funcién objetivo con coeficientes enteros no nulos en el rango de coef_obj.

Ahora se construyen k- (v+b) restricciones. Los parametros q_geq € [0, 1] y q_eq € [0, 1] controlan la
proporcién de ellas que son del tipo “mayor o igual” y de igualdad respectivamente. En cada restriccién
hay presentes p - Mgiopal monomios, con coeficientes enteros no nulos en el rango de coef_con, y con
lados derechos en el rango de rhs_range.

Puesto que no tenemos garantias de que un problema asi generado vaya a ser factible, anadimos
variables de holgura para garantizar que lo sea. De esta forma, el problema termina siendo de la forma:

minimizar ¢o(x) + penalty (Z Yias,r + Ymcnos,r)

T

sujeto a ¢, (x) + coef _Y_mas[r] * Yijasr > By, r=1,..., Ry,
¢r(x) — coef_Y_menos [r] * Yienos,r < Br, r=Ri+1,...,Ro,
¢r(x) + coef _Y_mas[r] * Yy, — coef_Y_menos[r] * Yienosr =0r, 7=Ra2+1,... R,
xeQCR”,

El parametro use_additive_slack se emplea para determinar los coeficientes coef_Y_menos[r] y
coef_Y_mas[r], y la operacion .

= Si vale 0, entonces * es el producto, y coef_Y_menos[r] = coef_Y_mas[r] = 1 para todo r.
= Si vale 1, entonces * es la suma, y coef _Y_menos[r] = coef_Y_mas[r] = 0 para todo r.

El motivo para anadir estos coeficientes adicionales, a priori innecesarios, es evitar que la funcién
objetivo tome valores muy grandes, ya que estos pueden dar lugar a problemas numéricos.

El programa tiene mas de un modo de generaciéon, ya que aparte de generar los problemas, tiene
la posibilidad de resolverlos en RAPOSa conectandose al Cesga.

= Por una parte, podemos enviarlo y descargarnos la reformulacion del nodo raiz para constatar
que es un problema factible.

= Por otra parte, enviandolo con dos reformulaciones de binarias diferentes, si descargamos los
nodos raiz y los resolvemos en local, podemos quedarnos con problemas con distintas cotas
inferiores, lo que puede resultar interesante a la hora de medir el impacto de la reformulaciéon de
binarias.

Al resolverlo con Gurobi, si fijamos create_coefup en 1, nos permitira también actualizar los valores
de coef_Y_menos[r] y coef_Y_mas[r] con los valores de Yias € Yinenos, para que asi cuando se resuelva
con RAPOSa se esté “méas cerca de la factibilidad”.

Las cotas de las variables de holgura, inicialmente fijadas a initial_slack_variables_bound, se
actualizan a slack_variables_bound, y coef_Y_mas[r] pasa a ser

initial_slack_variables_bound - |Yi,.s/initial_slack_variables_bound].

Una iteracién previa de esta bateria consistia en considerar todas las variables juntas y que una
proporcion de ellas fuera binaria. Esto resultaba conflictivo, ya que cuando la proporcion de variables
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binarias era considerablemente alta o baja, esto podia tener impacto sobre los problemas generados,
va que afectaba a la probabilidad de seleccionar variables de uno u otro tipo. Sin embargo, como este
error fue lo que nos motivé a emplear este segundo diseno, abordaremos algin resultado de alguna de
las baterias generadas de la anterior forma. Asi, cuando hablemos de

v{v}_gv{gv}_b{b}_gb{gb}_k{k}_d{d_tag:05d}_p{p_tag:03d}_{seed},
nos estaremos refiriendo a un problema con la generacion actual, mientras que cuando empleemos
v{v}_k{k}_g{g}_d{d_tag:05d}_p{p_tag:03d}_bin{bin}_{seed}
se referira a la anterior. En dicho caso, el significado de las variables seré el siguiente:

s v € NU{0} es el nimero de variables.

= k > 0 es el factor de escala que controla el ntimero de restricciones.

g € NU{0} es el grado del problema.

= d € (0,1] es la proporciéon de monomios presentes en el problema.

= p € (0,1] es la proporciéon de monomios del problema que aparecen en cada restriccion.
= bin € [0, 1] es la proporcion de variables que son binarias.

En cualquier caso, las tnicas variables enteras con las que trabajaremos seran binarias.

3.2. Entorno de pruebas

Las ejecuciones de los problemas se llevaron a cabo empleando la herramienta RAPOSa Cloud, un
software complementario a RAPOSa que facilita la ejecuciéon de pruebas y la obtencion de resultados.
En particular, RAPOSa Cloud emplea los servidores del Cesga para ejecutar los problemas.

Dichos servidores cuentan con una elevada capacidad de computo, incorporando procesadores Intel
Xeon Platinum 8352Y de 64 nicleos y 256 GB de memoria RAM. Para cada problema se fijé un tiempo
méaximo de ejecucion de 1 hora, y aquellos que no se resolvieron dentro del limite se consideraron no
resueltos.

3.3. Meétricas de evaluacion

Para evaluar el funcionamiento de los mecanismos de reformulacion disponemos de diversas métri-
cas. En este trabajo detallaremos el uso de las siguientes.

= Geometric mean time (GMT): media geométrica del tiempo utilizado por el solver para
resolver cada uno de los problemas. Aqui se excluyen los problemas no resueltos por ninguno
de los mecanismos y aquellos resueltos por todos en menos de 5 segundos, ya que no aportan
informacion significativa en la comparacion. El empleo de la media geométrica en lugar de la
aritmética busca mitigar el efecto de los posibles valores atipicos.

= Geometric mean gap (GMG): media geométrica de los gaps obtenidos por el optimizador.
Cuando el solver no es capaz de resolver el problema para las tolerancias impuestas, proporciona
una cota inferior y una cota superior para su valor 6éptimo, cuya diferencia se denomina gap.
Cuanto menor sea, mejor es la aproximacion. En esta métrica se excluyen los problemas resueltos
por todas las estrategias y aquellos en los que alguna de las configuraciones no ha sido capaz de
proporcionar un gap, ya que en estos casos no se pueden comparar adecuadamente los valores
obtenidos.
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= Numero total de problemas resueltos: se considera que un problema ha sido resuelto si ha
obtenido una solucién dentro de las tolerancias en un tiempo inferior a 1 hora.

= Geometric mean nodes (GMN): media geométrica del nimero de relajaciones resueltas para
resolver el problema.

= Geometric mean linear time (GMLT): media geométrica del promedio del tiempo de reso-
lucién de la relajacion que se envia al solver auxiliar.

= Mean relative difference lower bound (GMRDLB): media aritmética de la diferencia
relativa respecto a la peor cota inferior. Este valor es un ntimero entre 0 y 1 que representa lo
ajustada que es la formulacion en el nodo raiz:

RDLE — {m, si min LB < méax LB;

1, si min LB = max LB.

= Niumero de problemas resueltos: el nimero que acompana al nombre de la configuracion
indica la cantidad de problemas resueltos en el tiempo limite.

Una vez fijadas las métricas, pasamos a comparar las distintas configuraciones consideradas. En cada
baterfa se combinan diferentes reformulaciones de la parte binaria con distintas estrategias para tratar
las variables enteras. Por un lado, compararemos la versiéon base de RAPOSa con la linealizacién
estandar y con varios patrones de linealizacién. Por otro, distinguiremos entre priorizar las violaciones
de integralidad, priorizar las violaciones RLT o resolver directamente las relajaciones enteras.

El objetivo de esta comparaciéon es doble. En primer lugar, queremos comprobar si las reformula-
ciones de productos de variables binarias mejoran el rendimiento respecto a la formulacién base. En
segundo lugar, queremos determinar en qué situaciones resulta conveniente resolver relajaciones ente-
ras, teniendo en cuenta que esta estrategia puede reducir el nimero de nodos, pero también aumenta
el coste de resolver cada relajacion.

3.4. Resultados de las pruebas

En primer lugar, vamos a probar a realizar todas las combinaciones de reformulaciones de bina-
rias (version de RAPOSa base, linealizacion estandar, patron de linealizacion canénico no dominado,
heuristica 1 y heuristica Lucia) con las 3 posibles estrategias de resolucion de problemas con variables
enteras (encargandonos nosotros de las ramificaciones enteras, donde podemos adoptar un enfoque
integrality-first o RLT-first, o enviando al solver auxiliar el problema con variables enteras). Empeza-
mos midiendo el impacto sobre una bateria de problemas que incluye alrededor de 50 problemas de
cada una de las siguientes configuraciones:

» v0_gv0_b25_gb7_k2_d00200_p030
» v5_gvi_b20_gb7_k2_d00200_p030
= v20_k2_g5_d02000_p010_bin75

= v20_k2_g5_d02000_p010_bin50

» v18_k2_g5_d02000_p010_bin50

= v16_k2_g5_d04000_p010_bin25

= v6_gv4_b8_gb4_k2_d00500_p030

» v6_gv4_b8_gb5_k2_d00500_p030
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GMT (259) | GMG (223) | GMN (35) | GMLT (35) | MRDLB (259)
Base int-first (158) 603.01 0.013 61.88 0.694 0.2433
SL int-first (254) 96.40 0.001 69.04 0.401 0.0000
CNDP int-first (254) 93.29 0.001 69.04 0.403 0.0133
H1 int-first (254) 93.97 0.001 68.67 0.416 0.0191
HL int-first (254) 98.93 0.001 68.76 0.422 0.0190
Base RLT-first (116) 904.45 0.022 50.64 0.858 0.2433
SL RLT-first (42) 2046.38 0.153 122.80 0.538 0.0000
CNDP RLT-first (43) 2019.73 0.143 97.67 0.549 0.0133
H1 RLT-first (43) 1972.30 0.136 98.78 0.529 0.0191
HL RLT-first (45) 1958.58 0.133 98.75 0.529 0.0190
Base int. rel. (140) 726.63 0.023 15.34 9.953 1.000
SL int. rel. (258) 41.88 0.001 15.05 2.653 1.000
CNDP int. rel. (258) 47.31 0.001 15.04 2.694 1.000
HI int. rel. (258) 40.70 0.001 15.03 2.626 1.000
HL int. rel. (258) 40.36 0.001 15.03 2.623 1.000

Tabla 3.1: Resultados computacionales de la primera bateria.

En la Tabla 3.1 tenemos recogidas las métricas de evaluacién para esta primera bateria de proble-

mas. En primer lugar, fijémonos en que las métricas de nodos y tiempo lineal se calculan tnicamente
sobre 35 problemas, lo que supone menos del 10% del tamano de la baterfa. Como podemos ver que
la configuracion que presenta peor rendimiento de todas es RLT-first, vamos a extraer conclusiones
sobre esta estrategia, y posteriormente replicaremos esta tabla omitiéndola. De ella, podemos extraer
las siguientes conclusiones:

= RLT-first es la peor estrategia de ramificaciéon: En un primer vistazo vemos que RLT-first

resuelve una menor cantidad de problemas que las otras dos configuraciones, y, en los problemas
que resuelve, suele requerir un mayor nimero de nodos que los demas.

Impacto negativo de la linealizacién de binarias: Pese a que el tiempo lineal medio es
inferior, el nimero de nodos y el tiempo de resolucion se incrementan al aplicar una linealizacion
de binarias, al contrario de lo que sucede en las otras dos estrategias. En primer lugar, los
resultados sobre la equivalencia de las reformulaciones tnicamente aplican sobre las relajaciones
enteras de los problemas. De esta forma, si no tenemos fijados los valores de las variables binarias
se espera que requiera un mayor numero de iteraciones resolver el problema. La cuestion es que
la versién base es capaz de reducir el nimero de variables binarias libres, ya que al no linealizar
el producto de binarias, todavia se calculan sus violaciones RLT, permitiendo ramificar por ellas
antes de encontrar una solucién sin violaciones RLT, que es lo que requiere cualquiera de las
versiones que linealiza las binarias.

En ese aspecto, resulta pertinente destacar que, al contrario de lo que sucede con las violaciones
RLT, las de integralidad son finitas, ya que a lo sumo en una rama se puede ramificar por el
nimero de binarias que haya.

Mejora de los patrones de linealizacion frente a la linealizacion estandar: En linea
con el argumento empleado en el punto anterior, disponer de unas relajaciones més ajustadas
hace que el nimero de nodos sea inferior sin tener un impacto significativo sobre el tiempo de
resolucion de la relajacion.

La version base con RLT-first mejora a la version base con integrality-first: En los
problemas resueltos vemos que el nimero de nodos es inferior en el primero. El motivo proba-
blemente sea porque al no hacer linealizaciéon de binarias, la discrepancia entre un producto de
binarias y la variable RLT que lo sustituye se tiene en cuenta como una violaciéon RLT, y asi
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es posible ramificar por variables binarias (que al linealizar binarias solo se podria considerar
ramificacion por violacion de integralidad) cuando todavia hay violaciones RLT.

= Mismas cotas inferiores en el nodo raiz en integrality-first que en RLT-first para
una configuracién dada: Puesto que en ambos casos se resuelve la misma relajacion en el nodo
raiz, es normal que se obtengan los mismos valores en ambos casos.

Una vez visto esto, volvemos a construir la tabla pero omitiendo las configuraciones RLT-first, a la
espera de aumentar el nimero de problemas resueltos. Algo que resulta llamativo en la Tabla 3.2 es

GMT (376) | GMG (188) | GMN (187) | GMLT (187) | MRDLB (376)
Base int-first (232) 560.14 0.057 100.22 0.866 0.3146
SL int-first (370) 109.36 0.001 113.12 0.270 0.0000
CNDP int-first (370) 96.48 0.001 110.76 0.267 0.0138
H1 int-first (370) 97.44 0.001 112.39 0.267 0.0204
HL int-first (370) 102.24 0.001 112.02 0.272 0.0204
Base int. rel. (202) 575.09 0.167 10.48 10.235 0.8124
SL int. rel. (375) 31.23 0.001 10.52 1.792 1.000
CNDP int. rel. (375) 40.05 0.001 10.52 1.797 1.000
H1 int. rel. (375) 31.55 0.001 10.53 1.698 1.000
HL int. rel. (375) 31.25 0.001 10.53 1.682 1.000

Tabla 3.2: Resultados computacionales de la primera bateria omitiendo RLT-first.

como el valor de MRDLB para la version base de RAPOSa resolviendo las relajaciones enteras deja
de valer 1. Esto se debe a que ante problemas més complicados, RAPOSa es incapaz de resolver la
relajacion entera en el nodo raiz dentro del tiempo limite. En ese supuesto, se resuelve la relajacion
continua del problema para garantizar que se tiene una cota inferior, y esta es la que se reporta como
primera cota inferior, lo que da lugar a un valor inferior a 1. Veamos qué més extraemos de aqui.

= El uso de linealizaciones de binarias tiene un impacto positivo: Vemos que en ambos
enfoques de gestion de enteras se reduce el tiempo de ejecucion y el tiempo lineal medio, mientras
que el incremento en el naumero de nodos en integrality-first no es tan grande como para hacerlo
empeorar.

= El nimero de iteraciones resolviendo las relajaciones enteras es muy similar: Esto se
debe a que dichas relajaciones son equivalentes, y que la posible discrepancia nazca de ramificar
por otra variable al haber encontrado un 6ptimo distinto, lo cual se escapa a nuestro control.

= Las heuristicas son ligeramente mas ajustadas que CNDP: No obstante, queda claro que
no son capaces de acercarse al ajuste que proporciona la versiéon base, a la vez que estas estan
bastante lejos del ajuste de las relajaciones enteras.

= Hacer que el solver auxiliar gestione las relajaciones enteras parece mejor que ha-
cer que RAPOSa gestione las violaciones de integralidad: A la vista de los tiempos de
resoluciéon obtenidos, esta conclusion parece evidente y es también a la que se llega en Gonzalez-
Rodriguez et al. (2022). No obstante, a continuacién vamos a replicar el anterior anélisis sepa-
rando por cada configuracion, y negaremos que esto sea asi en cualquier caso.

3.4.1. v0_gv0_b25_gb7_k2_d00200_p030

Al ser un problema sin variables continuas, esti claro que el problema resultante de aplicar una
linealizaciéon de binarias se convierte en un problema lineal con variables enteras donde no hay que
construir identidades RLT. De esta forma, cuando se resuelve la relajaciéon entera se ha de hacer en una
Unica iteracion. Adicionalmente, ante esa ausencia de identidades RLT, las tunicas violaciones son de
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integralidad. Por tanto, cualquier linealizaciéon de binarias deberia presentar el mismo comportamiento
en integrality-first que en RLT-first.

A fin de reducir espacio, omitimos la inclusiéon de RLT-first por lo que acabamos de decir. Como se
aprecia en la Tabla 3.3 la version base resolviendo las relajaciones enteras no consigue resolver ningtin
problema, omitimos las columnas relativas al ntmero de nodos y tiempo lineal.

GMT (50) | GMG (50) | MRDLB (50)
Base int-first (10) 3450.18 0.027 0.8942
SL int-first (50) 1524.78 0.001 0.0000
CNDP int-first (50) 768.98 0.001 0.0057
H1 int-first (50) 777.98 0.001 0.0212
HL int-first (50) 778.48 0.001 0.0220
Base int. rel. (0) 3600 0.105 0.8942
SL int. rel. (50) 48.14 0.001 1.000
CNDP int. rel. (50) 104.53 0.001 1.000
HI int. rel. (50) 62.22 0.001 1.000
HL int. rel. (50) 63.25 0.001 1.000

Tabla 3.3: Resultados computacionales de vO_gv0_b25_gb7_k2_d00200_p030.

De la Tabla 3.3 podemos extraer las siguientes conclusiones:

Permitir que un solver auxiliar gestione las variables enteras supera claramente
nuestra capacidad de resolucion del problema.

Impacto positivo de los patrones de linealizaciéon.

La version base de RAPOSa es bastante ajustada respecto a la relajacién entera: Con
un valor cercano al 0.9, para problemas de optimizacion binarios parece que ofrece una relajacion
bastante ajustada, en comparaciéon con lo que se vefa con toda la bateria en general.

Coincidencia de cotas inferiores en ambas versiones base: Esto es una coincidencia parti-
cular de esta baterfa, ya que, como no se resuelve ninguna relajacion entera con la version base, la
primera cota inferior que puede proporcionar es la de relajacion continua, con lo cual son iguales.

Exploramos mas en detalle el impacto de los patrones de linealizacién mostrando el nimero de nodos
y tiempo lineal medio de estos. Lo tenemos recogido en la Tabla 3.4, omitiendo la columna de gaps y
cotas inferiores iniciales porque no aportan informaciéon adicional.

GMT (50) | GMN (50) | GMLT (50)
SL int-first (50) 1610.94 48137.12 0.0339
CNDP int-first (50) 803.01 16327.48 0.0501
H1 int-first (50) 819.62 21399.12 0.0389
HL int-first (50) 818.34 21354.84 0.0388
SL int. rel. (50) 52.56 1.000 46.7118
CNDP int. rel. (50) 107.82 1.000 101.7444
H1 int. rel. (50) 63.60 1.000 59.5907
HL int. rel. (50) 64.97 1.000 60.5012

Tabla 3.4: Resultados computacionales de vO_gv0_b25_gb7_k2_d00200_p030.

De la Tabla 3.4 podemos extraer las siguientes conclusiones.

= Los patrones de linealizacién mejoran el rendimiento de la linealizaciéon estandar:

Puesto que las relajaciones lineales tienen un tiempo lineal medio similar, la diferencia en rendi-
miento surge de la reducciéon en el niimero de iteraciones necesarias para resolver el problema.
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= Comportamiento sorprendente de CNDP: Por un lado, en integrality-first presenta un
niumero de nodos notablemente inferior frente a las heuristicas, pero ante un tiempo lineal lige-
ramente superior, se compensan para terminar con tiempos de resoluciéon muy similares.

Por otra parte, llama la atenciéon que en la resolucién de las relajaciones enteras sea la que peor
rendimiento presenta. Da la sensaciéon de que aplicar este patréon de linealizacién canoénico sin
criterio hace que aparezcan muchas variables en el problema, lo que produce una relajaciéon mas
dificil de resolver.

= La proporcién del nimero de nodos entre la resoluciéon de relajaciones enteras e
integrality-first es del orden de 10°: Sera de especial interés estar al tanto de esta medida
a lo largo de estos problemas.

= La proporciéon del tiempo lineal entre la resoluciéon de relajaciones enteras e integrality-

first es del orden de 10~3: Se observa el mismo comportamiento que en el punto anterior.

3.4.2. v5_gvl_b20_gb7_k2_d00200_p030

Para agilizar la exposiciéon, omitiremos entrar en detalle en cuestiones ya exploradas, como por qué
resolver la relajacion entera de la version base devuelve una cota inferior inicial menor que 1.

GMT (50) | GMG (50) | MRDLB (50)
Base int-first (0) 3600.00 0.682 0.2710
SL int-first (50) 985.43 0.001 0.0000
CNDP int-first (50) 830.64 0.001 0.0045
H1 int-first (50) 816.31 0.001 0.0063
HL int-first (50) 828.49 0.001 0.0062
Base RLT-first (0) 3600.00 0.695 0.2710
SL RLT-first (0) 3600.00 1.019 0.0000
CNDP RLT-first (0) 3600.00 1.014 0.0063
H1 RLT-first (0) 3600.00 1.012 0.0062
HL RLT-first (0) 3600.00 1.012 0.2710
Base int. rel. (0) 3600.00 0.727 1.0000
SL int. rel. (50) 55.39 0.001 1.0000
CNDP int. rel. (50) 87.12 0.001 1.0000
H1 int. rel. (50) 60.19 0.001 1.0000
HL int. rel. (50) 59.03 0.001 1.0000

Tabla 3.5: Resultados computacionales de v5_gv1_b20_gb7_k2_d00200_p030.

De la Tabla 3.5 podemos extraer las siguientes conclusiones.

= El rendimiento de RLT-first es claramente peor que el de integrality-first: Esto puede
resultar llamativo porque realmente hay a lo sumo una tnica variable continua por monomio,
luego las tnicas violaciones RLT que se dan son entre esta y la parte binaria. No obstante,
sabemos que eso no produce una violacién RLT en la relajacién entera, y, por tanto, esta se ha
de resolver en una iteracién, como comprobaremos en la Tabla 3.6.

Notese que el comportamiento de RLT-first es esperable. Como sélo hay 5 variables continuas,
son las que apareceran con mayor frecuencia en los monomios del problema, ya que estas pueden
acompanar a cualquier producto de binarias, mientras que la variable que sustituye a un producto
de binarias puede aparecer, a lo sumo, junto a 5 variables continuas. En caso de que se empleara
un criterio de ramificacion como la suma, descrito en Gonzalez-Rodriguez et al. (2022), siempre
se ramificaria por variables continuas sin una mejora real de la solucién, porque lo que hay que
hacer es ramificar las violaciones de integralidad. Por suerte, el criterio de ramificacion tiene en
cuenta los rangos de las variables, y eventualmente se produce la ramificacion por alguna binaria
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o variable que sustituye al producto de binarias. Aun asi, no es suficiente para conseguir que se
resuelva ningtn problema.

En el Capitulo 4 presentaremos una reformulacién que nos permitira esquivar esta problemaética.
= Impacto positivo de las linealizaciones de binarias.

= Mejor rendimiento del solver auxiliar gestionando las variables enteras que integrality-

first.

GMT (50) | GMN (50) | GMLT (50)
SL int-first (50) 985.43 15142.84 0.0590
CNDP int-first (50) 830.64 10257.48 0.0745
H1 int-first (50) 816.31 11327.85 0.0658
HL int-first (50) 828.49 11502.14 0.0657
SL int. rel. (50) 55.39 1.00 53.1477
CNDP int. rel. (50) 87.12 1.00 83.0458
H1 int. rel. (50) 60.19 1.00 56.7394
HL int. rel. (50) 59.03 1.00 55.9678

Tabla 3.6: Resultados computacionales de v5_gv1_b20_gb7_k2_d00200_p030 sin la versién base ni
RLT-first.
Destacamos lo siguiente de la Tabla 3.6:

= La proporcién del nimero de nodos entre la resoluciéon de relajaciones enteras e
integrality-first es del orden de 10°: aunque es menor que en la anterior bateria explorada.

= La proporciéon del tiempo lineal entre la resoluciéon de relajaciones enteras e integrality-
first es del orden de 10~3: pero es practicamente igual que en la bateria anterior.

A la vista del peor rendimiento del enfoque RLT-first, omitimos sus resultados computacionales a
partir de aqui, teniendo en cuenta que en las baterias que discutimos a continuacién se ha visto que
no son competitivas respecto de las otras dos.

3.4.3. v20_k2_g5_d02000_p010_bin75

Seguimos reduciendo la cantidad de binarias del problema y ahora llegamos a uno de los problemas
creados con una version primitiva del generador.

GMT (44) | GMG (10) | GMN (34) | GMLT (34) | MRDLB (44)
Base int-first (34) 308.68 0.113 517.41 0.6707 0.1090
SL int-first (40) 106.33 0.006 702.94 0.1549 0.0000
CNDP int-first (40) 93.20 0.006 670.47 0.1338 0.0097
H1 int-first (40) 93.53 0.006 645.29 0.1326 0.0169
HL int-first (40) 96.45 0.006 651.00 0.1341 0.0170
Base int. rel. (44) 31.76 0.001 6.53 4.2407 1.0000
SL int. rel. (44) 7.10 0.001 6.35 0.8856 1.0000
CNDP int. rel. (44) 9.57 0.001 6.35 0.9463 1.0000
H1 int. rel. (44) 7.05 0.001 6.35 0.8127 1.0000
HL int. rel. (44) 6.89 0.001 6.35 0.7922 1.0000

Tabla 3.7: Resultados computacionales de v20_k2_g5_d02000_p010_bin75 omitiendo RLT-first.

Lo mas destacable en la Tabla 3.7 es, sin duda, lo siguiente:
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= La proporcion del nimero de nodos entre la resoluciéon de relajaciones enteras e
integrality-first es del orden de 103: esto ya es un par de érdenes de magnitud inferior a lo
que habfamos observado hasta ahora.

= La proporcién del tiempo lineal entre la resolucién de relajaciones enteras e integrality-
first en las linealizaciones de binarias es del orden de 10~!: aunque es necesario poner
este resultado en tela de juicio ya que los tiempos de resolucién medios son extremadamente
bajos (inferiores a 10 segundos).

3.4.4. v20_k2_gb5_d02000_p010_binb0 y v18_k2_g5_d02000_p010_binb0

Puesto que ambas baterias son muy similares, las analizamos de manera conjunta.

GMT (93) | GMG (7) | GMN (86) | GMLT (86) | MRDLB (44)
Base int-first (88) 187.77 0.031 387.18 0.7542 0.1595
SL int-first (91) 71.47 0.003 450.44 0.2559 0.0000
CNDP int-first (91) 72.59 0.003 429.90 0.2589 0.0182
H1 int-first (91) 73.63 0.003 448.86 0.2587 0.0187
HL int-first (91) 77.99 0.003 448.35 0.2620 0.0187
Base int. rel. (90) 118.83 0.003 28.65 6.1479 1.0000
SL int. rel. (93) 34.88 0.001 28.81 1.7737 1.0000
CNDP int. rel. (93) 39.07 0.001 28.37 1.7243 1.0000
H1 int. rel. (93) 33.67 0.001 28.47 1.6725 1.0000
HL int. rel. (93) 32.95 0.001 28.47 1.6626 1.0000

Tabla 3.8: Resultados computacionales de v20_k2_g5_d02000_p010_binb50 y
v18_k2_g5_d02000_p010_bin50 omitiendo RLT-first.

Las métricas recogidas en la Tabla 3.8 nos permiten afirmar lo siguiente:

= Cada vez las diferencias relativas entre tiempos de resolucion de integrality-first y
resolver la relajaciéon entera son inferiores: no obstante, todavia sigue sin ser lo suficiente-
mente competitiva como para resultar atractiva.

= La proporcién del nimero de nodos entre la resoluciéon de relajaciones enteras e
integrality-first es del orden de 102%: vemos que se reduce todavia maés.

= La proporciéon del tiempo lineal entre la resoluciéon de relajaciones enteras e integrality-
first en las linealizaciones de binarias es del orden de 0,5 - 10~!: los tiempos son cada
vez mas parecidos.

3.4.5. v16_k2_g5_d04000_p010_bin25

A la vista de los resultados anteriores, y sabiendo que el rendimiento cuando no hay binarias
tiene que ser exactamente igual, estamos inclinados a pensar que observaremos un comportamiento
intermedio. Veamos qué sucede.

Atendiendo a los resultados recogidos en la Tabla 3.9, podemos extraer las siguientes conclusiones.

= Resolver las relajaciones enteras no siempre es mejor que integrality-first: Al contrario
de lo que se afirmaba en Gonzalez-Rodriguez et al. (2022) o lo que podria parecer el resumen
global de la bateria, afinar en la cantidad y dificultad de la parte binaria puede llevar a que com-
pense encargarse de la ramificaciéon por violaciones de integralidad. Seguramente tenga relacion
con los puntos que comentaremos a continuacién.
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GMT (45) | GMG (2) | GMN (43) | GMLT (43) | MRDLB (45)
Base int-first (45) 34.36 0.001 40.42 0.5357 0.1732
SL int-first (45) 3177 0.001 41.49 0.5745 0.0000
CNDP int-first (45) 33.25 0.001 41.53 0.5863 0.0038
H1 int-first (45) 33.71 0.001 41.56 0.5978 0.0028
HL int-first (45) 36.17 0.001 41.56 0.6135 0.0028
Base int. rel. (43) 198.70 0.013 21.31 7.9008 1.0000
SL int. rel. (43) 100.30 0.006 21.68 3.8244 1.0000
CNDP int. rel. (44) 106.67 0.006 21.71 3.9245 1.0000
H1 int. rel. (44) 100.87 0.006 21.67 3.8432 1.0000
HL int. rel. (44) 99.79 0.006 21.67 3.8309 1.0000

Tabla 3.9: Resultados computacionales de v16_k2_g5_d04000_p010_bin25 omitiendo RLT-first.

= La proporcién del nimero de nodos entre la resoluciéon de relajaciones enteras e
integrality-first es del orden de 2: parece que tiene sentido teniendo en cuenta que a medida
que disminuye el nimero de binarias es un valor que ha de tender a 1.

= La proporcion del tiempo lineal entre la resolucion de relajaciones enteras e integrality-
first en las linealizaciones de binarias es del orden de 10~ !: lo cual no es una ganancia
significativa respecto a la reduccion relativa del nimero de nodos.

Adicionalmente, es necesario poner de manifiesto lo siguiente.

= El impacto de la reformulacion de binarias es practicamente nulo: al tener tan pocas
variables binarias, la parte binaria no puede ser tan complicada, especialmente al tratarse de un
problema de grado 5.

En conjunto, esta primera bateria deja claro que la eleccion de la estrategia para tratar las variables
enteras no puede decidirse tinicamente a partir del comportamiento agregado. Aunque la resolucion de
las relajaciones enteras por parte del solver auxiliar suele ofrecer mejores tiempos globales, esta ventaja
parece depender de dos efectos contrapuestos: por un lado, reduce drasticamente el nimero de nodos
respecto a gestionar explicitamente las violaciones de integralidad; por otro, cada nodo resulta mucho
maés costoso, ya que el tiempo de resolucién de la relajacion entera crece respecto al de la relajacion
continua conforme aumenta el peso de la parte binaria. Asi, cuando hay muchas binarias, la reduccion
en nodos puede compensar sobradamente el mayor coste por nodo. Sin embargo, en configuraciones
con baja densidad de variables continuas o con una parte binaria menos dominante, estas proporciones
se equilibran hasta el punto de que la gestién propia de las violaciones de integralidad puede resultar
competitiva, e incluso preferible.

También se observa que, al disminuir la complejidad de la parte binaria, se atentan las diferencias
entre las distintas reformulaciones de binarias. En esos casos, el ajuste adicional que proporcionan
los patrones de linealizaciéon tiene un impacto cada vez menor sobre el rendimiento final, porque la
estructura binaria deja de ser el principal factor limitante. Por otra parte, el buen comportamiento
relativo de la version base con RLT-first en algunos escenarios sugiere que no conviene imponer una
prioridad rigida de ramificacién: permitir que las violaciones RLT asociadas a productos de binarias
guien parte del proceso puede ser beneficioso cuando la linealizaciéon de binarias elimina esa informacion.
En consecuencia, las lecciones aprendidas apuntan a que la estrategia mas adecuada debe depender de
la composicion del problema —nimero de binarias, presencia de continuas y grado efectivo de la parte
binaria—, méas que de una regla uniforme valida para toda la bateria.

Las tablas anteriores permiten identificar tendencias generales, pero no siempre explican por si solas
el motivo de las diferencias observadas. En particular, dos configuraciones pueden presentar tiempos de
resolucion similares y, sin embargo, generar arboles de ramificacion muy distintos. Del mismo modo,
una mejora en la cota inferior del nodo raiz no necesariamente se traduce en un menor nimero de
iteraciones si el criterio de ramificaciéon conduce a particiones menos efectivas.
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Por este motivo, complementamos el estudio agregado con la representaciéon grafica de algunos
arboles de ramificacion. Estas figuras permiten visualizar cémo evoluciona la cota inferior a lo largo
del proceso, qué tipo de ramificaciones se producen y en qué medida las distintas estrategias modifican
la estructura del arbol.

3.5. Validacién de ideas mediante representacion grafica

Tras este estudio computacional, se llevd a cabo un segundo estudio sobre una baterfa distinta, con
el objetivo de comprobar si el comportamiento inesperado observado en presencia de pocas variables
binarias era replicable. Los resultados obtenidos permitieron confirmar dicha replicabilidad. A fin de
no sobrecargar el trabajo con resultados redundantes, vamos a profundizar un poco més los arboles
que se producen en el proceso de ramificacion y en como estos pueden estar afectando a los resultados
obtenidos. Puesto que para cada problema disponemos de un archivo de texto que incluye el problema
resuelto en cada iteracion, junto con el valor de la funcién objetivo en la solucion 6ptima de la relajacion
y la variable de ramificaciéon seleccionada, podemos representar dicho proceso graficamente.

Para que sean facilmente comparables, los valores de las funciones objetivo estaran normalizados
entre 0 y 1, siendo 0 el valor de la soluciéon 6ptima en el nodo raiz de la relajaciéon continua de la
linealizacién estandar, ya que es la formulaciéon menos ajustada de la que disponemos, y el 1 el valor
de la funcion objetivo en la solucién del problema original. Indicaremos con una linea azul discontinua
el valor de la funcién objetivo en el nodo raiz. Cada nodo representara un subproblema. Una arista
roja representard una ramificaciéon por una variable binaria, azul cuando se ramifique por una variable
que sustituye a un producto de binarias en una linealizaciéon de binarias (como sabemos, solo puede
suceder en el enfoque RLT-first), mientras que en caso de ser negra serd por una variable continua.
Si se ramifica en un nodo, siempre seran construidos los nodos hijos. En caso de que no se llegue a
resolver, se le asignara el mismo valor de la funcion objetivo que el del nodo padre.

3.5.1. v18_k2_g5_d02000_p010_bin50_101 (base int-first vs base RLT-first)

Seleccionamos este problema para comparar el rendimiento entre las versiones base con las es-
trategias integrality-first y RLT-first, ya que la segunda mejora a la primera. En primer lugar, cabe
destacar que mientras que integrality-first obtiene la soluciéon 6ptima al resolver el ultimo nodo visi-
tado, RLT-first se detiene porque el gap relativo es inferior al umbral fijado. En ese aspecto, un gap
maés estricto habria perjudicado a la segunda estrategia de ramificacion. En este ejemplo concreto, los
tiempos lineales medios de las configuraciones comparadas son practicamente iguales. Por tanto, la
diferencia en el tiempo total de resolucion no parece venir determinada por el coste medio de resolver
cada relajacion lineal, sino por el nimero de iteraciones realizadas. En otras palabras, en esta instancia
la mejora observada se explica principalmente por una reduccién del tamano del arbol de ramificacion.

En la Figura 3.1 vemos representados ambos arboles, y apreciamos que el enfoque que prioriza las
violaciones RLT funciona mejor. Inicialmente, sospechabamos que pudiera ser consecuencia de la forma
en la que se generan los problemas. Puesto que los coeficientes de la funcién objetivo se generan en un
rango uniforme, ramificar por una violacion RLT de una variable continua en las primeras iteraciones
tendra un impacto maés significativo sobre la cota inferior del problema que el que puede tener una
variable binaria, cuyo rango esté entre 0 y 1.

Aunque en efecto se constata que la cota inferior evoluciona mas rapido, vemos que en RLT-first
se realiza una ramificacion por una variable binaria ya en la segunda iteracion. Aunque inicialmente
podria pensarse que esta ramificacion es accidental ante la ausencia de violaciones RLT en la segunda
iteracion, conviene tener en cuenta que al no aplicar una linealizacién de binarias, para las variables
que sustituyen al producto de binarias también se miden las violaciones RLT, y por tanto pueden ser
seleccionadas por dicha estrategia de ramificaciéon. De esta forma, en el Ginico caso en que se ramifica
por una violacién de integralidad es cuando el producto de las binarias coincide con las identidades
RLT, pero estas no toman valores en {0,1}, lo cual sera poco frecuente. En este aspecto, aqui RLT-first
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(a) Representacion para base integrality-first. (b) Representacion para base RLT-first.

Figura 3.1: Representacion de los arboles de ramificacion de v18_k2_g5_d02000_p010_bin50_101.

seria lo mas parecido a no priorizar ninguno de los tipos de ramificacion.

3.5.2. v20_k2_g5_d02000_p010_bin50_102 (linealizaciéon estandar int-first vs
linealizacién estandar resolviendo relajaciones enteras)

Comenzamos mostrando un caso que ilustra el comportamiento mas habitual observado al comparar
la estrategia integrality-first con la resolucion de relajaciones enteras. En este tipo de instancias, cuando
la cantidad de variables binarias es suficientemente alta, resolver relajaciones enteras suele producir
arboles de ramificaciéon més pequenos, ya que evita explorar nodos cuya solucién incumple directamente
las restricciones de integralidad.

A la vista de la Figura 3.2, se observa que el arbol de ramificaciéon obtenido al resolver relajaciones
continuas y gestionar después las violaciones de integralidad es mucho mas complejo que el obtenido
al resolver directamente relajaciones enteras. En particular, nétese la cantidad de ramificaciones por
violaciones de integralidad que se producen en integrality-first por debajo del valor de la funcion
objetivo en el nodo raiz de la relajacion entera. Esto indica que dichas soluciones ni siquiera son factibles
para la relajacion entera, por lo que buena parte del drbol se dedica a recuperar una factibilidad que
la segunda estrategia impone desde el principio.

3.5.3. v16_k2_g5_d04000_p010_bin25_128 (linealizacion estandar int-first vs
linealizacién estandar resolviendo relajaciones enteras)

El comportamiento anterior es el més habitual cuando la parte binaria tiene un peso relevante en
el problema. Sin embargo, no todas las instancias siguen este patron. Un caso especialmente llamativo
aparece en v16_k2_g5_d04000_p010_bin25_128, donde la estrategia integrality-first no presenta el
deterioro esperado frente a la resolucion de relajaciones enteras. Por este motivo, mostramos a conti-
nuacion los arboles de ramificaciéon y acotacion correspondientes a ambas configuraciones. A diferencia
del caso anterior, en la Figura 3.3 no se aprecia una ventaja tan clara al resolver relajaciones enteras.
Esto sugiere que, cuando la proporciéon de variables binarias es menor, imponer la integralidad desde
cada relajaciéon puede no compensar necesariamente el coste adicional asociado. En estos casos, el



3.5. VALIDACION DE IDEAS MEDIANTE REPRESENTACION GRAFICA 51

1.01

0.8 -

0.6

(o]

0.4

0.2 1

0.0
0 200 400 600 800 1000 -1 0 1 2 3 4 5

(a) Representacion para integrality-first. (b) Representacion resolviendo relajaciones enteras.

Figura 3.2: Representacion de los arboles de ramificacion de la linealizaciéon estdndar en
v20_k2_g5_d02000_p010_bin50_102.
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Figura 3.3: Representacion de los arboles de ramificacion de la linealizacion estandar en
v16_k2_g5_d04000_p010_bin25_128.
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numero de nodos no es el tnico factor determinante: también debe tenerse en cuenta el tiempo medio
necesario para resolver cada relajacion.



Capitulo 4

Posibles extensiones futuras

Durante mi colaboracion en RAPOSa han surgido diversas lineas de trabajo que amplian algunos
de los resultados desarrollados en los capitulos anteriores. Varias de ellas cuentan ya con resultados
teodricos preliminares, y por ello dedicamos este tltimo capitulo a presentarlas.

Comenzaremos revisando los resultados del Capitulo 3 para proponer una reformulacién del pro-
ducto de binarias linealizado con la parte no binaria del monomio. Seguidamente, ponemos la mirada
sobre los criterios de ramificacion discutidos en el Capitulo 2. A continuacién, mencionaremos coémo
se podria mejorar el comportamiento actual de RAPOSa respecto de las variables que sustituyen a
monomios de binarias. Por dltimo, presentaremos la posibilidad de considerar un conjunto distinto a
los J-sets sobre los que construir las restricciones bound factor.

4.1. Linealizaciéon de la parte no binaria por la parte binaria

Los resultados computacionales del capitulo anterior muestran que la reformulaciéon de productos
de variables binarias puede modificar de forma significativa el comportamiento del algoritmo. Sin
embargo, incluso después de linealizar la parte binaria de un monomio, todavia puede ser necesario
construir restricciones RLT que involucren conjuntamente la parte binaria y la parte no binaria. Esto
motiva la siguiente pregunta: si una parte del monomio ya ha sido sustituida por una variable binaria
o por una variable que representa un producto de binarias, jes posible aprovechar esta estructura para
reducir el niimero de restricciones bound factor que se construyen?

La idea de esta seccidon consiste precisamente en tratar la parte binaria como un elemento que
activa o desactiva el producto no binario. De este modo, en lugar de construir directamente las restric-
ciones bound factor sobre el monomio completo, se construyen sobre su parte no binaria y se anaden
restricciones adicionales que vinculan dicha parte con la variable binaria correspondiente.

Volviendo de nuevo a la Proposicion 2.32, conviene poner de manifiesto las condiciones que se
imponen en las restricciones de tipo bound factor.

Corolario 4.1. Las restricciones bound factor asociadas a J U {i}, donde y; es una variable bina-
ria o una variable que sustituye al producto de binarias, son equivalentes al siguiente conjunto de
restricciones:

= Las restricciones bound factor de J.
L] XIU{Z'} =Xy, VICJ.

Este corolario muestra que las restricciones bound factor de un monomio que contiene una parte
binaria pueden descomponerse en dos elementos: las restricciones asociadas a la parte no binaria y un
conjunto de restricciones que relacionan dicha parte con la variable binaria.

53
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Puesto que podemos no estar interesados en trabajar con las variables Xy ;; en caso de que no
aparezcan explicitamente en el problema, el comportamiento de la variable que sustituye al producto
de binarias en la reformulacion de binarias nos permite linealizar la parte no binaria con la parte
binaria. Proponemos entonces la siguiente formulacion.

Proposicion 4.2. Consideremos el conjunto de monomios sobre los que se construirian las restric-
ciones bound factor. En lugar de construirlas directamente, procedemos de la siguiente forma:

= Construimos los J-sets considerando unicamente la parte no binaria de los monomios.

= Para cualquier monomio I U {i}, donde y; es una variable binaria o una variable que sustituye
al producto de binarias, aniadimos las siguientes restricciones:

e Xy = (HjEI lj)yz'-
Xrogy < (Hjeluj)yi-
Xrogy < X1 = (Ther ) (1= wa).
Xrugay = X = (Terw ) (1= ).

De esta forma, no sélo reducimos las restricciones bound factor cuando |.J| crece (ya que el namero
de restricciones bound factor asociadas a J U {i} es el doble que las de J), sino que, como se discute
en la rutina de generaciéon de J-sets, quedarnos con la parte no binaria de los monomios favoreceré la
aparicion de relaciones de inclusion entre monomios, haciendo que se reduzca todavia mas el niimero
de restricciones.

Si bien la anterior transformacion se puede aplicar sobre la version base de RAPOSa sin més
que eliminar una a una las variables binarias del monomio, a partir de ahora nos centramos en la
situacién donde se ha aplicado previamente una linealizaciéon de binarias. Haciendo una analogia al
esquema que presentabamos al inicio del Capitulo 2, en la Figura 4.1 podemos visualizar el esquema
de reformulaciones que consideraremos, y los resultados a probar también serdn analogos.

linealizacién de parte
‘ no binaria por binaria ‘

RMIPP | > LCB(RMIPPZ)
RLT RIT
\ v
RLT(RMIPP() RLT(LCB(RMIPPZ)) rei?tzcrfn
relajacién continua relajacién continua
A\ v
% (RLT(RMIPP)) OR(RIT(LCB(RMIPPE)) | | *elajacion

Figura 4.1: Esquema de reformulacion y relajaciones consideradas.

De manera anéloga al Capitulo 2, se verifican los siguientes resultados:
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= Los problemas RMIPPS y LOB(RMIPP}) son equivalentes.

= La relajacion RLT(RMIPP{}) es al menos tan ajustada como RLT(LCB(RMIPPE)), y lo
mismo ocurre con sus relajaciones continuas.

» RLT(RMIPPE) y RLT(LCB(RMIPP{})) son equivalentes.

No obstante, como el primer y el tercer resultado se pueden probar facilmente a partir del Corolario
4.1, inicamente nos centraremos en el segundo punto.

Dado un problema reformulado como RM I PPé?, la reformulacién obtenida al linealizar la parte
no binaria por la parte binaria se define como:

minimizar [¢g(x)]sr

]
sujeto & [¢r(2)]sr > Br, r=1,...,Rq,
[¢T(m)]BR:/8T7 T:R1+1,...,R,
X, < X, Yo eV, VSGSG(’U)
X, >1+ Z (X5 —1), Yv € V, v no terminal,
sESqG(v)
0 S Xva Yv € ‘/,
1R IS
jeJ jeJ
Ha:j 'XU < Hquv,
j€d jed VJvu: |J| >1,
H z; - X, < H T — H Li(1—X,), J Uv monomio del problema,
JjeJ jeJ jeJ
H(Ej'Xv Z Hil'j — H’U,j(l—Xv),
jedJ jeJ jeJ
xzeQcRW.

(LCB(RMIPP%))

Ejemplo 4.3. Si recuperamos el ejemplo que teniamos en el Capitulo 2, su formulacién tras haber
linealizado los productos de variables binarias era:

minimizar x1Tay3 — 5m1x§ +372Y(3.4) — T2y
sujeto a  2Yi34y —ys > 1,
Y34y < 3,
Y34y < Ya, (4.1)
Y34y 2 ys+ya—1,
Yi3,.4; 20,

(x,y) €[1,2] x [3,4] x {0,1}>.
Para resolver el problema con nuestro algoritmo, todavia es necesario sustituir los monomios por

variables RLT y afiadir las restricciones bound factor. Asi, las formulaciones que se resuelven son de
la forma
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minimizar

sujeto a
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[[¢O(m)]BR]L
[[¢T($)]BR]L > fBr, r=1,..., Ry,
[[¢r(2)]er]L = Br, r=R+1,...,R,
Xy < X, Yv €V, Vs € Sg(v)
X, >1+ Z (Xs—1), Vv € V, v no terminal,
s€Sg(v)
0 S X’U) Yv S ‘/,
Xyow > [] X0,
jeJ
XJUU < H u_jXUa
jed VYJv: |J] > 1,
Xyjow <Xy — H (1 — X,), J Uwv monomio del problema,
jed
Xjuw > Xy — H u;(1 = X,),
jeJ

VJ1,J2 : J1 UJQ = J,
H (x; — 1) H (uj —x;)| >0, J monomio del problema reformulado

JEN jeds L (restringido a la parte no binaria)

(RLT(LCB(RMIPP)))

Ejemplo 4.4. Asi, el problema de ejemplo se reformula como:

minimizar X{1,273} — 5X{172,2} + 3X{2,(374)} — X{274}

sujeto a  2Yi3 41 —ys > 1,
Y34y < s, Y34y < va, (LCB(RMIPP))
Yisay 2 ys +ya—1, Yi343 20,
(x,y) € [1,2] x [3,4] x {0,1}%

donde ademés hay que anadir la descomposicion de los siguientes productos:

= {1,2,3} en {1,2} y {3}:

Xi1,2,3) = 3ys,
Xi1,2,3) < 8ys,
X123y < Xq12y —3(1 —y3),
X230 > Xq1,2y — 8(1 —y3).

= {2,3,4)} en {2} y {3,4)}:

X12,3,4)) = 3Y(3,4},
Xi2,34)) < 4Y(343,
Xi2,3,4)) < 2 — 3(1 = Y(343),
X(2,3,4)) = T2 —4(1 = Y3.43).
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- (2,4} en {2} y {4
X{2,4y = 3y,
X{2,4y < 4y,
Xi2,4y < w2 — 3(1 —ya),
X2y = 22 —4(1 — ya).
Por ultimo, se anaden también las restricciones bound factor asociadas a {1, 2,2} (las de {1,2} no son

necesarias porque quedan implicadas por las anteriores):

— X(1,2,2}y +8X{1,2) +2X(2,2) — 1621 — 1622 +32 > 0,
X(1.2.2) — TX(1,2) — 2X (2.2} + 1221 + 435 — 24 > 0,

— X122y +6X(1,2) +2X {22y — 971 — 1222 + 18 > 0,
X(1,2,2y — 8Xy1,2y — X(2,2y + 1621 + 8z2 — 16 > 0,

— X122} + TX (1.2} + X(2,2) — 1221 — Tzs + 12 > 0,
X{1,2,2y — 6Xy1,2y — X2,2y + 921 + 622 —9 > 0.

Veamos entonces la relacion entre los ajustes de las distintas reformulaciones. Para ello, primero
necesitamos el siguiente lema, que nos permite dar una cota para las variables RLT a partir de las
restricciones bound factor.

Lema 4.5. Las restricciones bound factor asociadas al monomio J imponen las siguientes cotas para

las variables RLT:
[u<xi<[Jw., vicJ
jeI jeI
La demostracion del anterior resultado esta recogida en el Teorema 1 de Gonzélez-Diaz et al. (2025).

Con él, ya es posible probar la relacion entre el ajuste de ambas relajaciones continuas.

Proposicion 4.6. La relajacion continua asociada a una linealizacion de binarias (linealizacion es-
tandar o patron de linealizacion) es al menos tan ajustada como la nueva reformulacion asociada a
dicha linealizacion.

Demostracion. Sea J U v un monomio para el que se construyen las restricciones bound factor en
RLT(RMIPPE), donde J es un monomio y v es una variable binaria o una variable que sustituye al
producto de binarias. Entonces, debemos comprobar que, para cualquier I C J, de las restricciones
bound factor asociadas a J U v se deducen las siguientes restricciones:

= Las restricciones bound factor de J.
= Xy < (Hjel uj) X,

= Xiuw 2 ([Ler 1) Xo-

= Xrow < X5 = ([Lier 1)1 = Xo).

= Xruw 2 X1 — ([Tjerug)(1 — Xo).

El primer punto se deduce directamente del Lema 1.16, asi que veamos las demas. Ademas, por el
mismo lema también podemos considerar iinicamente el caso en que I = J, ya que las restricciones
bound factor de J U v implican las de I Uv. En virtud de las cotas obtenidas en el lema previo:

» Multiplicando las cotas de J por X, tenemos:

(TT6)x < x5 X0 < (T )Xo

jeJ jeJ

(H lj)Xv < Xjuw < (HU]’)XU.

JjeJ jeJ

Linealizando, se tiene:
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= Multiplicando las cotas de J por (1 — X)), tenemos:

(sz)a X)) <X,(1-X,) < (Huj)(l ~X,).

JjeJ jeJ

Linealizando y multiplicando por —1:

~(TTw ) =% < Xoow = X5 < = ([ 5) (1 - X,

jeJ jedJ

y sumando X ;:

XJ—(Hu‘,-)u—xv)gxmgxb,—(sz)a—xv), O

JjeJ jeJ

Observacion 4.7. Recordemos que al aplicar las linealizaciones de binarias, se deja de medir como
una violacion RLT |X, — x;X,\;|. Después de aplicar la linealizacion que acabamos de presentar,
seria coherente dejar de medir como violacion RLT |X ju, — Xy - Xy|. Pese a la falta de resultados
computacionales, cabe esperar que esto resolveria los problemas presentes al aplicar RLT-first en la
bateria v5 _gvl b20 gb7 k2 _d00200 p030, puesto que en ese caso no habria violaciones RLT, y
presentaria el mismo comportamiento que integrality-first.

4.2. Extensiones de las estrategias de ramificacion

Las propuestas anteriores modifican la formulacién del problema. En cambio, las ideas de esta
seccion se centran en el comportamiento del algoritmo de ramificacion y acotacion. Los resultados
del Capitulo 3 muestran que la eleccion de la estrategia de ramificacion puede tener un impacto muy
distinto dependiendo de la estructura del problema y de la reformulacion empleada. En particular, se
observaron casos en los que resolver relajaciones enteras no era claramente superior y otros en los que
priorizar un tipo concreto de violacién podia condicionar de forma excesiva la evoluciéon del arbol.

Por este motivo, planteamos dos posibles modificaciones. La primera consiste en evitar una prioridad
rigida entre violaciones RLT y violaciones de integralidad. La segunda busca combinar las ventajas
de resolver relajaciones continuas en las primeras etapas con las de imponer integralidad en fases
posteriores del arbol.

4.2.1. No priorizar tipos de violacién

A la vista de la mejora de rendimiento presente en la version base con el enfoque RLT-first frente
a integrality-first, al permitirse ramificar por binarias cuando hay violaciones RLT porque también las
producen, cabe preguntarse si esa mejora de rendimiento también se podria trasladar a las linealizacio-
nes de binarias. Para su implementacion, lo que se hara es no establecer ninguna prioridad sobre el tipo
de violacion, sino asignar pesos a las violaciones para corregir la diferencia de escala entre las violacio-
nes de integralidad y las violaciones RLT, y ramificar por la violacién mas grande, independientemente
del tipo que sea.

4.2.2. Control de la profundidad de la ramificacién entera

Una posibilidad que no ha sido considerada en el estudio computacional del presente trabajo, pero
que se aborda en Gonzalez-Diaz et al. (2024), es la posibilidad de empezar resolviendo las relajaciones
continuas, y a partir de un determinado momento pasar a resolver las relajaciones enteras. Pese a que
las conclusiones que alli extraen son que nunca es positivo frente a resolver las relajaciones enteras
directamente desde el principio, podemos tener algunas objeciones sobre el desarrollo. Esto se debe a
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que la estrategia que se considera de partida es RLT-first, de la que tenemos claro su pésimo rendimiento
cuando se aplica sobre cualquier linealizacion de binarias. Ademaés, parece haber una cierta confusion
entre lo que significa la estrategia integrality-first y hacer que el solver auxiliar resuelva las relajaciones
enteras, ya que en el segundo caso estas tienen libertad en cada nodo.

De esta forma, pareceria mas adecuado plantearse empezar empleando un enfoque integrality-first,
para reducir la dificultad de las relajaciones enteras. Asi, una vez empiecen a resolverse las relajaciones
enteras, podria reflejarse en una reducciéon del tiempo lineal.

Evidentemente, los dos puntos anteriormente comentados podrian testearse de manera conjunta.

4.3. Profundizando en las variables que sustituyen a productos
de binarias

En esta seccion se analizan algunas cuestiones adicionales relacionadas con las variables introdu-
cidas al linealizar productos de variables binarias. Aunque estas variables auxiliares se incorporan
habitualmente como continuas en la formulacién linealizada, su interpretaciéon como productos de bi-
narias permite explotar propiedades estructurales que pueden resultar ttiles tanto desde el punto de
vista teérico como computacional. En particular, se estudia primero el papel que puede desempenar su
integralidad en las soluciones factibles y, posteriormente, se considera una estrategia de ramificacion
multiple que aprovecha la relacién entre una variable de linealizacién y sus sucesores dentro del patréon
correspondiente.

4.3.1. Integralidad en las soluciones factibles

Cuando aplicamos una linealizacién de binarias, las variables que sustituyen al producto de las mis-
mas se consideran continuas. No obstante, existen varias situaciones en las que nos resulta conveniente
tener en cuenta su integralidad en las soluciones factibles.

Cuando gestionamos nosotros las violaciones de integralidad y no se priorizan las ramificaciones
por estas, es posible que estas variables que sustituyen al producto de variables binarias se seleccionen
porque estén produciendo una violacion RLT.

Las técnicas de ajuste de cotas constituyen un componente fundamental en numerosos algoritmos
de optimizacién global aplicados a problemas no lineales. Su objetivo es reducir el espacio de biisqueda
mediante el refinamiento de las cotas de las variables, lo que da lugar a reformulaciones mas ajustadas
y a relajaciones lineales que no resultan mas dificiles de resolver que las originales. Por esta razon, su
uso estd ampliamente extendido en la literatura. El ajuste de cotas se discute en detalle en Gonzalez-
Rodriguez et al. (2022) y Gonzalez-Diaz et al. (2024), pero en este trabajo no se aborda ante la falta
de resultados computacionales empleandolo.

Respecto a las variables que sustituyen a binarias, si imponemos su integralidad, en cuanto se
obtenga una cota inferior por encima de 0 (andlogamente una cota superior por debajo de 1), ya
podemos fijar la cota inferior de la variable a 1 (respectivamente, a 0), y asi dejarla completamente
determinada.

4.3.2. Ramificacion mailtiple

Acabamos de mencionar que en la ramificacion por variables de la linealizacion de binarias v se
puede fijar su valor a 0 o a 1. Notese que en la rama en la que la variable vale 1, se le impone al resto
de sucesores del patrén de linealizaciéon que valgan 1, mientras que en la rama en la que dicha variable
se fija a 0 todavia existe libertad en sus sucesores. Para mitigar dicha disparidad en la dificultad de las
ramas, podemos tener en cuenta que si esa variable vale 0 es porque al menos uno de los sucesores vale
0: 3s € ST (v) : X5 = 0. Asi, en lugar de ramificar en dos, podriamos considerar 1+ |S*(v)| ramas:

no=1 X;=1 VseSt(v).
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= Para cada s € ST(v), X, =0, X, =0, X, libre Vr € ST(v) \ {s}.

4.4. Reduccién del nimero de restricciones bound factor mas
alla de los J-sets: Super J-sets

La rutina de construcciéon de J-sets busca reducir el nimero de restricciones bound factor evitando
construir restricciones redundantes. No obstante, el conjunto de monomios seleccionado por esta rutina
no tiene por qué ser 6ptimo desde el punto de vista del ntimero total de restricciones. En algunos casos,
construir restricciones sobre un monomio mayor puede implicar simultdneamente las restricciones de
varios monomios mas pequenos y, aun asi, requerir menos restricciones en total.

p(1) . p(n)
1

Dado un monomio J = x --xn , el nimero de restricciones bound factor asociadas es:

n

[T +1).

i=1

Sea Jmax = {J1,...,J-} el conjunto de monomios sobre el que hay que construir restricciones bound
factor. El namero de restricciones bound factor sera entonces

Z H(pk-(i) +1).

k=1i=1

Si bien esta claro que este nimero es inferior al que se obtendria construyendo las restricciones bound
factor de J; U J, = N9, es posible reducir el ntimero de restricciones bound factor si cambiamos el
conjunto de monomios para los que las construimos. Vamos a ilustrarlo con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.8. Supongamos que tenemos que construir las restricciones bound factor de los monomios
T1T2XT3T4, T1T2T3T5, T1To2T4Ts, T1T3T4T5 ¥ To2T3T4Ts. Entonces, el namero de restricciones bound
factor sera 5-2*. Sin embargo, si construimos las restricciones bound factor de su minimo comin mul-
tiplo, esto es, x1x2x32425, el nimero de restricciones bound factor asociado sera 2°, que es claramente
inferior.

Lo anterior motiva el siguiente desarrollo.

Sea T el conjunto de minimos comunes miltiplos de elementos de Jy,.x. Sobre T se puede establecer
una relacion de orden parcial de divisibilidad. Dado un monomio I € T, se define el numero de
restricciones bound factor asociadas a I como

n

w(l) = H(pl(i) +1).

i=1

Lo que queremos es escoger un subconjunto S de 1" de forma que todos los elementos de Jy,.x estén
cubiertos (es decir, que cada elemento de Jy.x divida a algin elemento de S) de forma que haya que
construir el menor namero de restricciones bound factor posibles:

min » w(l) s.a. VJ € Jpax I €S : J|I.

Lo anterior se puede formular como un problema lineal con variables enteras. Sea 2y € {0, 1} la variable
que indica si I € S. Se tiene entonces:

min Z w(l)xy

s.a. Z zr>1 VJE Jpax
IeT:J|1
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Proposicion 4.9. La relajacion inducida por la formulacion anterior es al menos tan ajustada como
la que emplea los J-sets.

Demostracion. En virtud del Lema 1.16, las restricciones construidas implican las que se obtienen al
emplear los .J-sets. O

Observacion 4.10. Una posible simplificacion para reducir el espacio de busqueda es dividir Jp,q, en
subconjuntos coprimos; es decir, si por ejemplo tenemos los MoNomios r1T2T3 Y T4xs, NUNCA COMPEN-
sard juntarlos en uno unico, ya que la suma de los numeros de restricciones asociados serd inferior al
producto que resultaria al unirlos.

Sea Jpmar = |_|Z:1 C, bloques de monomios coprimos y sea T, el conjunto de minimos comunes

maltiplos de C,. Para cada a = 1,...,t, se plantea el problema:
min Z w(l)zxy
IeT,
s.a. Z rr>1 VJel,
I€T,:J|I

y la solucion global es la union de las soluciones, luego el numero total de restricciones es la suma de
los numeros obtenidos en cada bloque.

Observacion 4.11. A la vista de que el problema de optimizacion planteado resulta muy costoso de
resolver, es posible plantear la siguiente heuristica. Definimos C(I) = {J € Jmaz : J|I} y aplicamos la
siquiente heuristica:

s U=Jnes, S=0.

» Mientras U # (), tomamos I* = arg min %

» Actualizamos S = SU{I*} yU =U\ C(I*).

Se quiso medir el impacto de estos super J-sets sobre la version actual de RAPOSa. Para ello,
se generaron problemas de manera anéloga a lo que se hizo en el Capitulo 3, considerando todas
las variables continuas, puesto que la implementacién de la construccion de los J-sets sobre la parte
no binaria del problema se espera que presente un mejor rendimiento. Puesto que los tiempos de
computacién para el problema original son excesivamente elevados, hubo que recurrir a la heuristica
para resolver el problema. Después, denotando por Jg dicho conjunto, para cada J € Jg \ Jmax, se
anadi6 al problema la restriccion

[Te=110

jeJ jeJ

con el tnico objetivo de que el monomio apareciera explicitamente en el problema. De esta forma, se
obtiene un problema equivalente cuyo J-set coincide con Jg.

Pese a que se reduce ligeramente el niimero de restricciones (del 5% al 10%, aunque en varios
casos quedan igual), el impacto que tiene en el numero de variables es muy notable (en muchos casos,
el incremento de estas es superior a la reduccion del ntimero de restricciones). Esto, aunque pudiera
ser mitigado modificando ligeramente la funcién a optimizar en la heuristica, se debe a que para cada
monomio para el que se construyen las restricciones bound factor en el problema han de aparecer
todos sus divisores, asi que a medida que crece el grado de los monomios considerados, mas variables
adicionales apareceran.

Esto supuso que el rendimiento fuera en todos los casos peor que el que presentaba el uso de los J-
sets, y pese a tener relajaciones mas ajustadas, en muchos casos, el nimero de iteraciones requerido fue
superior. Esto seguramente se deba a que, ademas de comprobar las violaciones RLT para las variables
RLT del problema original, el algoritmo también tiene que considerar todas las nuevas variables.
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Pese a que todo parezca apuntar a que esta idea no supondra una mejora de rendimiento, quizas
podemos emplear el razonamiento de la Proposicion 1 de Dalkiran y Sherali (2013) para justificar que no
es necesario tener en cuenta las violaciones RLT de monomios que no aparecen en el problema original
para que converja el algoritmo, y asi obtener una reduccién efectiva en el namero de iteraciones.



Bibliografia

Achterberg, T, Koch, T, Martin, A (2005). Branching rules revisited. Operations Research Letters, 33,
1, 42-54.

Dalkiran, E; Ghalami, L (2018). On linear programming relaxations for solving polynomial program-
ming problems. Computers & Operations Research, 99, 67-77.

Dalkiran, E, Sherali, HD (2012). Enhancing RLT-based relaxations for polynomial programming pro-
blems via a new class of v-semidefinite cuts. Computational Optimization and Applications, 52,
483-506.

Dalkiran, E, Sherali, HD (2013). Theoretical filtering of RLT bound-factor constraints for solving
polynomial programming problems to global optimality. Journal of Global Optimization, 57, 1147-
1172.

Dalkiran, E, Sherali, HD (2016). RLT-POS: Reformulation-Linearization Technique-based optimization
software for solving polynomial programming problems. Mathematical Programming Computation,
8, 337-375.

Elloumi, S, Verchére, Z (2023). Efficient linear reformulations for binary polynomial optimization
problems. Computers & Operations Research, 155, 106240.

Gonzalez-Diaz, J, Gonzalez-Rodriguez, B, Rodriguez-Acevedo, I (2024). Extending a continuous RLT-
based algorithm to mixed-integer polynomial problems.

Gonzalez-Diaz, J, Gonzélez-Rodriguez, B, Gomez-Casares, I (2025). Bound tightening in lifted for-
mulations: (sub) solver-dependent impact on performance in RLT-based algorithms. arXiv preprint
arXiv:2509.18731.

Gonzalez-Rodriguez, B. (2022). Advances in Polynomial Optimization. Tesis, Universidade de Santiago
de Compostela.

Gonzalez-Rodriguez, B, Ossorio-Castillo, JJ, Gonzalez-Diaz, J, Gonzalez-Rueda, AM, Rodriguez-
Penas, D, Rodriguez-Martinez, D (2022). Computational advances in polynomial optimization: RA-
POSa, a freely available global solver. Journal of Global Optimization, 85, 541-568.

Gonzalez-Rodriguez, B, Naoum-Sawaya, J (2025). Degree reduction techniques for polynomial optimi-
zation problems. European Journal of Operational Research, 322, 2, 401-413.

Sherali, HD, Adams, WP (2025). Reformulation—Linearization Techniques for Mixed-Discrete Optimi-
zation Problems. Handbook of Combinatorial Optimization, Springer, 1-54.

Sherali, HD, Tuncbilek, CH (1992). A global optimization algorithm for polynomial programming pro-
blems using a Reformulation—Linearization Technique. Journal of Global Optimization, 2, 101-112.

63



	Resumen
	Introducción
	1 Programación polinómica y RLT
	1.1 Preliminares
	1.2 Reformulation-Linearization Technique (RLT)
	1.2.1 Mejoras del RLT

	1.3 Extensión del RLT a problemas con enteras
	1.3.1 Resolución de la relajación continua
	1.3.2 Resolución de la relajación entera

	1.4 Implementación en RAPOSa

	2 Reformulación de productos de variables binarias
	2.1 Reformulación de problemas polinómicos con binarias
	2.2 Reformulación de problemas polinómicos generales
	2.2.1 Comparación del ajuste de las relajaciones continuas
	2.2.2 Comparación del ajuste de las relajaciones enteras


	3 Resultados computacionales
	3.1 Generación de problemas
	3.2 Entorno de pruebas
	3.3 Métricas de evaluación
	3.4 Resultados de las pruebas
	3.4.1 v0_gv0_b25_gb7_k2_d00200_p030
	3.4.2 v5_gv1_b20_gb7_k2_d00200_p030
	3.4.3 v20_k2_g5_d02000_p010_bin75
	3.4.4 v20_k2_g5_d02000_p010_bin50 y v18_k2_g5_d02000_p010_bin50
	3.4.5 v16_k2_g5_d04000_p010_bin25

	3.5 Validación de ideas mediante representación gráfica
	3.5.1 v18_k2_g5_d02000_p010_bin50_101
	3.5.2 v20_k2_g5_d02000_p010_bin50_102
	3.5.3 v16_k2_g5_d04000_p010_bin25_128


	4 Posibles extensiones futuras
	4.1 Linealización de la parte no binaria por la parte binaria
	4.2 Extensiones de las estrategias de ramificación
	4.2.1 No priorizar tipos de violación
	4.2.2 Control de la profundidad de la ramificación entera

	4.3 Profundizando en las variables que sustituyen a productos de binarias
	4.3.1 Integralidad en las soluciones factibles
	4.3.2 Ramificación múltiple

	4.4 Súper J-sets

	Bibliografía

		2026-06-03T16:43:27+0200
	BARROS GONZALEZ, ALEJANDRO (AUTENTICACIÓN)


		2026-06-03T16:50:44+0200
	GONZALEZ DIAZ JULIO - 33332679K


		2026-06-03T16:58:37+0200
	GONZALEZ RODRIGUEZ BRAIS - 44661382M




