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Resumen

Resumen en espaiol

Este trabajo girard en torno al modelado y prediccién de series de tiempo. Se estudiaran una serie de
metodologias y algoritmos, partiendo desde las bases estadisticas clasicas, como puede ser la metodologia
Box-Jenkins y centrandonos principalmente en el machine learning, revisando técnicas de reduccién de
la varianza como pueden ser el bagging y el boosting. Ademads, se hara especial hincapié en un modelo
asociado a cada una de estas técnicas: random forest por parte del bagging y XGBoost por parte del
boosting. Por tltimo, nos centraremos en el estudio de las redes neuronales recurrentes, que dada su
idoneidad para la gestién de datos secuenciales nos seran de gran utilidad para el modelado de series de
tiempo.

Después se llevara a cabo un analisis sobre conjuntos de datos de interés piublico proporcionados por
el Instituto Galego de Estatistica, mediante los cuales se trataran de visualizar los puntos fuertes y
débiles de los modelos expuestos de forma tedrica.

English abstract

This project will focus on time series modelling and forecasting. We will examine a range of methodologies
and algorithms, starting with classical statistical approaches such as the Box-Jenkins method and
focusing primarily on machine learning, whilst reviewing variance-reduction techniques such as bagging
and boosting. Furthermore, particular emphasis will be placed on a model associated with each of these
techniques: random forest for bagging and XGBoost for boosting. Finally, we will focus on the study of
recurrent neural networks, which, given their suitability for handling sequential data, will be of great
use to us in time series modelling.

We will then carry out an analysis of datasets of public interest provided by the Galician Institute

of Statistics, through which we will attempt to visualise the strengths and weaknesses of the models
presented in theory.
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Capitulo 1

Introduccion

Los seres humanos no podemos ver el futuro. Esto nos impide aprovechar oportunidades, evitar
catastrofes y anticiparnos a las situaciones del manana. Todos hemos deseado en algiin momento, en
mayor o menor medida, saber qué nos depara, qué sucedera al cabo de un tiempo con el tema que nos
preocupa en un determinado momento. Tanto es asi que cantidad de cuentos y de historias fantasean
con que los protagonistas pueden hacerlo, trasladandonos a un mundo que nos permite estar prevenidos
de los eventos venideros. Si bien los seres humanos no podemos ver el futuro, si podemos predecirlo, y
aqui es donde convergen las matematicas y la fantasia.

Para poder llevar a cabo esta tarea, usamos las series de tiempo, que son conjuntos de datos ordenados,
indexados temporalmente, que nos permiten por ejemplo, ver la evolucién del precio de un activo, de
las temperaturas medias de un pais o de otras muchas cosas a lo largo del tiempo. Esta evolucién, este
comportamiento pasado, nos puede dar méas informacién de la que uno podria pensar a priori. Nos puede
dar informacion sobre la tendencia que lleva el sujeto estudiado, o de si hay un factor estacional, que se
repite a lo largo del tiempo. En este punto es donde entran el juego las matematicas y la inteligencia
artificial, que hoy en dia estd en boca de todos. Aplicando técnicas basadas en la estadistica, somos
capaces de crear modelos que captan los patrones en la evoluciéon temporal del sujeto, y una vez se tiene
esto, podemos aventurarnos a lanzar predicciones, y anticiparnos a si deberiamos comprar o vender una
determinada accion, o si la demanda eléctrica en un determinado momento va a ser mayor o menor. Es
decir, las series de tiempo nos permiten estar un paso més cerca de poseer ese superpoder imposible
de adquirir, pero que ahora podemos rozar. A continuacién presentamos un ejemplo de una serie de
tiempo que muestra la evolucion de la demanda eléctrica en espana, serie con la que posteriormente
trabajaremos en el Capitulo 4. Se puede encontrar en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Evolucién temporal de la demanda eléctrica real en el sistema eléctrico peninsular desde el
1 de noviembre de 2025 hasta el 8 de marzo de 2026. Se presenta un desglose detallado del 50 % central
del conjunto de datos para facilitar una mejor apreciaciéon de los detealles. En el eje X tenemos los
instantes de tiempo (frecuencia de 5 minutos) y en el eje Y la demanda eléctrica (MW).

Por tltimo, aprovechamos este capitulo introductorio para presentar lo que el lector podra encontrar a
lo largo del documento. En este primer capitulo veremos definiciones de nociones basicas, definiciones
de conceptos de relevancia vistos en profundidad y la adecuaciéon de otros muchos cuya utilidad ha de
matizarse cuando se ve aplicada al campo de las series de tiempo. En la Secciéon 1.1 presentaremos
las series de tiempo, dando una definicién para las mismas y acompanandola de otras asociadas a
conceptos muy relacionados. Lamentablemente, hay ciertos conceptos de caracter transversal que no
pertenecen estricamente a esta ultima seccién, pero que son necesarios para una correcta comprension
de todo lo que vendra después. Asi nace la Seccién 1.2, en la que daremos los matices necesarios para
adaptar conceptos de uso cotidiano del ambito del machine learning a su utilizacién en el contexto
de las series de tiempo. En estas dos primeras secciones se ha buscado sentar las bases relativas a las
series de tiempo, que es uno de los temas principales de este documento. La Seccién 1.3, por su parte,
buscard sentar las bases del otro tema predominante, el machine learning, centrandose en particular en
senalar las diferencias de este campo con el deep learning, motivando la necesidad de ambos, cada uno
en su debido contexto, ya que precisamente serd una combinacién de ambos la que constituya el bloque
central del estudio.

Cuando se habla de modelos de prediccion, un tema que, dada la mencién al campo de machine
learning se puede deducir que sera recurrente a lo largo del documento, se debe hablar también del
error que cometen a la hora de predecir. Como sabemos, el error de prediccién de un modelo es la
diferencia entre el valor predicho por este y la realidad. La cuestiéon que deseamos abordar es la de
cémo medir el error cometido para poder sacar provecho evaluando el rendimiento de los modelos y
extrayendo conclusiones interesantes acerca de los datos. Con este objetivo surge la Seccién 1.4, en
la que revisaremos las métricas de error que emplearemos para la evaluacién de las predicciones de
nuestros modelos, diferenciando entre aquellas que ofrecen medidas absolutas y aquellas que ofrecen
medidas relativas. Llegados a este punto, estaremos familiarizados con las métricas de error, pero en la
Seccién 1.5 iremos un paso mas alld, mostrando un procedimiento que incorpora la medicién del error
en un proceso iterativo que garantiza la robustez estadistica de los resultados. Estamos hablando de
una técnica de remuestreo muy conocida, como es la validacion cruzada, y de las variantes que esta nos
trae consigo.
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Una vez adquiridas las nociones globales, estamos en condiciones de pasar a estudiar los modelos de
interés. En la Seccién 2.1 del Capitulo 2 estudiaremos una metodologia clasica de modelado de series de
tiempo, la metodologia Box-Jenkins, precursora de todo lo que llegé después, y mencionando por qué las
metodologias mas novedosas no han sido capaces de desplazarla. En las secciones posteriores (Seccién
2.2, Seccién 2.3 y Seccién 2.4) del mismo seguiremos con el modelado y prediccién de series de tiempo,
pero esta vez desde otro punto de vista, empleando la inteligencia artificial y entrando en el terreno del
machine learning, explotando las ventajas que este campo nos ofrece. En el Capitulo 3 nos centraremos
en el deep learning, subcampo del machine learning cuya necesidad bajo ciertas condiciones habremos
motivado, como deciamos en la Seccion 1.3 del presente capitulo. En esencia trabajaremos las redes
neuronales, que son la piedra angular del deep learning. Finalmente, la conclusion del estudio llegara en
el Capitulo 4, en el que pondremos a prueba los modelos estudiados para ilustrar su comportamiento
frente a conjuntos de datos reales, para ver su utilidad practica, los puntos fuertes y flaquezas de cada
uno.

1.1. Series de tiempo

En la introduccion del capitulo vimos una primera nocién de lo que son las series de tiempo, pero ahora
buscamos introducir lo que son de forma precisa. Antes de continuar, cabe destacar que la informacion
principal para la realizacién de esta seccién se extrajo de: Ruiz Abellén (2026), Aneiros Pérez (2024),
Rojas-Jimenez (2025) e IBM (2021)

Para poder dar una primera definicién de lo que es un serie de tiempo, antes debemos definir el concepto
del que se desprende, el proceso estocdstico. Podemos encontrarla a continuacion.

Definicién 1. Un proceso estocdstico es una coleccion o familia de variables aleatorias {X; :t € T},
ordenadas segun el subindice t que en general se suele identificar con el tiempo.

En base a la Definicion 1, podemos tomar T' = Z llegando de esta forma al proceso estocastico
definido como {X; : t € Z}. Considerando ahora una observacién del mismo, que llamamos trayectoria,
{...,2_9,x_1,%q, 21, T2, ...}, podemos definir una serie de tiempo {z1, z,...} como una realizacién
o trayectoria parcial del proceso estocastico.

Cada serie tiene una esencia que la caracteriza y que nos permite agruparla con otras similares. Esta
esencia viene determinada por sus componentes, que seran las que, a la hora de modelar las series,
hagan que optemos por un enfoque u otro distinto.

= Tendencia. Definimos la tendencia como el patron subyacente en los datos a lo largo del tiempo.
Si hay tendencia, se podré apreciar que el nivel de la serie, que es la base en torno a la que se
mueve la misma sin tener en cuenta el ruido, no es constante.

= Estacionalidad. La estacionalidad se define como un comportamiento periédico de la serie.
Decimos que estd presente cuando la serie estd influenciada por factores estacionales de periodo
fijo como el dia, mes, trimestre.

= Heterocedasticidad. Definimos la heterocedasticidad como varianza no constante. Esto es,
decimos que la serie de tiempo es heterocedéstica cuando la variabilidad de la misma no es
constante y cambia, por ejemplo, con el nivel de la serie.

Ademas de estos, resulta fundamental definir el concepto de estacionariedad, que estd intimamente
relacionado con los Ultimos, y es esencial conocerlo cuando se trabaja con series de tiempo.

Definicién 2. Un proceso estocdstico {X; : t € T} es estacionario si se verifican las siguientes
condiciones:
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1. py=p, VteT,
2. y(t,t+ k)=, Vt,keT,
donde:
w = E(X;)
- (s,1) = Con(Xy, Xp) = E (X, — 1) (Xs — pr))

De la Propiedad 2 de la Definicién 2 podemos deducir que la varianza de cada variable X; no depende del
instante temporal ¢. Es decir, tenemos que 07 = var(X;) = E ((X; — 111)?) = Cov(Xy, Xy) = 7(t, ) = 0.
Adicionalmente, podemos enlazar esta definicién con los conceptos que hemos dado previamente. Primero
fijémonos en que una serie que posea tendencia o componente estacional, no va a cumplir la Definicién 2,
ya que su media cambiard con el instante de tiempo. Por otra parte, una serie heterocedastica tampoco
la cumplird, ya que o? depender4 a su vez del instante.

Podemos volver momentaneamente sobre la serie de la Figura 1.1. Con un vistazo rapido, ya se pueden
apreciar ciertos patrones repetitivos que harian que no fuese estacionaria. Por lo tanto, ilustremos una
serie estacionaria, para poder hacernos una idea grafica de cémo seria una serie que entre dentro de la
Definicién 2. Para ello, vamos a considerar un ejemplo muy sencillo y muy conocido dentro de las series
estacionarias, y es una serie de ruido blanco. El ruido blanco, que denotaremos por {a;}+, es un proceso
estacionario en el que se cumplen las siguientes propiedades.

e 1=0.

o2, sik=0
[ ] =
=N0, sik#£0

Es decir, se puede apreciar que es una serie estacionaria con p; = p = 0, con varianza constante o> con
covarianza nula entre variables aleatorias de instantes de tiempo distintos. En la Figura 1.2 podemos
encontrar la representacion grafica de una realizacion que nos ayudara a ilustrar la definicion de ruido
blanco y como consecuencia, también de estacionariedad.

100 4

50 4

-50 1

—100

Figura 1.2: Representacion grafica de un proceso de una serie de ruido blanco generado en Python.
En el eje X tenemos una rejilla temporal con valores entre 0 y 99. En el eje Y tenemos 100 numeros
aleatorios generados mediante una distribucién normal de media cero y desviacién tipica 50.
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En la Figura 1.2 se puede ver claramente cémo las oscilaciones poseen una magnitud similar, indicando
varianza constante y se producen en torno a su media, que es el cero. Por tltimo, presentamos dos
conceptos adicionales que tomaran mucha importancia sobre todo cuando hablemos de la metodologia
Box-Jenkins en la Seccién 2.1 Capitulo 2, la funcién de autocorrelaciones simples (fas) y la funcién de
autocorrelaciones parciales (fap).

Definicién 3. Definimos la funcién de autocorrelaciones simples (fas) como

v(s,t)

050t

p(s,t) = € [-1,1].

A partir de la Definicién 3 vemos que la fas mide el grado de dependencia lineal que existe entre dos
variables. Se puede definir como la autocorrelacién entre los valores de las series que se encuentran
a un determinado nimero de instantes de distancia. Andlogamente, podemos definir la funcién de
autocorrelaciones parciales.

Definicién 4. Definimos la funcion de autocorrelaciones parciales (fap) como
Cov (Xs - )A(S(S’t),Xt — Xt(s’t))

\/U(M' (Xs — XES’”, X, — )A(t(s’t))

als,t) =

donde X j(-s’t) denota el mejor predictor lineal de X; construido a partir de las variables medidas en los
instantes comprendidos entre s y ¢, sin considerar estos. Dado que estamos en un contexto de series de
tiempo, suponemos que se cumple la relacién de orden s < ¢, pero matematicamente esto no tendria
mayor relevacia. En la Definicién 4 podemos ver esta vez que la fap es la autocorrelacién entre los
valores de las series que se encuentran a un determinado nimero de instantes de distancia, teniendo en
cuenta los valores de los instantes intermedios. Por lo tanto, esta dltima mide la dependencia lineal
entre dos variables, una vez se ha sustraido el efecto lineal que ejercen sobre ellas las variables medidas
en los instantes intermedios.

1.2. Consideraciones generales en el modelado y predicciéon de
series de tiempo

El modelado y prediccion de series de tiempo no debe enfocarse como si se tratase de un conjunto de
datos al uso. Las series de tiempo poseen una caracteristica muy especial, que ha de tenerse presente a
la hora de trabajar con las mismas: un orden. Los datos estan indexados en un indice temporal, algo
que no puede obviarse, ya que no tiene sentido practico usar el futuro para predecir el pasado. Es por
esto que se ha considerado oportuna la creacién de una secciéon previa en la que se aclaren tanto estas
peculiaridades que presentan los datos con los que se estard trabajando, como conceptos generales,
presentes implicitamente a lo largo de todo el estudio y con los que, en consecuencia, es importante
familiarizarse.

El objetivo de esta seccién es definir propiamente y aclarar ciertos conceptos que apareceran recurrente-
mente a lo largo del documento, ya sea cuando se presenten las distintas metodologias o cuando se hable
de por qué una es preferiblle a otra en determinados contextos. A su vez, hay algunos conceptos basicos
del machine learning cuyo funcionamiento se ve ligeramente modificado para adaptarse al contexto de
las series de tiempo. Como haremos en cada secciéon del documento, destacamos que la informaciéon
para la realizacién de la misma se extrajo principalmente de: Ferndndez-Casal et al. (2024), Lee (2026)
y Hyndman y Athanasopoulos (2021).
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El primer concepto del que hablaremos es el de conjunto de entrenamiento y conjunto de test. El
conjunto de entrenamiento es aquel subconjunto de la totalidad de los datos que se emplea para
que el modelo aprenda los patrones internos y la estructura de los datos, con el objetivo de que sea
capaz de extrapolar las tendencias en base a los mismos y predecir otros nuevos una vez finalizado
el entrenamiento. Se debe tener cuidado con el concepto de sobreajuste, que surge cuando el modelo
aprende demasiado bien los datos de entrenamiento y pierde la capacidad de generalizacion, fallando
cuando tiene que predecir datos nuevos. Para probar lo bien que predice el modelo en datos nuevos, se
emplea el conjunto de test, en base al que se comparan los resultados predichos por el modelo, pudiendo
asi cuantificar cébmo de bueno es este, si ha logrado capturar los patrones de forma satisfactoria o si se
estd produciendo un sobreajuste.

Si el niimero de observaciones no es muy grande, se podria entrenar el modelo con la totalidad de los
datos, empleando después técnicas de remuestreo para la evaluacién de la precisién. Sin embargo, si el
conjunto de datos tiene un tamano considerable, se suele particionar en los dos conjuntos disjuntos que
hemos mencionado. Los datos de test deben utilizarse inicamente para la evaluaciéon de los modelos
finales, no para el entrenamiento o seleccién de hiperparametros 6ptimos, también llamados parametros
estructurales, que son aquellos pardmetros que determinan la estructura y complejidad del modelo. Para
este ultimo fin, se puede volver a particionar el conjunto de entrenamiento, obteniendo tres subconjuntos,
donde el tercero es el conjunto de validacién. Para cada combinacién de hiperpardmetros, se ajusta el
modelo con los datos de entrenamiento, se emplean los de validacion para evaluarlos y posteriormente
seleccionar los 6ptimos. Por tltimo, se emplean los datos de test para evaluar el rendimiento del modelo
seleccionado. No obstante, lo mas habitual para la seleccién de los hiperparametros es emplear validacién
cruzada, sobre la que profundizaremos méas adelante. En el contexto de las series de tiempo, se mantienen
los significados de los conceptos que acabamos de explicar, pero con ciertas precauciones. Recordemos
que las series de tiempo tienen una relacién de orden, por lo que los conjuntos de entrenamiento
(validacidn, si lo hay) y test, no se seleccionardn de forma aleatoria, si no siguiendo un orden temporal.
No se pueden emplear observaciones del final para el entrenamiento y del inicio para el test.

Hablemos ahora del sesgo, la varianza y el compromiso entre ambos al que todo cientifico aspira a
llegar a la hora de ajustar modelos de prediccion. El sesgo y la varianza son dos fuentes de error de
prediccién. El primero mide cémo de lejos, en promedio, estan las predicciones de un modelo con
respecto a los valores reales. La varianza, por su parte, mide cudnto cambian las predicciones de un
modelo con diferentes conjuntos de datos de entrenamiento. En base a esto, se puede deducir que un
modelo demasiado simple, tiende a tener un alto sesgo y baja varianza, mientras que en uno complejo,
con muchos pardmetros, el sesgo serd muy bajo, ya que las predicciones seran mas precisas, pero la
varianza serd mas alta. Se debe tener cuidado, ya que estos tltimos pueden dar lugar al previamente
mencionado sobreajuste. Encontraremos un ejemplo muy ilustrativo de estos conceptos cuando en la
Seccién 2.2 del Capitulo 2 veamos los arboles de decisién. Tal y como veremos, los drboles profundos
son un ejemplo de modelo con bajo sesgo y alta varianza, mientras que los arboles poco profundos son
el ejemplo de alto sesgo y baja varianza. Ahora que conocemos ambos conceptos, parece claro que a la
hora de ajustar modelos no se busca uno que se posicione cerca de uno de los dos extremos (gran sesgo
y poca varianza o gran varianza y poco sesgo), ya que el error disminuird por un lado pero se verd
compensado al aumentar por el otro. Lo que se busca es un equilibrio entre sesgo y varianza, que no es
mas que el punto en que la combinacién de ambos conceptos da lugar al menor error posible.

Otro concepto interesante es el de espacio predictor. Cuando nos refiramos al espacio predictor, hacemos
referencia al conjunto de posibles valores que pueden tomar nuestras variables predictoras, es decir,
las variables que proporcionamos a nuestro modelo para tratar de predecir la variable de interés.
Hablaremos de este espacio cuando hablemos, por ejemplo, de su segmentacién en el contexto de los
arboles de decision, en el Capitulo 2, Seccién 2.2.

Por otra parte, a lo largo del documento aparecerd en repetidas veces la palabra interpretabilidad, ya
que representa una cualidad muy deseable para los modelos ajustados. Esta hace referencia a lo facil
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que resulta la comprensién del camino que ha seguido el modelo para llegar a los resultados a los que
ha llegado. Es decir, cémo de comprensible es el proceso interno que le lleva a realizar las predicciones.
Normalmente este concepto estd intimamente unido a la complejidad del modelo, ya que a mayor
complejidad, menor suele ser la interpretabilidad. Cuando un modelo no es interpretable, decimos que
es una caja negra, y suele ser un término recurrente cuando se habla de modelos altamente complejos o
hiperparametrizados, como las redes neuronales.

Por 1ltimo, tenemos el concepto de diferenciacion de la serie de tiempo, que ocurre cuando calculamos
las diferencias entre observaciones consecutivas de la misma. Esta es una forma habitual de hacer que las
series de tiempo no estacionarias, debido a cambios de tendencia, pasen a serlo. La diferenciacién puede
ayudar a estabilizar la media de una serie de tiempo eliminando los cambios en el nivel de la misma,
y reduciendo (o eliminando) como consecuencia la tendencia y estacionalidad. Cuando ajustamos un
modelo sobre una serie de tiempo diferenciada, lo que hacemos realmente es que ese modelo aprenda
las variaciones de los datos.

1.3. Machine Learning vs Deep Learning

Tal y como se puede leer en el titulo del trabajo, el tema principal del mismo es el machine learning
(aplicado a series de tiempo). El machine learning es un campo muy amplio dentro de la inteligencia
artificial, tanto que cuenta a su vez con un subcampo que ha tomado mucha relevacia en los tltimos anos
dadas las caracteristicas que tienen asociados los problemas que es capaz de abordar. Este subcampo
es el deep learning, y el objetivo de esta breve seccién es precisamente el de exponer las diferencias
justificando el uso simultdneo de ambos. Para ello, tomamos como referencias principales: UDIT (2025)
y Jonker y Gomstyn (2026).

El machine learning o aprendizaje automatico es una rama de la inteligencia artificial que permite a
las méquinas aprender de los datos sin ser programadas explicitamente. Para ello se basa en el uso de
algoritmos que identifican patrones en los datos y en base a los mismos llevan a cabo predicciones o
tomas de decisiones. Podemos clasificar los algoritmos propios de este campo en dos grandes grupos:
aprendizaje supervisado y aprendizaje no supervisado. Los algoritmos pertenecientes al primer grupo
se entrenan con datos etiquetados, donde cada entrada se asocia con una salida. Por su parte, en el
aprendizaje no supervisado se trabaja con datos sin etiquetar y el objetivo es buscar patrones ocultos o
agrupaciones en los datos, sin proporcionar indicaciones de partida.

Por otra parte, el deep learning o aprendizaje profundo es una subcategoria del machine learning
que utiliza modelos complejos como redes neuronales artificiales que imitan la estructura del cerebro
humano. Una caracteristica que distingue a los algoritmos de deep learning es su capacidad para manejar
grandes voltimenes de datos no estructurados, como pueden ser iméagenes, audio o texto, y extraer
caracteristicas del proceso, limitando la intervencién del investigador, e incluso logrando distinguir
patrones que resultarian imperceptibles para el ojo humano.

Antes de continuar, no esta de mas hacer hincapié en qué son los datos estructurados, los no estructurados
y las diferencias entre ambos, ya que como se ha podido ver en el parrafo anterior, son conceptos
con los que conviene estar familiarizado cuando se busca diferenciar el machine learning y el deep
learning. “Estructurado” y “no estructurado” son términos utilizados para clasificar los datos segin su
formato y reglas de esquema o falta de ellos. Los datos estructurados se organizan en un formato claro
y predefinido, y pueden incluir tanto datos cuantitativos (precios) como cualitativos (fechas, nombres).
Por el contrario, los datos no estructurados carecen de este formato predefinido. Suelen ser conjuntos
grandes, que pueden representar el 90 % de los datos generados por una empresa. Pueden contener
tanto datos textuales (correos electrénicos), como no textuales (archivos de imagen o multimedia), asi
como datos cualitativos (comentarios en redes) y cuantitativos (cifras incrustadas en texto) también.
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Una vez vistas las definiciones de ambos grupos, y lo que son los datos estructurados, podriamos
preguntarnos por las diferencias especificas entre ambos, que realmente serdn las que hardn que
optemos por un algoritmo de uno u otro grupo. La primera diferencia llega en términos de estructura y
complejidad. El machine learning emplea algoritmos mas sencillos, como pueden ser algunos de los que
veremos a continuacion, a saber: arboles de decision, bagging, boosting, etc. Por su parte, los algoritmos
de deep learning son méas complejos y mas dificiles de interpretar, pudiendo incluso llegar a convertirse
en auténticas cajas negras, como es el caso de las redes neuronales a las que dedicaremos el Capitulo 3.

Otra diferencia llega con los conjuntos de datos que requiere cada grupo. El machine learning puede
funcionar con conjuntos de datos estructurados y que no sean de gran tamano, mientras que el deep
learning requiere conjuntos de datos amplios para entrenar sus modelos, que recordemos son realmente
complejos, con una gran cantidad de parametros y pueden llegar a sobreajustar si no cuentan con los
datos suficientes para validacion.

En cuanto a la capacidad de procesamiento, podemos deducir en base a las caracteristicas que hemos
dado hasta el momento que el machine learning necesita menos y puede llevarse a cabo en hardware
convencional, mientras que el deep learning tiene otro tipo de requerimientos, como GPUs (unidades de
procesamiento grafico), dada la elevada demanda computacional y tiempo de entrenamiento.

La ultima diferencia que expondremos ira de la mano de la precision y los resultados, y es que ambos
grupos brillan en contextos diferentes. Por un lado, los modelos de machine learning proporcionan
buenos resultados en tareas de menor complejidad y cantidad de datos, mientras que a los algoritmos de
deep learning se les puede confiar tareas mas complejas, en las que presenta mayor precision, a cambio
del precio a pagar en términos de coste computacional y tiempo de entrenamiento, como indicdbamos
anteriormente.

No todo son diferencias entre ambos grupos, y es que como es logico dado que el deep learning pertenece
al machine learning, también comparten ciertas caracteristicas. La primera similitud y quiza la méas
evidente es que ambos grupos dependen de los datos, en menor o mayor cantidad, estructurados o
desestructurados, para aprender de ellos y potenciar su rendimiento. La segunda similitud se da en el
objetivo que ambos grupos comparten. Tanto uno como otro buscan entrenar modelos que sean capaces
de generalizar a partir de los datos que han visto en el entrenamiento para predecir o decidir sobre
datos nuevos, nunca antes vistos. A continuacion, en la Figura 1.3 encontramos un esquema que resume
las caracteristicas que hemos comentado en los péarrafos previos.

MACHINE LEARNING DEEP LEARNING
Pequeiio Modelos Big Modelos
Volumen Sencillos Data Complejos

Datos Datos NO
Estructurados Estructurados

Figura 1.3: Machine Learning vs Deep Learning.
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1.4. Meétricas de Error

En esta subseccién presentamos las métricas de error en base a las cuales se determinara la calidad
de los resultados obtenidos con los distintos métodos. Mas alld de las mas habituales, nos veremos
obligados a recurrir a otras menos conocidas, pero que nos ayudaran en caso de que los datos presenten
caracteristicas determinadas que invalidarian la interpretacién del resto, como por ejempo la aparicién
de valores nulos en los datos.

Dividiremos las métricas de error en dos tipos: las absolutas y las relativas. Las primeras son aquellas
que dependen de las unidades consideradas y que son més dificiles de interpretar si no se posee un
conocimiento profundo de los datos con los que se trabaja. Por ese motivo trabajaremos también con
las segundas, con las medidas relativas, que son mas facilmente interpretables ya que muestran un
valor de error porcentual o proporcional. Veremos primero las métricas absolutas para después pasar a
comentar las relativas, pero antes, cabe destacar que la informacién para la realizacién de esta seccién
se extrajo principalmente de las siguientes fuentes: MSMK (2024), Bonnin, Rodolfo (2017), Oracle
(2026), INNOVATTANA (2026), Imperia SCM (2026), DataSphere (2025) y GeeksforGeeks (2025a).

La primera es el Error Absoluto Medio, o MAE por sus siglas en inglés (Mean Absolute Error). Se
calcula como la media de las diferencias absolutas entre los valores reales y las predicciones del modelo:

NP A
MAE(y,9) = EZ |y — Gl
=1

donde y; es el valor i-ésimo observado de la serie e g; es el valor de la prediccién asociada. Esta medida
es crucial en la evaluaciéon de modelos predictivos porque proporciona una medida clara y directa de la
precisiéon de un modelo. Al calcular la media de las diferencias absolutas entre las predicciones y los
valores reales, el MAE ayuda a identificar cudn cerca estan las predicciones del modelo respecto a los
datos reales, sin dar un peso extra a los errores mas grandes. Esta medida es especialmente 1itil en
contextos donde los errores grandes y pequenos deben ser considerados igualmente importantes. En
cuanto a la interpretacion del valor de esta métrica, tenemos que un valor bajo de la misma indica que
las predicciones estan, en promedio, cerca de los valores reales, sugiriendo un buen rendimiento. Esto,
como comentabamos antes, estd muy influenciado por la escala de los datos. No es lo mismo trabajar
en euros y obtener un MAE de mil de euros, que trabajar en miles de euros y obtener un MAE de mil
euros.

De la misma forma que hemos hablado del error absoluto medio, consideraremos el Error Absoluto
Mediano o MedAE, por su nombre en inglés (Median Absolute Error). Esta medida es andloga a
la anterior, pero se calcula tomando la mediana de las diferencias en valor absoluto del valor real y
predicho:

MedAE(y,4) = median(|ly1 — 91ls- -, [Yn — Gnl)-

Una ventaja de esta medida, con respecto a la anterior, es que es robusta frente a valores atipicos
por el hecho de emplear la mediana. Nos basaremos también en una medida clasica como es el Error
Cuadrético Medio o RMSE, nuevamente por su nombre en inglés (Root Mean Square Error). Esta
medida representa la desviacion estandar de los valores residuales o errores de prediccion. Consiste en
calcular la raiz cuadrada del promedio de los errores al cuadrado entre los valores predichos y los reales.
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Cuenta con las ventajas de que es sencillo de interpretar por estar en las mismas unidades que la
variable objetivo y que penaliza con fuerza los errores grandes, en contraste con lo que hacia el MAE.
Asi como esta ultima era més util cuando queriamos penalizar todos los errores de forma uniforme,
el RMSE brillara en contextos donde interese que los errores grandes tengan un gran peso. Como
aspectos negativos podriamos destacar que es una medida muy sensible a valores atipicos y que no
refleja realmente un error relativo en relacién con los datos. Vemos que esto dltimo puede interpretarse
tanto como una ventaja como una desventaja. Serd de interés ilustrar el error maximo de prediccién.
No se puede considerar una métrica de error al uso, pero es ilustrativo ver cudnto fallé el modelo en su
peor prediccién.

Una vez presentadas las métricas absolutas, centrémonos en las relativas. Estas tienen la ventaja de
que se presentan en términos porcentuales, por lo que tienen una parte intuitiva muy importante. La
primera que comentamos es el Error Porcentual Absoluto Medio o MAPE (Mean Absolute Percentage
Error), que es una métrica que mide el error porcentual medio entre el valor real y la predicciéon. En
otras palabras, indica cuanto se desvia, en promedio, la prediccion respecto al valor real:

Yi — Ui

Yi

100 &
MAPE(y,§) = —= > %.

=1

Su principal ventaja es que ofrece una interpretacién sencilla. Un MAPE del X % significa que, de
media, la prediccién se desvia un X % del valor observado. La siguiente medida también nos proporciona
una idea muy intuitiva del error cometido. Se trata del Error Relativo, y no es més que un reescalado
del MAE por la media de la variable respuesta, multiplicado por cien. Es decir:

MAE
E.R.(y,9) = 100—— %,

suponiendo y > 0. Esta suposicién no es descabellada, ya que las series con las que se trabajard mas
adelante son de exportaciones y demanda eléctrica, cuyos valores seran no negativos. Esta medida
es una propuesta muy interesante para poner en contexto el resultado que se obtiene del MAE. No
es una medida quizé tan relevante como muchas otras de las expuestas en esta seccién, pero para la
implementacion de la misma no se recurrié a ninguna bibliografia adicional, fue una propuesta del
autor dada la necesidad, como deciamos, de poner en contexto el MAE. Continuamos revisando el
Error Porcentual Absoluto Ponderado o WAPE ( Weighted Absolute Percentage Error). Definimos esta
métrica como la suma de los errores absolutos dividida por la suma de los valores reales:

S |y — il %.

WAPE(y, §) = 100==k
> e 1Yl

A diferencia del MAPE, que promedia errores porcentuales por observaciéon, WAPE usa la suma de la
totalidad de errores dividida entre la suma de la totalidad de los datos reales. Esto hace que esta métrica
evite el problema de los denominadores pequenos que podian surgir con el MAPE, convirtiéndola en
una métrica mas robusta. Por Ultimo, en cuanto a la interpretacién, seria algo del estilo: En promedio,
en todo el conjunto de datos, las predicciones del modelo se desvian en un X % de la realidad. Para
concluir con las métricas relativas, anadimos el MedAE relativo, que resulta ser el MedAE relativizado
por su mediana;:
MedAFE

R.MedAE(y,)) = median(y;)

El motivo de considerarla es que nos interesa llevar una métrica tan interesante como es el MedAE
a un terreno mas visual, como el que nos proporciona un error porcentual. Ademads, este conservara
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la robustez propia del error en mediana, haciéndola muy atractiva para sacar conclusiones analiticas.
Finalmente, consideramos una medida que no se podria catalogar a priori de absoluta o relativa, ya
que se trata de un coeficiente que tiene un significado particular. Estamos hablando del coeficiente de
determinacién, denotado por R?. Esta métrica/coeficiente representa la proporcién de la variabilidad
de la variable respuesta explicada por un modelo de regresiéon, mediante el cual se pretende analizar la
relacién entre una variable respuesta, o dependiente, y una o mas variables explicativas o independientes.
Se calcula como la diferencia entre la unidad y el cociente entre la suma de los cuadrados de los errores
residuales y la suma total de los errores. Estos dos ultimos conceptos se definen formalmente como

sigue:
n

SSres = Y _(vi = 9:)°
=1

SSior = Z(yz - ?])2-

i=1

Asi, podemos definir nuestra métrica de la forma siguiente.

SSTCS

RP=1-—"=
SStot7

donde, como deciamos SS...s es la suma de los cuadrados de los errores residuales y SS;,; la suma
total de los errores. A pesar de que en estadistica tedrica a priori es un valor acotado entre cero y uno,
siendo los mas proximos a uno los mas deseables, la realidad es que puede darse el caso de obtener un
valor negativo para el mismo cuando se aplica a modelos de machine learning, lo que estaria indicando
que el modelo es peor que predecir el promedio. Matematicamente, esto ocurre cuando el modelo no
permite predecir funciones constantes y es evaluado sobre datos que introducen un error residual mayor
que la propia variabilidad total de la muestra.

Por tdltimo, cabe destacar que cuando implementemos estas métricas relativas en Python se fijara
un £ muy pequefio (¢ = le — 10) para que en caso de toparse con valores nulos, que vemos que se
situardn en el denominador, no se divida entre cero directamente, a pesar de que el error aumentara
notablemente. Ademas, es interesante adelantar que si bien la comparacién entre los resultados de las
distintas métricas serd de gran interés, lo primero en lo que nos fijaremos para medir el rendimiento de
un modelo serd en las métricas relativas, que nos dan una idea quiza mas intuitiva, y dentro de las
mismas, las més robustas (WAPE, MedAE relativo, ... ) serdn las primeras.

1.5. Validacion Cruzada

A lo largo del documento se mencionara de forma recurrente el concepto de validacién cruzada, por lo
que le dedicamos una seccién de este capitulo introductorio para familiarizarnos con el mismo y que la
lectura més adelante sea mds fluida evitando repeticiones. Antes de continuar, solo queda destacar que
la informacién que se puede encontrar en esta seccion se extrajo principalmente de: Fernandez-Casal et
al. (2024) y Hyndman y Athanasopoulos (2021).

Definimos la validacién cruzada como una herramienta para medir la calidad predictiva de un modelo,
ya que permite cuantificar el error de prediccién utilizando una tinica muestra de datos. Existen diversas
versiones de esta herramienta, siendo la mas simple la validacién cruzada dejando uno fuera o LOOCV
(leave-one-out cross-validation). En esta variante, se realiza un ajuste para cada observacién de la
muestra empleando el resto de las observaciones (es decir, todas menos la observacién en cuestién) y se
mide el error de predicciéon en esa observacion, que es el tinico dato que el modelo no ha visto para
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realizar el ajuste. Cuando este proceso se ha repetido para cada una de las observaciones, se pueden
combinar todos los errores individuales y obtener de esta forma medidas globales del error de prediccion.

La validacién cruzada dejando uno fuera requiere, como deciamos antes, un ajuste para cada observacion.
Se puede deducir que si se cuenta con un conjunto de datos grande, el coste computacional puede ser
un factor limitante, lo que nos lleva a otra de las variantes de la validacién cruzada, llamada k-fold
cross-validation. La idea de este método es emplear grupos de observacioes en lugar de observaciones
individuales. Se particiona el conjunto en & grupos, que tipicamente suelen ser 5 o 10, y a continuacién
la idea es la misma que en el LOOCYV, ajustar el modelo para cada grupo sin tomar tinicamente los
datos pertenecientes al grupo en cuestién. Notemos que la LOOCYV es un ejemplo particular de k-fold
cross-validation incluyendo un tnico dato en cada grupo. Pensemos en las implicaciones que puede
tener la eleccién de k en el sesgo y la varianza. Si k es pequeio, significa que hay pocos grupos, y por
lo tanto cada uno de ellos contendra un mayor nimero de observaciones. Como consecuencia de esto,
entrenaremos el modelo con un nimero menor de observaciones, el sesgo serd mas alto y la varianza
méas pequena. Andlogamente, cuando k es més grande hay menos observaciones por grupo y por lo
tanto el modelo descarta menos para su ajuste en cada etapa, derivando en un menor sesgo y mayor
varianza. Pensemos en un ejemplo practico en el que tenemos 100 datos. Tomando k = 2 y asignando
50 datos a cada grupo, cuando descartemos cada uno de los folds, el modelo se perdera la mitad de
los datos del conjunto en cada ajuste, mientras que si tomamos k = 5, con 20 datos en cada grupo, el
modelo estaria entrenando con el 80 % de los datos en cada etapa.

Ademads de las mencionadas, existen otras muchas variantes de este método, como la de particionar
repetidamente de forma aleatoria los datos en un conjunto de entrenamiento y otro de validacién. Asi,
podria ser que algunas observaciones apareciesen repetidas veces en el conjunto de validacion y otras
ninguna. Notemos que todas las variantes que hemos mencionado se utilizan en un contexto en el que
se busca la minimizacion del error, pero hay veces que no es tan importante esto, como buscar un
equilibrio entre un error bajo y un modelo no muy complejo. Es decir, no siempre compensa reducir
al maximo el error, a cambio de no acotar la complejidad del modelo, y mas cuando muchas veces
una diferencia que se considera insignificante en términos de error, puede reducir significativamente la
complejidad del modelo, haciéndolo més interpretable y reduciendo el coste de computacién. En este
contexto surge la regla de un error estdndar, propuesta en Breiman et al. (1984). La idea es que estamos
trabajando con estimaciones de la precision que pueden presentar variabilidad, por lo que la idea radica
en seleccionar el modelo méas simple dentro de un error estiandar de la precisiéon correspondiente al
valor éptimo. Como deciamos antes, se considera que no hay diferencias significativas en términos de
precisién, pero ademaés se mitigaria el efecto de la variabilidad debido a la aleatoriedad.

Por tultimo, dado que el contexto en el que estamos es el de las series de tiempo, uno puede pensar que
la seleccién aleatoria quizé no es la mas adecuada, ya que no intentaremos predecir el pasado con datos
futuros. En este caso, se suele emplear el rolling forecasting. En este procedimiento tenemos una serie
de conjuntos de test, cada uno compuesto por una tinica observacién. El conjunto de entrenamiento
correspondiente estd compuesto por todas las observaciones que ocurrieron antes de la observacién que
compone el conjunto de test, de forma que las observaciones futuras no pueden influir en la prediccién.
Por otra parte, para garantizar un tamano considerable del conjunto de entrenamiento (ya que de
otro modo las predicciones podrian no ser fiables), las primeras observaciones de la serie se descartan
como conjunto de test. Como ocurria con otras variantes de la validacién cruzada, la precisién de las
predicciones se obtiene promediando sobre los conjuntos de test. Por otra parte, cuando predecimos en
base a series de tiempo, las predicciones a un paso pueden no ser tan relevantes o interesantes cuando
predecimos un horizonte de tiempo mayor, en cuyo caso es posible adaptar el rolling forecasting para
que siga cumpliendo su funcién. Supongamos que queremos una prediccién a horizonte 4. La idea es
usar los datos hasta tiempo ¢ para el entrenamiento para predecir lo que ocurrird en tiempo t 4+ 4 (ya
sea prediciendo entre medias t + 1, t +2 y ¢ 4+ 3, o yendo directamente a t +4) y medir el error en dicho
tiempo. Después se da un paso adelante, se toma el dato que ahora estaba en el tiempo no visto t + 1
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dentro del conjunto de entrenamiento y se repite el proceso. En la Figura 1.4 podemos encontrar una
representacién grafica de algunas de las variantes mencionadas a lo largo de la seccion.

‘ Entrenamiento ‘ Testeo ‘

Leave-One-Out Cross-Validation

v m o m oo oo oo

k-fold cross-validation (K=5)

v | m | m | m | m |

Rolling forecasting
(Series de Tiempo)
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Figura 1.4: Representacién grafica de distintas variantes de validacién cruzada. De arriba a abajo:
LOOCV, k-fold y rolling forecasting.

Una vez visto esto, podemos continuar con el Capitulo 2, en el que principalmente estudiaremos
diversas metodologias propias del machine learning al uso, dedicando también una seccién al modelado
estadistico clasico.
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Capitulo 2

Modelado con Machine Learning

Las técnicas modernas nos han permitido realizar grandes avances en el modelado y prediccién de series
de tiempo, pero a diferencia de lo que ocurre en muchos ambitos de la evolucién, estas no han sido
capaces de desplazar completamente a las metodologias clasicas, dejandolas obsoletas. De hecho, estos
modelos paramétricos clasicos hacen que el investigador se beneficie de un nivel de interpretabilidad
muy alto, inaccesible para modelos mas novedosos y vanguardistas, como pueden ser XGBoost o las
redes neuronales, dado que se basan en conceptos estadisticos claros. En esencia, como veremos mas
adelante, es aritmética lineal aplicada al contexto de evolucién temporal. Por este motivo, dedicaremos
la Seccién 2.1 a hacer una breve revisién de una metodologia clasica de gran relevancia, precursora de
los avances que han ido llegando posteriormente, pero que sigue siendo una opcién muy valida para la
investigacion de series de tiempo. Ademads de seguir siendo una herramienta competitiva, se puede usar
también como sparring o modelo de comparacién, para evaluar si el rendimiento de los modelos de
machine y deep learning esté siendo positivo o inferior de lo esperado.

Por otra parte tenemos el término machine learning o aprendizaje automético, en castellano, que se
utiliza en el campo de la inteligencia artificial desde 1959 para hacer referencia, principalmente a
algoritmos de prediccién. En este Capitulo 2 nuestro objetivo principal sera la prediccién de series
de tiempo desde el enfoque propio del aprendizaje automéatico. Un enfoque que hace un uso mas que
notable de la programacién informatica, y que por lo tanto lleva la prediccién que podremos ver en
la Seccién 2.1 a un nuevo nivel en diversos aspectos. La primera diferencia y méas notable ocurrird en
términos de escalabilidad, permitiendo que la generacion de las predicciones sea mas automatica, y
en consecuencia mas abundante. Por otra parte se podra apreciar un cambio evidente en el papel del
investigador. Asi como en los métodos estadisticos cldsicos debia predominar el conocimiento teérico,
estos nuevos métodos requeriran de un mayor esfuerzo a la hora de programar y preprocesar los datos,
sin por supuesto dejar completamente de lado los conocimientos estadisticos. En definitiva, este capitulo
nos permitira explorar a fondo la aplicaciéon del machine learning a la prediccién de series de tiempo, asi
como las ventajas en términos de flexibilidad y automatizacién que este campo nos ofrece con respecto
a metodologias clédsicas, a pesar de sacrificar la gran interpretabilidad de estas a cambio.

Dado que estamos hablando de un concepto de una extension considerable que abarca multiples
metodologias, nos vemos obligados a limitar el estudio seleccionando unas opciones muy interesantes y
utiles en la préactica. En la Seccién 2.2 revisaremos una de las metodologias méas conocidas, base de
muchas de las que veremos a continuacién, los arboles de decisiéon. Después de esto, continuaremos
con métodos més complejos, basados en la reduccién de la varianza para reducir la variabilidad de las
predicciones. En la Seccion 2.3 veremos el método de bagging y en la Seccién 2.4 veremos el boosting.
A pesar de que se pueden emplear diferentes predictores para ilustrar estas técnicas de reduccién de
la varianza, aprovecharemos los conocimientos adquiridos en la Seccién 2.2 y utilizaremos arboles de
decision.
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2.1. Modelado ARIMA

En esta seccién estudiaremos la metodologia Box-Jenkins, que propone una alternativa muy interesante
dentro de los métodos clasicos. Esta metodologia estd basada en el desarrollo de modelos estadisticos que
tienen en cuenta la dependencia existente entre los datos. Estos modelos se conocen con el nombre de
ARIMA por sus siglas en inglés, AutoRegresive Integrated Moving Average, o Autorregresivos Integrados
de Media Movil en castellano, y permiten expresar un cierto valor como una funcién lineal de datos
anteriores y errores debidos al azar. Dependiendo de las caracteristicas de la serie temporal con la
que se esté trabajando, la mencionada combinacién de datos previos y errores debidos al azar puede
presentarse de diversas formas, que explicitaremos a continuacién. Otra caracteristica interesante de
esta metodologia es el caracter ciclico de la misma, mediante el cual reconoce patrones en la serie,
propone un modelo ARIMA en base a los mismos, estima los pardmetros, lo valida y después predice.
Si el modelo seleccionado no pasa la validacién, se ha de repetir el proceso. Este se puede encontrar
ilustrado en la Figura 2.1.

Identificacién Estimacién
(Reconocer (Ajustar
Patrones) Parametros)
A
X Modelo
! Candidato
1
: Diagnosis
(OPRUp R (Evaluar
Si NO es adecuado Residuos)

Figura 2.1: Diagrama de bucle iterativo de la metodologia Box-Jenkins.

Como se puede intuir en base a la Figura 2.1, esta metodologia constara de unas fases muy marcadas, que
desglosaremos a lo largo de la seccién. Lo primero que haremos serd formalizar los modelos determinar
las situaciones en las que uno resultaria preferible a otro, pero antes de continuar, cabe destacar que la
informacién para la realizacién de esta seccién se tomaron como referencias principales: de la Fuente
Fernédndez (2025), Aneiros Pérez (2024), Shumway y Stoffer (2017), Rojas-Jimenez (2025).

2.1.1. Formulacion de los modelos ARIMA

En esta primera subseccion mostraremos la formulacién matemaética de los distintos modelos en los que
se basa la metodologia estudiada para realizar sus predicciones. La primera que veremos, que podremos
encontrar definida a continuacién, es la més simple, y se emplea cuando la serie proporcionada es
estacionaria.

Definicién 5. Un proceso estacionario {X;}; que admite la representacion
Xe=ct+ o1 Xe1+ -+ GpXe—p+ar+01ap—1 + -+ + 0gai—g,

donde ¢, 1, ..., ¢p,01,...,04 (¢p # 0 # 04) son constantes, se conoce como un proceso ARMA (p,q).
Ademds, a; es el elemento correspondiente al instante de tiempo t de una serie de ruido blanco,
representado en la Figura 1.2. Equivalentemente, tomando:

¢(B) = (1 - ¢1B — ¢oB> —--- — ¢,B"),
0(B) = (1+6,B+60,B*>+---+0,B%),
donde B es el operador retardo, definido por BX; = X;_1, podemos reescribir la ecuacion previa como

d)(B)Xt =c+ G(B)at
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Cabe destacar que, como podemos ver en Aneiros Pérez (2024), ¢(z) no debe tener raices de médulo 1,
ya que esto es condicién necesaria y suficiente para que el proceso no sea estacionario, incumpliendo asi
una hip6tesis inicial. Adicionalmente cabe destacar que cuando ¢ = 0, es decir, se tiene un ARMA(p,0),
se dice que se tiene un proceso autorregresivo de orden p, denotado por AR(p), en el que solamente se
tienen en cuenta los valores de la serie en los p instantes anteriores, ponderados por unos pesos que nos
ayudan a regular la influencia del pasado en el presente, mas un error de prediccién en el instante de
tiempo actual. Andlogamente, cuando p = 0, lo que se tiene es un proceso de medias méviles de orden
q, es decir, ARMA(0,q) < MA(q), en el que solamente se tienen en cuenta los errores de prediccién en
los ¢ instantes de tiempo anteriores, ponderados nuevamente por unos pesos que ayudan a regular la
influencia de los mismos. Es decir, la ecuacién vista en la Definiciéon 5 es la unién de dos partes, una
autorregresiva y otra de medias méviles.

Tal y como hemos hecho cuando hablamos del Suavizado Exponencial, supongamos ahora que la serie
que estamos estudiando no es estacionaria y posee una tendencia. El enfoque que se le da en esta
metodologia a esta caracteristica es el de aplicar sucesivamente d diferencias (que llamaremos diferencias
regulares) a la serie para eliminar la tendencia, hasta obtener una serie que ya no la posea. Si la
serie resultante es estacionaria, la modelariamos a través de un proceso ARMA, como los vistos en la
Definicién 5. De esta forma surgen los modelos ARIMA, que encontramos definidos en la Definicién 6.

Definicién 6. Un proceso ARIMA(p,d,q) es aquel que, después de aplicarle d diferencias requlares, se
convierte en un proceso ARMA (p,q). Es decir:

{X/}: es ARIMA(p,d,q) < (1 — B)?X; es ARMA (p,q).
Equivalentemente, {X:}: es un proceso ARIMA (p,d,q) si admite una representacion del tipo:
¢(B)(1 — B)*X; = ¢+ 0(B)ay,

donde el polinomio ¢(z) no tiene raices de médulo 1.

Por otra parte, un claro aspecto positivo de estos procesos que estamos revisando es que nos ofrecen la
posibilidad de modelar, no solo la dependencia regular, sino también la dependencia estacional de la
serie de tiempo. No se debe confundir este concepto con el de componente estacional, ya que la primera
simplemente estaria asumiendo que hay una inercia estadistica, pero la componente estacional asume
un patrén rigido, definido por el calendario, que pone en riesgo la estacionariedad de la serie. Para
modelar esta dependencia estacional, damos un paso mas alla hacia los procesos ARMA estacionales,
que podemos definir como sigue.

Definicién 7. Un proceso estacionario { X} que admite la representacidn

Xi=c+ P X4 s + DXy o5+ +PpXi_ps+ar +Orai—s + O2as_9s + - - + Ogar_qs,

conc,®q,...,2p,01,...,0¢0 (Pp # 0 # Og) constantes, se conoce como un proceso ARMA(P,Q)s.
Equivalentemente, tomando

®(B*) = (1—®B° — ®,B* — ... — dpB*),

O(B*) = (14+©1B° + ©:B% + -+ + ©B%*),

donde B?® denota al operador retardo estacional, definido por B*X; = Xi_s, podemos reescribir la

ecuacion previa como
d)(B)Xt =c+ 9(B)at
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En la Definicién 7 encontramos el caso analogo de un proceso ARMA, pero cuando la serie muestra una
dependencia estacional. Como diferencia con el ARMA que modela la dependencia regular, podemos
decir que ahora los coeficientes no nulos se encuentran en los multiplos del periodo estacional, que
ahora por comodidad denotamos por s. Esto a su vez influye en el proceso autorregresivo y el proceso
de medias mdviles de los que se compone. Notemos que, nuevamente, cuando fijamos ¢ = 0 se tiene
un proceso autorregresivo estacional de orden P, ARMA(P,0) & AR(P), en el que esta vez solamente
influyen los P valores de la serie en los instantes de tiempo que son multiplos del periodo estacional. A
su vez, cuando fijamos P = 0, se tiene un proceso de medias méviles estacional de orden @, ARMA(0,Q)
< MA(Q) en el que, al igual que nos ocurria con la parte autorregresiva, solamente se tienen en cuenta
los () errores de prediccién que se encuentran en los instantes de tiempo que son multiplos del periodo
estacional.

El siguiente paso légico se presenta cuando deseamos modelar ambos tipos de dependencia de forma
simultdnea. Para ello, basta con considerar el modelo siguiente.

¢(B)P(B°)X; = c+ 0(B)O(B?)ay,

que denotamos por ARMA (p,q) % (P,Q)s. Hasta ahora, hemos visto que la metodologia Box-Jenkins
es capaz de lidiar con la dependencia regular, la dependencia estacional y la tendencia de la serie de
tiempo que le proporcionemos. Podemos resumirlo de la siguiente manera:

= Un ARMA(p,q) si solo tenemos dependencia regular.
» Un ARMA(P,Q); si solo tenemos dependencia estacional.
= ARMA(p,q)x(P,Q)s si contamos con ambos tipos de dependencia.

Nos falta ver la forma en la que mitiga el efecto de la componente estacional de una serie. Con
esta motivacion, surgen los procesos ARIMA estacionales, que son aquellos capaces de incorporar la
componente estacional de la serie de tiempo. Para ello, aplican a la serie una diferenciacién estacional
reiterada. Este es el motivo por el que se especificé previamente que la diferenciaciéon para eliminar la
tendencia era regular, es decir, la habitual, en la que se calcula la diferencia entre el valor de la serie en
tiempo t y su inmediatamente anterior en tiempo ¢t — 1: X; — X;_1. La diferenciacién estacional, por
el contrario, es la diferencia entre el valor de la serie en tiempo ¢ y el s instantes de tiempo anterior:
X; — X;_,. Gracias a estos procesos, podemos definir uno que realmente serviria para englobar a
todos los vistos hasta ahora. Si la serie considerada tiene tendencia y/o componente estacional, el
proceso sugerido seria, primero eliminar la tendencia, aplicando d diferencias regulares (( 1- B)d), y
posteriormente eliminar la componente estacional aplicando D diferencias estacionales ((1 — B*)P).
Una vez nuestra serie es estacionaria, podréa ser modelada a través de un proceso ARMA.

Definicién 8. Un proceso ARIMA (p,d,q)x (P,D,Q)s, 0 ARIMA estacional multiplicativo, es aquel que,
después de aplicarle d diferencias requlares y D diferencias estacionales de periodo s, se convierte en un
modelo ARMA((p,q)x (P,Q)s. Equivalentemente {X;}; es un proceso ARIMA estacional multiplicativo
st admite una representacion del tipo:

#(B)®(B*)(1 — B)4(1 - B’ X, = c + 0(B)O(B")ay,

donde el polinomio ¢(z)P(2°) no tiene raices de médulo 1.

Como decfamos antes, se puede ver que el proceso presentado en la Definicién 8 sirve para englobar
los que hemos visto hasta el momento, ya que es capaz de modelar una serie de tiempo arbitraria, sin
importar la falta de estacionariedad debida a las causas estudiadas. Una vez vistos los procesos de esta
subseccién, estamos en condiciones de explicar las fases de la metodologia, en la que se tomaran estos
procesos y se ajustaran a los datos, dando lugar a los modelos mediante los cuales llevaremos a cabo
las predicciones.
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2.1.2. Fases de la metodologia Box-Jenkins

Como se ha indicado previamente, una vez vista la forma en la que la metodologia Box-Jenkins es capaz
de lidiar con las distintas caracteristicas de la serie, debemos ver més en profundidad el procedimiento
que la compone. Este procedimiento estd formado por cuatro fases, a saber: la fase de identificacién, la
fase de estimacién, la fase de diagnosis y la fase de prediccién. A continuacién profundizaremos sobre
las mismas, ilustrdndolas en base a un conjunto de datos de turismo en Australia. Se trata de datos
con una frecuencia trimestral, medidos en miles de viajes (a pesar de que posteriormente se cambia
la medida a millones de viajes), que muestran el volumen total de personas que viajaron dentro de
Australia con propésito vacacional. Estos datos se obtuvieron de Hyndman et al. (2025), y nos van a
servir, como deciamos, para ilustrar las fases con un ejemplo sencillo y visual.

Fase de identificacién

Esta primera fase consiste en determinar qué proceso de los que hemos visto en la subseccién previa se
ajustaria mejor a las caracteristicas de la serie temporal con la que se esta trabajando. Esto implica
determinar las pautas de la tendencia y la componente estacional, para lograr mitigarlas y seleccionar los
ordenes adecuados para nuestro ARIMA. Para este fin, serd esencial la informacién que nos proporcionen
la fas y la fap muestrales (py y Gy, respectivamente), definidas en la Seccién 1.1 del Capitulo 1, ademds
de la propia representacion de la serie.

Asi, una vez se tiene la representacion grafica de la serie se debe que juzgar, primeramente, si se ve
homocedéstica o heterocedastica. En caso de que se de el segundo de los casos, es habitual aplicar una
transformacién a la misma. Existen diversas opciones, pero la transformacion logaritmica es la mas
extendida para mitigar esta caracteristica que pone en peligro la estacionariedad de la serie. Después de
esto, es cuando se juzga si la serie presenta tendencia y/o componente estacional. Si la serie presenta
tendencia, algo que se observa mirando si los retardos decrecen lentamente en la fas muestral, se deben
aplicar d diferenciaciones regulares a la misma, hasta lograr corregirla. Después, si presenta componente
estacional, deberemos aplicar las D diferencias estacionales a la serie resultante, hasta lograr paliar el
efecto de la misma.

Llegados a este punto ya estaremos ante una serie estacionaria por lo que representaremos sus fas
y fap muestrales y observaremos los retardos que més repunten en ambos casos para determinar los
coeficientes p, P, ¢ y Q. Para la asignacién de los dos primeros, es decir, los asociados a la parte
autorregresiva, nos fijaremos en el grafico asociado a la fap muestral. En particular, para la asignacion
de P nos fijaremos en el ultimo retardo que sea multiplo de s y que repunte significativamente (es
habitual que se muestre una banda de confianza representando los intervalos de la Ecuacién (2.1), por
lo que significativamente quiere decir por encima de esta banda), y para p lo mismo, pero considerando
unicamente los s/2 primeros retardos. La determinacion de ¢ y @ es totalmente andloga, solo que esta
vez, para la parte de medias méviles, nos fijamos en el grafico asociado a la fas muestral. Un tltimo
hecho importante que se debe comentar es que con este juicio visual no se podré proponer un proceso
en el que py q y/o Py @ sean no nulos simultdneamente.

La significacion que hemos mencionado cuando hemos hablado de los repuntes de los retardos no es
arbitraria, sino que se fundamenta en propiedades asintoticas de los estimadores, bajo la hipétesis de
que el proceso es ruido blanco. La explicacién de esto la podemos encontrar en Aneiros Pérez (2024).
Se afirma que bajo ciertas condiciones generales, como puede ser un tamafno muestral, n, grande, se
cumple que:

{X}:} incorrelado =
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Por lo tanto, se pueden utilizar los dos estadisticos anteriores para resolver el contraste de hipotesis
Hy : “{X;} incorrelado” frente a Hy : “{X;} correlado”.

En el caso de tener una serie incorrelada, tanto la fas como la fap muestrales se comportan igual. Son,
en esencia, ruido que oscila en torno al cero con una varianza constante de 1/n. Asi, si un proceso es un
AR(p), sus coeficientes de autocorrelacién parcial para retardos superiores a p deberfan comportarse
como los de una serie incorrelada. Andlogamente, en un proceso M A(q), la autocorrelacién simple debe
presentar este comportamiento a partir del retardo ¢, aunque ajustando la varianza por la persistencia
de los instantes previos. Por tanto, bajo ciertas condiciones generales, incluyendo n grande, se verifica
que:

1
NG

V1+2Y ] p?
= MA oo~ N[0, Y- 2i=1Fi .
(q) = pr <0, n , Vk>q

-AR(p):>olk~N<O, >, vk > p,

En consecuencia, se pueden emplear los estadisticos anteriores para resolver los contrastes de hipéstesis
siguientes: Hy : “{X;} es AR(p)" y Hy : “{X:} es M A(q)", respectivamente. Asi, con un nivel de
significacién del 5% no se rechazard Hj si, para cada k > p y para cada k > ¢, respectivamente, se

cumple que:
G e - 1,96 1,96
k \/ﬁ ) \/ﬁ i

- - (2.1)
. (_L% 257 | g 1+22:;1p$>.
n n

Tomemos ahora nuestro conjunto de datos de turismo en Australia. En la gréafica de la izquierda de la
Figura 2.2 podemos encontrar una representacién de nuestra serie de tiempo. Se puede argumentar la
existencia de cierta heterocedasticidad, ya que parece que la amplitud de las oscilaciones varia con el
nivel de la misma, por lo que se aplicard una transformacién logaritmica a la serie. Ademaés, se requerird
una diferenciaciéon tanto regular, dada la presencia de tendencia, como estacional, ya que parece haber
un patrén ciclico trimestral claro, es decir, s = 4. La gréfica de la derecha de la Figura 2.2 nos muestra
la serie estacionaria, una vez aplicadas la transformacién y las diferencias, tanto la regular como la
estacional. En ella parecen haber desaparecido tanto la heterocedasticidad, como la tendencia y la
componente estacional. Se pueden apreciar unos tramos centrales mas amplios, quiza debido a atipicos.

2000 2004 2008 2012 2016 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018

Figura 2.2: La grafica de la izquierda muestra una representacion grafica de la serie de tiempo de interés.
El eje X es el eje temporal con frecuencia trimestral, mientras que el eje Y representa el volumen total
de personas que viajaron dentro de Australia con propdsito vacacional, medido en millones de personas.
La grafica de la derecha nos muestra la misma serie una vez aplicada la transformacién logaritmica, la
diferencia regular y la diferencia estacional.
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Una vez tenemos la serie estacionaria, representamos graficamente las fas y fap, equivalentemente
ACF y PAFC, muestrales, que se pueden encontrar en la Figura 2.3. Dado que, como se ha indicado
previamente, no se pueden extraer conclusiones de ambos graficos simultdneamente, nos centraremos,
por ejemplo, en el ACF. Siguiendo la légica indicada previamente, si observamos los s/2 primeros
retardos, vemos que solamente el primero sale de las bandas. De la misma forma, si nos fijamos en los
retardos que son multiplos de s = 4, vemos que nuevamente solo sale el primero. En base a este criterio,
proponemos un ARIMA(0,1,1) x (0,1, 1)4. Ejecutando ahora la funcién auto_arima, la cual genera
automaticamente el modelo méas adecuado en base al AIC para la serie proporcionada, se llega al mismo
modelo que hemos propuesto en base al ACF, solo que considerando adicionalmente un intercepto,
denotado por p.

ACF PACF
1.00 - 1.00 -
0.75 - 0.75 -
0.50 - 0.50 -

e ! IlTH"*”LTL"' oo lrlllr“['l*'r*”,-

0.25 -

0.00
-0.25 - —0.25 -
-0.50 - -0.50 -
-0.75 - -0.75 -

-1.00- ' | i i —-1.00 -

Figura 2.3: Funciones de autocorrelacion simple (ACF) y autocorrelacion parcial (PACF). Las bandas
sombreadas indican el intervalo de confianza (tipicamente al 95 %).

Fase de estimacion

En esta segunda fase se estiman por méxima verosimilitud los coeficientes de proceso seleccionado de
forma provisional en el paso previo. Ademds, se debe determinar si hay atipicos dentro de nuestra serie
de tiempo, que puedan alterar el funcionamiento. Un valor atipico es un valor con poca probabilidad de
ocurrencia dada la estructura habitual de evolucién de la serie, y los diferenciaremos en dos clases. Si
denotamos por {Y;} al proceso del que proviene la serie contaminada por el efecto del atipico y {X;} al
proceso del que proviene la serie libre del efecto del valor atipico:

= Atipicos Aditivos: El valor de la serie en el instante ¢ = h ha sido generado de manera distinta al
resto. Por lo tanto, se tiene que: Y; = wAIt(h) + X;.

= Atipicos Innovativos: El valor de la innovacién en el instante ¢ = h ha sido generado de manera

M

distinta al resto. Asi, las innovaciones del proceso {Y;} son: e; = wy + a¢, siendo a; las

innovaciones del proceso {X;}.

Por lo tanto, vemos que los valores atipicos modifican o bien el valor de la serie o de las innovaciones
de la misma en un instante de tiempo determinado, para después dejar que contintien con el proceso
natural. En la practica, la idea para la detecciéon de atipicos es buscarlos sobre la totalidad de los datos,
si se encuentra algtin atipico aditivo, se incorpora su efecto al modelo que hemos ajustado en este
mismo apartado, y si se encuentra algun atipico innovativo, se retira del conjunto para que no se vuelva
a detectar y se repite el proceso hasta que no queden mas.

Volviendo sobre nuestro ejemplo de turismo en Australia, hemos encontrado un atipico aditivo en la
fecha: 1998-01-01. Dado que se trata de un AO, incorporaremos su efecto al modelo, cuyos parametros
estimados por la funcién auto_arima son: u = 0.0008, §; = —0.8380, ©; = —0.8677 y o = 0.0020.
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Por su parte, el coeficiente estimado para el atipico es AO = 0.0366, valor que tiene una interpretacién
directa. Dado que estamos trabajando con una serie de logaritmos, el coeficiente mostrado para el
atipico implica que este valor fue €°.0366 — 1 ~ 0.0373, es decir un 3.73 % maés alto de lo esperado por
el modelo. Una vez hecho esto, estamos en condiciones de pasar a la fase de validacién o diagnosis.

Fase de diagnosis

Da comienzo la tercera fase, en la que se pondra a prueba el modelo para ver si podemos tomarlo de
forma definitiva. Para ello estudiaremos los residuos del mismo, comprobando si existen estructuras
de dependencia o si por el contrario siguen un proceso de ruido blanco. Es decir, nuestro objetivo en
esta fase es determinar si las innovaciones tienen media cero, varianza constante y estan incorreladas.
Si no verifica esto, se descarta el modelo seleccionado como posible generador de la serie de tiempo
considerada, y se vuelve a la primera fase para buscar un nuevo candidato. Para comprobar si hay
incorrelacién se lleva a cabo el contraste de Ljung-Box, cuya hipétesis nula es Hy = p; = --- = pg = 0.
Por lo tanto, rechazaremos Hy frente a H; si existe un valor p; # 0 para algin j € {1,..., H}, donde
H es el numero total de retardos que el test analiza de forma conjunta. Para comprobar si la media
es cero se emplea un nuevo contraste. La hipo6tesis nula de este ultimo sera Hy : u, = 0, por lo que
rechazaremos Hy frente a H; cuando pu, sea significativamente distinta de cero.

Ademads, en este apartado es habitual tratar de ver si las innovaciones siguen una distribucién normal.
Esta una condicién que aporta ciertas ventajas, como pueden ser que bajo normalidad el ruido blanco
equivale a la independencia o que los estimadores utilizados (méxima verosimilitud gaussiana), son
asintoticamente eficientes, pero que no es necesaria estrictamente hablando para la validaciéon del modelo,
como puede ser el caracter estacionario mencionado en el parrafo previo. Es decir, es conveniente pero
no necesaria. Para su comprobacién, como podemos ver en Aneiros Pérez (2024), se puede emplear el
contraste de normalidad de Jarque-Bera, cuya hipdtesis nula es que la serie de innovaciones es gaussiana.
Por 1ultimo, cabe destacar que ademas de contrastes, se emplean graficas para asesorar la validez del
modelo, como pueden ser un correlograma o una grafica que muestre la evolucién temporal de los
residuos estandarizados, en la que ademas podremos ver si la oscilacion de estos es homocedastica.
También se suelen proporcionar un histograma y un QQ-plot para ver si las innovaciones se ajustan a
la distribucién normal estandar.

Retomando el ejemplo de Australia, tenemos que nuestro modelo supera con éxito tanto el test de
Ljung-Box, como el de media cero, con p-valores respectivos de 0.3290 y 0.7295, convirtiéndolo en valido
y permitiéndonos continuar con la fase de prediccién. Sin embargo, no podemos asumir normalidad
para los residuos de nuestro modelo, ya que el p-valor asociado al test de Jarque-Bera es 0. Estas
conclusiones se ven respaldadas graficamente por el panel que tenemos en la Figura 2.4. Las graficas de
arriba a la derecha y de abajo a la izquierda nos muestran que nuestros residuos no se adectian a una
distribucién normal, mientras que las de arriba a la izquierda y abajo a la derecha nos permiten ver la
incorrelacién y media cero de los mismos, es decir, que son ruido blanco.
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Figura 2.4: Panel de diagnéstico de los residuos del modelo ajustado. De arriba a abajo e izquierda a
derecha: Grafico que muestra residuos estandarizados en el tiempo, histograma y curva de densidad
estimada (KDE) junto a la densidad de la distribucién normal estdndar, QQ-Plot, cuyo eje X representa
los cuatiles tedricos, es decir, dénde deberian estar ubicados los datos si siguieran una distribucién
normal y cuyo eje Y representa donde estdn situados realmente los residuos estandarizados, una vez
ordenados de menor a mayor y por ultimo correlograma de los residuos.

Fase de prediccion

Con esto da comienzo la Ultima fase, la fase de prediccion. En esta, una vez obtenido un modelo
adecuado, validado en la fase previa, se realizan las predicciones en base al mismo. Es habitual también,
ademads de obtener y representar las predicciones, mostrar un intervalo de confianza para las mismas
que nos ayude a medir la incertidumbre. Estas predicciones seran una buena forma de comprobar si
el modelo ha sido capaz de capturar satisfactoriamente las caracteristicas de la serie estudiada, como
puede ser la tendencia o la componente estacional.

Las predicciones para el ejemplo considerado a lo largo de la presentacion de las fases se pueden
encontrar en la Figura 2.5. En ella vemos cémo el modelo ha sido capaz de captar el patrén de la serie
de partida, ajustandose a su tendencia y componente estacional. Se muestran ademas los intervalos de
confianza, que nos permiten hacernos una idea de la incertidumbre asociada a las predicciones.
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Figura 2.5: Grafica que muestra las predicciones realizadas en base al modelo ARIMA seleccionado y
validado para nuestra serie de tiempo, junto con un intervalo de confianza sombreado para las mismas.

Ahora que hemos adquirido un conocimiento mas profundo de esta metodologia, podemos expandir la
grafica vista en la Figura 2.1, mostrando una representaciéon méas completa del procedimiento.

Datos de

entrada

Identificacion
Analizar
ACF / PACF Y

para 6rdenes
p,d,q, P, D,Q

Prediccion

A4

Estimacion q .
. Diagnosis

Parametros
Figura 2.6: Diagrama de flujo que ilustra la metodologia iterativa de Box-Jenkins para el modelado de
series temporales ARIMA. Las lineas en azul indican que no siempre es necesario recurrir a ese camino.

2.2. Arboles de decisién

Los arboles de decision representan uno de los métodos mas sencillos y de mayor interpretabilidad para
la realizacién de predicciones en problemas tanto de clasificacién como de regresiéon. Se basan en la
idea de particionar el espacio de variables predictoras en regiones muy simples y de forma que que el
proceso se pueda representar mediante un arbol binario de decisién como el que se puede encontrar en
la Figura 2.7.

En particular, nos centramos en la metodologia CART (Classification and Regression Trees), que es la
més popular en lo relativo a los arboles de decisién. Una de las ventajas que nos empujan al uso de
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esta metodologia es que es capaz de lidiar con datos faltantes dentro de las variables explicativas. La
forma de hacerlo consiste en establecer particiones sustitutas, conocidas como surrogate splits, de tal
forma que si hay un dato faltante en una variable que determina una divisién, se usa una alternativa
que de lugar a una particién similar.

Por dltimo, antes de adentrarnos més en el estudio del método, cabe destacar que las referencias
principales empleadas para la obtencién de la informacién han sido: Breiman et al. (1984), Hastie et al.
(2009) y Fernédndez-Casal et al. (2024).

X1 <t
Sl’ ‘No
X < t2 X3 <ts
Si No Si No
Ry Ry R3 Xo <ty
Si No
R4 RS

Figura 2.7: Divisiones de un arbol de decision.

La Figura 2.7 nos sirve para ejemplificar el proceso. Como vemos, se parte de un nodo inicial, al que
llamamos nodo raiz, que contiene el 100 % de la muestra de entrenamiento, y se realiza una primera
divisién. Para realizarla, se toma la variable X; y se fija un valor, ¢;, de forma que si el valor que
toma esta variable es superior o igual al mismo, partira por una rama, mientras que si es inferior, se le
asignard otra distinta. Ahora, cada camino llega a un nodo diferente, que cuenta con un porcentaje
distinto de los datos de entrenamiento. Posteriormente, en los nodos a los que se llega, se realiza una
nueva divisién, ya sea sobre la misma variable tomando un valor diferente, u optando por una variable
distinta. Como podemos ver en la Figura 2.7, el proceso explicado se repite un niimero finito de veces
hasta obtener los llamados nodos terminales u hojas, que tanto en esta figura como en la Figura 2.8
denotamos por R; y son las regiones finales que se obtienen de la divisién repetida del arbol. En ellas
se lleva a cabo la prediccion, de forma que en problemas de regresién, que es el tipo de problemas que
nos ocupa, serd el promedio de los valores que han caido dentro de cada una.

Cuando este proceso finaliza, el espacio predictivo estd secciénado en regiones rectangulares, dentro de
las cuales, la prediccién de la respuesta es, como deciamos, constante. En la Figura 2.8 se muestra la
particién inducida por las divisiones ejemplificadas en la Figura 2.7.
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Figura 2.8: Particién inducida por el arbol de decisién previo.

Cabe destacar que si la relacién entre las variables predictoras y la variable respuesta no se puede
explicar de forma satisfactoria mediante rectangulos, la calidad predictiva del arbol se vera claramente
mermada.

Como consecuencia de lo anterior, supongamos que tenemos una particién en M regiones, que denotamos
por Ri, Ro,..., Ry, y que en cada una de ellas modelamos la respuesta de forma constante, ¢,,. De
esta forma, podemos definir la siguiente funcién f, que caracteriza las predicciones que nuestro modelo

realizara:
M

f@) = eml(z € Ry,).

Vemos que esta funcion predice el valor ¢, para los valores que caen en la regién R,,, valiéndose de la
funcién indicadora. Por tdltimo, antes de proceder con el proceso de crecimiento del arbol, cabe destacar
un hecho importante acerca del sesgo y la varianza del modelo. Es buen momento comentarlo dado
que estard intimamente relacionado con el nimero de regiones o nodos terminales a los que se termina
llegando. Un arbol de decisién que llega a tener muchos nodos terminales, es un arbol de decisién
muy especializado. Ademds es mas complejo, ya que ha realizado un niimero mayor de cortes y como
consecuencia de esto, es un modelo con poco sesgo, pero mucha varianza. Andlogamente, un drbol con
pocas divisiones, y pocos nodos terminales es un modelo muy simple, con mucha varianza y poco sesgo.
En consecuencia, las dos proximas subsecciones en esencia estaran lidiando con el problema del punto
de encuentro entre sesgo y varianza de forma implicita.

2.2.1. Crecimiento del arbol

Abordemos la cuestion de como hacer que los arboles de regresién crezcan. Comenzamos el proceso con
p entradas de datos, que seran nuestras variables explicativas, y una respuesta que denotaremos por Y,
para cada uno de las n observaciones disponibles. Matemdticamente traduciriamos esto como: (z;,y;),
coni=1,2,...,n,y donde z; = (%1, %i2, . .., Tip)". Como mencionabamos anteriormente, el algoritmo
necesita decidir de forma automatica sobre qué variables, y qué valores de las mismas dividira el drbol.
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Teorema 1. Si adoptamos el criterio de minimos cuadrados para minimizar el error de prediccion:

n

S (i — fl@)?, (2.2)

i=1

se puede comprobar que la eleccion éptima para Cp,, Cp,, viene dada por la media de y; en la region R,,.

Demostracién. Partimos de la expresién vista en la Ecuacién (2.2). Si sustituimos la funcién f por la
expresién presentada anteriormente, nos quedaria lo que sigue.

n n

M
Z(yz - f(xz))2 = Z(yz - Z eml (i € R?ﬂ))z-
m=1

=1 i=1

Tengamos en cuenta ahora que cada z; pertenece a una tnica region, por haberse dividido el espacio de
variables predictoras de una particién disjunta. Sea R,,(;) dicha regién. Entonces, podemos denotar
f(x;) = cm(i), y como consecuencia de esto tltimo, la Ecuacién (2.2) se transforma en lo siguiente.

n

Z(yz - Cm(i))2~

i=1

Ahora separamos la suma en funcién de la regién en la que cae x;. Denotemos por I, al conjunto de
indices de los elementos que caen en R,,, de forma que: I,, = {i | m(i) = m}. De esta forma, podemos
transformar la expresion de la ecuacién previa en:

M
Z(@/i —Cm@))? = Z Z (yi — cm)?.

i=1 m=14i€l,,

Notemos ahora que ¢, solamente aparece en el término que corresponde a su region, por lo que podemos
minimizar cada regién de forma independiente. Asi, fijamos la regiéon R,, y suponemos sin pérdida de
generalidad que |I,,,] = J. En este caso, buscamos resolver el problema de optimizacién:

, L 2
min Z (y; — ).

i€l

Si derivamos la expresion anterior con respecto a c¢,,, tenemos lo siguiente.

%Z(yi—c)2:—2 Z(yi—c)-

i€l i€l

Tgualando a cero la expresion anterior, llegamos al resultado que podemos encontrar a continuacion.

—QZ(yi—c):()(:) Z(yi—c):O(:> Zyi: Zc.

€1, 1€1Ln €1 1€,

Notemos ahora que c es constante, por lo que » . 1, ¢ = Jc, y entonces:

Z%ZJC@érrL:%Zyi-

i€l 1€l

Es decir, ¢, es la media de los y; tales que z; € R,,. O
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Del Teorema 1 deducimos que para el crecimiento del arbol, se deben seleccionar las regiones
Ry, Ry, ..., R, que minimicen la siguiente expresién:

Z Z (yz - ém)2-

m=1€l,,

Pero este problema es poco razonable e intratable en la practica, ya que a pesar de las restricciones que
puedan tener nuestras regiones, buscaria valores de M demasiado grandes. El método CART propone
una alternativa avariciosa que busca un compromiso entre rencimiento, sencillez e interpretabilidad.
Asi, en lugar de hacer una busqueda por todas las particiones posibles sigue un proceso recursivo en el
que realiza cortes binarios. Comenzando con la totalidad de los datos, consideramos una variable y un
punto para realizar la divisién, que denotaremos por j y s, respectivamente. Mediante los mismos, se
define un par de semiplanos de la forma:

Ri(j,s) ={z | v; < s}y Ra(j,s) = {z | z; > s}.

En consecuencia, buscamos los j y s que sean solucién del problema de optimizacién:

min  min Z (yi—C1)2+H;iﬂ Z (yi — c2)?

2,8 (&) . 2 X
z;€R1(4,5) z;ER2(4,s)

Por el resultado probado en el Teorema 1, sabemos el resultado de la minimizacién de dentro del
paréntesis para cualquier eleccion de j y s, por lo que el problema que abordamos se resumiria como
sigue.

min Z (yi — 1) + Z (yi —e2)” |,

7,8
z;€R1(J,s) z;€R2(],s)

donde ¢; es el promedio visto anteriormente. A diferencia del problema considerado originalmente,
este tiene una solucién rapida, ya que para cada variable de corte j, la determinacién del punto s
se puede encontrar de forma relativamente facil, dado que solo hay un namero finito de valores s
que generen conjuntos Ri(j,s) y Ra(j,s). Por lo tanto, mediante el escaneo de todas las variables de
entrada, encontrar el par (j, s) 6ptimo es posible. Una vez encontrada la escisién éptima, particionamos
los datos entre las dos regiones resultantes y repetimos el proceso para cada una de ellas, continuando
de forma sucesiva un nimero finito de veces.

2.2.2. Poda del arbol

La siguiente pregunta que podriamos hacernos es cuando parar, es decir, cuando dejamos de hacer
crecer el arbol. Por un lado, como deciamos antes, si lo dejamos crecer demasiado dard lugar a un
modelo demasiado complejo, dificil de interpretar y ademas se producira un sobreajuste a los datos de
entrenamiento. Esto quiere decir que cuando se evaliie el modelo fuera de la muestra con la que este se
ha entrenado, los resultados seran malos. Es decir, lo que tendremos serd un modelo con poco sesgo,
pero mucha varianza, y como consecuencia de esto, un modelo inestable, ya que pequenos cambios en los
datos dan lugar a modelos muy diferentes. Por otro lado, si paramos muy pronto obtenemos un modelo
demasiado simple que serd mas interpretable y con menos varianza, es decir, menos inestable, pero
con un gran sesgo, lo que hace que deje de ser una opcidn atractiva, ya que no se estaria capturando
la estructura interna de los datos. Dicho de otra forma, el problema del tamafio del arbol en realidad
resulta ser el problema clasico de buscar el equilibrio entre sesgo y varianza.
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A pesar de haber diversas opciones utilizadas en la practica, nos centraremos en la llamada cost-
complexity pruning. Esta estrategia consiste en hacer crecer un adrbol muy grande de forma que
se minimice el error de entrenamiento, hasta que cada nodo ¢ tenga un nimero de observaciones
N(t) < Npin, donde habitualmente N, = 5. Después, se toma el drbol completo, que denotaremos
por Tp, y se lleva a cabo una poda. Definimos este concepto de la forma siguiente.

Definicién 9. El concepto de poda se refiere a colapsar cualquier cantidad de sus nodos internos, es
decir, aquellos que no son terminales, dando lugar a otro dbol mas pequeno que llamaremos subdrbol del
original.

De la Definicién 9 se desprendela necesidad de definir un nuevo concepto, el de subarbol.

Definicién 10. Denotemos por Ty al drbol completo. Un subdrbol T < Ty se define como cualquier
arbol que puede obtenerse colapsando un nimero determinado de sus nodos internos.

Recordemos que la poda se realiza para buscar un equilibrio entre el sesgo y la varianza, es decir,
buscando el subarbol que de lugar a un menor error al ser evaluado en datos que el arbol de decisién no ha
visto durante el entrenamiento. Debido al gran nimero de subérboles, resulta evidente la imposibilidad
de evaluarlos todos. Este problema se suple con el uso de un hiperparametro, mediante el cual se
controla el tamano del arbol, o lo que es lo mismo, la complejidad del modelo, seleccionando el subarbol
que resulta 6ptimo para los datos disponibles.

Sea el subarbol T' < T arbitrario, cumpliendo la Definicién 10, obtenido de la poda del arbol original
que da lugar a las regiones R1, Ry, ..., Rj7|, donde |T| es el ntimero de nodos terminales del mismo
(también se suele denominar la complejidad del subdrbol). Consideremos, como hemos hecho hasta
el momento, la suma de residuos al cuadrado como medida del error, pero ahora le anadiremos una
penalizacién que depende de un hiperparametro no negativo, llamado parametro de complejidad del
modelo y denotado por o > 0:

|T|
Ca)=3 > (yi—&m)* +alT], (2.3)
m=1xz;,ER,,

donde ¢, sigue siendo el valor éptimo obtenido en el Teorema 1. Por un lado, tenemos un sumatorio
que mide cémo de bien se ajusta el arbol a los datos de entrenamiento, cuyo error disminuye a medida
que el arbol se hace més grande y por lo tanto més especifico. Por otro lado «|T| es la penalizacién
por complejidad, y aumenta con el nimero de nodos terminales del drbol. Notemos que C,(T') es una
combinacion lineal del coste asociado al subarbol y de la complejidad del mismo, por lo que en lo que
sigue nos referiremos a la misma como coste. Ademaés, cabe destacar que se ha tomado la suma de
residuos al cuadrado como medida de error asociado al arbol por coherencia con lo visto anteriormente.
Aun asi, para una mayor generalidad, en lo que sigue definiremos la funcién de coste asociada a un
subdrbol T como R(T"), pudiendo el lector asumir la igualdad de ambas expresiones si lo desea. De esta
forma, ahora tenemos que:
Co(T) = R(T) + «|T|.

Para cada valor del pardmetro «, existe un tinico subarbol méas pequefio que minimiza este error. Si lo
denotamos por T(a) para un valor dado « del pardmetro de complejidad, lo definimos como aquel que
cumple las condiciones siguientes:

1. CQ(T(OZ)) = minTSTO C’Oé(T)7
2. Si Co(T) = Co(T(v)), entonces T'(a) < T.
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La condicién 2 rompe los posibles empates que puedan darse en la minimizacién de C, a base de
seleccionar el mas pequeno de ellos. Observemos que esta definicién se apoya en el hecho mencionado de
que el subarbol minimizador debe ser tinico, algo que comprobaremos a continuaciéon. Lo primero es tener
en cuenta que aunque « toma valores continuos, solamente existe una cantidad finita de subarboles,
yva que si tenemos un arbol con, supongamos, M nodos, solamente disponemos de una cantidad
combinatoria finita de formas de podarlo. Visualicémoslo con el ejemplo més sencillo, considerando 3
nodos totales, uno raiz y dos terminales. En ese caso, las opciones validas se encuentran representadas

en la Figura 2.9.

Opcién A: Arbol original Opcién B: Subéarbol 1

: O

Opcién C: Subarbol 2 Opcién D: Subérbol 3 (Solo raiz)

Figura 2.9: Ejemplo visual de las opciones validas de poda en un arbol con tres nodos.

Resulta inmediato extender esto a un nimero mayor de nodos. Cabe destacar que si el niimero en
cuestién es mucho mayor, las opciones seran tremendamente abundantes, pero finitas. Por esta finitud
que acabamos de ver ilustrada en un ejemplo trivial, lo que ocurre es que si T'(«) es el subarbol
minimizador para un valor de a dado, lo seguira siendo para los siguientes valores continuos del
pardmetro hasta que se alcance un punto de salto en un nuevo valor, o', a partir del cual surgird
un nuevo subarbol minimizador, T'(«’), que lo seguird siendo hasta llegar al siguiente punto o”. Lo
siguiente es probar nuestro objetivo inicial contando con la hipétesis de que el niimero de subarboles
posibles es finito.

Teorema 2. Para cada valor de «, existe un tnico subdrbol mds pequeno que minimiza Co(T).

Demostracion. Sean T el conjunto finito de todos los subarboles obtenidos por la poda de un arbol
inicial maximal y ag > 0 un valor fijo del parametro de complejidad. Tenemos que ver que el conjunto
de subdrboles que minimizan C,,(T), denotado por My, = {T € 7/C4,(T) = min} tiene un elemento
unico bajo la relacion “ser subarbol de”.

La clave estd en demostrar que si dos subdrboles arbitrarios, T} y T», son minimizadores de Cy,(T'), es
decir, T1,T5 € M,,, entonces 71 N1 también lo es. Lo primero antes de continuar con la demostracién
es definir qué arboles resultan de la interseccion y de la unién de Ty y T5. Para ello, consideremos la
siguiente ecuacién:

N(TyNT3) = {t € N(Toas) | £ € N(T1) At € N(T3)},

N(T1 UTQ) = {t S N(Tmam) | t e N(Tl) Vie N(Tg)},
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donde N(T') representa el conjunto de nodos que forman un arbol. De esta forma, tenemos que el subérbol
formado por la interseccién de los dos estard compuesto por los nodos presentes simultdneamente en los
dos 4rboles. De esta forma, los nodos terminales de la interseccién se encontrardn en los nodos donde la
poda de T; o la de Ty ocurrié maés cerca de la raiz. Por el contrario, el subarbol unién estara formado
por los nodos pertenecientes al menos a uno de los dos arboles. Los nodos terminales en este caso seran
aquellos de T; o T5 que estén a mayor profundidad en el arbol original.

Notemos que T7 N T es el arbol que contiene solo los nodos que son nodos internos tanto en 7 como
en Tv. Ademaés, dado que los errores de estos dos drboles dependen tnicamente de sus nodos terminales,
podemos descomponer sus errores y tamanos basandonos en sus diferencias. Debido a la estructura
aditiva del error en las hojas, se cumple una propiedad de supermodularidad:

R(Ty UTy) + R(T1 NTy) < R(Ty) + R(T%),

(2.4)
|T1 UTs| + |T1 NTy| = |T1| + |T2|.

La base de esta idea es que si tenemos un nodo arbitrario y lo dividimos en dos, el error de los hijos
sumado siempre serd menor o igual que el error del padre por si solo. Como deciamos antes, a medida
que el arbol crece, el error baja. Suponiendo que 77 y 75 no sean iguales, la unién de ambos da lugar al
arbol més especializado de los cuatro, ya que se queda con todas las divisiones que hicieron ambos,
mientras que la intersecciéon es el mas conservador de los cuatro, ya que solo mantiene las divisiones que
ambos compartian. La idea de la desigualdad de la Ecuacién (2.4) se puede explicar mateméaticamente
como sigue. Sea R(root) el error inicial méximo cometido en el nodo raiz de un drbol. Cada vez que el
arbol hace una divisién en un nodo arbitrario ¢, el error se reduce en §(t) > 0. Asi, el error total de
cualquier arbol se puede calcular como el error inicial menos las mejoras logradas al dividirse:

R(T) = R(root) — Y 4t (2.5)

teInt(T)

donde Int(T') representa el conjunto de nodos internos del arbol T'. Ahora, aplicando el conjunto de
inclusion-exclusién a las mejoras del error del caso considerado, obtendriamos:

dooam+ YD sm= >+ Y. 6

I’I’Lt(TluTQ) I’I’Lt(TlﬂTQ) Int(Tl) I’I’Lt(TQ)

Es inmediato ver que lo anterior es equivalente a la siguiente expresion

R(T1 U Tg) + R(Tl n Tg) = R(Tl) + R(TQ) = R(T1 U TQ) + R(Tl N Tg) < R(Tl) + R(T2)

Es importante destacar que la igualdad que acabamos de probar se cumple por que estamos trabajando
dentro del marco de la metodologia CART, en la que el error es aditivo en las hojas, y por la Ecuacién
(2.5), que surge de haber supuesto que 77 y T» surgen del mismo arbol completo. Es habitual ver el
simbolo de desigualdad por un hecho de generalidad matematica y por que es la condicién minima
necesaria para que funcione la poda.

Retomemos el proceso, donde lo habiamos dejado. Aplicando lo visto sobre la Ecuacién (2.4) dentro de
Ca,, tenemos que:
Ca, (Tl UTs) + Ca, (Tl N Tg) < Coy (Tl) + Cq, (Tg)

Como consecuencia de esto, si T1 y T5 son ambos arboles minimizadores, se cumple que C,, (T1) =
Coy(To) = C4,, y por lo tanto:

Cao (Tl U TQ) + Cag(Tl n Tg) < QCQO.
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Ahora, razonando que ningin arbol puede tener un coste inferior al minimo, que llegamos a que:

Coo(Th NT) = Cy,.

Como consecuencia de esto ultimo tenemos que la interseccion de dos arboles 6ptimos también da lugar
a un arbol éptimo, y por lo tanto, si intersecamos todos los arboles que minimizan el coste para un
valor ag dado, se obtiene un tnico arbol minimizador. O

Por otra parte, se puede apreciar que cuando o = 0, tendremos que T' = Tj, algo que no tiene sentido
considerar dada la naturaleza del problema de reduccién o poda que estamos considerando. A medida
que se incrementa el valor de «, se penalizan los subarboles con un mayor niimero de nodos terminales,
dando lugar a un resultado més pequeno, evidenciando cémo este parametro nos ayudard a buscar el
punto de encuentro entre el sesgo y la varianza.

Notemos en base a los resultados expuestos hasta el momento que el punto de inicio para la poda
no tiene por qué ser el arbol Ty, sino que mas bien seria 7'(0) = T3. Este representa al subarbol mas
pequeno de Ty cumpliendo:

R(T1) = R(To).

A continuacion se estudiara el proceso de seleccién del arbol minimizador asociado a cada valor de «,
que funciona basandose en los cortes sobre el eslabén mas débil, también conocido como weakest-link
cutting. Antes, debemos definir dos conceptos que apareceran més adelante, los conceptos de rama de
un arbol y subrama de la misma.

Definicién 11. Sea T un drbol y t € T un nodo no terminal del mismo. La rama que nace en t,
denotada por Ty, se define como el subdrbol que tiene a t como su nueva raiz e incluye a t y a todos sus
descendientes.

Definicién 12. Sea T; una rama cumpliendo la Definicion 11. Sea un nodo t' perteneciente a Ty sin
incluir la raiz, entonces la subrama Ty es el nuevo subdrbol que tiene como raiz a ese nodo t' y contiene
a todos sus descendientes. Es decir, definimos una subrama como una rama dentro de una rama.

Como a priori las definiciones pueden resultar confusas, podria ser interesante ilustrarlo graficamente,
ya que visualmete son dos conceptos mas faciles de comprender. Para ello, tomaremos el arbol de la
Figura 2.7, ligeramente modificado para que quede una representacién mas completa y marcaremos
una rama y una subrama del mismo. Esto se puede encontrar en la Figura 2.10.
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Figura 2.10: Visualizacién de una rama completa (azul) de un arbol y una subrama de la misma
(naranja).

Ahora estamos en condiciones de definir el error asociado a una rama arbitraria de Ty, R(7}), como
sigue:
R(T) = ) R(),

t'eT,

donde Tt es el conjunto de nodos terminales de T;. Ademéds, basdndonos en la Seccién 10.2 de Breiman
et al. (1984), presentamos una propiedad que le pedimos a R, y es que cualquier nodo no terminal, ¢, de
Ty, debe cumplir que el error del nodo es mayor o igual que la suma de los errores de sus descendientes

terminales. Formalmente:
R(t) > R(T}). (2.6)

Comenzamos por lo tanto en el subarbol 7. La esencia del proceso de poda que se esta revisando
es, como adelantdbamos antes, entender que funciona cortando el eslabén méas débil. Para cada nodo
t € Ty, denotamos por {t} la subrama de T; compuesta inicamente por el nodo en cuestién. De esta
forma, tenemos que:

Co({t}) = R(t) + a.

Ademas, tenemos que para cualquier rama 73 definimos el coste como sigue.

Co(Ty) = R(T}) + o|T5).

Siempre que se cumpla que Cy (T3) < Co({t}), la rama T} tiene un coste inferior que el nodo compuesto
Unicamente por {t}, pero para un determinado valor critico de «, los dos costes se igualardn. En este
punto la subrama {t} es mds pequeiia que T}, pero tiene el mismo coste, lo que la hace preferible. Para
encontrar el mencionado valor critico de «, solo debemos resolver la inecuacién Cy(T;) < Co({t}),
obteniendo que:

R(T) — R(T3)

a < =
|T¢| -1
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En virtud de la propiedad presentada en la Ecuacién (2.6) se puede garantizar que el valor critico
presentado a la derecha de la inecuacién es positivo. Una vez visto esto, podemos definir la funcién
g1(t),t € Ty como sigue.

R(T) — R(T; A
M sité T,
91(t) = Ty =1 .
o SitGTl.

En base a la misma podemos definir el eslabén més débil #; en T} como aquel que cumple la siguiente
igualdad:

gi(t1) = mfn gy ().

Ademas, fijamos como nuevo umbral as = g1(¢1). El nodo t; es el eslabén mas débil en el sentido
de que a medida que aumenta el valor del parametro de complejidad, es el primero en cumplir que
Ca(Ty) < Co({t}). Entonces, como comentdbamos antes, {t;} es preferible a T}, y o es el valor del
parametro de complejidad en el que eso ocurre.

Ahora definimos un nuevo arbol, T < Ty podando la rama T3 , o lo que es lo mismo: T =Ty — Tj,. A
contnuacién buscamos el eslabén mas débil en T, de la misma forma que acabamos de ver, definiendo
de forma andloga una funcién g, y un nuevo umbral ag. Si en algin punto damos con un empate en
dos candidatos a eslabén mas débil, es decir, si por ejemplo llegamos a un punto en el que ocurre:
gr(ty) = gr(t'y) entonces definimos Ty = Ty — T;, — Ty, - Reiterando este proceso a través de las
sucesivas etapas obtendriamos una secuencia decreciente de subdrboles: Ty > To > T3 > ... > {#1}. El
proceso que acabamos de desglosar se puede resumir en el siguiente Teorema.

Teorema 3. Consideremos {ay} la sucesion creciente de forma que oy < agy1,k > 1 y donde a1 = 0.
Para k > 1, ap < a < agy1 se tiene que T'(a) = T'(ay) = Ty.

Dada la longitud de la prueba asociada a este resultado, si se desea comprobar la demostraciéon del mismo
se puede acudir a la Seccién 10.2 de Breiman et al. (1984). El Teorema 3 resume el funcionamiento del
sistema de poda estudiado, cost-complezity pruning. Comienza con 77, encuentra la rama que hace las
veces de eslabén mds débil, T, y poda para obtener 75 cuando el valor del pardmetro de complejidad
alcanza awo y asi se sigue sucesivamente. Ademds, una ventaja asociada a esta estrategia es que los
pasos de poda recursivos son computacionalmente rapidos. Finalmente, cabe destacar, que el algoritmo
inicialmente tiende a podar subramas grandes con muchos nodos terminales y, a medida que los arboles
se hacen mas pequefos, cada vez corta menos de forma simultdnea.

El método de poda que acabamos de ver nos deja una sucesion decreciente de subarboles 77 > To >
T5 > ...> {t1}, donde recordemos T}, = T'(a;) y a1 = 0. Nuestro objetivo ahora es el de seleccionar
uno de estos como nuestro arbol de tamafio 6ptimo. Lo més habitual para abordar esta cuestion
es proceder por validacion cruzada u otro tipo de remuestreo en la muestra de entrenamiento para
seleccionar el valor del pardmetro «. Se puede seleccionar el valor que minimiza el error, o podemos
forzar a que el modelo sea mas sencillo aplicando la regla one-standard-error.

Concluimos la subseccion indicando que también es habitual escribir la Ecuacién (2.3) en los siguientes

términos:
RSS5; = RSS + aRSSpt,

donde se ha reescalado el pardmetro de complejidad de forma que: & = a/RSSy, siendo RSSy =
S (yi — 9)? la suma de los residuos al cuadrado del arbol sin divisiones. De esta forma, podrfamos
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interpretar el nuevo parametro a como una penalizacién en la proporcién de variabilidad explicada, ya
que sin mas que dividir la ecuacién previa por RSSy, se obtiene la proporcién de variabilidad residual:

RSS;  RSS + &t
RSSy  RSS,
Ahora, sabemos que se cumple que:
RSS RS S5
=1-R% = =1-RZ.
RSS " RSS h

Por lo tanto, podemos reescribir la igualdad anterior como sigue.

R% = R* — at.

Es decir, lo que se puede deducir de esta ecuacion es que por cada hoja extra que anadamos a nuestro
arbol, se restard & de puntuacién a nuestro R2. Dicho de otra forma, para que valga la pena dividir
una rama y crear una hoja nueva en nuestro arbol de regresion, esa nueva divisién tiene que mejorar el
R? més que la penalizacién @. Si la mejora es demasiado pequeiia, el 4rbol considera que no merece la
pena y se poda.

2.2.3. Posibles problemas

A lo largo de la Seccién 2.2 hemos visto un método sencillo e interpretable, que nos proporciona
resultados razonables de forma comprensible. En esta Subseccion 2.2.3 veremos los posibles problemas
que puede acarrear el uso del método en cuestion.

El primer problema llega con el uso de los predictores categoricos. Cuando vamos a dividir un predictor
con ¢ posibles valores sin una relacién de orden, existen 27~ — 1 particiones posibles de esos ¢ valores
en dos grupos, algo que se puede convertir en un problema computacionalmente inaccesible para valores
grandes de ¢. Sin embargo, si nos encontramos ante la situacién de prediccién de una variable binaria,
los cédlculos se nos simplificarian, ya que podriamos ordenar las clases del predictor en funcién de la
proporcién que pertenece a la clase que da resultado “1”. Después solamente quedaria dividir este
predictor como si estuviese ordenado. Lamentablemente, el caso de respuesta binaria no nos atane
actualmente, ya que entraria dentro del campo de los problemas de clasificacion.

Otro problema asociado a modelos de este tipo es la dificultad a la hora de modelar estructuras aditivas.
Supongamos que estamos ante un caso de regresién en el que Y = c1I(X1 < t1) + col (X2 < t2) + €,
donde ¢ es ruido de media cero. Un arbol binario haria la primera divisién sobre X7, cerca de t;. En
el préximo nivel, tendria que dividir ambos nodos sobre la variable X5, en to, para poder capturar la
estructura aditiva. Esto podria ocurrir si se cuenta con un ntmero suficiente de datos, pero el modelo
no recibe ningtn aliciente especifico para este fin. Si en cambio quisiéramos modelar el efecto aditivo
de diez variables en lugar de dos, tendriamos un problema més complicado de resolver. Para que el
arbol capture esta estructura, deberia hacer lo que hemos explicado antes con dos variables, después
dividir las cuatro ramas resultantes por X3 y asi sucesivamente. Ademads, viendo el arbol gigante que
resultaria el analista tendria verdaderos problemas para darse cuenta de que el modelo simplemente
nos estaria diciendo que sumemos las 10 variables. Es decir, el arbol estaria ocultando la simplicidad de
la suma tras una estructura jerarquica compleja.

Por dltimo, destacamos un ultimo problema, que de hecho serd parte de nuestra motivacién para
estudiar los métodos propuestos en la Seccién 2.3 y la Seccién 2.4, y es la inestabilidad de los drboles.
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Un problema muy presente en los drboles de decisién, especialmente es los grandes, es la alta varianza
que poseen. Un pequeiio cambio en los datos puede resultar en divisiones totalmente distintas, haciendo
que la interpretabilidad sea menos rigurosa. La razén principal a la que se atribuye esta inestabilidad
es a la estructura jerarquica que posee el proceso, ya que pensemos que el efecto de un error en una de
las primeras divisiones se propaga hacia abajo sobre todas las divisiones posteriores. Se puede tratar de
mitigar esta inestabilidad hasta cierto punto cambiando el criterio de divisién a uno mas estable, pero
la inestabilidad inherente del método no se puede suprimir. Es por este motivo, que nos interesamos en
métodos de reducciéon de la varianza, como pueden ser el bagging o el boosting.

Aunque los arboles de decisién son un método de calidad predictiva mediocre, son la base de otros
métodos que resultan ser mas competitivos y usados en la practica. En la Seccién 2.3 veremos un
ejemplo de esto, ya que estudiaremos el método bagging, que como veremos a continuacion, nos ayudara
a reducir la varianza de nuestras estimaciones, proporcionando resultados mas estables.

2.3. Bagging

En la Seccién 2.2 tuvimos la oportunidad de revisar un método de prediccion muy interesante, sencillo
e interpretable, asi como las caracteristicas asociadas al mismo. Vimos el dilema entre el sesgo y la
varianza que nos planteaba el tamanio del arbol, regulado por el parametro de complejidad. Vimos
que cuando dejamos crecer mucho un arbol, se reduce mucho el sesgo del modelo, pero aumenta la
variabilidad y el riesgo de sobreajuste. Esto supone un problema, ya que hace que nos perdamos un
predictor muy interesante, con gran interpretabilidad y calidad predictiva aceptable, por culpa del
mencionado problema con la variabilidad.

En este contexto surgen los métodos ensemble o combinados, que se empiezan a popularizar en la
década de 1990, y se basan en la combinacion de las las predicciones de diversos modelos para llegar
a una maés precisa. Uno de los primeros en aparecer fue el bagging, que es precisamente un método
general de reduccién de la varianza, basado en la utilizacion del bootstrap como técnica de remuestreo,
junto con un modelo de clasificacién o regresién. Un método asi aparentemente soluciona el problema
que nos surgia con los arboles aleatorios, asi como también los de otros predictores que se debilitan
debido al exceso de varianza en sus predicciones. En esta introduccién de la seccién, veremos lo que es
el bagging de forma general, para después centrarnos en un caso especifico en el que los predictores son
arboles de decisién, llamado random forest, al que le dedicaremos la Subseccién 2.3.1. También, antes
de continuar es importante destacar que las fuentes principales para la obtencién de la informacién de
esta seccién han sido: Ferndndez-Casal et al. (2024), Hastie et al. (2009), Carmona (2023), Breiman
(1996) y Breiman (2001).

Antes de entrar a revisar el método en cuestién, dada la estrecha relacién que guarda este con el
bootstrap, parece interesante explicar un poco mas esta técnica de remuestreo. Como deciamos el
boostrap es una técnica de simulacién por remuestreo que se puede usar para estimar determinadas
caracteristicas de un estadistico de interés como puede ser su varianza. Supongamos que contamos con
una muestra aleatoria simple X = {z1, z2,...,z,}. El proceso consiste en remuestrear n veces bajo la
distribucién empirica F),, con reemplazamiento la muestra original X, obteniendo lo que llamamos una
remuestra boostrap. Repitiendo este proceso B veces se obtienen un total de B remuestras bootstrap,
denotadas por X*¥ = {z%,25,...,2x},b=1,..., B, que comparten los elementos de la original pero no
el orden de las mismas. Debido al reemplazamiento, tampoco se asegura que todos los elementos de la
original aparezcan en cada remuestra. Esto se encuentra ilustrado en la Figura 2.11. Después veremos
de qué forma incorporan el boostrap estos modelos a sus procedimiendos.
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Figura 2.11: Tlustracién de la técnica de remuestreo boostrap.

La idea detras del bagging es muy intuitiva. Se dispone de un modelo que produce predicciones
aceptables, pero con mucha variabilidad, convirtiéndolo en un predictor mediocre. Si dispusiéramos
de muchas muestras, podriamos entrenar el modelo tantas veces como muestras haya, y después cada
modelo entrenado nos daria una prediccién. Después podriamos realizar el promedio de todas las
predicciones, llegando a un resultado mas fiable, dado que se reduciria la variabilidad en las mismas.
El obstaculo que nos encontramos ahora es que contamos tinicamente con una muestra, pero aqui es
donde entra el juego el boostrap. Lo que hacemos es generar cientos de remuestras bootstrap a partir
de la muestra de entrenamiento y entrenar nuestro modelo con cada una de ellas.

Consideremos ahora el problema de regresiéon en el que queremos ajustar un modelo a nuestros datos
de entrenamiento, que podemos denotar por: (z,y) = {(z1,y1), (z2,y2), ..., (Tn,yn)}, obteniendo la
prediccion f (x) para la entrada . El bagging promedia esta prediccién sobre una coleccién de muestras
bootstrap, reduciendo la varianza como consecuencia. Es decir, para cada muestra boostrap, que
podemos denotar por (z,y)**,b = 1,..., B, ajustamos nuestro modelo, llegando a una prediccién f ().
La estimacion de la prediccion que nos proporcionaria el método bagging seria el promedio de todas
estas predicciones boostrap, o lo que es lo mismo:

Frag(@) = % S F ). (2.7)

Lo que podemos encontrar en la Ecuacién (2.7) es la estimacién de la prediccién que nos da el método
bagging. Si estamos trabajando con una variable respuesta numérica, usar la esperanza matemética
sobre la distribucién del remuestreo parece lo més adecuado, pero como hemos podido ver, en su
lugar se utiliza la media muestral. A continuacién justificaremos la validez del uso de la misma como
estimaciéon de la prediccion.

Si denotamos por F,, la distribucién empirica, que asigna la misma probabilidad 1/n en cada uno de
nuestros puntos (z;,y;), la verdadera prediccién teérica del bagging se definirfa como Ep, f *(x), donde
la muestra remuestreada serfa (z,y)* = {(z3,y7), (x3,93),..., (x5, y:)}, con cada (zF,y}) ~ F,. Dado
que habitualmente no podemos calcular esta esperanza de forma exacta, la expresién que podemos
encontrar en la Ecuacién (2.7) es una estimacién Monte Carlo de la verdadera prediccién bagging,
convergiendo a ella a medida que B — co. Demostremos este hecho formalmente.
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Teorema 4. La expresion fpaq(x) = 5 Zszl f*(x) converge a B, [f*(z)], donde
(X, V) ={(z3,y7), (x5,93), ..., (X, y5)}, y cada (xF,y}) ~ F,, cuando B — co.

Demostracion. La demostracién del Teorema 4 es relativamente directa mediante la aplicacién de la
Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros. Fijando un punto x, podemos definir la prediccion del modelo que
hemos entrenado con la remuestra boostrap b como una variable aleatoria:

Zy = [*(x).

Dado que cada muestra boostrap (X,Y)* se obtiene con reemplazo y de forma independiente de
la misma distribucién empirica F), (el conjunto de datos original), las predicciones generadas por
los distintos modelos son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Es decir,
71,2, ...,Zp son i.i.d. Notemos ahora que la esperanza de cada una de estas variables aleatorias bajo
F,, es por definicién la estimacién tedrica del bagging, que denotamos por p:

E[Zy) = Er, [f*(2)] = .

Por otra parte, la estimacién Monte Carlo de la Ecuacién (2.7) es simplemente la media muestral de
estas B variables aleatorias i.i.d.:

R 1 &
fbag(x) = EZZI)

Ahora, sabemos que la Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros establece que la media muestral de una
sucesién de variables aleatorias i.i.d converge casi seguro a su valor esperado tedrico a medida que
el tamano muestral, que en este caso es nuestro numero de réplicas bootstrap, B, tiende a infinito.

Formalmente esto seria: -
1
P| lim — Zy = =1.
(i 3o -4)

Ahora, sustituyendo los términos necesarios, podemos concluir la demostracién. Con probabilidad uno,

B
I fag(@) = Jim =3 Fe) = Er [ (0]

O

Después de comprobar este resultado, podemos encontrar un ejemplo del funcionamiento del método
ilustrado en la Figura 2.12.



2.3. BAGGING 39

h e
HQ
~
S

M L
M2 >@ s b s PROMEDIO %”*C
M3 e

g’
~
o

Figura 2.12: Diagrama que muestra el funcionamiento del método bagging empleando la técnica de
remuestreo boostrap. Las cajas verdes representan las remuestras boostrap obtenidas a partir de la
muestra de entrenamiento, representada por la caja azul. Los ciculos representan los modelos que se
van a combinar y las letras a, b y ¢ sus respectivas predicciones.

Como se puede comprobar en la Seccién 4 de Breiman (1996), este método, en efecto, funciona muy
bien en el campo de las predicciones numéricas. Una ventaja adicional que tiene el bagging es que
nos permite estimar el error de predicciéon de forma directa, sin necesidad de recurrir a una muestra
de test u otras técnicas de remuestreo. Esto se debe a algo que ya ilustramos en la Figura 2.11, pero
que no comentamos en su momento, la muestra OOB (por sus siglas en inglés, out-of-the-bag). Tal y
como mencionamos anteriormente, las remuestras boostrap no tienen por qué incluir necesariamente
todas las observaciones de la muestra de entrenamiento original. Por este motivo, fijémonos que hay
unas observaciones de la muestra original que cada modelo de regresiéon ajustado no ha llegado a ver
en ningin momento, y estas son precisamente las que constituyen la muestra OOB de cada uno de
los modelos. Cada uno posee la suya, con unas observaciones determinadas. Se sabe que una muestra
boostrap, en promedio, solamente utiliza dos tercios de los datos, o para ser mds precisos, 1 — (1 — %)”,
que a medida que aumenta la muestra de entrenamiento se convierte en 1 — % De esta forma, dado que
cada observacién no ha sido vista, aproximadamente, por un tercio de los modelos, a cuyas muestras
OOB pertenece, se pueden emplear estos modelos para generar predicciones sobre la misma. De esta
forma obtenemos una medida de error para esta observacion, que se puede hacer global al repetir el
proceso para las demés observaciones.

Ahora nos surge una nueva decisioén, y es la de cuantas remuestras boostrap se han de generar, o lo
que es lo mismo, cuantas predicciones deseamos promediar. A pesar de que Breiman (1996) menciond
que 25 réplicas boostrap le funcionaron bien en el d&mbito de la regresién, también afirma que cuando
se trabaja con la metodologia CART (Classification and Regression Trees) de la que se hablé en la
Seccién 2.2, la respuesta a esta cuestién no es demasiado relevante, ya que los tiempos de ejecucién
son insignificantes, incluso para un gran nimero de réplicas. Por otra parte, Fernandez-Casal et al.
(2024) propone una alternativa que es muy interesante en la préctica. Esta se basa en seleccionar B
mediante la representacién del error OOB, visualizando en qué punto se produce su convergencia.
Normalmente cuando se aprecia la convergencia, aumentar el nimero de modelos no hara que el modelo
mejore significativamente, pero como novedad, no aumentara el riesgo de sobreajuste a los datos de
entrenamiento, dado que las remuestras generadas son independientes una de otra. Cabe destacar
que esto no significa que el bagging, o el random forest que veremos después no puedan sobreajustar.
Esto si podria ocurrir bajo ciertas condiciones, como por ejemplo si los arboles que se emplean sean
excesivamente profundos.

Se puede comprobar que un método con poca variabilidad tiene poco interés para la aplicacién del
bagging. Por este motivo encajan tan bien en este contexto los arboles de decisién sin podar. Tanto es
asi, que existe una variante del bagging disenada especificamente para arboles de decision, que ademas
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incorpora alguna ventaja adicional. Estamos hablando del random forest, y lo veremos a continuacién
en la Subseccion 2.3.1.

2.3.1. Random Forest

Como comentabamos previamente, el random forest es una variante del bagging en la que se toman
arboles de decisién como modelos para la aplicacién del mismo. La motivacién para la creacién de
este modelo no surge tnicamente de la idoneidad que presentan los arboles de decisién sin podar para
combinar sus predicciones, si no de algunos inconvenientes que surgian al incorporarlos al bagging al
uso.

En la demostracion del Teorema 4 se asumié que cada variable aleatoria Z, = f *b(z) es una realizacion
independiente del proceso bootstrap. Argumentamos que es idénticamente distribuida porque cada
muestra se genera mediante un remuestreo con reemplazo sobre F' y que es independiente en el sentido
de que el proceso de remuestreo de un arbol no afectara al de otro. Esto fue suficiente para concluir
la demostracién, pero la realidad es que aunque los procesos de remuestreo son independientes entre
si, las variables Z; estdn correlacionadas, es decir, p > 0, donde p representa la correlaciéon positiva a
pares, ya que los arboles comparten en promedio dos tercios de los datos con los que entrenan.

Esto provoca un problema y es que esta aleatoriedad no es suficiente en determinadas situaciones,
dando lugar a arboles relativamente parecidos sobre todo en la parte mas cercana a la raiz, aunque
posteriormente se vayan diferenciando. Esta caracteristica se conoce como correlaciéon entre arboles
y tiene lugar cuando un arbol es muy adeacuado para describir la relaciéon entre los predictores y la
respuesta, o cuando hay algin predictor muy fuerte, de forma que siempre se encuentra en el corte
superior. Esta correlacién entre arboles, se traduce en correlacién entre las predicciones que estas
generan, invalidando las ventajas que el bagging nos aportaba, ya que promediar variables correladas
produce una reduccién de varianza mucho menor que promediar variables incorreladas.

Formalmente tenemos que si promediamos B variables aleatorias i.i.d, cada una con varianza o2,

obtenemos una varianza de o?/B. Si las variables estdn simplemente idénticamente distribuidas, con
correlacién a pares p, la varianza del promedio seria:
—P 2

9 1
po —&—73 o°.

A medida que B aumenta, el segundo término desaparece, pero el primero prevalece. Esta es la
explicacién de por qué hacer bagging sobre arboles correlados limita los beneficios del método. Antes de
continuar veamos que, en efecto, esa es la varianza resultante de promediar B variables correlacionadas.

1—
P2,

Proposicién 1. La varianza de la media de B variables correlacionadas es po? +

Demostracion. Sean X;, Xo, ..., Xp variables con la misma varianza var(X;) = ¢ y una correlacién
) 9 )

positiva par a par Corr(X;, X;) = p, para i # j. Recordemos ahora que Cov(X;, X;) = poio; = po?.

Ahora, tenemos que la varianza de una suma de variables es la suma de sus varianzas, sumando todas
sus covarianzas. Formalmente:

B B
var ZXi :ZV&r(XQ—&—ZC’m; (Xi, Xj) .
i=1 i=1

i#]
Dado que tenemos B términos asociados a la varianza y B(B — 1) términos de covarianza, reescribimos:

B
var [ Y X; | = Bo® + (B® - B)po”.
i=1
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Ahora, dado que lo que buscamos es la varianza del promedio, que serfa X = % Zle X;, debemos
aplicar la propiedad de la varianza que dice que: var(aX) = a?var(X). Asf:
= 1 o? po?

var (X) = 5 (Bo® + (B* — B)po?) = 5 + po? — 5

Por tdltimo, reagrupando términos, podemos dar por concluida la demostracion.

O

Con esta problematica surgen nuevas modificaciones para tratar de paliarla basados en agregar
aleatoriedad y reducir correlacién. En Breiman (2001) el autor propone los bosques aleatorios. La idea
que aporta es la de que en la construccién de cada uno de los drboles que constituiran el modelo final, se
van haciendo cortes binarios, y en cada uno de los cortes, se seleccionaran al azar m de los p predictores
con los que se contaba de inicio. Es decir, en cada uno de los cortes no van a estar disponibles todas las
variables predictoras, introduciendo de esta forma una componente de aleatoriedad a mayores y una
barrera adicional para el problema de la correlacién entre drboles. Esta caracteristica, que se encuentra
ilustrada en la Figura 2.13, repercute a su vez en el nimero de adrboles necesarios, haciendo que este
aumente, dado que ahora la eleccién de los predictores no depende por completo del drbol en cuestién.

Variables

& & & & &

,,,,,,,

,,,,,,,,,,,

1 i)

Figura 2.13: Diagrama que ilustra la mejora propuesta en random forest con respecto al bagging al uso
con respecto a la seleccién de predictores.

Es habitual seleccionar m = p/3. Denotemos por O al “vector de pardmetros” que define al arbol b,
incluyendo las variables de corte del mismo, los puntos de corte en cada nodo y los valores de los nodos
terminales. As{, T'(x; ©y) representa el arbol b, donde z es el dato de entrada. Después de hacer crecer
B arboles tales {T(z;0)}¥, el predictor random forest para el caso de regresion serfa:

La intuicién nos dice que a medida que disminuyamos el valor de m, disminuird también la correlacién
entre cualquier par de arboles, y como consecuencia se reducird también la varianza vista en la
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Proposicion 1. Ahora, dado que este serd ademés uno de los modelos que ajustemos en el Capitulo 4,
merece la pena explicitar los pasos que sigue el algoritmo, para que el lector lo tenga en cuenta cuando
se llegue a usar. Ver Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo de Random Forest para regresion

1.
Para b=1,2,..., B hacer

a) Extraer una muestra bootstrap Z* de tamaifio n de los datos de entrenamiento.

b) Hacer crecer un arbol de regresién T'(x; ) a los datos Z*, repitiendo recursivamente los
siguientes pasos para cada nodo terminal hasta alcanzar el tamano minimo de nodo 7 ,;n:

i. Seleccionar m variables al azar de entre las p disponibles.
ii. Elegir la mejor variable y punto de corte entre esas m.
iii. Dividir el nodo en dos nodos hijos.

2. Obtenemos asi el conjunto de arboles {T'(z; )} %.

3. Para un nuevo dato x, la prediccién es el promedio:

Ademas, el random forest cuenta con algunas ventajas més que lo convierten en una opcién realmente
atractiva para su uso en la préactica, y es que da lugar a modelos més eficientes computacionalmente
que el bagging. Esto, a pesar de parecer contraintuitivo dado que antes hemos dicho que se necesita un
numero mayor de arboles, es asi ya que la construccion de cada arbol es mucho més rapida, al evaluarse
solamente en un nimero reducido de predictores en cada corte.

Por otra parte, no podemos perder de vista que si bien es cierto que el bagging o el random forest
ayudan a reducir la varianza en las predicciones de los arboles de decision, haciendo que estas sean mas
consistentes, existe un precio a pagar en términos de interpretabilidad. Recodemos que los arboles de
decisiéon eran modelos muy interpretables, pero lamentablemente esta caracteristica no se traslada a los
estudiados en esta seccién.

2.4. Boosting

En esta Seccion 2.4 veremos un nuevo método de reduccion de la varianza, pero cuya esencia es diferente
a la del bagging (y, por supuesto, a la del random forest) que pudimos revisar en la Seccién 2.3, llamado
boosting. Como se vio en la misma, el bagging combinaba predictores relativamente precisos, debilitados
por la inestabilidad asociada a los mismos. El enfoque del boosting es diferente, ya que se basa en
combinar multiples predictores débiles para, impulsados, dar lugar a un mejor predictor. Antes de
continuar y profundizar més en el concepto de boosting, cabe destacar que para la realizacion de esta
seccion se han tomado como referencias principales las siguientes: Amat Rodrigo y Escobar Ortiz
(2021), IBM (2026), Ferndndez-Casal et al. (2024), James et al. (2023), Chen y Guestrin (2016) y Belcic
y Stryker (2026).
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El boosting, como deciamos, es una técnica o metodolodia de aprendizaje lento en la que se combinan
muchos modelos obtenidos mediante un método con poca capacidad predictiva para, impulsados, dar
lugar a un mejor predictor. Los arboles de decisién pequefios (de poca profundidad) cumplen las
caracteristicas requeridas a la perfeccién, por lo que son una opcién muy interesante y utilizada cuando
se habla de esta técnica y serd, en particular, en la que se centrard esta seccion.

En el parrafo anterior mencionamos tanto el hecho de que esta metodologia es de aprendizaje lento,
como que estd basada en impulsar predictores débiles. Esta tarea es llevada a cabo haciendo crecer
arboles de forma secuencial, de forma que cada arbol nuevo se genera utilizando informacién de sus
predecesores. A diferencia de otras metodologias también comtinmente utilizadas, como puede ser el
bagging, el boosting no emplea técnicas de remuestreo. Cada arbol se ajusta en base a una versién
modificada del conjunto de datos de partida.

Esta representa una de las ideas de aprendizaje mas potentes de los tltimos 20 afios. Originalmente se
diseni6 para problemas de clasificacién, destacando algoritmos como Adaboost (Adaptative Boosting),
pero ahora, afortunadamente, abarca también los problemas de regresiéon. Lo hizo de la mano del
método llamado Gradient Boosting Machine, perteneciente a la familia de los métodos iterativos de
descenso de gradiente.

En estos métodos se desea minimizar una funcién de pérdida mediante el método de los gradientes, algo
que no da lugar a mayores complicaciones si la funcién es diferenciable. Antes de continuar, conviene
aclarar brevemente lo que es el método de los gradientes. Como sabemos, el gradiente es un vector que
indica la direccién de maximo crecimiento, por lo que si deseamos minimizar, en este caso una funcién
de pérdida que medira el error cometido, debemos movernos en la direccién opuesta al gradiente. Asi,
este método funciona de forma iterativa. Primero se calcula el gradiente en un punto, se da un paso en
la direccién opuesta y se repite de forma sucesiva.

Una ventaja de esta aproximacion es que se pueden tomar diferentes funciones de pérdida, pero nosotros

tomaremos la suma de los residuos al cuadrado como la pérdida de utilizar f(x) para predecir la
respuesta en el entrenamiento. Es decir:

> (i = fl@)?, (2.8)
i=1

N =

L(f) = 3" L, f(a) =

Asi, multiplicando el sumatorio por 1/2, los gradientes serfan precisamente los residuos. Comprobémoslo:

COL(f) _ o) =
8f(xi)_yl fx;) = ;.

Esto es muy interesante, ya que como veremos a continuacién cuando explicitemos el algoritmo para
un problema de regresion, empleando como hemos dicho arboles de decision, el proceso iterativo no
ataca los datos de forma directa, sino los residuos, es decir, los gradientes, que van resultando de los
distintos ajustes. Esto es, para cada una de las B iteraciones, se ajustara un arbol nuevo a los datos de
entrenamiento, cuyo objetivo serd predecir los residuos que resultaron del arbol de la iteracién anterior.
De esta forma se mejora la prediccion de forma lenta y gradual, ajustando un nuevo arbol en cada
iteracién con el objetivo de mejorar lo que fall6 su predecesor, para después dar lugar al modelo final
que serd la combinacién de todos ellos. El Algoritmo 2 explicita el proceso.
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Algoritmo 2 Boosting para arboles de regresion

A

1. Inicializar f(z) = 0 y los residuos r; = y; para todo 7 en el conjunto de entrenamiento.

2.
Para b=1,2,..., B hacer

a) Ajustar un arbol f° con profundidad maxima d a los datos de entrenamiento. Este no
buscara la prediccion del valor original, sino que busca la prediccion de los residuos actuales, r. Es
decir, busca mejorar lo que los arboles anteriores no pudieron resolver.

b) Actualizar f afiadiendo una versién reducida:

f(z) & f(2) +0f* (),

con 1 denotando la tasa de aprendizaje.

¢) Actualizar los residuos: r; < r; — nf°(x;).
3. Salida: El modelo de boosting final:

B
f@) =) nf'(z)
b=1

El proceso que se muestra en el Algoritmo 2 nos permite destacar varios hechos. El primero es que,
como deciamos, no se realiza un remuestreo sobre los datos de entrenamiento, sino que se toma la
misma muestra de entrenamiento y se van mejorando las predicciones en base a los residuos de cada
ajuste. Podriamos ilustrar el proceso graficamente para que sea algo maés visual. Esto se encuentra
plasmado en la Figura 2.14.

Errores Errores

Figura 2.14: Diagrama que ilustra el funcionamiento del algoritmo de boosting.

Ahora que tenemos una idea visual de como funciona el algoritmo, podemos volver al Algoritmo 2
y fijarnos en mas detalles del mismo. Lo primero que notamos es que el valor del hiperpardametro
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d determinard el ndmero de cortes, y por tanto el nimero de nodos terminales (d + 1). Respecto a
este punto, cuando llegue el momento de ajustar los modelos a los datos, deberemos tener en cuenta
que la profundidad de los arboles que se combinan en random forest debe ser mayor que la de los
que se combinan en el algoritmo de boosting, ya que la motivacion del primer método implica tener
predicciones aceptables, pero inestables, y la del segundo es potenciar malos predictores.

Fijémonos ahora en el pardmetro 7, cominmente llamado tasa de aprendizaje o learning rate. Este es
un hiperparametro que rige cuanto ajusta sus parametros un modelo de machine learning en cada paso
de su algoritmo de optimizacién. Es decir, es capaz de determinar si un modelo ofrece un rendimiento
optimo o no aprende durante el proceso de entrenamiento. El objetivo de un algoritmo de optimizacién
es minimizar la mencionada funcién de pérdida que mide la diferencia entre las predicciones del modelo y
la realidad. Cada vez que el modelo ejecuta su algoritmo de optimizacion, actualiza sus pesos en funcién
del resultado y es precisamente este pardmetro el que determina el tamano de los cambios. Ayuda a
garantizar que un modelo aprenda lo suficiente del entrenamiento para realizar ajustes significativos en
sus parametros sin corregir en exceso.

Se puede intuir la gran importancia que tiene la tasa de aprendizaje en el ajuste del modelo. Una tasa
de aprendizaje alta provoca que el algoritmo sea victima de un exceso de correccién en sus errores,
llevando a un posible sobreajuste, y es que ahora, a diferencia de lo que ocurria con el bagging o el
random forest, anadir méas arboles si que aumenta el riesgo de sobreajuste, ya que los arboles que se
combinan no son independientes entre si. Por otra parte, una tasa de aprendizaje baja no permite
que el modelo aprenda lo suficiente en cada paso, actualizando sus parametros con excesiva lentitud y
tardando demasiado en alcanzar la convergencia. Cuando el valor de este parametro es pequeno, se
debera suplir con un valor mayor de B, que representa el niimero de iteraciones o arboles, para que el
algoritmo funcione de forma satisfactoria.

Por ultimo, merece la pena destacar una caracteristica méds que se puede deducir del Algoritmo 2.
Como hemos dicho a lo largo de la seccién, en este algoritmo no se ataca directamente a los datos, sino
al gradiente, es decir, a los residuos. Fijémonos en el paso 2.c. El residuo es por definicion la parte
de y; que el modelo ain no ha sido capaz de explicar, es decir, el error de prediccion actual. Si el
modelo predice muy bien una observacion, su residuo sera cercano a cero, mientras que si lo hace mal,
el residuo serd grande (ya sea muy positivo o muy negativo). Por lo tanto, cuando se vuelve al paso
2.a., para que el arbol f b Jogre reducir la pérdida total de forma més eficiente, esté obligado a reducir
primero los residuos méas grandes, que son los que méas pesan en la suma de cuadrados. De esta forma,
implicitamente se otorga mas peso a las observaciones en las que maés se falla, y es en esta idea en la que
se sustenta el boosting, la de potenciar los clasificadores mejorando las prediciones en las que mas se ha
fallado. Es decir, esta metodologia puede verse como una ponderacién iterativa de las observaciones, en
la que se asigna un peso mayor a aquellas que dieron lugar a mas problemas. Se puede encontrar esta
idea ilustrada en la Figura 2.15.

Datos Maés peso en errores
® o
° ° °
R ° —_— . ° Modelo final
° e )

Figura 2.15: Diagrama que ilustra como los mayores errores reciben més atencién.

Después de su introduccién para problemas de regresién llegaron més modificaciones que potenciaron
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su uso en este campo. Destacamos por ejemplo la variante conocida como Stochastic Gradient Boosting,
cuya unica modificacién con respecto al Algoritmo 2 llega en la primera linea dentro del bucle, en
la que al hacer el ajuste del nuevo arbol a los datos de entrenamiento buscando la prediccion de los
residuos pertinentes, no se considera toda la muestra de entrenamiento, sino que se selecciona al azar
un subconjunto de la misma. Mas mejoras fueron llegando, que hacian que el boosting fuese cada vez
més competitivo en la practica, hasta llegar al método que se ha seleccionado para el ajuste de los
datos en este documento, el Extreme Gradient Boosting, o XGBoost.

2.4.1. XGBoost

Como comentamos anteriormente, el algoritmo de boosting seleccionado para su implementacién
practica es el XGBoost. Este es un algoritmo que ha obtenido muy buenos resultados en la practica,
como podemos ver en Makridakis et al. (2022), y por ello le dedicaremos esta subseccién.

A lo largo de la seccién hemos podido ver el funcionamiento bésico del boosting aplicado a problemas
de regresion tomando arboles de decisién, pero lo interesante ahora es entender qué mejoras aporta
XGBoost sobre esta base, que la conviertan en una opcién tan interesante, y que hace que ofrezca
un rendimiento tan competitivo con respecto a sus homologos, a pesar de que, como veremos, su
complejidad sea mayor.

Ademads de las modificaciones previamente mencionadas, como la aleatoriedad aportada por el Sto-
chastic Gradient Boosting, el Extreme Gradient Boosting introduce una funcién objetivo compuesta
esencialmente por dos partes. Por un lado tenemos una funcién de pérdida que mide la bondad del
ajuste a los datos como la que pudimos ver en la Ecuacién (2.8), L(f), pero por otro lado se afiade un
término de regularizacién, denotado por €(f), que penaliza la complejidad del arbol, tratando asi de
paliar el sobreajuste. La expresién explicita de este ultimo seria:

1
O(f) =T + S

Fijémonos en la expresién asociada a Q(f). Vemos que el pardmetro -, que junto a A, representan
los parametros de regularizacién, acompana al niimero total de nodos terminales que posee el arbol,
denotado por T'. De esta forma, estamos penalizando los drboles muy profundos. El vector w, por su
parte, contiene los pesos de los nodos terminales y cumple que w; € R. Al multiplicarlo por el pardmetro
A penalizamos las hojas con pesos extremos, por lo que, de no existir, un solo nodo terminal podria
tener asociado un peso enorme para tratar de ajustar un valor atipico, provocando un sobreajuste.

Sin embargo, donde XGBoost marcé la verdadera diferencia fue en el proceso de optimizacién. Mientras
que el Stochastic Gradient Boosting al uso realiza un descenso de gradiente de primer orden, XGBoost
incorpora un desarrollo de Taylor de segundo orden, logrando asi una convergencia al é6ptimo maés
eficiente.

Ahora deseamos formalizar este proceso, por lo que denotemos por {( f)(b) la funcién objetivo en la
iteracion b. Recordemos que esta incorpora tanto la funcién de pérdida vista en la Ecuacién (2.8), como
el término de regularizaciéon, asociado a la iteracién considerada. Como veremos a continuacién, en
la iteracién b supondremos que las predicciones asociadas a la iteracién anterior son conocidas, y las

L (b—1 . [ . N,
denotaremos por yl( ) En consecuencia, tal y como adelantdbamos previamente, la optimizaciéon en

la iteracion actual se centra en hallar el nuevo arbol, f°, empleando el gradiente, g;, y la hessiana, h;,

que representan la primera y segunda derivada de la funcién de pérdida de la Ecuacién (2.8) evaluadas

. . . L (b—1 . . .
en las predicciones de la iteracién anterior, yf ). La necesidad de plantear una aproximacion de este

estilo viene de la dificultad derivada de optimizar de forma directa una funcién objetivo compleja como
la que se acaba de plantear. En concreto, en la Proposicién 2 podremos ver que la funcién objetivo
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general puede aproximarse mediante una forma cuadratica que nos permitird obtener la estructura del
arbol de una forma maés eficiente.

Proposicién 2. En cada iteracion b, el algoritmo XGBoost selecciona el drbol f° que minimiza la
aproximacion de Taylor de sequndo orden de la funcion objetivo global, definida como:

n

UH® = D losf ) + Gha7 ()] + S,

i=1

donde g; y h; son el gradiente y la hessiana de la funcion de pérdida vista en la Ecuacion (2.8),
respectivamente.

Demostracion. Hasta el momento hemos trabajado con algoritmos que emplean solamente la apro-
ximacién de Taylor de primer orden (el gradiente) junto con la funcién de pérdida que pudimos ver
anteriormente. Consideremos ahora una nueva funcién objetivo que ailade a la misma un término de
penalizacién por complejidad:

I(f) = ZL(yi,f(l”i)) + ZQ(fb)»

donde, como hemos visto antes:
1
Qf) =T + ALl

Como hemos podido ver a lo largo de la seccion, el boosting se entrena de forma aditiva, y el XGBoost
no serd distinto. Por este motivo, podemos definir la prediccién de la i-ésima observacién en la iteracion
b como sigue.

(b A(b—1
90 =90 + ().
Sustituyendo esto en la funcién objetivo general I(f), obtenemos la expresion relativa al paso b.

AP =3 Ly, "™ + fox:) + Q). (2.9)

i=1

Notemos que aunque la funcién objetivo global regulariza todos los arboles (Q(f)), en el proceso de
optimizacion asociado a la iteracién b solamente nos interesa el término de regularizacién asociado
al drbol correspondiente a la misma, ya que los términos asociados a drboles (iteraciones) previos se
mantienen constantes. Ahora podemos realizar el desarrollo de Taylor de segundo orden sobre la funcién
de pérdida en la expresién anterior. Para ello, considerando nuestra funcién L, tomando como punto
base la prediccién de la iteracién anterior, =), y f¥(z;) como incremento, llegamos a:

oL 1 0*L
ag(bn] fai) +5 la(ywn)g] (f*(@:))*.

7

Ly, 079 + fo(2:) ~ Ly, 97 +

Ahora sustituyendo las derivadas como g; (el gradiente) y h; (la hessiana), la expresién nos queda:

L, 30+ ()~ L i) + i) + gha( 7).
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Por ultimo, sustituimos esta expresién dentro de la funcién objetivo original, I( f )(b):

n
L (b—1 1

O = 3 [+ 007w + Sl )| + 04

i=1

Observemos ahora un hecho clave y es que nuestro objetivo en la iteracién b es encontrar el mejor drbol
f°. Por lo tanto, cualquier término que no dependa del mismo se podra asumir constante. Fijémonos por
ejemplo en L(y;, gjfb_l)), que representa el término de error del modelo hasta el paso anterior. Resulta
evidente que ya no podemos cambiarlo, es un niimero fijo, y dado que al minimizar una funcién las

constantes no influyen, lo eliminamos para simplificar los calculos:

n

UH® = Yl () + Shals )] + 97,

i=1

donde g; = 0y-1) L(y;, 71 representa el gradiente y h; = 8§(b,1>L(yi, §®=1) 1a hessiana, tal y como
queriamos demostrar. O

Cabe destacar que se ha omitido la presencia de 7 en el desarrollo de Taylor siguiendo la légica
expuesta en Chen y Guestrin (2016), donde la fase de optimizacién y de actualizacién se tratan
como pasos independientes, permitiendo asi simplificar el desarrollo algebraico expuesto. Notemos
que la optimizaciéon de Taylor ya nos da la direccién de méximo descenso, mientras que 7 seria un
hiperparametro de control.

Observemos ahora un hecho interesante, y es que la expresién en la Ecuacién (2.9) lo que hace es
evidenciar que, al igual que ocurria con el boosting visto anteriormente, esta nueva variante también se
centra en sumar la funcién f, que mas mejora nuestro modelo, de forma avariciosa. Ahora, la Figura
2.16 nos ilustra la relacion que guarda el arbol con la funcién objetivo regularizada en cada iteracién
del método.

[Minimizar ob jetivo]

Figura 2.16: Diagrama que ilustra la correspondencia entre el arbol f; y la funcién objetivo regularizada
en XGBoost usando la aproximacién de Taylor de segundo orden.



Capitulo 3

Redes Neuronales

En el Capitulo 2 se revisaron modelos y técnicas de machine learning que ofrecian diversas ventajas
sobre los modelos clasicos. Cada uno con caracteristicas propias, se convierten en una opcién muy
interesante para el investigador. En el Capitulo 3 tomaremos otro camino hacia metodologias que
si bien comparten cualidades y objetivos con los anteriores, son diferentes en muchos aspectos. En
particular en esta seccion se estudiara la piedra angular del deep learning, las redes neuronales. Primero
revisaremos las mas simples, e iremos motivando la necesidad de ir recurriendo a opciones mas complejas
para llegar a los objetivos deseados. Por otra parte, tal y como hemos hecho a lo largo de todo el
documento, indicamos que las referencias que se han consultado para la obtencién de la informacién
que se puede encontrar en este capitulo han sido: Fernandez-Casal et al. (2024), James et al. (2023),
Joseph (2022), Kulkarni et al. (2025), GeeksforGeeks (2026), ultralytics (2026a), Goodfellow et al.
(2016), GeeksforGeeks (2025b), Jain (2024), ZeroMathATI (2026), ultralytics (2026b), Srivastava et al.
(2014) y Huet (2024).

Las redes neuronales son una metodologia adecuada para abordar problemas que posean una estructura
subyacente compleja, capaces de captar patrones internos dificiles de percibir para el ojo humano. Con
un nivel de especializacién regulable a través del nimero de capas de procesamiento y unidades dentro
de las mismas, fijadas de antemano por el investigador, resultan ser modelos hiperparametrizados
y de baja interpretabilidad, cuyo funcionamiento se ve potenciado cuanto mayor es el conjunto de
datos disponible. En la Seccién 3.1 se estudiard la arquitectura mas sencilla y mas conocida de las
redes neuronales, la Feed-forward network. Después, motivaremos la necesidad de la disponibilidad de
memoria en las redes neuronales que utilicemos para el modelado de series de tiempo, por lo que en la
Seccién 3.2 se encontrard el estudio de las redes neuronales recurrentes, que nos ayudan a suplir esta
carencia de las primeras. En la Seccién 3.3 se revisara la arquitectura LSTM, que es una versién mas
moderna y refinada de las redes neuronales recurrentes clasicas, para finalmente concluir el capitulo con
la Seccién 3.4, en la que se estudiard la arquitectura GRU, que propone ciertas mejoras con respecto a
la de la seccién previa.

3.1. Feed-forward network

Comencemos hablando de la red neuronal més basica, la conocida como feed-forward network o FFN
para abreviar. La idea que reside tras la FFN es la de tomar un vector de dimensién fija como input
y procesarlo hacia delante, a través de un niimero determinado de capas ocultas que nos terminan
proporcionando el resultado o salida deseada, a través del nodo final. A continuacién mostramos un
esquema de esta arquitectura.
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Figura 3.1: Arquitectura de una red neuronal feed-forward con tres capas ocultas.

Como se observa en la Figura 3.1, la arquitectura de las FFN destaca por su flujo unidireccional, en el
que todos los nodos de la capa previa estdn conectados a todos los nodos de la capa posterior. A la
primera capa se le conoce como capa de entrada o input layer y a la Gltima como capa de salida o output
layer y es a través de la cual nos llegara el resultado buscado. Todas las capas intermedias se conocen
como capas ocultas o hidden layers, y son en las que se va realizando un procesado automatico de los
datos centrandose de forma sucesiva en los aspectos relevantes de los mismos. Una de sus debilidades es
que conforme aumentan las capas se hace mas dificil la interpretaciéon del modelo, hasta convertirse en
una auténtica caja negra. Por ultimo, tenemos los nodos azules con una b dibujada dentro. Estos son
los nodos de sesgo, cuya funcién seria la de otorgar una flexibilidad a la red. Podemos apreciar que en
la Figura 3.1 se ha optado por ejemplificar esta arquitectura con tres nodos de entrada (inputs), tres
capas ocultas con cuatro nodos cada una, y un unico nodo de salida. A continuacién profundizaremos
en estas explicaciones, centrandonos la formalizacién matematica de las mismas.

El caso mas sencillo de la FEN se da cuando esta tiene una tinica capa oculta, con un nimero de nodos
que supondremos igual a M. Cada unidad oculta, h,,, que es como se suele llamar a los nodos de la
capa oculta, es una variable resultado de combinar linealmente las p variables predictoras con unos
pardmetros w;,, (los pardmetros wo,, son los asociados al sesgo), posteriormente transformada por una
funcién no lineal que denotaremos por ¢, denominada funcién de activacién. Se suele tomar la funcién
logistica, aunque también es comin optar por la funcién bisagra, denominada ReLU (Rectified linear

unit), que se define como sigue:
r six >0,
(2)+ = {

0 siz<0.

Asi, cada unidad oculta seria de la forma siguiente.
hin (%) = ¢ (Wom + WimT1 + -+ + WpmTp) -

En el caso de estar ante un problema de regresion, que es el que nos plantean las series de tiempo, el
modelo final es una combinacién lineal de las variables ocultas:

f(x) =90 +7h1(x) + -+ yarha (x). (3.1)

Es habitual también considerar una funcién de activacién en el nodo final, para adaptar la prediccién a
distintos tipos de respuestas.

Dediquemos un momento a pensar en la no linealidad de las funciones de activacién. Si queremos que
nuestra red neuronal cumpla objetivos complejos, es una condicién indispensable que las funciones de
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activacién sean no lineales ya que, mateméaticamente, una combinacién lineal de combinaciones lineales
sigue siendo una combinacién lineal. En consecuencia, una red de, supongamos, cinco capas intermedias,
equivaldria a una de una sola capa que solo podria separar datos con lineas rectas. Es mas, como se
puede ver en el Teorema 1 de Cybenko (1989) una capa oculta es suficiente para aproximar cualquier
funcién continua en un conjunto compacto usando funciones de activacion sigmoideas, a pesar de que
no se especifica el nimero de unidades ocultas o la forma de encontrar los pesos exactos. Este resultado
fue posteriormente extendido en Hornik (1991), donde ya no se menciona la necesidad de funciones
sigmoideas, sino simplemente acotadas y no constantes. Notemos que esto implicitamente se refiere
a funciones esencialmente no lineales, ya que es sencillo comprobar que si una funcién es lineal y no
constante, entonces no puede ser acotada. Sin embargo, existen casos donde estd justificado el uso de
las funciones de activacion lineales, como por ejemplo en la capa final cuando se trata de predecir un
resultado relativo a un problema de regresion.

Para obtener un mejor rendimiento en términos de memoria requerida y eficiencia, el algoritmo va
tratando los datos por bloques de, por ejemplo, 32 o 64 datos, a los que llamamos batches. Recibe el
nombre de epoch cada vez que el algoritmo completa el procesado de todos los datos. A este enfoque,
que es quiza el mas habitual, se le llama Ming batch gradient descent, y se puede considerar un punto
intermedio en un espectro donde en el extremo izquierdo (tomar tinicamente un dato por iteracién) estd
el conocido como Stochastic gradient descent, que genera iteraciones muy rapidas pero mucho ruido y
en el extremo derecho (tomar todos los datos) estd el Batch gradient descent, que es muy lento y gasta
mucha memoria, pero es mas estable.

A continuacién daremos una idea simplificada del proceso que sigue el ajuste de una red neuronal
incorporando esos nuevos términos. Primero se ha de dividir la totalidad de los datos en batches. Cada
uno de ellos daréd lugar a una iteracién del método y para cada una realizamos el forward, es decir, el
proceso hacia delante hasta llegar a la predicciéon. Una vez se llega a la misma calculamos la pérdida, y
con ella hacemos el backward, a partir del cual se obtiene el gradiente. Después, actualizamos los pesos
asociados al modelo como la diferencia entre los pesos viejos y el producto entre la tasa de aprendizaje
y el gradiente obtenido. Realizarfamos este proceso para cada epoch.

La tasa de aprendizaje, que denotamos nuevamente por 7, tiene funciones muy importantes y similares
a las que vimos cuando hablamos del boosting en la Seccién 2.4 del Capitulo 2. Se encarga de controlar
el volumen de la actualizacion y ademas de evitar la divergencia. Con una tasa de aprendizaje muy
alta podriamos perdernos soluciones, pudiendo causar que la pérdida comience a oscilar o incluso que
comience a aumentar de nuevo. Sin embargo, si aumentamos el tamano del batch, deberfamos aumentar
la tasa de aprendizaje. Cuando tenemos un batch pequeno el gradiente serd méas ruidoso que cuando
tenemos uno grande, por lo que se necesita una tasa de aprendizaje mas baja para que este ruido no
desvie a la red del camino que ha de seguir.

Hablemos de los parametros asociados al modelo y el proceso backward mencionado anteriormente.
Lo primero que debemos remarcar sobre este aspecto es algo que ya se mencioné en la introducciéon
del capitulo, y es que las redes neuronales se consideran modelos hiperparametrizados, incluso para el
modelo més sencillo con una cantidad moderada de variables predictoras. La estimacién de los mismos
se realiza minimizando una funcién de pérdida, de forma que se nos permite ver cémo de buenas son
las predicciones de nuestro modelo. Como sabemos, si las predicciones son imprecisas, la funciéon de
pérdida tomaria un valor mayor, que disminuye a medida que estas se van acercando a la realidad.
Ademads, como vimos en la Seccién 2.4, se le suele pedir diferenciabilidad y la suma de los residuos
al cuadrado es una eleccién extendida. Por lo tanto, dadas las observaciones (z;,y;),i = 1,...,n,y
denotando por 6 = (w,~), podriamos ajustar el modelo resolviendo un problema de minimos cuadrados
no lineal como el que se muestra a continuacién.

0

R(6) = min % > (i - fa)) (3.2)
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donde f(x) es la vista en la Ecuacién (3.1). La solucién exacta del problema suele ser imposible en la
practica, al tratarse de un problema no convexo, por lo que se ataca mediante un algoritmo heuristico
de descenso de gradiente, llamado en este contexto backpropagation. Este algoritmo representa una
estrategia para resolver el problema de la atribucion del error. La logica que sigue es la de propagar el
residuo observado en la salida hacia atras, a través de las capas de la red, para determinar cuanto ha
contribuido cara parametro al error total. Como veremos un poco més adelante, esta distribucion se
lleva a cabo al aplicar la regla de la cadena sobre la funcién de coste.

El algoritmo de backpropagation normalmente convergera a un 6ptimo local, siendo rara la convergencia
a uno global, por lo que es muy sensible a la solucién inicial, que cominmente se selecciona de forma
aleatoria con valores préximos a cero. Otro problema asociado a la heuristica de tipo gradiente es que
se ve afectada de forma negativa por la correlacién entre predictores. Cuando las correlaciones son muy
altas, es usual preprocesar los datos, ya sea eliminando variables predictoras o utilizando componentes
principales. A continuacion, se presenta de manera formal la descomposicién del gradiente de la funcién
de coste, lo que permite observar como la regla de la cadena actiia como un mecanismo de asignacién
de residuos.

Proposicion 3. Para un modelo de red neuronal con arquitectura multicapa, el cdlculo del gradiente
de la funcidn de coste asigna de forma proporcional una fraccion del residuo de prediccion y; — f(x;) a
cada pardametro del sistema.

Demostracion. El problema que se presenta es el de encontrar las direcciones en las que mover 6 de
forma que disminuya el objetivo en la Ecuacién (3.2). Denotemos por 6, el valor del que disponemos
actualmente del conjunto de pardmetros del modelo. El gradiente de R(f) evaluado en el mencionado
valor actual es el vector de derivadas parciales siguiente.

OR(0)

VR(em) = W\G:G 5

donde el subindice denota que el vector de derivadas parciales, una vez calculado, esta evaluado en el
valor de los parametros del que disponemos actualmente. Esto nos proporciona la direccién de maximo
ascenso del espacio en cuestiéon. Dado que la idea del descenso de gradiente es mover ligeramente el
vector de parametros en la direccién opuesta, hacemos lo siguiente.

Omi1 = O — NV R(0).

En la ecuacién previa, n representa la tasa de aprendizaje, y para un valor lo suficientemente pequeiio
de la misma, se producird una disminucién del objetivo R(f). Como veremos mds adelante, el clculo
del gradiente resulta ser bastante sencillo, incluso para redes con estructuras més complicadas, debido
a la regla de la cadena. Como la funcién en cuestién es un sumatorio, su gradiente también lo serd pero
sobre las n observaciones, por lo que nos centraremos principalmente en el término siguiente:

2

M P
1
Ri(0) = S| ¥~ E Ym® | wom + E Wim T4
m=1 j=1

Para simplificar las expresiones, consideremos: z,,; = wWom + Z;’:l Wjmij. Ahora, podemos derivar
primero con respecto a Yp,:

OR;i(0)  ORi(0) Of(x;)

Mm  Of(x))  Ovm = —(yi = f(@:) - P(zmi). (3.3)
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Ahora, con respecto a wjm:

ORAO) _OR(0) Df(r)  D0(im) D

= _(yi - f(xz)) *Ym (b/(zmi) * Lig- (34)

Notemos que las dos expresiones a las que hemos llegado contienen el residuo y; — f(z;). Esto apoya
lo que comentamos previamente, ya que observemos en la Ecuacién (3.3) que una fraccién de este
residuo se atribuye a cada unidad oculta, regulado por el valor de ¢(z,;). Después, la Ecuacién (3.4)
nos permite ver una atribucién similar para la entrada j a través de la unidad oculta m. Por lo tanto,
acabamos de comprobar mateméticamente que el cilculo del gradiente asigna una fraccion del residuo
a cada uno de los pardmetros mediante la regla de la cadena, tal y como hemos comentado cuando
hemos esquematizado el proceso. O

Por otra parte, como hemos indicado anteriormente, las redes neuronales son modelos hiperparame-
trizados, por lo que tienen una gran tendencia al sobreajuste. Una forma de lidiar con este problema
es penalizar el nimero de parametros. En este contexto recibe el nombre de reducciéon de los pesos o
weight decay:

M p M
. 2 2
min RSS + X E E Wi + E Y
m=1 j=0 m=0

El pardmetro regularizador, denotado por A, suele seleccionarse por validacién cruzada, confiando en
que seleccione un valor que fuerce que un nimero considerable de parametros sean nulos. Ademas, hay
que tener en cuenta que al depender la penalizaciéon de una suma de pesos, es esencial que estos sean
comparables, es decir, estén en escalas similares, para lo que se debe reescalar las variables predictoras
antes de ajustar el modelo.

Ademads de la anterior, existe una nueva y eficiente forma de regularizar llamada dropout. Inspirada
en el random forest, visto en la Subseccién 2.3.1 del Capitulo 2, la idea se basa en suprimir de forma
aleatoria una fraccién, J, de las unidades de una capa al ajustar el modelo, llevindose a cabo de forma
independiente cada vez que una observacién de entrenamiento es procesada. Las unidades restantes
suplen a las suprimidas y sus pesos se escalan por un factor de 1/(1 — ) para compensar. Lo que se
consigue evitar con esta medida es que ciertos nodos se especialicen demasiado. En la préactica esto se
lleva a cabo fijando a cero de forma aleatoria las activaciones de las unidades descartadas, manteniendo
intacta la arquitectura de la red. Se proporciona una representacién grafica para ilustrar este concepto.

Figura 3.2: Comparacién entre la arquitectura original (izquierda) y el efecto de dropout (derecha)
durante el entrenamiento.

La Figura 3.2 nos permite ver la diferencia entre ambas situaciones durante el entrenamiento. Esta
puntualizacién es importante, ya que si bien durante el entrenamiento se lleva a cabo la técnica como
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hemos explicitado, durante el test no se realiza el dropout. Lo que se hace, en su lugar, es modificar los
pesos. Si una unidad se retuvo con probabilidad p durante el entrenamiento, sus respectivos pesos se
multiplicaran por p durante el test. Ilustramos esto en la Figura 3.3.

Entrenamiento: Prob. p de estar. Peso w. Test: Siempre presente. Peso pw.

Figura 3.3: Regla de escalado de pesos durante el test.

Las implicaciones que esto tiene sobre la backpropagation son las mas légicas dadas las modificaciones
realizadas. Centrémonos en un batch (después esto se extiende a cada uno de ellos, como ya se explico
anteriormente) concreto, en el que supongamos que hay un ntmero D de observaciones. Cada una de
esas D observaciones ha visto una red diferente, por lo que, a la hora de realizar la backpropagation, si
un dato no ha visto un pardmetro, aporta con gradiente nulo a la actualizacién del mismo. Después se
promedian los resultados dentro del batch y se actualizan los pesos de la red completa.

Una vez sentadas las bases matematicas de las FFN para el caso en el que solo contamos con una capa
intermedia (a pesar de que la técnica del dropout se explicd en un contexto general de varias capas),
podemos extender las nociones para una red con la misma arquitectura pero mas capas ocultas. Esta
extension es necesaria, ya que las redes neuronales modernas tipicamente tienen mas de una capa oculta
y varias unidades ocultas en cada una de ellas. Como vimos en Hornik (1991) y Cybenko (1989), una
red con una Unica capa y un numero suficiente de unidades ocultas es capaz de aproximar la mayoria
de funciones, sin embargo, la tarea de dar con una solucién satisfactoria se hace més sencilla con un
numero mayor de capas intermedias, cada una de ellas con un niimero mas modesto de unidades ocultas.

A continuacion exponemos las ecuaciones asociadas a un modelo FFN multicapa. En particular, las
asociadas a las capas ocultas, permitiéndonos ver cémo se asocian unas con otras y haciendo evidente
ademds la magnitud del ntimero de parametros que maneja este modelo.

P

Capa Oculta 1: hg) =¢ wé},)l—i-Zw](-axj , m=1,...,M
j=1
My

Capa Oculta 2: h,(f) =¢ <w(()i) + Z wfj,lh@) , k=1,..., M,
m=1
My

Capa Oculta 3: hl(g) =¢ (wé?) + Zw,g)h,(f)) , l=1,...,M;
k=1

M3
f(x) =0+ Z’Yzhl(g)
=1

Por supuesto, el resultado y la estructura se pueden extender para el caso de una red neuronal con
un namero mayor de capas ocultas. En este caso, explicitamos las ecuaciones asociadas al ejemplo
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que podemos ver en la Figura 3.1 ya que no se pierde generalidad y se considera mas ilustrativo. En
adelante, consideraremos el mismo niimero de capas para presentar los conceptos que siguen.

La logica que hay tras esta extensién que estamos estudiando ahora, es la misma. Tanto en lo referente
a propiedades del modelo, como al ajuste de los parametros. El entrenamiento de redes profundas sigue
el mismo principio de backpropagation detallado para el caso de una FFN con una sola capa oculta. La
unica diferencia es que el error se propaga recursivamente a través de varias capas ocultas en lugar de
una aplicando, como dijimos anteriormente, la regla de la cadena sucesivamente desde la salida hasta la
entrada.

Proposicién 4. En una red neuronal con miltiples capas ocultas, la atribucion del error se mantiene
y se generaliza de forma recursiva. Fl cdlculo del gradiente asigna a cada pardmetro una fraccion del
error de prediccion, comenzando por la ultima capa oculta y retrocediendo hacia las anteriores.

Demostracion. Recuperemos el objetivo R(f) que se desedbamos minimizar en el caso de una sola
capa oculta, y extenddmoslo al caso que tenemos actualmente, con tres capas ocultas. Ahora debemos
considerar la ecuacién que se puede encontrar a continuacién, que presenta claras analogias en la forma
con la asociada a una sola capa.

1 Ms Mo 2
3 3), (2

Ri(0) = 3 <yi - — ZWS <W((Jl) + Zwl(cl)hz('k)>> .
=1 k=1

Nuevamente, simplifiquemos la expresién anterior mediante el siguiente cambio de notacién:

Mo
3 3 3), (2
Zi(l) = W((Jl) + Zwl(cl)hgk)
k=1

Primero, derivemos con respecto a v;:

) SH O (i ) 0L, 35)
Ahora derivamos con respecto a w,(;’):
ORi(6) _ OR(0) Of(w:) 06(z;) 0z (i — f@) - & () - hD (3.6)
= ) ) ) = —(y; — D) - niY. )
8@,(3) Of (xi) 8¢)(zi(l3)) 82513) &u,(j) : g

Se puede apreciar otra vez que las dos expresiones a las que hemos llegado contienen el residuo y; — f ().
Esta vez, se puede observar en la Ecuacién (3.5) que una fraccién de este residuo se atribuye a cada
unidad oculta de la ultima capa, regulado por el valor de qb(zl(l?’ )). Después, la Ecuacién (3.6) nos
muestra una atribucién similar para la activacién k de la capa anterior a través de la unidad oculta
l. Las analogias entre ambos casos son méas que evidentes, y si se desease extender a un caso con un
numero tanto mayor como menor de capas intermedias, resulta inmediato. O
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3.2. Recurrent Neural Networks

La arquitectura vista en la seccién previa representa la base sobre la que construir lo que ha ido llegando
posteriormente. Como es légico, este tipo de redes neuronales se ha topado con ciertos problemas con los
que no son capaces de lidiar de forma satisfactoria, haciendo que necesitemos expandir nuestras miras y
conocimientos. Como ejemplo podriamos pensar en el campo del reconocimiento de imagen y video.
El desarrollo principal en este campo ha llegado de la mano de las redes neuronales convolucionales
(CNN), que no abordaremos en este documento, pero pueden verse como redes neuronales para el
procesamiento de datos en una rejilla.

Se sabe de la existencia de multiples fuentes de datos que son secuenciales en la naturaleza, y que
requieren de un tratamiento especial en la construccién de modelos predictivos. Podriamos pensar por
ejemplo en documentos, como libros o resenas. La secuencia y posiciones relativas de las palabras en
un documento captan la narrativa, tema y tono y pueden ayudar en tareas como por ejemplo la de
clasificacion del tema que se trata en el documento, andlisis del sentimiento que quiere transmitir el
autor o incluso traduccién de idiomas.

Por ultimo, consideremos el ejemplo que mas nos interesa dado el objetivo del estudio, las series de
tiempo. Estas son otro ejemplo claro de datos secuenciales. Ya sean series de tiempo asociadas a factores
climatologicos, a través de las que queremos predecir el tiempo meteorolégico dentro de unos dias, o
series de tiempo financieras, por ejemplo, que a pesar de ser de dificil predicciéon pueden dar lugar a
resultados razonables. Para todas estas hacen falta redes neuronales que posean una memoria para
captar el caracter secuencial de los datos, y las que hemos estudiado en esta seccién se quedan cortas
en este aspecto. Por este motivo, vamos a redirigir el rumbo del estudio hacia nuevas arquitecturas
que nos ofrezcan este tipo de funcionalidades. En particular, en adelante nos centraremos en las redes
neuronales recurrentes (RNN por sus siglas en inglés), que son las predominantes en el campo de estudio
en el que nos estamos enfocando.

Como deciamos, las RNN, son una familia de redes neuronales disenada especificamente para el
manejo de datos sencuenciales, a la que se le ha de proporcionar precisamente una secuencia, que
podemos denotar por X, como objeto de entrada. Se puede pensar a modo de ejempo en un corpus
de documentos. Cada documento se puede representar por una secuencia de, digamos, L palabras, de
forma que X = {X1, Xa,..., X1}, donde cada elemento representa una palabra. La posicion relativa
de las palabras, asi como el orden en que vienen dadas, proporcionan al escrito un sentido seméantico.
Las redes neuronales recurrentes estan disefiadas para lidiar y sacar partido al formato secuencial de
los datos de partida y producir una salida que puede ser tanto una nueva secuencia, como ocurre en la
traduccion de textos, como un escalar, como la etiqueta binaria sobre el sentimiento producido por algo
plasmado en una resena: me ha gustado o no me ha gustado. A continuacion ilustramos graficamente la
arquitectura de este tipo de redes, que nos ayudard a visualizar mejor la forma en la que esta trabaja
sobre estas sencuencias de datos.
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Figura 3.4: Arquitectura de una red neuronal recurrente (RNN). De izquierda a derecha: forma compacta
con bucle y forma desdoblada a través del tiempo.

La estructura mostrada en la Figura 3.4 presenta una tnica capa oculta, por lo que se trata de un
ejemplo sencillo. Se puede apreciar que como entrada se proporciona la secuencia X = {X;, Xo,..., X}
que antes representaba las palabras de nuestro documento, pero que en un futuro serd la serie de tiempo
sobre la que queramos aprender y predecir. Es importante destacar que cada elemento X, es un vector
en s mismo que contiene la informacién deseada. Asi como el niimero de vectores, L, puede variar (una
oracién puede tener 5 palabras, y otra 10), la dimensién del vector es fija, y serd la misma para todos.

Para entender esto bien necesitamos una nocién de la estructura interna de los vectores, que varia con la
naturaleza del problema considerado. Siguiendo con el ejemplo de las palabras, en este caso es habitual
que el vector X, se presente como un Word Embedding. Esto es, un vector denso de niimeros reales con
una dimensién determinada, donde cada niimero representa una caracteristica semantica aprendida de
la palabra. En el caso del ejemplo que méas nos interesa, las series de tiempo, seria un vector donde cada
elemento representa una caracteristica medida en ese instante de tiempo. Por ejemplo, para datos de
exportaciones, podriamos tener un vector de dimensién tres, donde la primera componente representa
el arancel promedio en el instante de tiempo considerado, la segunda el tipo de cambio en el mismo
instante de tiempo y la tercera el PIB del pais al que se exporta, en el mismo instante de tiempo.

A medida que esta secuencia se procesa (cada vector de forma individual), la red actualiza las activaciones
Ay de la capa oculta, tomando tanto el vector de entrada X, como la activacién anterior A;_; del paso
previo de la secuencia. Como se puede apreciar también en la Figura 3.4, cada una de las activaciones
de la secuencia {A,}L | = {A1, Aa,..., A} produce una prediccién, Oy, para Y, siendo la tltima, O,
la principal.

Centrémonos ahora en entender matemaéaticamente lo que estd ocurriendo. Supongamos que cada
vector X, tiene p componentes XZT = (X1, Xp2,...,Xep), y la capa oculta posee K unidades Ag =
(An, Apa, ..., Ask). Cada una de estas unidades se especializa en detectar algo distinto. Cuanto
mayor sea K, mas memoria y capacidad de entender relaciones complejas tiene la red, pero hay que
tener cuidado con seleccionar un valor demasiado alto, ya que esto podria derivar en un tiempo de
entrenamiento muy elevado, asi como en un mayor riesgo de sobreajuste. Observemos la matriz W, que
contiene un total de K x (p + 1) pesos compartidos wy; para la capa de entrada. De forma similar, U
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es una matriz K X K de pesos urs para la comunicacién interna entre las activaciones y B es un vector
de pesos de longitud K + 1 que contiene los pesos [ para la capa de salida. Por lo tanto, se pueden
enlazar estos conceptos mediante la férmula siguiente.

p K
A =g | wro + ZwijZj + ZuksAzq,s

j=1 s=1

Esta es una representacién compacta de lo que ocurre en el proceso. Veamos el funcionamiento interno.
La parte que esta dentro de la funcién g, se llama la pre-activacion. Podemos denotarla por ag; de
forma que:

P K
age = wio + Y Wi Xoj + > uksAe1,s. (3.7)

7j=1 s=1

Esta pre-activacion es una combinacion del impacto del pasado, Ay_1, ponderado por U e impacto del
momento actual, X,, ponderado por W. Después, esta pre-activacion se pasa por una funcién g, que
suele ser la tangente hiperbdlica, de forma que se comprime el valor de la misma al intervalo [—1,1].

P K
Ag, = tanh(ag) = gla) = g | weo + Y wi; Xoj + > ursAe 14 |

7=1 s=1

llegando nuevamente a la expresién que teniamos de inicio. De esta forma, gracias a la tangente
hiperbdlica, si ag, es un valor muy grande o muy pequenio, se saturard en el 1 o —1 respectivamente.
Ademsds, pequenios cambios en ag, no afectaran a Ag. Asi, la salida es de la forma siguiente.

K
Op = Bo + ZﬂkAék-
=1

Por otra parte, notemos que estamos usando los mismos pesos W, U y B para cada elemento de la
secuencia. Esta es una caracteristica que presentan las RNN, denominada uso compartido de pardmetros.
Ademas de un efecto regularizador, en el sentido de que se restringe el modelo al uso del mismo conjunto
de pesos para multiples tareas, el uso compartido de parametros nos permite extender y aplicar el
modelo a ejemplos de diferentes formas. Las RNN pueden procesar secuencias de mucha mayor longitud
gracias a esto. En conclusion, resulta evidente que a medida que procedemos desde el comienzo hasta
el final, las activaciones A, acumulan un historial de lo que han ido viendo, de forma que el contexto
aprendido pueda ser usado para la prediccion.

En cuanto a la cuantificacién del error, o lo que es lo mismo, la diferencia que hay entre Oy, e Y ilustrado
en la Figura 3.4, tenemos que en problemas de regresion solo implica a la salida final O, indicando
que las salidas intermedias no se utilizan explicitamente. Aun asi, cuando ajustamos el modelo cada
elemento X, de la secuencia de entrada contribuye a O, a través de la cadena vista en la Figura 3.4,
y como consecuencia de esto también contribuye al aprendizaje de los pardmetros compartidos, W,
U y B, mediante la funciéon de pérdida gracias a la técnica de backpropagation. Si tenemos n pares
de secuencias de entrada/respuestas, (X;,Y;), los pardmetros se buscan mediante la minimizacién del
siguiente sumatorio:

2

3
S
N

L K P K
Z(Yz‘ —0;1) = Yi— | Bo+ Zﬁkg Wro + ZwijiLj + Zuk‘sAi,L—l,s
j=1

i=1 i=1 k=1 s=1
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No obstante, conviene hacer una aclaracién, y es que las predicciones intermedias no solamente tienen
una labor implicita dentro de la red, que es el rol principal que les hemos asignado en este texto.
Ademas de ‘funciones acumulativas’ hay determinadas tareas de aprendizaje en las que la respuesta
es también una secuencia, y por lo tanto {O1,02,...,0L} se necesita de forma explicita, como por
ejemplo en labores de traduccién, en las que es necesaria otra secuencia como salida.

Por otra parte, es importante dejar claro que cuando hablamos de backpropagation en el contexto de
las RNN; no es lo mismo que cuando hablamos del mismo concepto en el contexto de las FFN. En la
backpropagation estandar, los gradientes se propagan hacia atrds de una unidad oculta a otra, pero en
el caso de las redes neuronales recurrentes ocurre algo distinto, y es que estos se propagan hacia atras
dentro de una unica unidad, pero a través del tiempo. Se trata de un caso especial de backpropagation
desarrollado para redes neuronales recurrentes, que recibe el nombre de Back Propagation Through
Time (BPTT).

El problema que presenta la backpropagation es que no sabe lidiar con bucles. Solo sabe ir en linea
recta hacia atras para el ajuste de los pesos. Por tanto, para que el algoritmo cldsico funcione, lo que se
hace es desdoblar la serie, convirtiendo este bucle que se puede apreciar en la grafica de la izquierda de
la Figura 3.4 en una linea temporal plana. Al hacer esto, como se puede apreciar en la gréfica de la
derecha de la Figura 3.4, vemos que cada bloque temporal posee dos conexiones de salida, una hacia
el output y otra hacia delante. Por lo tanto, el mismo bloque temporal debe recibir la suma de dos
senales de error cuando se realice el viaje hacia atrds, una del error de prediccién en ese instante de
tiempo y otra del error que ha hecho que arrastren los futuros instantes de tiempo. En esto es en lo
que consiste la idea del BPTT. Primero se realiza el paso hacia delante o forward, al final del cual se
lleva a cabo la prediccién y se mide el error. Posteriormente se toma este error y se envia hacia atras.
Por ultimo, solamente queda modificar los pesos acorde a los gradientes calculados, de forma que estos
se actualizan una sola vez. Si se desea més informacién o las ecuaciones explicitas de las mismas se
puede consultar Werbos (1990), pero dado que ya se expusieron las asociadas a backpropagation y para
el objetivo que nos ocupa en este momento no son estrictamente necesarias, se proporciona la idea
general, facilitando la referencia por si se desean realizar futuras comprobaciones.

A su vez, existen problemas asociados a esta técnica recientemente presentada, como el desvanecimiento
de gradiente. Este ocurre cuando los gradientes, que en esencia son los que dictan cudnto deben cambiar
los parametros de la red, se vuelven extremadamente pequeiios a medida que se propagan hacia atras.
Dado que, como deciamos, estos gradientes son esenciales para actualizar los pesos del modelo, su
desaparicion significa que los primeros pasos de la red, dejan de aprender. Este fenémeno impide que
el modelo capture patrones complejos en los datos, limitando la profundidad y rendimiento de las
arquitecturas de aprendizaje profundo. Observemos como esto puede afectar de lleno a las RNN ya que
al calcular los gradientes, la derivada de la funcién tangente hiperbdlica se ve implicada, y sabemos que

esta es de la forma: J
e tanh(z) = 1 — tanh?(z),

que siempre es menor que la unidad. Ademés, cuanto mayor sea la magnitud de la activacién, menor
sera este valor. Esto provocara que cuando se propague hacia atrds a lo largo de miiltiples instantes
temporales, los gradientes se hagan mas pequenos de forma exponencial, haciendo que los primeros
contribuyan minimamente a la actualizacién de los pesos. Esto hace que la red olvide dependencias a
largo plazo. Como veremos mas adelante, arquitecturas mas modernas de RNN, como la Long Short
Term Memory (LSTM) y Gated Recurrent Unit (GRU), llegaron para, entre otras cosas, solucionar
este problema propio de las Vanilla RNN, que es como se conoce a las RNN clasicas.

De la misma forma que el gradiente se desvanece, es conveniente tener en cuenta que si se propaga
hacia atrds multiplicindose en miiltiples ocasiones, también puede ocurrir lo opuesto, dando lugar a un
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problema conocido como gradiente explosivo. En este caso, como deciamos, ocurre todo lo contrario, ya
que se produce cuando los valores utilizados para actualizar los pesos de la red se acumulan, volviéndose
excesivamente grandes. Esta inestabilidad impide que el modelo converja, interrumpiendo el proceso de
aprendizaje. Para mitigar este efecto es habitual emplear la técnica de recorte de gradiente, que implica
establecer un valor umbral, de forma que si la norma del vector de gradiente excede este umbral, se
reduce para ajustarse al limite.

Hasta ahora hemos visto redes neuronales recurrentes que poseen una iinica capa oculta. La extensién
l6gica, analoga a la vista para las FFN, seria apilar mas capas unas sobre otras, de forma que estas
se conecten buscando un efecto colaborativo o de sinergia. A este concepto se le conoce como stacked
RNN, y es un modelo especial que cuenta con multiples redes neuronales recurrentes, una en cada una
de las capas. Esto crea una pila (stack en inglés), donde cada capa procesa la secuencia de entrada. A
continuacion, en la Figura 3.5 encontramos una representacién grafica que nos ayudara a entender la
arquitectura de la que estamos hablando.
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Figura 3.5: Esquema de una arquitectura stacked RNN.

La idea que hay detras de esta novedosa arquitectura es que al apilar multiples capas de redes neuronales
recurrentes, una encima de otra, las salidas en cada instante de tiempo se convierten las entradas de la
red de la capa siguiente. Cada capa poseerd una memoria, lo que habilita un aprendizaje jerarquico de
caracteristicas. Este describe la manera en la que los modelos profundos, como el que estamos revisando,
van incorporando informacién cada vez mas compleja, pasando de patrones simples de bajo nivel a
significados estructurados de alto nivel a través de varias capas de procesamiento. Para ejemplificar
esto, se puede pensar en que las primeras capas observan pequenos fragmentos de una pieza, como los
bordes, y poco a poco se llega a las tltimas, en las que se termina reconstruyendo la forma completa
del objeto. Esto les permite aprender y recordar informacién en secuencias més largas. Cuantas mas
capas se anadan al modelo, esta estructura apilada serd capaz de captar informacién cada vez mas
compleja. No obstante, esto también tiene sus limitaciones y es que resulta evidente que si el modelo se
fija y depende de patrones muy especificos, pierde una capacidad de generalizacién que también era
beneficiosa.
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Vamos a tratar de desglosar lo que se puede ver en la Figura 3.5. Lo primero que notamos es que
los pesos asociados a cada capa son diferentes, es decir, cada capa tiene una identidad propia. Por
otra parte, para visualizar como fluye el procesamiento de informacién, lo mas sencillo es pensarlo por
instantes de tiempo. En el primer instante de tiempo, la primera capa recibe la entrada X; y crea su
activacién A}, ponderando con los pesos correspondientes. Por su parte, la segunda capa recibe esta
informacion proveniente de la primera capa y la pondera debidamente para obtener su activacién, para
después pasarlo hacia las capas superiores. En el segundo instante de tiempo, la primera capa recibe Xso
y la informacién de A}, las pondera y le envia la informacién a la segunda capa, que debe ponderarla
junto con la informacién que recibe de la misma capa pero del instante temporal previo. Este proceso
ocurre de forma sucesiva, hasta llegar hasta el dltimo instante de tiempo y la Gltima capa, que nos
proporcionara la salida deseada. Conceptualmente, el ajuste ocurre en diagonal, de forma entrelazada
como acabamos de explicar, pero en la practica es comtn realizar el ajuste por capas, a través de los
instantes de tiempo.

El inconveniente de la arquitectura stacked RNN, ademas de la pérdida de generalizacién debida al
aprendizaje jerarquico de caracteristicas, es que arrastra dos de los problemas de las RNN simples
y los empeora acorde con el niimero de capas que posea. Estamos hablando del desvanecimiento de
gradiente y del gradiente explosivo. Recordemos que estos eran dos problemas que surgian al llevar a
cabo la BPTT. El primero de ellos estaba asociado con una multiplicacién reiterada de valores menores
que uno, provocando que los primeros instantes de tiempo tuviesen poca influencia sobre el resultado
final, mientras que el otro se asociaba con todo lo contrario, el producto reiterado de valores grandes
debidos a los pesos asociados al modelo. Las stacked RNN incrementan drasticamente el niimero de
unidades a través de las cuales debemos realizar la backpropagation provocando una situacion mas idénea
para la ocurrencia de estos problemas. Por este motivo, en la practica esta arquitectura suele usarse
apilando redes neuronales recurrentes de tipo LSTM o GRU, que ya comentamos que implementaban
herramientas para paliar, en particular, el desvanecimiento de gradiente.

3.3. Long Short Term Memory

Como hemos visto a lo largo de la Seccién 3.2, las redes neuronales recurrentes son capaces de trabajar
con datos secuenciales de forma eficiente. De hecho, en teoria también son capaces de capturar las
dependencias a largo plazo de forma satisfactoria, pero el problema es que en la practica esto no tiene
por qué ser asi debido, en particular, a los problemas vistos, como el desvanecimiento de gradiente. En
este contexto aparecen las redes Long Short Term Memory (LSTM), que son un tipo de arquitectura
de red neuronal recurrente capaz de aprender estas dependencias a largo plazo que muchas veces se les
escapan a las vanilla RNN. De hecho, las redes LSTM estan especificamente disenadas para evitar el
problema de las dependencias a largo plazo. Antes de continuar, cabe destacar dos aspectos técnicos. El
primero es que a partir de ahora, por simplicidad, para las dos secciones que quedan, denotaremos los
instantes de tiempo por ¢, en lugar de £. El segundo es que la informacién obtenida para la realizacién
de esta seccién fue obtenida principalmente de las siguientes fuentes: Olah (2015), Leo (2024b) y
Pompas Gutiérrez (2023).

Las redes neuronales recurrentes que hemos estudiado hasta el momento comparten una estructura que
encadena moédulos simples uno detras de otro, como pudimos ver por ejemplo en la Figura 3.4. Hasta
ahora hemos observado la estructura global de como se trasporta la informacién entre los médulos,
pero la clave ahora esta en el interior de dichos médulos A;. Los asociados a las redes vistas hasta
el momento poseen una estructura interna muy simple, como la que se muestra a continuacién en la
Figura 3.6.
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Figura 3.6: Diagrama de la celda de una red neuronal recurrente al uso.

Como vemos en la mencionada Figura 3.6 la estructura interna de las celdas encadenadas es muy
sencilla. Cuando dos lineas convergen denota concatenacién, mientras que si divergen denota que su
contenido ha sido copiado y las copias se dirigen en direcciones distintas. Se puede apreciar que el flujo
proveniente de la celda previa se combina con la entrada correspondiente al instante de tiempo actual,
se pasa por una funcién de activacion que denotamos por ¢, aunque como ya se indicé previamente,
suele ser la tangente hiperbdlica, para después propagar el flujo hacia arriba, si procede, a otras capas,
y al siguiente instante de tiempo.

Las LSTM, a pesar de tener también una estructura en la que se encadenan los distintos médulos,
poseen celdas mas complejas para tratar de solucionar el problema de la memoria a largo plazo. A
continuacion, en la Figura 3.7 mostramos el diagrama de una de las celdas correspondientes a esta
arquitectura para poder entender de qué forma estas mejoran a las vistas en la Figura 3.6.
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Figura 3.7: Diagrama de la celda de una red LSTM.
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La Figura 3.7 puede parecer muy confusa, con muchas cosas pasando simultdneamente. La realidad es
que es muy sencilla y organizada, a pesar de lo que pueda parecer debido al aumento de complejidad
evidente con respecto a la de la Figura 3.6. La clave esta en lo que llamamos estado de celda o “cell
state”, que es la linea horizontal que se mueve por la parte superior del diagrama. Esta hace las veces de
cinta transportadora o memoria a largo plazo, ya que pasa a través de toda la celda (y toda la cadena,
entre celdas) con ciertas interacciones menores, con el objetivo de transportar el contexto general a lo
largo del tiempo. No debemos confundirla con el estado oculto o memoria a corto plazo h;_1, que es la
salida que produjo la celda en el paso inmediatamente anterior.

La red LSTM tiene la habilidad de modificar la informacién que pasa por el estado de celda mediante
las estructuras llamadas puertas o “gates” que se pueden encontrar en la celda recuadradas en rojo.
Estas representan una opcién de dejar pasar informacién y estdn compuestas por una capa sigmoide
y una operacién de multiplicaciéon punto a punto. La funcién sigmoide por la que se pasa cuando la
informacion atraviesa la capa homénima, es de la forma:

1

o) = T

Esta funcién proporciona valores entre cero y uno, describiendo qué cantidad de cada componente se
debe dejar pasar. Un valor de cero indica que no se debe dejar pasar nada de informacién, mientras que
un valor de uno indica que se debe dejar pasar todo. Como podemos ver en la Figura 3.7 una red LSTM
posee tres puertas de este estilo, y a continuaciéon veremos mas en profundidad su funcionamiento.

La primera de las puertas es la que en la imagen denominamos puerta de olvido o “forget gate”. Su
nombre es realmente muy ilustrativo, ya que su funcién es proteger la memoria a largo plazo, haciendo
que esta se deshaga, o en otras palabras olvide, la informacién que ya no es relevante. Analicemos lo
que ocurre dentro para entender cémo logra esto. Podemos ver que la red primero toma la memoria
a corto plazo proveniente de la celda previa y la nueva entrada correspondiente a este instante de
tiempo. Posteriormente, en la capa sigmoide se produce la toma de decisiones, es decir, se decide qué
informacion se queda. Para ello, al pasar estos dos datos por la funcién sigmoide, los transformara en un
vector con valores entre cero y uno al que llamaremos f;. Ahora, para eliminar u olvidar la informacién,
la red toma la memoria a largo plazo y la multiplica por f;. Si el valor de este tltimo era cero, ya que la
sigmoide ha decidido que ya no importa, al multiplicarlo por C;_; esta informacién desaparece. Por el
contrario, si el valor es un uno la mantiene intacta, y si es por ejemplo 0.5 la informacién se desvanece
parcialmente. Formalmente, esto se representaria como:

fe=0(Wy - [hi—1, 2] + by),

donde h;_; es la salida correspondiente a la celda anterior, x; la entrada en este instante de tiempo y
[he—1, x¢] €l vector que los concatena. Ademds tenemos Wy y by, que son la matriz de pesos y el vector
de sesgos asociados a esta puerta, respectivamente.

Una vez realizado el primer paso, llega el momento de decidir qué informacién nueva, de la que esta
pasando en este instante de tiempo, se debe almacenar para producir el nuevo estado de celda que
continuara hacia el siguiente médulo. De esto se encargara una nueva puerta, llamada puerta de entrada
o “input gate”. Este nuevo paso se divide en dos procesos. El primero esta a cargo de la capa sigmoide
que podemos ver dentro de la susodicha puerta, y es el que decide qué valores se deben actualizar.
Se genera un vector que podemos denotar por i; con nimero entre el cero y el uno. Un valor de cero
significa no actualizar, mientras que un valor de uno significa actualizar por completo:

i = o(W; - [he—1, x¢] + b;),
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donde [h;_1,x¢] representa el mismo vector concatenado de antes, y W; y b; la matriz de pesos y el
vector de sesgos asociados a esta puerta, respectivamente. El segundo proceso esté a cargo de la funcién
¢, que sabemos que suele ser la tangente hiperbdlica, y es crear un vector con los nuevos candidatos,
representados por Cy. Tal y como se indicé anteriormente, la ventaja que aporta la tangente hiperbélica
es que empuja los valores dentro del intervalo [—1, 1], ayudando a mantener una estabilidad numérica
dentro de la red: R

Ct = tanh(WC . [htfl, Zl't] + bC),

donde [h:_1,x¢] representa el mismo vector concatenado que en las dos férmulas previas, We y be la
matriz de pesos y el vector de sesgos asociados a esta puerta, respectivamente, pero esta vez observemos
que la funcién por la que se pasa el resultado es la tangente hiperbdlica, ¢, en lugar de la sigmoide, o.
Finalmente, ambas salidas se multiplican punto a punto y con toda la informacién recopilada en base a
las puertas de olvido y de entrada, se puede actualizar la memoria a largo plazo para que siga hacia el

siguiente médulo. .
Ct = ft * Ct_1 +Zt * Ct.

Con toda la informacién reunida llega el momento de decidir cudl va a ser la salida que exporte el
médulo actual hacia posibles capas superiores y futuros instantes de tiempo. La respuesta es que lo que
se pasard los préximos médulos serda una version filtrada del estado de celda actualizado. Fijémonos
ahora en el recuadro llamado puerta de salida o “output gate”. Lo primero es que la capa sigmoide
perteneciente a esa puerta determine qué partes del estado de celda se van a sacar, es decir, qué partes
de la memoria a largo plazo queremos emitir en este instante de tiempo. Podemos denotar este vector
por oy.
Ot = U(Wo . [htfl,.’l,‘t] + bo).

En la formula previa se pueden encontrar los mismos términos que veniamos observando, pero adaptados
a la puerta actual. Esto es: [hi—1, 2] es el vector que concatena hy_1 y x; y , W, y b, la matriz de pesos
y el vector de sesgos asociados a esta puerta, respectivamente, todo pasado por la funcién sigmoide.
Después pasamos nuestro estado de celda por una funcién ¢, que podemos asumir que es la tangente
hiperbdlica, para empaquetar de nuevo los valores dentro del intervalo [—1,1] y multiplicamos punto
por punto ambos resultados, para emitir en este instante solamente las partes que hemos decidido,
tanto hacia arriba, llegando a la siguiente capa si la hay, como hacia delante, llegando al moédulo
correspondiente al siguiente instante temporal. Formalmente traduciriamos esto como:

ht = Ot * tanh(C’t).

Ahora que hemos analizado internamente las celdas de las redes neuronales recurrentes, tanto de las
méas comunes como de las correspondientes a la arquitectura LSTM, tenemos una mejor comprensién
de por qué estas tultimas mejoran a las otras. Lo que haremos a continuacion sera tratar de ir més alld,
dando un dltimo paso que busque mejorar una red neuronal recurrente tan avanzada como es la LSTM.
Para lograr esto, buscaremos esta mejora en términos de eficiencia computacional y facilidad a la hora
de entrenar, introduciendo la arquitectura Gated Recurrent Unit o GRU. Con una menor cantidad
de parametros, las GRU poseen una estructura de puertas que les otorga la capacidad de capturar
las caracteristicas esenciales en series de tiempo y ayuda a mitigar el desvanecimiento de gradiente
convirtiéndolas en una opcién muy adecuada para secuencias largas de datos.
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3.4. Gated Recurrent Unit

En esta seccién revisaremos la arquitectura GRU, que si bien comparte la idea subyacente de LSTM,
difiere en la forma de ejecutarla. La diferencia principal entre LSTM y GRU radica en la forma en la
que gestionan el estado de celda de la memoria. Recordemos que las LSTM mantenian el estado de celda
separado de la memoria a corto plazo, y se actualizaba con la ayuda de tres puertas. En GRU el estado
de celda de memoria se reemplaza con un vector de activaciéon candidato, que se actualiza mediante
dos puertas, llamadas puerta de actualizacién y puerta de reinicio. Ilustremos la estructura interna de
las celdas asociadas a la arquitectura GRU, para ver de qué forma logran sus objetivos. Pero antes,
indicamos que la informacién obtenida para la realizacién de esta seccién fue obtenida principalmente de
las siguientes fuentes: Olah (2015), Kostadinov (2017), Anishnama (2023), Leo (2024a) y AllElectroHub
(2025). Se puede encontrar la susodicha ilustracién en la Figura 3.8.
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Figura 3.8: Diagrama de la celda de una red GRU.

En la Figura 3.8 se puede encontrar una estructura claramente mas compleja que la expuesta en la
Figura 3.6, pero menos recargada que la que pudimos ver en la Figura 3.7. El motivo es que en esta
nueva celda se han combinado las puertas de entrada y olvido en una tinica puerta llamada puerta de
actualizacion o “update gate”. También fusiona el estado de celda y el estado oculto, haciendo que el
modelo resultante sea, en efecto, mas simple pero siga dando lugar a resultados excelentes.

Hablemos del proceso que sigue el mdédulo representado. Lo primero que se calcula es la puerta de
actualizacién o “update gate” para el instante de tiempo ¢. Esta puerta determina cudnta informacion
del pasado deberia conservarse para influir en el estado oculto actual, h; y es la que ayuda a GRU
a retener la informacién importante en secuencias largas, haciéndola efectiva para el manejo de las
mismas.

Para el calculo asociado a esta puerta lo que hacemos es combinar de forma ponderada la entrada
proporcionada en este instante de tiempo con la informacién proveniente de los ¢t — 1 instantes de tiempo
anteriores, para después pasar esta combinacién por la capa sigmoide. De esta forma, como vimos con
LSTM, se obtiene un vector con valores entre cero y uno como salida, al que esta vez denotaremos z;.

2t = O'(WZ . [ht_l,xt}).

En esta ecuacién tenemos que z; es, como deciamos, el resultado de la puerta de actualizacién en
tiempo ¢, W, es la matriz de pesos empleada para el caldulo de esta puerta, h;_; es el estado oculto
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del instante de tiempo previo, x; es la entrada en el instante de tiempo actual y [h;—1, x| representa la
combinacién o concatenacién del estado oculto previo y la entrada actual. Por otra parte, al igual que
ocurria con las LSTM, la funcién sigmoide se asegura que los valores del vector concatenado tomen
valores comprendidos entre el cero y el uno, lo que permite a la puerta actuar como un filtro. Cuando
z esté proximo a uno, GRU tendera a optar mas por la informacién obtenida en el presente, mientras
que valores méas préximos a cero haran que retenga més el pasado.

Una vez hecho esto, nos centramos en la puerta de reinicio o “reset gate” cuya funcién es, en esencia,
ayudar al modelo a decidir cuanta informacién pasada debe olvidar. Para ello, calculamos un nuevo
vector, denotado por r;, obtenido como combinacién ponderada los mismos elementos que antes, y
nuevamente modificado a través de la capa sigmoide. Notemos que en esencia r; se calcula igual que z,
siendo los pesos que multiplican a los elementos la tnica diferencia:

re = oWy - [hi—1, 24)).

En la férmula anterior r; representa precisamente el resultado de la puerta de reinicio en el instante de
tiempo t, W, es la matriz de pesos para esta puerta, que recordemos es lo tinico que cambia y h;_1
vuelve a representar el estado oculto proveniente del instante de tiempo previo, igual que x; vuelve a
ser la entrada en el instante de tiempo actual y [ht—1,x¢] representa la concatenacién de ambos. Se
puede pensar en la puerta de reinicio como en un interruptor que emplea la funcién sigmoide para
determinar cuanta informacién del pasado se debe ignorar cuando entra en juego informacién nueva.
Si el valor de esta puerta esta préximo a cero, significa que el pasado se debe olvidar en favor de la
novedad. Si, por el contrario, los valores son proximos a uno, la informacién del pasado se retendra
mayoritariamente. Dicho de otra forma, esta puerta permite a GRU resetear o reiniciar su memoria de
forma selectiva, algo especialmente util cuando hay, por ejemplo, un cambio drastico en el contexto de
la secuencia estudiada.

Ahora estamos en condiciones de ver la forma en la que las mencionadas puertas afectaran a la salida
final, siendo la puerta de reinicio la primera en aparecer con la llegada del estado candidato, denotado
por h;. Este representa la nueva informacién que podria potencialmente actualizar el estado oculto
para que prosiga hacia futuros instantes, y es precisamente para la creacién del mismo para lo que
usamos la puerta de reinicio, en particular su decision.

La creacion del estado candidato representa el paso 1ogico para la incorporacién de nuevo contenido en
la memoria de la red. Estamos proponiendo un candidato que represente la informacién asociada a este
instante de tiempo, pero para ello hacen falta tanto la entrada cruda del mismo, como la informacién del
pasado que el modelo ha decidido mantener. Esta decisién de cuanta informacion del pasado mantener
pasa, como hemos indicado antes, por la puerta de reinicio, que determina cuanta informacion del
pasado el modelo ha decidido olvidar. Formalmente eso ultimo se representaria como:

he = tanh(W - [ry x hy_1, 2¢]).

En esta nueva ecuacién tenemos nuestro estado candidato en el instante de tiempo ¢, h;, la matriz de
pesos para el mismo W, el estado oculto asociado al instante de tiempo anterior, h;—; y la entrada en el
actual, z;. Fijémonos que ahi es donde aparece el valor asociado a la puerta de reinicio en el instante de
tiempo ¢, que como deciamos y ahora podemos ver de forma nitida en el vector concatenado, determinara
cuanta informacién del pasado prevalecera. Valores préximos a uno haran que el producto con h;_1 sea
mas parecido a este ultimo, mientras que valores préximos a cero haran que este desaparezca. Después,
el vector concatenado multiplicado por la matriz de pesos se pasara por la funciéon tangente hiperbolica
para que los valores se compriman en el intervalo [—1, 1], introduciendo una no linealidad en el modelo
y evitando asi problemas de inestabilidad numérica.
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Finalmente necesitamos calcular el estado oculto, h;, que pasaremos al siguiente médulo, tanto hacia
arriba si procede como al del siguiente instante de tiempo. En este punto es cuando se necesita la
puerta de actualizacién, ya que determinard cuanto tomar de nuestro estado candidato, que representa
la informacion recopilada del instante actual y cuanto del contenido de pasos previos. Para entender la
forma en la que esto se logra, veamos la siguiente ecuacion.

hi = (1—z) xhi—1 + 2 % hy.

Vemos que para la obtencién del estado oculto final, h;, se emplea tanto h;_1, que es el estado oculto
del paso previo y contiene informacién sobre lo que la red ha aprendido hasta el momento, como ha,
que es nuestro estado candidato para el instante de tiempo actual y representa la nueva informacién
que podria potencialmente actualizar el resultado final. A la hora de sumarlos han sido ponderados
empleando la salida de la puerta de actualizacién. El primero se ha multiplicado por (1 — z), de
forma que, cuando el vector asociado a la puerta de actualizacion esté préximo a cero, no se producira
practicamente actualizacién en el estado oculto, prevalenciendo una mayor parte del del instante
anterior. A su vez, nuestro estado candidato va multiplicado por z; por lo que valores préximos a la
unidad del mismo indicaran una actualizacién severa en el resultado final. Como hemos podido ver,
el ajuste de z; determinara como de suave serd la transiciéon entre conservar la informacién pasada
e incorporar la nueva. Este balance es el que ayuda a GRU a retener contexto histérico relevante, a
medida que se adapta a la nueva informacién que se le proporciona, convirtiéndola en una opcién muy
efectiva para el manejo de datos secuenciales.

Una vez revisado el contenido tedrico, estamos en condiciones de emplearlo para estudiar conjuntos
de datos de interés. Esto serd lo que podremos encontrar en el Capitulo 4, en el que tomaremos los
modelos vistos a lo largo del documento y veremos qué tal rinden en la practica, comentando tanto sus
fortalezas, como los puntos en los que parecen presentar mas debilidades.
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Capitulo 4
Aplicacién practica en Python

Comienza el Capitulo 4, en el que pondremos a prueba los modelos que hemos estudiado en los capitulos
previos mediante su aplicaciéon a datos reales. Los datos empleados, aunque de dominio publico, fueron
proporcionados por el Instituto Galego de Estatistica, y la eleccién de los mismos vino motivada
precisamente por las costumbres o necesidades dentro de la propia institucion. Por otra parte, se ha
empleado el lenguaje de programacién Python para el modelado y prediccién de las series de tiempo.
El motivo es que este lenguaje ofrecia un abanico mas amplio de posibilidades que otros que también
hubieran podido cumplir las funciones deseadas, como por ejemplo R. Ademads de esto tltimo, que fue
la motivacion principal, esta se consideré una oportunidad inmejorable para desarrollar habilidades y
aprender, no solo de series de tiempo, sino también del mencionado lenguaje.

Dividiremos el Capitulo 4 en dos secciones, una por cada conjunto de datos utilizado. La Seccién 4.1
estard dedicada a un conjunto que recoge las exportaciones totales de Espana a siete paises distintos,
cuatro que tienen el euro como moneda (Francia, Alemania, Portugal e Ttalia) y tres que no, procurando
que haya variedad en continentes y distancias (Reino Unido, Estados Unidos y Japén). Primero
ajustaremos datos con una frecuencia mensual, para después agregarlos trimestralmente y realizar el
estudio correspondiente. De esta forma, podemos analizar las series combinandolas con la abundante
informacién econémica de caracter trimestral, como las cuentas econémicas trimestrales que elaboran
los Institutos de Estadistica. Después, en la Seccién 4.2 tomaremos los datos de demanda eléctrica de
Espana (contando con las islas) y ajustaremos datos esta vez con una frecuencia de cinco minutos.

La estructura de ambas secciones sera similar. Primero se dard un contexto sobre el conjunto que se va
a estudiar y se especificaran las variables exdgenas escogidas para este fin. Después nos centraremos en
los datos, explicando su procedencia. Una vez hecho esto, se ahondara en la metodologia de trabajo
empleada para el ajuste de los respectivos conjuntos de datos. En este punto se especificaran también
los modelos seleccionados para el ajuste de los datos, asi como los parametros asociados a cada uno
de ellos. Finalmente se expondran los resultados obtenidos, apoyando el analisis con representaciones
graficas que lo respalden.

Antes de continuar, solamente queda anadir que si el lector desea comprobar los archivos de Python
mediante los cuales se ha llegado a estos resultados, los podré encontrar en SuarezSoto (2026), junto
con los conjuntos de datos empleados para ello.

4.1. Datos de Exportaciones

Comenzamos trabajando con los datos de comercio exterior relativos a exportaciones. Este estudio,
como indicAbamos en la introduccién, consistird en analizar las series de tiempo de las exportaciones
desde Espana a siete paises distintos. Cuatro de ellos, tienen el euro como moneda oficial, que son
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Francia, Portugal, Italia y Alemania, y tres de ellos no, que seran Japén, Estados Unidos y Reino
Unido. Dado que Espana exporta una gran variedad de productos a estos paises, se ha realizado una
agregacion, de forma que la variable de interés contiene la totalidad de las exportaciones, medida en
euros.

Ademads se ha anadido el efecto de ciertas variables exdgenas para enriquecer el modelo y tratar de
explicar mejor el comportamiento de nuestras siete series. Se ha considerado oportuna la inclusién de
el PIB de cada uno de los pafses, el tipo de cambio de sus respectivas monedas al euro (siendo este 1
en el caso de Francia, Portugal, Italia y Alemania) y el arancel promedio de todos los paises para los
productos exportados desde Espaifia (siendo cero en todos los casos salvo Estados Unidos y Japon).
Ademas, dado el gran cambio que ha tenido lugar en los aranceles impuestos por Estados Unidos,
se ha considerado oportuna la inclusién de una variable a la que hemos llamado “tariff_shock” y
cuya funcién es simplemente indicar cuando un arancel es superior a 5, que solamente se cumple para
Estados Unidos en el ano 2025. Ademas, se han afiadido dos variables exdgenas adicionales para todos
los modelos, salvo para ARIMA. Estas variables son indicadoras de ciclo y sirven para indicar que
después del ultimo mes/trimestre viene el primero. Para esto se han empleado el seno y el coseno de la
forma siguiente:

2m(g —1 2m(q — 1
Trimestral: trim_sin = sin <7r(q)> trim_ cos = cos <7r(q)> ,

4 4
2 —1 2 —1
Mensual: mes_ sin = sin (77(77112)) mes__CcoS = coS (77(77112)> :

donde q es el trimestre del 1 al 4 y m el mes del 1 al 12.

Por tltimo, como podremos ver a continuacién los resultados no son tan precisos como cabria esperar
si solo nos fijamos en los aspectos matematicos. La prediccion de las series que estamos considerando es
un objetivo realmente ambicioso, ya que el periodo temporal considerado abarca, entre otras cosas,
una crisis financiera en Estados Unidos en el afio 2007, la crisis del euro en el afio 2009/2010 y una
pandemia mundial en el afio 2020. Por tanto, dada la naturaleza de los datos, se puede argumentar
que las series poseen mucho ruido. Es decir, la componente impredecible de las mismas tiene un gran
peso, dificultando la tarea de prediccién. Por este motivo, se realizé un analisis posterior empleando los
programas TRAMO y SEATS (Gémez y Maravall 1996), que dan lugar al software TRAMO-SEATS.
Como podemos ver en Wikipedia contributors (2022), este software, recomendado por instituciones de
prestigio, utiliza métodos de ajuste estacional paramétricos, basados en modelos ARIMA estacionales y
en métodos de andlisis espectral. Gracias a este programa, empleado por los profesionales del Instituto
Galego de Estatistica para la desestacionalizacion de series de tiempo, podremos descomponer nuestras
series, comprobando asi, entre otras cosas, si la calidad de los resultados esté relacionada con la presencia
de ruido.

4.1.1. Los datos

Lo primero que debemos indicar es que las series con las que estamos trabajando son las series brutas,
sin desestacionalizar en un espacio de tiempo que abarca desde el ano 2002, fecha de entrada en vigor
del euro, hasta el ano 2025. La diferencia principal entre estas y las desestacionalizadas radica en el
resultado que se desea ver. Las series originales, con las que estamos trabajando, muestran los datos tal
cual suceden en el mundo real y contienen, por ejemplo, variaciones que se repiten peridédicamente. Por
otro lado, a las series desestacionalizadas se les aplica un filtro estadistico para eliminar esos efectos
ciclicos predecibles. El objetivo es limpiar la serie para observar la tendencia subyacente.

Para la obtencién de los datos se busco en determinadas fuentes conocidas por su fiabilidad y amplia
oferta. Los datos de exportaciones se han tomado a través de DataComex (Secretaria de Estado de
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Comercio 2026), herramienta web de la secretaria de estado de comercio. Es decir, proviene de los
registros administrativos del “Departamento de Aduanas e Impuestos Especiales” de la “Agencia
Tributaria del Estado”, que registran mensualmente las operaciones de comercio exterior de mercancias
que tienen lugar en Espana. Este registro administrativo, en lo que respecta al comercio con terceros
paises, se basa en la Declaracién Unica de Aduanas (DUA o Documento Unico Administrativo). En
cuanto al comercio intracomunitario, desde 1993 no existen fronteras entre los paises que componen la
Unién Europea, ni, por lo tanto, tramites aduaneros. Por lo tanto, en general, los operadores econémicos
estan obligados a cumplimentar la declaracién estadistica Intrastat, que registra las correspondientes
transacciones intracomunitarias. Esta declaracién constituye la base para obtener datos estadisticos
sobre el comercio entre Estados miembros. En concreto, el flujo utilizado ha sido: Exportaciones.
Comprenden todas aquellas operaciones mediante las cuales un producto originario de Galicia (Espaiia)
se vende a paises que no forman parte de la UE. Para las definiciones de las zonas, se utiliza la
geonomenclatura desarrollada por Eurostat (Instituto Galego de Estatistica (IGE) 2026).

La variable exdgena arancel promedio del resto de paises a las exportaciones espafiolas se obtuvo del
World Integrated Trade Solution (WITS) (World Integrated Trade Solution (WITS) 2026). El Banco
Mundial —en colaboracién con la Conferencia de las Naciones Unidas sobre Comercio y Desarrollo
(UNCTAD) y en consulta con entidades, tales como el Centro de Comercio Internacional, la Divisién
de Estadistica de las Naciones Unidas (UNSD) y la Organizacién Mundial del Comercio (OMC)—
desarrollaron el programa informético "Solucién Comercial Integrada Mundial” (WITS, por sus siglas
en inglés). Este permite a los usuarios obtener acceso y recuperar informacién sobre comercio y
aranceles. A continuacién, se presenta el organismo internacional que compilan los datos recogidos:
El Sistema de Analisis e Informacién Comercial (TRAINS) de la UNCTAD contiene informacién
sobre importaciones, aranceles y medidas no arancelarias correspondientes. Los datos sobre aranceles
y medidas no arancelarias estan disponibles en el nivel més detallado de aranceles nacionales de
los productos bésicos (esto es, a nivel de lineas arancelarias), para méds de 170 pafses y un nivel de
desagregacién de productos elevado. Los datos se registran segtin tres clasificaciones comerciales y
arancelarias reconocidas internacionalmente.

Cabe destacar, como deciamos anteriormente, que de esta pagina solamente se obtuvieron los datos
para Estados Unidos y Japén, ya que en el caso del resto de paises es cero, incluso para Reino Unido
después del Brexit, ver UK Government (2020). Por otra parte, en el World Integrated Trade Solution
solo se pudieron encontrar los datos hasta el afio 2023, por lo que nos seguian haciendo falta los
correspondientes a los afios 2024 y 2025. En el caso de Japén, nos pudimos permitir replicar el arancel
promedio del ano 2023 para los afios siguientes también, dado que el cambio se espera minimo y el
arancel en si mismo no es demasiado elevado. El problema llegaba con Estados Unidos, dados los
grandes cambios que han tenido lugar desde la llegada del nuevo presidente. Para ello, nos basamos en
las estimaciones de Camara de Comercio de Espafia (2025) para obtener los datos necesarios.

Por ultimo, falta mencionar la obtencién de las variables de PIB por pais y tipo de cambio. En este
caso el proceso de obtencion fue mas rapido. Se obtuvieron ambos conjuntos de datos, para los anos
demandados del Fondo Monetario Internacional (Fondo Monetario Internacional (FMI) 2026), que
ofrece una gran variedad de estadisticas alineadas con sus principales objetivos, como la cooperacién
monetaria internacional o comercio internacional.

4.1.2. Metodologia

En esta subseccion revisaremos la metodologia empleada para el estudio de las siete series. Antes de
comenzar, cabe destacar que para este conjunto de datos se han probado dos enfoques. El primero,
mensual y el segundo trimestral. Presentaremos los resultados de ambos, pero estos no poseen diferencias
metodologicas mas alla de un ajuste adicional en el apartado de lectura de datos, o cambiar la frecuencia
en los puntos en los que hubo que especificarla. Algunas de las series de datos trabajadas venian en
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formato mensual, otras en formato trimestral y otras en formato anual. Para adaptarlas se opté por la
medida més oportuna en cada momento. Como ejemplo podemos poner el caso del arancel promedio
que es un dato anual. En este caso se replicé para todos los meses/trimestres del afio asociado.

Como comentamos anteriormente, el primer modelo ajustado serd un modelo ARIMAX (la “X” al final
proviene de que se anadirdn las variables exdgenas). Este modelo nos servird como sparring, es decir,
como modelo con el que compararemos los resultados y esperaremos mejorar. Para el ajuste de este
modelo a las siete series se definird una funcién que transforme los datos, los divida en entrenamiento-test
y busque el modelo 6ptimo mediante la funciéon auto_arima. Ademas, esta funcién se encargard de
la btsqueda de datos atipicos, diferenciandolos entre aditivos, cuyo efecto deberd ser incorporado al
modelo, e innovativos. Después, realizard también la validaciéon, empleando los tests de Ljung-Box y
media cero, asi como la comprobacién de la normalidad, aplicando el test de Jarque-Bera. Finalmente,
continuara con la tltima etapa, en la que realizara predicciones sobre el conjunto de test.

Una dificultad que se presentd en este aspecto fue que algunos de los modelos obtenidos para ciertos
paises no superaban, llegado el momento, el test de Ljung-Box. Dado que se buscaba la automatizacion
total del ajuste de los modelos, se descarté llevar a cabo una busqueda individual de los modelos mas
adecuados para cada pais en base a su ACF y PACF, y se cre6 otra funciéon que probaba todas las
combinaciones de modelos en un rango prefijado de los parametros, aplicaba el test de Ljung-Box
y seleccionaba, de entre los que lo superaban, el que daba lugar al mejor en términos de AIC. De
esta forma aument6 significativamente el tiempo de computacién, pero obtuvimos a cambio un cédigo
completamente automatico.

Por su parte, el enfoque que siguen los modelos de machine learning tradicionales es distinto al visto
para el modelo ARIMA. En este, se produce una transformacién de serie de tiempo a problema de
regresion estandar, y entra en luego el concepto de lag. Primero se lleva a cabo una transformacién
tabular. Para ello la funcién empleada, ForecasterRecursiveMultiseries, toma todas las series temporales
de los distintos paises y las apila. Ahora, dado que el modelo necesita identificar a qué pais pertenece
cada registro, anadimos la opcién encoding = ’ordinal’, que afiade una columna para este fin. Asi, como
se ilustra en la Figura 4.1 varias series se incorporan al proceso y se convierten en una sola matriz
global, ajustando asi un modelo tnico que aprende el comportamiento conjunto de todos los paises.

:
Transformacién

Serie B Tabular J—) N{oc-ielo
Unico
(Lags + IDs)
Serie C

Figura 4.1: Diagrama que ilustra la transformaciéon tabular que se lleva a cabo en el ajuste de los
modelos.

Una vez estructurados los datos, llega el momento de la construcciéon de la matriz de variables
independientes, X, y de la variable objetivo y. En este punto entra en juego el concepto de lag. Este
representa el valor de la serie en el instante de tiempo anterior. Podemos apreciar en la Figura 4.2 que
el modelo crea internamente una tabla, donde cada fila es un momento en el tiempo, mediante una
ventana deslizante, a la que hicimos referencia cuando hablamos del rolling forecasting en la Seccién
1.5 del Capitulo 1.

El nimero de columnas vendra determinada por el nimero de lags que fijemos. En nuestro caso,
atendiendo futuros intereses que podria tener el propio IGE, fijaremos lags = /8 para el estudio mensual
y lags = 16 para el trimestral, lo que significa que en ambos casos estamos empleando cuatro anos de
historia previa para predecir el préximo (ya que predecimos a horizonte 12 en el caso mensual y 4 en el
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trimestral). Ademads de esto, gracias a la funcién RollingFeatures afiadimos una informacién extra,
proporcionando al modelo tanto la media como la desviacién tipica en ventanas de 12 y 24 meses (caso
mensual) y 4 y 8 trimestres (caso trimestral) para que cuente con esta informacién adicional de uno y
dos afios atras.

Mencionamos una caracteristica muy interesante, que ademads limita hasta cierto punto a estos modelos,
y es que para ellos la columna asociada al primer lag y al dltimo son variables independientes. No
entiende que una va estrictamente después de la otra. Solamente busca correlaciones estadisticas no
lineales entre las columnas y la variable objetivo de la misma fila.
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Figura 4.2: Diagrama que ilustra los lags junto con el rolling forecast.

Después tenemos el ajuste de los modelos LSTM y GRU. Estos llegan para suplir en cierto modo
la problemética que nos surgia al tratar los lags como variables independientes sin una relacién de
orden estricta, ya que introducen arquitecturas de deep learning especificamente disefiadas para datos
secuenciales.

A pesar de que se sigue utilizando Forecaster RecursiveMultiseries para la preparacién de los datos
de forma tabular y multiserie, mediante la clase RegresionRN N se define una forma de procesar
los datos en el interior totalmente distinta. Primero tiene lugar la separacién de variables, en la que,
cuando la matriz entra a la red neuronal, el modelo separa los datos histéricos (los lags) de las variables
exbgenas.

Después se lleva a cabo la restauracién del orden temporal. A diferencia de lo que nos ocurria con
random forest o XGBoost, las redes neuronales recurrentes, como vimos, necesitan leer la historia
en su orden cronoldgico para actualizar su memoria interna. Para ello, el tensor de lags se invierte
(espacialmente) para que la red procese los datos desde el momento més antiguo al més reciente.

Posteriormente llega el momento del procesamiento propiamente dicho y la combinacién con las variables
exégenas. Las capas de las redes neuronales recurrentes seleccionadas procesan la secuencia paso a paso,
extrayendo los patrones complejos que consideren. El resultado del tltimo paso temporal, que es el que
mas nos interesa, se concatena con las variables exdgenas del momento actual, y es esta combinacién de
memoria y contexto actual obtenido con las exdgenas la que pasa por una ultima capa lineal que emite
la prediccion. Por tltimo, las predicciones realizadas en el conjunto de test seran las que se evaltien en
base a las métricas expuestas en la Seccién 1.4 del Capitulo 1.

Antes de continuar con la proxima subseccién, en la que analizaremos los resultados obtenidos en base
a la metodologia expuesta, se debe indicar la configuracién escogida para cada modelo de machine
learning y deep learning (recordemos que ya se ha especificado la forma en la que se configura el modelo
ARIMA), para que haya una completa transparencia cuando se visualicen los resultados. En el caso de
los modelos random forest y XGBoost, la configuracién no cambiard con la frecuencia de los datos, es
decir, ambos poseeran la misma configuracion para el caso mensual y trimestral. En el caso de random
forest esta fue: 200 arboles a combinar, con una profundidad méxima de 5 y que un nodo terminal
ha de tener como minimo 8 datos, para evitar una gran especializaciéon en las hojas y de esta forma
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tratar de paliar el sobreajuste. Por su parte, en el modelo XGBoost combinaremos 500 arboles con
una profundidad maxima de 3 y una tasa de aprendizaje de 0.01. Ademds, hemos afiadido una serie de
medidas para tratar de evitar el sobreajuste también en este modelo. Hemos indicado que para entrenar
cada arbol solamente se puede emplear el 80 % de las filas y de las columnas, ademés de anadirle una
penalizacién por complejidad.

En lo referente a las redes neuronales recurrentes, si que hay diferencias en cuanto a la configuracién
para datos mensuales y trimestrales. Recordemos que estos modelos de deep learning son modelos
hiperparametrizados, por lo que hay que tener un especial cuidado de no sobreajustar, sobre todo en
el caso de no contar con muestras muy grandes. Por este motivo, en el caso mensual, para el que se
dispone de més datos, hemos optado por una configuraciéon de 64 unidades ocultas, dos capas apiladas
y 50 epoch. Ademéds, pensando en un posible sobreajuste hemos anadido un dropout de 0.3, cumpliendo
la funcién que se explicd en el Capitulo 3. Por su parte, el modelo trimestral se ha configurado con
16 unidades ocultas, dos capas apiladas y 75 epoch, ademds de anadirle también el dropout de 0.3.
Finalmente, cabe destacar que se probaron otras configuraciones, tanto con los modelos basados en
arboles como con las RNN, para ver el impacto que estas tenian sobre los mismos. A pesar de no
producir cambios demasiado significativos, tomamos las configuraciones que daban lugar a errores mas
bajos.

Una tltima indicacién que merece la pena comentar antes de pasar a ver los resultados es que tanto
la serie de tiempo como las variables exdgenas se han reescalado para que los resultados no se viesen
afectados por la diferencia de escala y magnitud de los valores. Como ejemplo de esto tltimo pensemos
en la diferencia que hay en estos términos entre las variables asociadas al PIB y al tipo de cambio.
Ademss, se ha comprobado que los resultados al trabajar con los datos diferenciados en lugar de crudos
da lugar a mejores resultados, por lo que es la configuracion que se ha aplicado.

4.1.3. Resultados

En esta subseccién analizaremos los resultados obtenidos en base a la aplicacién de la metodologia
vista en la subsecciéon previa y los datos expuestos. Se acompanard este andlisis con imagenes que
respalden los resultados numéricos y faciliten la visualizacion de los mismos. Lo primero que debemos
hacer cuando trabajamos con un conjunto de datos nuevo es familiarizarnos con el mismo, por lo que
a continuacién graficaremos las siete series de datos, tanto para el caso mensual como para el caso
trimestral. Se pueden encontrar en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: Representacion grafica de las series de tiempo correspondientes a exportaciones. En el eje X
se muestra la evolucién temporal (meses en el caso de la de la izquierda y trimestres en el caso de la de
la derecha), y en el eje Y se muestran las exportaciones desde Espaia al pais en cuestién, medidas en
euros.

Como deciamos, la Figura 4.3 nos permite ver ciertas caracteristicas iniciales de cada serie. Notemos
que la rejilla de puntos es mas poblada en la gréafica de la izquierda, es decir, para el caso mensual ya
que, como dijimos, contamos con mas datos que en el caso trimestral, representado a la derecha. Por
otra parte, se puede apreciar una cierta tendencia en todas las series, lo que explica y justifica el uso de
la diferenciacién que mencionamos previamente. Otro motivo para llevar a cabo la diferenciacién es
tratar el paliar el problema de random forest, XGBoost, y en menor medida de las redes neuronales
recurrentes, con la extrapolacion de la tendencia. En base a lo que hemos expuesto en las secciones
tedricas se puede deducir que los modelos mencionados no seran capaces de predecir valores més altos
que los que han visto durante el entrenamiento. En el caso de los modelos basados en arboles esto
ocurre debido a que cada prediccién viene a ser un promedio de las observaciones que estos han visto
durante el entrenamiento, mientras que las redes neuronales recurrentes encuentran esta limitacién en
sus funciones de activacién (la mencionada tangente hiperbdlica), que al estar acotadas en un rango
especifico, tienden a saturarse cuando reciben valores mas altos que los vistos en el entrenamiento. Estas
ultimas, como deciamos sufren menos este efecto ya que poseen memoria, que les permite capturar y
proyectar la inercia de la serie. La diferenciacién de la serie nos ayuda en este aspecto ya que, como se
dij6 en la Seccion 1.2 del Capitulo 1, los modelos, en lugar de aprender los valores, aprenden variaciones
dentro de la misma, evitando el efecto de techo que acabamos de mencionar.

Una vez realizado el primer juicio visual, ajustamos los modelos correspondientes pudiendo encontrar
los resultados recogidos en la Tabla A.1 y en la Tabla A.2 de la Secciéon A.1 del Apéndice A. Estas
tablas incluiran los resultados mensuales y trimestrales, respectivamente, asociados a todos los paises y
modelos, pero solamente para cuatro medidas seleccionadas como las mas interesantes, que son el MAE,
RMSE y MedAE como medias absolutas y WAPE como medida relativa. Si el lector desea comprobar
los resultados de las métricas restantes, presentadas en la Secciéon 1.4 del Capitulo 1, se encuentran en
la Tabla A.4 y en la Tabla A.5 en la Seccién A.2 del Apéndice A. Interpretemos los resultados que
podemos encontrar en las mismas.

Por un lado, lo més evidente parece que el modelo estadistico tradicional, el ARIMA, no ha sido capaz
de capturar la complejidad de las series de tiempo proporcionadas en la mayoria de los casos, siendo
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superado con creces por los modelos de machine y deep learning. Esto no es algo que nos coja por
sorpresa, ya que desde un primer momento lo pensamos como un sparring para estos tltimos. ARIMA
muestra problemas graves en el ajuste de Francia, Reino Unido y Estados Unidos, especialmente.
Fijémonos, por ejemplo, en el caso de Estados Unidos con datos mensuales: ARIMA tiene un WAPE
de 993.91 %, mientras que un modelo de machine learning al uso como puede ser XGBoost lo reduce
drasticamente a un 36.26 %. Esto evidencia que las series con las que se estd trabajando presentan
no linealidades o patrones que el modelo lineal no esta siendo capaz de capturar. Los modelos de
machine learning al uso, por su parte, se presentan como opciones muy sélidas. XGBoost y random
forest muestran un rendimiento muy similar, superdndose mutuamente dependiendo del pais (a nivel
mensual, XGBoost domina en Francia y Reino Unido, mientras que random forest lo hace en Alemania
y Japo6n), aunque con métricas competitivas en general. Se puede comprobar su rendimiento mensual
en la Figura 4.4.

Rendimiento Random Forest por Pais Rendimiento XGBoost por Pais

Pais: United States

H
//HH M“r\ H

(A ‘uw \M Ity
VA

VA

Figura 4.4: De izquierda a derecha: Predicciones con el modelo random forest y con el modelo XGBoost
realizadas sobre el conjunto de test para los 7 paises y frecuencia mensual.

A pesar de los buenos resultados logrados por ambos, destacando por ejemplo que random forest logré
bajar el WAPE trimestral de Portugal hasta un 8.93 %, los modelos de deep learning han mostrado
su robustez de forma global, aunque con matices interesantes, dado que tenemos dos situaciones
enfrentadas. Por un lado, no son bases de datos muy extensas, algo que a priori es necesario para
el correcto funcionamiento de las redes neuronales, pero dado que contamos con siete series, estos
modelos pueden brillar un poco mas, ofreciendo un rendimiento superior. De los modelos de deep
learning podemos destacar por ejemplo que en el caso de los datos mensuales de Estados Unidos, que se
podria decir que ha sido el pais mas complejo en conjunto, LSTM logra el mejor WAPE, reduciéndolo
hasta 32,90 %. En la Figura 4.5 podemos encontrar una representacién que capta el rendimiento de
estos modelos tanto para el caso mensual como para el caso trimestral. No obstante, debemos destacar
también que en paises como Francia o Alemania con frecuencia mensual, los modelos basados en arboles
han logrado superar minimamente a las redes neuronales, mostrando una competencia ajustada entre
los modelos.
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Figura 4.5: De izquierda a derecha: Predicciones con redes neuronales recurrentes (LSTM y GRU)
realizadas sobre el conjunto de test para los 7 paises para el caso de frecuencias mensuales y trimestrales.

Por otra parte, es interesante destacar que, cuando pasamos de datos mensuales a datos trimestrales,
los errores absolutos aumentan, porque estamos prediciendo cantidades agregadas mayores (se juntan
tres meses de datos). Sin embargo, como se puede intuir en la Figura 4.5, la clave estd en el valor
del WAPE, que vemos que disminuye en la mayoria de los casos, indicando que suele ser mas facil
predecir el trimestre que el mes. Esto se puede deber a un suavizado de la varianza, ya que al agregar
los datos estamos compensando la volatilidad mensual. Destacamos el caso de Japén como ejemplo de
esto y el de Reino Unido como contrajemplo. Por un lado, todos los modelos sufren para la prediccion
mensual de Japoén, con valores del WAPE que rondan o superan el 40 % (salvo el modelo ARIMA, que
curiosamente ha rendido ligeramente mejor a nivel mensual que a nivel trimestral), pero vemos que a
nivel trimestral LSTM logra disminuir este valor a un 23,94 %. Ademds, tenemos los casos de paises
como Alemania y Portugal, que mejoran el WAPE a nivel trimestral en cada modelo, aunque no con
tanta holgura como Japén, salvo en la excepcion mencionada. Por otra parte, vemos que en el caso
de Reino Unido, modelos como random forest o XGBoost empeoran sus predicciones en términos de
WAPE a nivel trimestral, indicando que quizd hay patrones dentro de los trimestres (mes a mes) de
Reino Unido que las redes neuronales y arboles estan siendo capaces de explotar. Por tultimo, cabe
mencionar el caso del modelo ARIMA para Estados Unidos. Como deciamos antes, a nivel mensual
llega a un WAPE nada satisfactorio del 993.91 %, pero a nivel trimestral lo empeora significativamente,
obteniendo el WAPE catastroéfico de 2,852.31 %. Ilustramos esta mejoria general en la Figura 4.6 en
contraposicién a lo visto en la Figura 4.4.
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Figura 4.6: De izquierda a derecha: Predicciones con el modelo random forest y con el modelo XGBoost
realizadas sobre el conjunto de test para los 7 paises y frecuencia trimestral.

Centrandonos ahora en los paises, particularmente en la facilidad de prediccién de los mismos, podriamos
decir que los que mejor se han predicho han sido Alemania y Portugal, que se presentan como los
paises mas estables. Para Portugal, random forest logra el WAPE mas bajo de todo el estudio, un
8.93% en el caso trimestral, error més que satisfactorio. Para Alemania, este mismo modelo logra un
WAPE también muy positivo de 10.53 %. Por otra parte, tal y como esperdbamos antes de comenzar el
analisis dada la lejania de estos paises y el escaso volumen exportado a los mismos, los mas dificiles
de predecir han sido Japén y Estados Unidos. Para este tltimo, ningin modelo ha logrado bajar del
28 % en términos de WAPE en el caso trimestral y 32 % en el caso mensual. Desde un punto de vista
objetivo, tampoco resultan ser demasiado negativos dada, como deciamos, la situacién geografica del
mismo y el volumen de comercio. Si ahora nos fijamos en la prediccién mensual de las exportaciones
a Japdén podremos ver una anomalia interesante. Como comentamos previamente, todos los modelos
sufren para la prediccién de Japon y curiosamente es ARIMA el que logra reducir el error al minimo
para esta frecuencia y pafs, con un valor del WAPE de 34.82 %, batiendo con holgura a modelos més
complejos como las redes neuronales recurrentes, LSTM (52.94) y GRU (47.53). Algo similar ocurre
con Alemania, y es que en este caso el WAPE asociado a ARIMA a nivel trimestral (16.47 %), si bien
no mejora el asociado a modelos més complejos como GRU (12.11 %) o LSTM (11.50 %), vemos que se
encuentra sorprendentemente cerca. Estos dos ejemplos sugieren que el algoritmo de deep learning no
encuentra patrones diferenciales para estas frecuencias y paises, siendo el modelo lineal una opcién
relativamente competitiva para la prediccion de los mismos.

En el parrafo anterior hemos visto que algunos paises, como Alemania y Portugal, resultan mas faciles
de predecir que otros como Estados Unidos o Japon. Se puede achacar, como se decia en el apartado
previo, a la lejania de los mismos en relacion a Espafia, o al menor volumen de exportacién que hay con
los paises en cuestion. De todas formas, como dijimos en la introduccion, el ruido de las series puede
estar jugando un papel importante en este problema, més ain tratiandose de periodos de tiempo con
eventos tan sefialados, en los que la volatilidad estd muy presente. Por este motivo, una vez llevada a
cabo la descomposicién de las series empleando el programa TRAMO-SEATS, estamos en condiciones
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de exponer graficas en las que se ha aislado la componente irregular e impredecible asociada al ruido
de cada pais. Comenzaremos exponiendo las graficas para los dos paises més dificiles de predecir, que
como deciamos son Estados Unidos y Japén. Después, mostraremos los asociados a Francia y Reino
Unido, que han estado un escalén por debajo en términos de dificultad, para finalmente exponer los de
Alemania, Portugal e Italia, que se han situado globalmente como los paises més faciles de predecir.

Antes de continuar y mostrar las graficas, se debe mencionar una ultima indicacién en relacién a las
escalas de las mismas, esencial para su correcta comprensién. Como veremos, las escalas asociadas a las
graficas de todos los paises se mueven en intervalos relativamente acotados, salvo Francia, que llega
a tomar valores tremendamente altos. La explicacién de esto esté en el funcionamiento interno del
programa TRAMO-SEATS. Este es el que decide si la serie es aditiva, y la descompone como tendencia
+ estacionalidad + ruido o si es multiplicativa y la descompone como tendencia - estacionalidad - ruido.
En este ultimo caso, emplea la transformacion logaritmica dado que el logaritmo del producto es el
sumatorio de logaritmos. Por lo tanto, cuando se tiene un modelo multiplicativo, el valor de referencia
es el 1, valores por encima del mismo indican un shock positivo y valores por debajo un shock negativo.
Por ejemplo, un valor de 1.5 indica que se exporté un 50 % mads de lo predicho por las componentes
regulares (tendencia y estacionalidad). Por otra parte, cuando se tiene un modelo aditivo como es el
caso de Francia, el valor de referencia viene representado por el 0, y la grafica se mueve en valores
absolutos. Es decir un valor de X, implica que se exportaron X euros mas de lo predicho por las
componentes regulares. Veamos entonces las graficas.
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Figura 4.7: De izquierda a derecha: Componente irregular asociada a las series de exportaciones de
Japon y Estados Unidos.

La Figura 4.7 nos muestra el ruido asociado a los dos paises que han resultado mas dificiles de predecir.
De hecho, gracias a estas graficas podemos, en efecto, deducir el por qué. Por un lado vemos que
Japén muestra unas anomalias muy fuertes, llegando a multiplicar su valor por 14 en torno a 2008,
seguido de otros picos muy fuertes. Esta volatilidad tan prominente, ademéas de recurrente, hace que el
modelo aprenda que pueden ocurrir sustos grandes e cualquier momento. Estados Unidos, a pesar de
parecer mas estable en torno al valor de referencia, muestra también un pico muy fuerte en torno a
2007, superando el valor 6 en la escala. Este dato extremo puede hacer que los modelos tiendan a ser
conservadores, y por lo tanto inexactos. Resulta interesante ver que en el caso de estos dos paises, los
shocks mas grandes se encuentran en torno a 2007, periodo en el que tuvo lugar la gran crisis financiera,
pero apenas parece notarse el impacto del COVID-19 en el ano 2020.
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Figura 4.8: De izquierda a derecha: Componente irregular asociada a las series de exportaciones de
Francia y Reino Unido.

Continuamos con la Figura 4.8, en la que encontramos las graficas asociadas a Reino Unido y Francia,
paises que podriamos situar en el siguiente escalén en cuanto a la dificultad asociada a su prediccion.
En el caso de Reino Unido vemos que la dificultad reside no tanto en el tamafno de los shocks puntuales,
sino en la cantidad de shocks moderados-altos. Ahora, en la grafica de Reino Unido, si que se puede ver
la caida en torno al afio 2020, que como deciamos esta asociada al COVID-19, pero también podemos
ver una rapida recuperacién positiva, que quiza podria achacarse al Brexit. Dada la volatilidad de la
serie, el modelo aprende esta caracteristica, haciendo que las predicciones sean més imprecisas. En
cuanto a Francia, vemos muchas oscilaciones significativas, destacando dos picos grandes, uno negativo
en torno al 2010, y otro en torno al 2020, pero que sorprendentemente es positivo. Estos cambios de
direccion tan fuertes y bruscos dificultan que el modelo pueda recrear una trayectoria limpia para la
prediccién de esta serie.
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Figura 4.9: De izquierda a derecha: Componente irregular asociada a las series de exportaciones de
Alemania, Portugal e Italia.

Finalmente, en la Figura 4.9 tenemos las graficas asociadas a los paises que han resultado mas faciles de
predecir. Esto ultimo se debe a que, como podemos ver en las mismas, la escala del ruido estd mucho
mas contenida y acotada. Es decir, las variaciones irregulares de estos paises se mueven en un intervalo
mas manejable que las series previas.
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Por 1ltimo, antes de concluir el anélisis del conjunto de datos de exportaciones, extraeremos una serie
de conclusiones en base a las métricas de interés. Fijémonos primero en las tres métricas absolutas
del modelo LSTM asociadas a Francia, cuyos resultados nos sorprenden negativamente dado el gran
volumen de comercio que hay con el mismo, pero se explican como deciamos, con la cantidad de ruido
que pudimos ver en la Figura 4.8. Observemos que, para la frecuencia de datos mensual, el error
asociado a la métrica MedAE es de aproximadamente 65 millones de euros, pero el obtenido para el
MAE es de 72 millones de euros y el RMSE llega a 88 millones de euros. Como el RMSE eleva los
errores al cuadrado, castiga las desviaciones grandes mas que el MAE, por lo que si el primero es
significativamente mayor que el segundo, denota errores puntuales muy grandes, sugiriendo la presencia
de outliers. Por otra parte, MAE es un promedio y MedAE es una mediana, por lo que si el MAE es
significativamente mas alto que el MedAE, indica que hay unos pocos errores grandes arrastrando el
error hacia arriba, sugiriendo una asimetria del error. Esto nos dice que aunque LSTM capta bien la
tendencia general, con una mediana de error controlada, tiene momentos donde falla abruptamente,
indicando que hay picos que el modelo no puede anticipar dando lugar a residuos grandes en meses
determinados. Este mismo patron se repite, por ejemplo, en Estados Unidos para la misma frecuencia y
modelo.

Prestemos atencién ahora a un fenémeno muy interesante que ocurre en Alemania con datos trimestrales,
comparando los modelos random forest y LSTM. Fijémonos que LSTM presenta un MedAE notablemente
més bajo (32 millones de euros aproximadamente) que el de random forest (més de 45 millones de
euros). Sin embargo, al observar el RMSE ocurre lo contrario. Random forest logra un RMSE de
aproximadamente 60.8 millones de euros, mientras que LSTM lo eleva hasta 68.7 millones de euros. La
conclusién que podemos extraer en base a esto es que LSTM presenta una mayor precisién que random
forest en la mayoria de las predicciones, de ahi que el MedAE sea menor, pero cuando se equivoca lo
hace con errores mas grandes, disparando su RMSE. Esto se puede tratar de intuir en la grafica de
la izquierda de la Figura 4.6 y en la gréafica de la derecha de la Figura 4.5. Por lo tanto, podriamos
decir que los modelos de deep learning tienden a rendir mejor en términos medianos, pero son mas
susceptibles a fallar valores atipicos que hagan que se dispare su RMSE. Los métodos basados en
arboles, como ya se coment6 en el Capitulo 2 son capaces de lidiar mejor con esta varianza, ofreciendo
predicciones mas seguras en este aspecto.

4.2. Datos de la Red Eléctrica Espanola

Continuamos con el segundo conjunto de datos a estudiar que corresponde a la demanda de electricidad
en Espana. Esta tltima es una aclaracion importante, ya que no se trata de la demanda peninsular, sino
espafiola, en la que entran las islas. Este conjunto de datos serd relativamente distinto del anterior, pero
compartiran muchos detalles en la metodologia, como veremos en la subseccién posterior. La primera
diferencia es que esta vez no trabajaremos con siete series de tiempo al mismo tiempo, sino con una
sola: la demanda de electricidad en espana, medida en megavatios (MW), que es la unidad que en la
que muestra los datos la propia pagina de la Red Eléctrica.

Debemos destacar dos detalles adicionales sobre este conjunto de datos. El primero es que no se tomaran
variables exdgenas para tratar de ayudar a predecir la demanda de electricidad, a pesar de que, como
veremos a continuacién, seguramente nos beneficiariamos de la inclusion de ciertas variables ciclicas.
Para esta prediccién simplemente tendremos los valores historicos de nuestra serie, dado que el objetivo
en este caso es dejar libres a los modelos, sin ayudas adicionales, para evaluar su rendimiento bajo
estas condiciones. El segundo detalle esta relacionado con la evaluacién de la calidad del modelo. La
propia pagina de la red eléctrica espanola muestra las predicciones de demanda que realiza la empresa
responsable, por lo que ademas de medir la calidad de las predicciones realizadas en base a nuestros
modelos, calcularemos las métricas de error en base a las predicciones de la propia Red Eléctrica, y las
usaremos como un sparring extra para las nuestras, al que queremos aspirar a acercarnos.
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4.2.1. Los datos

En lo referente a los datos, es muy interesante destacar un hecho que cambia enormemente con respecto
al conjunto de exportaciones. Esta diferencia llega en términos de frecuencia de datos. Recordemos que
el analisis previo se llevd a cabo para una frecuencia mensual y una frecuencia trimestral. Estos datos,
en cambio, presentan una frecuencia de cinco minutos, asi como un volumen mucho mayor, ya que se
manejan datos desde el 1 de noviembre de 2025 hasta el 8 de marzo de 2026. Se puede apreciar que el
periodo de tiempo escogido es muy particular. El motivo es que el dia en que se tomaron los datos era
8 de marzo, y después se fueron haciendo pruebas tomando cada vez més datos (yendo més atrds en el
tiempo). Finalmente se par6 en el 1 de noviembre por tener suficientes datos y ser una fecha que marca
el inicio de un nuevo mes.

Pudimos obtener los datos de la propia pagina de la Red Eléctrica Espanola (Red Eléctrica de Espana
(REE) 2026), que es el operador del sistema eléctrico espafiol encargado de asegurar el correcto
funcionamiento, de la continuidad y de la seguridad del suministro eléctrico. Como operador de sistema,
entre sus cometidos se incluye el ofrecer datos detallados sobre la demanda, generacion, etc. de la
energia eléctrica en Espania, ver Wikipedia contributors (2026).

4.2.2. Metodologia

Llega el momento de desglosar las ideas de la metodologia que se ha llevado a cabo para el ajuste de
estos datos. A pesar de ser conjuntos muy diferentes, existen analogias metodoldgicas entre ambos que
los podran hacer comparables hasta cierto punto. Lo primero que se hard, también para este conjunto
de datos, es ajustar nuestro modelo ARIMA que hard las veces de sparring, un sparring que esta vez
aspiraremos a superar.

A pesar de que el proceso del ajuste es el mismo, en este caso se han tenido en cuenta unas consideraciones
adicionales, debido a que el modelo que generaba la funcién auto__arima por si sola no pasaba el test de
media cero. Para que lo pudiera hacer, le proporcionamos algunas variables exdgenas que la ayudasen a
captar cambios de tendencia y componente estacional. En este caso, al decir componente estacional nos
referimos al patrén semanal y diario claro que posee la serie. Este tltimo fue el que decidimos atacar
en primer lugar, como veremos a continuacién. Primero le incluimos una variable dummy, como la que
ya incluimos para el shock en los aranceles estadounidenses, cuya funcién era la de indicar que a partir
del 7 de enero de 2026 parecia haber un aumento general en el nivel de la serie, asociado a la llegada
del frio invernal, con las consecuencias que este tiene en la demanda de electricidad. Después, se le
anadi6é una variable ciclica diaria, para tratar de ayudar a capturar una posible componente estacional
del mismo periodo. Esta se calculé de manera andloga a las del apartado anterior, pero adaptada a la
frecuencia actual:

. . . 27 - minutos dia
dia_sin=sin | ——— |,

< periodo dia >

27 - minutos dia)

dia_ cos = cos
- periodo dia

Dado que tampoco se obtuvieron resultados incluyendo estas variables, ya que el modelo seguia sin
superar el mencionado test, se optd por levantar las restricciones impuestas sobre los pardmetros p y ¢,
asumiendo de esta forma que el tiempo de computacién iba a aumentar. Una vez hecho esto, el modelo
al que lleg6 la funcién auto_arima, cuyos pardmetros eran mayores que las cotas fijadas previamente,
por lo que resulta evidente que estaban siendo una limitacion, logré superar el test de media cero.
Se probé entonces a retirar las variables exdgenas y siguié dando resultado. Aun as{ buscando la
mayor rigurosidad cientifica posible, se ha decidido dejar constancia de este proceso tanto por escrito
en el documento actual, como en el cédigo, aunque ligeramente adaptado para asegurar el correcto
funcionamiento del mismo.
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Posteriormente llega el ajuste de los modelos de machine learning propiamente dichos, el random forest
y el XGBoost. Nuevamente estos comparten las ideas expuestas para el anterior conjunto de datos,
y es este requisito de estructurar los datos como un problema de regresién estandar. Dado que en
este caso, como deciamos anteriormente, analizamos una tnica serie de demanda eléctrica, lo que es el
proceso se simplifica, pero aumenta en dimensionalidad y coste computacional debido al gran volumen
de datos con el que se esta trabajando. Para lograr nuestro objetivo aplicamos una transformacién
tabular andloga, pero esta vez empleamos la funcién que considera el caso recursivo para una unica
serie, Forecaster Recursive. Podemos ver una representacion grafica andloga a la vista anteriormente
en la Figura 4.10.

Transformacion

Serie Tabular e
(demanda) (Lags + Ro- odelo

lling Features)

Figura 4.10: Diagrama del ajuste con una unica serie temporal sin variables exégenas (explicitando la
aparicién de las rolling features).

Este proceso crea una matriz de caracteristicas, X, y una variable objetivo utilizando nuevamente la
técnica de ventana deslizante. Cada fila de la matriz representa un instante de tiempo, ¢, y sus columnas
vuelven a estar formadas por los lags correspondientes. En nuestro disefio hemos optado por configurar
un parametro histérico enorme, ya que hemos fijado lags = 8064. Esto significa que para predecir
la demanda de electricidad en el instante de tiempo ¢ el modelo recibe como variables predictoras
los 8064 registros anteriores, que en términos de datos con una frecuencia de cinco minutos, serian
las cuatro semanas anteriores. Ademds, cabe destacar que se han tomado cuatro semanas dado que
vamos a predecir a un horizonte de tiempo de un dia. A esto le afiadimos las rolling features, creadas
nuevamente con la funcién RollingFeatures, que calculan la media y desviacién tipica de las tltimas 1
v 2 horas, para no dejar de lado la inercia mas inmediata. Vemos esto representado en la Figura 4.11, a
la que ahora hemos incorporado la presencia de las rolling features.
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Figura 4.11: Diagrama que muestra la matriz de entrada con lags y rolling features (media y desviacién
tipica).

Sin embargo, vuelve a ocurrirnos lo mismo que antes. Volvemos a tener la limitacién conceptual de que
estos modelos basados en arboles no interiorizan el orden cronolégico de la secuencia, procesando los
datos de la forma que hemos explicado previamente. Para abordar esta falta de conocimiento temporal
volvemos a implementar las arquitecturas asociadas a las redes neuronales recurrentes LSTM y GRU.

A pesar de emplear Forecaster Recursive (contamos con una tnica serie) para llevar a cabo el backtes-
ting de forma tabular, mediante la clase RegresionRN N cambiamos la forma en la que el algoritmo
trata los datos. Al no existir variables exdgenas que separar, el procesamiento se vuelve més directo. La
red toma las columnas asociadas a los lags y las empaqueta en un tensor de tres dimensiones, que sigue
la estructura: [batch, secuencia, caracteristicas]. En el caso que nos ocupa esto significa procesar un
bloque donde la secuencia tiene una longitud de 8064 pasos temporales.
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A diferencia de XGBoost o random forest, las capas de LSTM y GRU procesan la mencionada secuencia
paso a paso. Para el modelo de demanda eléctrica, debido a la alta dimensionalidad de la ventana
deslizante que hemos fijado en este estudio y la ausencia de variables ex6genas, la secuencia se introduce
en la red neuronal en orden cronoldgico inverso, desde el registro mas reciente, hasta el mas antiguo.
La red neuronal es capaz de extraer los patrones temporales adaptando sus pesos a esta direccién. Esto
puede extranar dado el proceso seguido con los datos de exportaciones, pero es que en este tltimo caso
fue necesario fijar el orden de mas antiguo a més reciente, dada la necesidad de fusionar la secuencia
histérica con las variables exégenas en el ltimo paso.

Finalmente, una vez que la red neuronal ha procesado el ultimo lag de la secuencia temporal, el vector
de memoria resultante pasa por una capa lineal que proyecta todo ese aprendizaje en un tnico valor,
que serd precisamente el valor estimado de demanda eléctrica para los préximos 5 minutos. Al igual
que se indico, las métricas de error que se emplearan para medir la calidad de las predicciones de los
modelos en la muestra de test son las que se mostraron en la Seccién 1.4 del Capitulo 1.

Antes de continuar con el andlisis de los resultados obtenidos para este conjunto de datos, especificaremos
la configuracion de los modelos de machine y deep learning, tal y como hicimos con el conjunto de
exportaciones. En este caso tenemos una preocupacion diferente a la que tenfamos con el anterior. El
peligro ahora no es el riesgo de sobreajuste como tal, ya que disponemos de una base de datos méas
grande, el problema ahora es vigilar el coste computacional y el tiempo de entrenamiento, sobre todo
en el caso de los modelos de deep learning.

Con esto en mente, la configuracién escogida para random forest fue la de tomar 200 arboles para
promediar, una profundidad méxima de 7 (mayor que la escogida para el conjunto de datos de
exportaciones), y el niimero minimo de elementos por hoja lo mantenemos en 8. Por su parte, en
XGBoost volvemos a usar la misma configuracién, combinando 500 arboles con una tasa de aprendizaje
de 0.01 y una profundidad méxima de 3, que sigue siendo menor que la escogida para random forest.
Ademais, se ha vuelto a fijar que para entrenar cada arbol solamente se pueda usar el 80 % de las filas.
Por dltimo, para los modelos de deep learning hemos escogido una configuracién de 32 unidades ocultas,
tres capas y un dropout de 0.1. Notemos que ya no le tenemos ese miedo al sobreajuste pero si cierto
respeto al tiempo de computacién, por lo que se han fijado 20 epoch, pudiendo ver que no se producia
una mejoria del error en las ultimas. Por ultimo, cabe destacar que se ha reescalado y diferenciado la
serie de tiempo para los cuatro modelos, ya que pudimos apreciar que esto potenciaba la calidad de los
resultados obtenidos. Una vez realizadas estas tltimas aclaraciones, procedemos con el andlisis de los
resultados en la siguiente subseccién.

4.2.3. Resultados

Tal y como hicimos con el conjunto de datos de exportaciones, llevaremos a cabo un analisis de los
resultados obtenidos en base al ajuste de los mismos modelos. Se pueden apreciar diferencias notables
entre ambos conjuntos de datos, que repercutiran a su vez en la estructura del analisis. En este caso,
como hemos dicho anteriormente, contamos con una serie de tiempo con una rejilla mucho mayor, pero
es una Unica serie, y sin variables exdgenas que ayuden en su predicciéon. Tal y como hicimos para el
conjunto de datos previo, nos basaremos en la tabla que contiene las métricas mas relevantes para
extraer nuestras conclusiones, la Tabla A.3, que se encuentra en la Secciéon A.1 del Apéndice A. A su
vez,la Tabla A.6 que contiene los resultados asociados al resto de métricas se encuentra en la Secciéon
A.1 del mismo Apéndice. Se debe tener en cuenta que esta vez los valores dentro las mismas se miden
en megavatios (MW). Podemos ver en las mismas que esta vez no hay paises en las columnas, sino los
datos que se han comparado. Por ejemplo, la columna de Modelo vs Real son las métricas de error
calculadas para la comparacién entre las predicciones de nuestros modelos y la demanda de electricidad
real, Modelo vs Sparring contiene las métricas asociadas la comparacién entre nuestras predicciones y
las que muestran ellos en su pagina y finalmente Real vs Sparring, las métricas de comparacion entre la
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demanda real y las predicciones que ellos mismos realizaron. Comencemos por lo tanto con el andlisis
de los resultados.

Iniciamos el andlisis de la misma forma que lo hicimos para el conjunto de datos de exportaciones, esta
vez sin mostrar una grafica de los datos, ya que se plasmoé en la Figura 1.1 del Capitulo 1. A pesar
de no poder apreciar, quizd, una tendencia tan clara como la que se podia distinguir en las series de
exportaciones, volveremos a diferenciar la serie para ajustar tanto los modelos basados en arboles como
las redes neuronales recurrentes, por el problema de estos con la extrapolacién de la tendencia expuesto
en la seccién previa.

En lo referente al modelo ARIMA como representante del enfoque estadistico cldsico, vemos en las
métricas que el modelo es incapaz de capturar las no linealidades de la serie de tiempo. Como era
de esperar, dado que nuevamente lo hemos planteado como un sparring ficil de batir (no confundir
con el sparring potente, que son las predicciones que proporciona la propia pagina de la red eléctrica),
se ha obtenido un WAPE del 21.64 % al compararlo con los datos reales de demanda. Esto en cierto
modo valida nuestro enfoque inicial, de plantear este tipo de modelos como una base que los posteriores
deberian mejorar.

Una vez visto esto, pasamos al campo del machine learning al uso y vemos que los modelos basados en
arboles proporcionan opciones mucho mas sélidas. Tal y como nos ocurria con el anterior conjunto de
datos, XGBoost vuelve a superar a random forest, aunque no por demasiada diferencia, ya que logra
un WAPE de 4.31 frente a un 4.75 del segundo. Esta mejora también repercute en una caida de los
valores de las métricas absolutas, confirmando que XGBoost es més habil en la captaciéon de patrones
que random forest. Esto se puede ver reflejado en la Figura 4.12.
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Figura 4.12: De izquierda a derecha: Predicciones con el modelo random forest y con el modelo XGBoost
realizadas sobre el conjunto de test para los datos de demanda eléctrica (MW). La curva negra continua
estd asociada a la demanda real y la roja discontinua a las predicciones realizadas con nuestros modelos.
También se muestra la curva verde discontinua, asociada a las predicciones de la propia péagina.

Por otra parte, los mejores resultados llegan de la mano de los modelos de deep learning. Tanto LSTM
como GRU destacan sobre los modelos basados en arboles, logrando GRU el mejor ajuste con un
WAPE de 3.56 %, seguido de cerca por LSTM con 3.74 %, ambos relativamente préximos al sparring de
referencia al que aspiramos a acercarnos, 1.01 %, cuya precision es digna de elogio. Este resultado apoya
lo que comentamos en la teorfa, y es que parece que la mayor simplicidad de GRU estd dando lugar a
un mejor rendimiento. Podemos visualizar los resultados asociados a los modelos de deep learning en la
Figura 4.13.
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Comparativa: Real vs Sparring vs Prediccion (GRU)
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Figura 4.13: Predicciones con redes neuronales recurrentes (LSTM y GRU) realizadas sobre el conjunto
de test para los datos de demanda eléctrica (MW). La curva negra continua esté asociada a la demanda
real y la roja discontinua a las predicciones realizadas con nuestros modelos. También se muestra la
curva verde discontinua, asociada a las predicciones de la propia pagina.

Centrémonos ahora en las conclusiones que nos permiten extraer las métricas de forma directa. Por
ejemplo, fijémonos en los resultados de XGBoost. Se puede apreciar que pasamos de un error mediano
de 986 MW a un RMSE de 1792 MW, indicando la presencia de predicciones puntuales con errores muy
grandes, que han arrastrado las medias hacia arriba. Por el contrario, los modelos de deep learning se
muestran mas estables en este aspecto, ya que la diferencia entre la mediana y los errores cuadraticos es
menor. A pesar de esto, y como se puede ver también en la Figura 4.13, estos modelos siguen fallando
en los picos de forma notable. Ponemos como ejemplo LSTM, que obtiene un MedAE parecido al de
XGBoost, 985.46 %, y un RMSE de 1436.31 %, que es menor que el de XGBoost a pesar de que sigue
estando desmarcado del error mediano.

Esto nos permite decir que si bien el MedAE de la red neuronal es comparable al de los modelos basados
en arboles, los modelos de deep learning estan destacando méas en momentos de alta volatilidad, con
mas picos. A pesar de que el objetivo de los modelos ajustados basados en drboles es la reducciéon de la
variabilidad, nos encontramos ante un conjunto de datos méas grande, donde cada vez empieza a salir a
relucir méas el potencial de las redes neuronales. Estos tltimos se muestran més estables, ya que cuando
se equivocan lo hacen con desviaciones menores, evitando los errores grandes que probablemente estén
disparando los de random forest y XGBoost.

Un dltimo comentario que resulta relevante es que a lo largo del proceso de creacién de los modelos
se probo a realizar un ajuste tomando una y dos semanas de datos para entrenar y un horizonte de
prediccién de una hora. Lo interesante, es que para esta configuracion los modelos XGBoost, LSTM
y GRU mejoraban las predicciones de la propia pagina de la red eléctrica. Ademads, el tiempo de
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entrenamiento era mucho menor que el que tenemos para la configuracién actual. El motivo de cambiar
la configuracién fue estar en igualdad de condiciones, ya que las predicciones mostradas en la pagina de
la red eléctrica se realizan, como minimo, a un horizonte de un dia, pero queda abierta la posibilidad de
investigar en futuros estudios la implementacién de estos modelos de forma que produzcan predicciones
hora a hora de forma recursiva, dada la precisiéon de las mismas y la rapidez con la que se obtienen.
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Apéndice A
Tablas de resultados

En la Seccién A.1 mostramos las tablas con los resultados correspondientes a las métricas de error
principales: MAE, RMSE, MedAE y WAPE, tanto para el conjunto de datos de exportaciones como para
el conjunto de datos de demanda eléctrica. En la Seccién A.2 mostramos las tablas con los resultados
correspondientes a las métricas de error que se ha considerado que podian resultar redundantes una vez
analizadas las primeras. Aun asi, se incluyen por si fuesen del interés del lector.

A.1. Meétricas principales

89



Tabla A.1: Métricas principales por pais y modelo (Datos Mensuales)

Meétrica France Germany Ttaly Japan Portugal United Kingdom United States
RMSE (ARIMA) 600,609,323 88,330,544 88,483,155 5,555,664 155,192,074 211,193,220 1,304,441,234
MAE (ARIMA) 503,631,783 70,910,423 71,763,069 4,393,874 115,731,763 180,058,918 611,987,453
WAPE % (ARIMA) 117.83 48.61 29.31 34.82 33.79 150.15 993.91
MedAE (ARIMA) 497,320,401 61,890,110 68,230,923 3,554,999 104,977,325 180,137,304 34,866,116
RMSE (Random Forest) 86,600,724 30,199,733 55,907,532 6,432,232 48,919,278 34,828,595 27,778,622
MAE (Random Forest) 69,703,198 22,029,528 45,747,299 4,993,963 40,539,943 27,791,057 23,073,260
WAPE % (Random Forest) 16.36 15.05 18.62 39.59 11.78 23.13 37.16
MedAE (Random Forest) 58,102,913 18,269,220 40,600,125 3,960,243 34,838,325 24,006,420 20,800,856
RMSE (XGBoost) 83,060,664 29,863,434 52,752,617 6,226,888 50,248,037 34,234,585 28,076,557
MAE (XGBoost) 67,632,643 22,316,017 42,914,993 5,175,888 40,656,943 26,943,104 22,512,384
WAPE % (XGBoost) 15.87 15.25 17.47 41.03 11.82 22.42 36.26
MedAE (XGBoost) 55,019,728 17,371,235 34,346,976 4,839,648 32,831,901 19,674,716 18,895,093
RMSE (GRU) 95,895,053 30,060,674 56,647,670 7,341,158 48,175,827 44,637,168 31,707,400
MAE (GRU) 74,471,478 22,613,756 44,731,515 5,996,428 39,343,337 35,949,878 27,416,408
WAPE % (GRU) 17.48 15.45 18.21 47.53 11.43 29.92 44.16
MedAE (GRU) 63,696,973 17,137,495 35,704,001 4,867,428 37,311,693 33,592,147 27,804,209
RMSE (LSTM) 87,789,970 32,604,633 57,064,811 8,332,444 52,154,218 36,845,745 28,702,322
MAE (LSTM) 71,724,615 24,316,757 43,881,414 6,677,983 42,895,307 28,187,154 20,428,670

Continta en la pdgina siguiente...
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Métricas principales por pais y modelo (Datos Mensuales) (continuacion)

Meétrica France Germany Italy Japan Portugal United Kingdom United States
WAPE % (LSTM) 16.84 16.61 17.86 52.94 12.47 23.46 32.90
MedAE (LSTM) 65,479,239 20,147,483 33,451,330 5,061,959 38,296,857 20,103,568 14,404,773

Tabla A.2: Métricas principales por pafs y modelo (Datos Trimestrales)

Meétrica France Germany Italy Japan Portugal United Kingdom United States
RMSE (ARIMA) 836,400,534 100,421,030 219,870,930 15,819,969 396,409,935 615,847,261 11,302,290,400
MAE (ARIMA) 777,024,309 71,275,208 204,389,034 13,450,882 291,702,624 540,410,694 5,156,262,270
WAPE % (ARIMA) 60.78 16.47 28.17 35.21 28.77 151.30 2,852.31
MedAE (ARIMA) 715,259,895 50,908,968 193,660,138 13,697,125 239,134,011 567,211,774 189,989,456
RMSE (Random Forest) 247,281,910 60,791,248 139,477,213 14,707,678 117,933,456 94,754,854 69,003,199
MAE (Random Forest) 208,740,589 46,224,367 118,714,594 11,376,608 92,137,700 83,899,271 57,348,024
WAPE % (Random Forest) 16.33 10.53 16.11 30.06 8.93 23.28 30.79
MedAE (Random Forest) 179,439,059 45,448,537 101,542,782 11,686,011 80,093,841 79,076,826 49,496,351
RMSE (XGBoost) 228,645,589 67,333,095 140,195,336 13,511,468 135,649,010 100,999,646 70,444,918
MAE (XGBoost) 196,155,094 48,539,983 123,665,752 9,663,004 106,827,088 85,378,463 58,378,482
WAPE % (XGBoost) 15.35 11.05 16.78 25.53 10.35 23.69 31.34
MedAE (XGBoost) 199,173,096 36,180,652 133,756,383 6,749,629 89,205,340 74,074,328 47,713,285

Continda en la pdgina siguiente...
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Métricas principales por pais y modelo (Datos Trimestrales) (continuacion)

Meétrica France Germany Italy Japan Portugal United Kingdom United States
RMSE (GRU) 233,681,062 67,684,280 135,437,673 13,205,410 120,227,448 90,461,353 66,922,465
MAE (GRU) 197,597,487 53,193,504 122,607,808 9,330,155 97,264,109 78,882,076 53,687,498
WAPE % (GRU) 15.46 12.11 16.64 24.65 9.42 21.88 28.82
MedAE (GRU) 188,255,851 39,495,717 134,007,117 5,065,681 90,210,347 61,346,024 43,993,593
RMSE (LSTM) 224,135,372 68,708,060 137,357,853 12,636,014 127,140,570 86,099,701 69,566,043
MAE (LSTM) 192,737,014 50,476,499 122,604,910 9,061,586 101,954,433 75,047,036 56,151,376
WAPE % (LSTM) 15.08 11.50 16.64 23.94 9.88 20.82 30.15
MedAE (LSTM) 201,196,425 32,029,084 133,160,230 5,131,292 93,517,149 66,842,635 49,814,666
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A.2. METRICAS ADICIONALES

Tabla A.3: Métricas principales por comparacién y modelo

Meétrica Modelo vs Real Modelo vs Sparring Real vs Sparring
RMSE (ARIMA) 8035.03 8005.59 414.2667
MAE (ARIMA) 6627.07 6604.41 309.8214
WAPE % (ARIMA) 21.64 21.60 1.0118
MedAE (ARIMA) 5778.10 5833.04 234
RMSE (Random Forest) 2059.0329 2022.4744 414.2667
MAE (Random Forest) 1454.2764 1427.1547 309.8214
WAPE % (Random Forest) 4.7494 4.6676 1.0117
MedAE (Random Forest) 1003.6689 975.4439 234
RMSE (XGBoost) 1792.7683 1751.0275 414.2667
MAE (XGBoost) 1319.6667 1276.9263 309.8214
WAPE % (XGBoost) 4.3098 4.1762 1.0118
MedAE (XGBoost) 986.4335 959.8618 234
RMSE (LSTM) 1436.3144 1424.1859 414.2667
MAE (LSTM) 1144.4717 1144.7427 309.8214
WAPE % (LSTM) 3.7377 3.7439 1.0118
MedAE (LSTM) 985.4623 1006.4728 234
RMSE (GRU) 1398.0036 1363.2449 414.2667
MAE (GRU) 1090.2960 1071.6021 309.8214
WAPE % (GRU) 3.5607 3.5047 1.0118
MedAE (GRU) 936.3279 934.2942 234

A.2. Meétricas adicionales



Tabla A.4: Métricas adicionales por pais y modelo (Datos Mensuales)

Meétrica France Germany Italy Japan Portugal United Kingdom United States
Max_ Err (ARIMA) 1,453,621,819 197,844,195 192,483,504 14,253,338 327,759,218 414,801,199 3,342,563,936
MAPE % (ARIMA) 122.27 49.09 29.58 46.99 32.33 165.01 1,386.23
Rel _Err % (ARIMA) 117.83 48.61 29.31 34.82 33.79 150.15 993.91
Rel MedAE % (ARIMA) 116.19 41.90 28.90 28.70 29.90 157.79 62.61

R? (ARIMA) -68.86 -7.29 -2.79 0.02 -11.40 -38.92 -2,815.80
Max_Err (Random Forest) 181,900,393 97,671,974 118,731,755 16,464,773 114,358,373 88,660,180 73,903,012
MAPE % (Random Forest) 17.75 14.69 17.77 57.03 11.94 25.10 41.69
Rel Err % (Random Forest) 16.36 15.05 18.62 39.59 11.78 23.13 37.16
Rel_MedAE % (Random Forest) 13.68 12.36 17.20 32.89 9.90 20.91 37.13

R? (Random Forest) -0.46 0.03 -0.52 -0.29 -0.31 -0.07 -0.29
Max_ Err (XGBoost) 194,896,908 97,802,268 119,637,161 13,511,543 116,367,377 100,981,659 87,097,052
MAPE % (XGBoost) 16.96 14.73 16.80 63.11 11.89 24.07 39.02
Rel Err % (XGBoost) 15.87 15.25 17.47 41.03 11.82 22.42 36.26
Rel MedAE % (XGBoost) 12.96 11.75 14.55 40.19 9.33 17.13 33.73

R? (XGBoost) -0.34 0.06 -0.35 -0.21 -0.39 -0.03 -0.32
Max_Err (GRU) 246,999,127 94,184,857 127,932,487 15,922,039 118,202,852 97,773,169 75,605,506
MAPE % (GRU) 19.37 15.39 17.62 77.68 11.57 35.54 51.85
Rel_Err % (GRU) 17.48 15.45 18.21 47.53 11.43 29.92 44.16

Continta en la pdgina siguiente...
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Métricas adicionales por pais y modelo (Datos Mensuales) (continuacién)

Meétrica France Germany Italy Japan Portugal United Kingdom United States

Rel MedAE % (GRU) 15.00 11.60 15.12 40.42 10.60 29.25 49.63

R? (GRU) -0.79 0.04 -0.56 -0.68 -0.28 -0.76 -0.68

Max_ Err (LSTM) 257,617,270 103,044,876 138,063,927 18,357,326 121,425,209 115,239,701 104,159,231

MAPE % (LSTM) 17.00 15.67 17.05 58.84 12.54 23.78 32.06

Rel Err% (LSTM) 16.84 16.61 17.86 52.94 12.47 23.46 32.90

Rel MedAE % (LSTM) 15.42 13.63 14.17 42.03 10.88 17.51 25.71

R? (LSTM) -0.50 -0.13 -0.58 -1.17 -0.49 -0.20 -0.37
Tabla A.5: Métricas adicionales por pais y modelo (Datos Trimestrales)

Meétrica France Germany Italy Japan Portugal United Kingdom  United States

Max_ Err (ARIMA) 1,384,472,659 282,089,347 363,250,479 32,058,618 820,613,645 1,133,066,224 29,798,105,658

MAPE % (ARIMA) 62.49 16.15 27.16 32.21 27.10 155.09 3,820.35

Rel_Err % (ARIMA) 60.78 16.47 28.17 35.21 28.77 151.30 2,852.31

Rel MedAE % (ARIMA) 55.23 11.26 25.81 36.08 22.60 171.19 116.44

R? (ARIMA) -33.99 -1.17 -2.83 -2.50 -7.94 -92.85 -40,789.26

Max_Err (Random Forest) 422,327,026 132,045,248 240,061,114 35,691,484 244,274,866 179,177,225 184,462,454

Continia en la pdgina siguiente...
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Meétricas adicionales por pais y modelo (Datos Trimestrales) (continuacién)

Meétrica France Germany Italy Japan Portugal United Kingdom United States
MAPE % (Random Forest) 16.88 10.19 15.56 35.64 9.27 24.01 30.54
Rel Err % (Random Forest) 16.33 10.53 16.11 30.06 8.93 23.28 30.79
Rel_MedAE % (Random Forest) 13.72 10.02 13.35 32.18 7.50 23.86 30.02
R? (Random Forest) -1.91 0.09 -0.82 -1.98 -0.20 -1.22 -0.77
Max_ Err (XGBoost) 427,467,461 171,350,637 231,561,381 36,408,989 261,716,070 220,350,371 184,652,247
MAPE % (XGBoost) 15.82 10.66 16.37 31.84 10.72 24.37 31.62
Rel_Err % (XGBoost) 15.35 11.05 16.78 25.53 10.35 23.69 31.34
Rel_MedAE % (XGBoost) 15.23 7.98 17.59 18.59 8.35 22.35 28.93
R? (XGBoost) -1.48 -0.12 -0.84 -1.51 -0.59 -1.53 -0.84
Max_ Err (GRU) 490,549,551 153,989,855 227,967,126 33,042,466 250,751,612 172,418,579 174,985,315
MAPE % (GRU) 16.14 11.98 16.50 30.16 9.76 22.67 29.18
Rel Err % (GRU) 15.46 12.11 16.64 24.65 9.42 21.88 28.82
Rel MedAE % (GRU) 14.40 8.71 17.62 13.95 8.45 18.51 26.68
R? (GRU) -1.59 -0.13 -0.72 -1.40 -0.25 -1.03 -0.66
Max_Err (LSTM) 442,030,309 161,585,729 236,453,916 31,396,615 247,390,481 164,117,595 174,790,926
MAPE % (LSTM) 15.54 11.20 16.39 28.99 10.16 21.38 30.90
Rel Err % (LSTM) 15.08 11.50 16.64 23.94 9.88 20.82 30.15
Rel_MedAE % (LSTM) 15.39 7.06 17.51 14.13 8.76 20.17 30.21
R? (LSTM) -1.39 -0.16 -0.77 -1.20 -0.39 -0.84 -0.80
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A.2. METRICAS ADICIONALES

Tabla A.6: Métricas adicionales por comparacién y modelo

Métrica

Modelo vs Real

Modelo vs Sparring

Real vs Sparring

Max_ Err (ARIMA) 18347.34 17735.34 2311
MAPE % (ARIMA) 21.29 21.25 1.0056
Rel _Err % (ARIMA) 21.64 21.60 1.0118
Rel_MedAE % (ARIMA) 18.36 18.52 0.7434
R? (ARIMA) -1.9242 -1.8784 0.9922
Max_Err (Random Forest) 8253.1629 8047.7405 2311
MAPE % (Random Forest) 4.9724 4.8845 1.0056
Rel_Err % (Random Forest) 4.7494 4.6676 1.0118
Rel_MedAE % (Random Forest) 3.1887 3.0973 0.7434
R? (Random Forest) 0.8080 0.8163 0.9922
Max_ Err (XGBoost) 6753.0030 6748.3898 2311
MAPE % (XGBoost) 4.6067 4.4700 1.0056
Rel_Err % (XGBoost) 4.3098 4.1762 1.0118
Rel _MedAE % (XGBoost) 3.1339 3.0479 0.7434
R? (XGBoost) 0.8544 0.8623 0.9922
Max_ Err (LSTM) 4763.0127 4436.8074 2311
MAPE % (LSTM) 3.9098 3.9152 1.0056
Rel_Err % (LSTM) 3.7376 3.7439 1.0118
Rel_MedAE % (LSTM) 3.1308 3.1959 0.7434
R? (LSTM) 0.9066 0.9089 0.9922
Max_ Err (GRU) 5001.3560 4676.7363 2311
MAPE % (GRU) 3.6841 3.6285 1.0056
Rel Err% (GRU) 3.5607 3.5047 1.0118
Rel_MedAE % (GRU) 2.9747 2.9667 0.7434
R? (GRU) 0.9115 0.9165 0.9922
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