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Resumen

Resumen en espanol

El problema del arbol de minimo coste (MCSTP, por sus siglas en inglés) es uno de los problemas cla-
sicos de la investigacion operativa. Consiste en encontrar la forma de conectar un conjunto de agentes
a una fuente comin minimizando el coste total de la red. En los dltimos anos, se ha abordado un nuevo
aspecto: como repartir ese coste entre los diversos agentes. Para ello, se propusieron varias reglas de
reparto que se pueden dividir en dos grandes familias: las reglas basadas en los algoritmos clasicos de
construccion del arbol y las reglas basadas en los juegos cooperativos. En este trabajo se lleva a cabo
una revision bibliografica de las principales reglas de reparto existentes, que se concluye con la crea-
cion de mestprules, un paquete de R que implementa, compara y analiza dichas reglas, incorporando
herramientas para estudiar la estabilidad de los repartos. Finalmente, se evalta el rendimiento compu-
tacional del paquete, comparando el cilculo exacto de ciertas reglas con una aproximacion basada en
el método Monte Carlo, 1til para problemas de gran tamano donde el calculo exacto se vuelve inviable.

English abstract

The Minimum Cost Spanning Tree Problem (MCSTP) is one of the classic problems in operations
research. It consists of finding the most efficient way to connect a set of agents to a common source while
minimizing the total network cost. In recent years, a new aspect has been addressed: how to allocate this
cost among the various agents. To this end, several cost allocation rules have been proposed, which can
be divided into two major families: rules based on classic tree construction algorithms and rules based
on cooperative games. This work carries out a literature review of the main existing allocation rules,
concluding with the creation of mcstprules, an R package that implements, compares, and analyzes
these rules, incorporating tools to study the stability of the allocations. Finally, the computational
performance of the package is evaluated, comparing the exact calculation of certain rules with an
approximation based on the Monte Carlo method, which is useful for large-scale problems where exact
computation becomes unfeasible.
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Introduccion

Contexto y motivaciéon

El diseno eficiente de redes para conectar multiples puntos es un problema clasico muy extendido. Esta
situaciéon se ilustra perfectamente al disenar, por ejemplo, una red de abastecimiento de agua para
una serie de poblaciones. Aunque siempre existe la posibilidad de construir tuberias directas desde un
embalse central hasta cada localidad, esta solucién a menudo genera infraestructuras redundantes y
costes excesivos. La alternativa mas inteligente es permitir que los municipios se conecten entre si en
aquellos tramos que resulten mas econémicos que una conexién directa a la fuente. El objetivo radica
en encontrar la red que logre llevar el suministro a todas las poblaciones asumiendo el menor gasto
posible.

Este escenario es la representacion clésica de uno de los problemas mas estudiados de la teoria de
grafos: el problema del arbol de minimo coste (Minimum Cost Spanning Tree Problem, MCSTP).
Intuitivamente, consiste en conectar un conjunto de nodos (las poblaciones) mediante un subconjunto
de aristas (las tuberfas) a una fuente comun de suministro (el embalse), evitando crear conexiones
innecesarias y minimizando el coste total de la red.

La necesidad de resolver este tipo de problemas tiene sus origenes en 1926 de la mano del matematico
checo Otakar Borivka (1926). El gobierno le encargé diseflar la red eléctrica mas econdémica para
iluminar la extensa region rural de Moravia del Sur, situada en la Republica Checa. Para evitar gastar
cable de cobre de forma innecesaria, Bortuvka desarrolld el primer algoritmo matematico capaz de
calcular esa red de forma o6ptima (Nesetfil et al. 2001).

Hoy, un siglo después de que Bortvka iluminara Moravia, el MCSTP se ha convertido en la base sobre
la que se disenan las redes de fibra 6ptica, las rutas de datos en internet o incluso algunos algoritmos
modernos de inteligencia artificical basados en grafos, entre muchas otras cosas.

Sin embargo, encontrar la red 6éptima es solo la mitad del problema. Una vez construido el arbol de
coste minimo, surge de manera natural la pregunta de como se debe repartir el coste entre quienes
se benifician de la red construida. Esta cuestion ha dado lugar a un campo de estudio propio, en
el que se han propuesto numerosas reglas de reparto que podemos dividir en dos grandes familias:
las reglas obtenidas directamente a partir de la estructura de la red y de los algoritmos clasicos de
construccion del arbol y las reglas basadas en juegos cooperativos. Bergantifios y Vidal-Puga (2021)
ofrecen una revision exhaustiva de ambos enfoques, que sera la referencia teoérica principal empleada
en este trabajo. Asimismo, cabe senalar que existen otros trabajos académicos que revisan parte de
la literatura del MCSTP, como Fontenla Cadavid (2014), Gémez Saura (2016) y Moor et al. (2019),
aunque el enfoque y los objetivos de estas investigaciones son diferentes a los de este trabajo.

A pesar de la abundante literatura teérica sobre este problema, las herramientas computacionales
disponibles para aplicar estas reglas son limitadas. En el entorno de R, los paquetes optrees (Fontenla
2014b) y cooptrees (Fontenla 2014a), descritos en Fontenla Cadavid (2014), supusieron un primer
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XIV INTRODUCCION

acercamiento al problema, pero sus propios autores sefialaron limitaciones importantes. Esta carencia
de una herramienta completa es la motivaciéon principal de este trabajo.

Objetivos

Partiendo de la motivacién anterior, este trabajo plantea dos objetivos generales. En primer lugar,
realizar una revisiéon bibliografica de las reglas de reparto de costes existentes en la literatura para
el MCSTP, tanto de las basadas en algoritmos como de las basadas en teoria de juegos cooperativos,
presentando su fundamento teorico de forma clara y didactica. En segundo lugar, desarrollar un paquete
de R que implemente dichas reglas, superando las limitaciones conocidas de las herramientas previas.

Con respecto a este segundo objetivo, se pretende ofrecer una herramienta completa que cuente con
las siguientes funcionalidades:

» Una interfaz flexible que acepte los datos de entrada en distintos formatos.

= Capacidad para resolver los empates que puedan surgir en la construccion del arbol 6ptimo de
forma equitativa, extendiendo las reglas afectadas mediante el promedio de las distintas soluciones
posibles.

= Inclusion de la totalidad de los juegos cooperativos asociados al MCSTP descritos en la literatura
junto con sus correspondientes reglas de reparto.

= Herramientas de analisis que permitan estudiar la estabilidad de las soluciones y la sensibilidad
ante variaciones en los costes de la red.

= Capacidad para escalar a redes de gran tamano mediante aproximaciones eficientes basadas en
el método Monte Carlo.

Estructura

Esta memoria se organiza en seis capitulos y un anexo. El Capitulo 1 recoge los conceptos preliminares
de teoria de grafos y teoria de juegos cooperativos necesarios para el desarrollo del resto de capitulos. El
Capitulo 2 presenta formalmente el MCSTP y los algoritmos clasicos de construcciéon del arbol éptimo,
asi como otras estructuras relevantes asociadas al problema, la técnica de descomposicién en conos y
los distintos juegos cooperativos que pueden definirse a través de él. En el Capitulo 3 se presentan
las reglas de reparto existentes en la literatura clasificadas en dos grupos bien diferenciados: las reglas
definidas a través del MCSTP y las reglas definidas a través de los juegos cooperativos vistos en el
capitulo anterior. Ademaés, se emplea un mismo ejemplo que sirve de referencia para ilustrar todos los
resultados tedricos expuestos.

La parte central de la memoria la constituye el Capitulo 4 que presenta mcstprules (Souto Vazquez
2026), el paquete de R que implementa todas las reglas presentadas en el Capitulo 3, asi como otras
herramientas de anélisis de estabilidad y sensibilidad de los repartos. En este capitulo se describe la
arquitectura interna del paquete, sus dependencias y el funcionamiento de cada una de sus funciones,
ilustrando los resultados para el mismo ejemplo tratado en los capitulos previos. El Capitulo 5 evalaa
el rendimiento computacional del paquete, comparando los calculos exactos con una aproximaciéon
Monte Carlo tanto en tiempo de ejecuciéon como en precision. Por ultimo, el Capitulo 6 recoge las
principales conclusiones del trabajo y plantea posibles lineas de investigacion futuras. Ademas, el
Anexo A contiene el manual técnico completo del paquete, con descripciones detalladas de todas las
funciones implementadas.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo establece el marco formal necesario para el desarrollo del trabajo. En primer lugar, en
la Secciéon 1.1, se introducen los conceptos fundamentales de la teoria de grafos, que proporcionan el
soporte estructural para modelar problemas de conexién y redes. A continuacién, en la Seccion 1.2, se
presentan las nociones basicas de la teoria de juegos cooperativos, una de las herramientas analiticas
utilizadas para abordar el problema del reparto de costes.

1.1. Conceptos basicos de teoria de grafos

La teoria de grafos es el lenguaje natural para modelar problemas de conexion y redes. En esta seccién
se presentan los conceptos y la notacion fundamentales que serviran de base para el desarrollo de este
trabajo. Las definiciones y resultados expuestos a continuacién siguen la base teérica general de Diestel
(2017), adaptando la terminologia y notacion.

Intuitivamente, un grafo no es mas que una colecciéon de puntos junto con las conexiones que existen
entre ellos, sin importar la posicion geométrica de los puntos ni la longitud o forma de las lineas que
los unen, sino inicamente la estructura de conectividad.

Definicién 1.1.1 (Grafo). Un grafo G es un par (V, A), donde V' es un conjunto de vértices (o nodos)
y A es un conjunto de aristas (o arcos). Cada arista a € A representa la conexién entre un par de
vértices.

El namero de vértices de un grafo G se denomina orden y se denota por |G|, mientras que el nimero
de aristas se conoce como tamarno y se representa mediante ||G||. Dependiendo de estos valores, los
grafos pueden clasificarse en finitos, infinitos o numerables. En este trabajo, asumiremos siempre que
los grafos son finitos.

Por otro lado, la naturaleza de las conexiones entre los vértices puede variar segin si tienen o no un
sentido de flujo:

Definicion 1.1.2 (Grafo no dirigido). Un grafo G = (V, A) es no dirigido si sus aristas carecen de
orientacién especifica. Cada arista a € A vincula a dos vértices distintos! ¢, j € V, y se denota mediante
el par desordenado (7, j) o, alternativamente, {7, j}.

Dado que este trabajo se centra exclusivamente en el anélisis de redes con relaciones bidireccionales,
en lo sucesivo utilizaremos el término grafo para referirnos a un grafo no dirigido.

1La condicién de que los vértices sean distintos se debe a que, a lo largo de este trabajo, consideraremos grafos
simples, excluyendo asi la existencia de bucles (aristas que conectan un nodo consigo mismo) y de aristas multiples entre
el mismo par de nodos.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

En muchas aplicaciones practicas, las conexiones de una red poseen caracteristicas cuantitativas aso-
ciadas, como distancias, capacidades o costes asociados a su construccién. Para incorporar esta infor-
macién al modelo geométrico, basta con anadir al grafo una funcién que etiquete cada arista con un
nimero real.

Definicion 1.1.3 (Grafo ponderado). Un grafo ponderado es un grafo G = (V, A) al que se le asocia
una funcion de peso w : A — R, que asigna a cada arista (¢,j) € A un valor numeérico real.

La Figura 1.1 muestra un ejemplo bésico de grafo ponderado sobre un conjunto de tres nodos V =
{1,2,3}, donde cada arista lleva asociado un coste de conexion.

9

Figura 1.1: Grafo ponderado sobre V = {1,2,3} con A = {(1,2),(1,3),(2,3)}.

Al analizar las subestructuras de un grafo, hay dos casos que resultan de especial interés: cuando todos
los elementos estan conectados directamente entre si, y cuando el estudio se limita a una parte de la
red original.

Definicion 1.1.4 (Grafo completo y subgrafo inducido). Un grafo completo es un grafo en el que cada
par de vértices distintos esta conectado por una arista. Por otro lado, dado un subconjunto de vértices
S C V, el subgrafo inducido por S, denotado como G[S], es el grafo formado por los vértices de Sy
todas las aristas de A que tienen ambos extremos en S.

A la hora de estudiar la topologia de una red, es fundamental analizar como se transmite la informacion
o el flujo entre los distintos elementos para asi identificar las posibles rutas y evitar redundancias en
la estructura.

Definicién 1.1.5 (Camino, ciclo y arbol). Dado un grafo G = (V, A):

= Un camino entre los nodos ¢ y j es una secuencia de nodos distintos (g, 71, . . ., %) tal que ig = 1,
ir = J, y la arista (i,_1,i,) € A para todo r € {1,2,...,k}.

= Un grafo es conezxo si existe al menos un camino entre cualquier par de nodos de V.

= Un ciclo es un camino de al menos tres nodos donde el primer y el altimo nodo coinciden (i = i),
sin repetir ningtn otro nodo ni arista en su recorrido.

= Un drbol es un subgrafo conexo que no contiene ciclos.

Observemos que el grafo de la Figura 1.1 contiene exactamente un ciclo definido por la secuencia
(1,2,3,1). Por tanto, dicho grafo no cumple las condiciones para ser un arbol. Sin embargo, es posible
transformarlo en uno eliminando cualquiera de sus tres aristas.

Dependiendo de la posiciéon y del niimero de conexiones que posea un vértice dentro de la topologia
de un arbol, se puede clasificar su funcién e importancia dentro de la estructura:

Definicién 1.1.6 (Grado de un vértice). Dado un grafo G = (V, A) y un vértice ¢ € V, el grado de 1,
denotado como dg(i) o, simplemente, d(i), es el nimero de aristas de A que tienen a i como uno de
sus extremos.



1.2. CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE JUEGOS COOPERATIVOS 3

Si un vértice tiene grado cero, se dice que esta aislado. En el contexto de un arbol, un vértice i se
denomina nodo hoja si d(i) = 1, es decir, si solo esta conectado al resto del arbol a través de una tnica
arista.

Retomemos el grafo de la Figura 1.1. Si eliminamos, por ejemplo, la arista (2, 3), obtenemos el arbol
que se detalla en la Figura 1.2, en el que d(1) = 2 y d(2) = d(3) = 1, lo que convierte a estos dos
altimos en nodos hoja.

d =1 (hoja) d =1 (hoja)

Figura 1.2: Arbol obtenido al eliminar la arista (2, 3) de la Figura 1.1 con el grado de cada vértice.

Por ultimo, cuando un grafo es conexo, resulta de gran interés hallar las subestructuras minimas que
mantengan conectados todos los elementos de la red sin anadir conexiones innecesarias.

Definicién 1.1.7 (Arbol generador). Un drbol generador (o spanning tree) de un grafo conexo G =
(V, A) es un arbol que contiene a la totalidad de los vértices del conjunto V.

El subgrafo expuesto en la Figura 1.2 constituye un ejemplo de arbol generador para el grafo de la
Figura 1.1, dado que carece de ciclos y mantiene conectados los tres vértices originales de la red.

Observacion 1.1.1. La configuracion de la Figura 1.2 no representa la tinica solucién posible. Si en
lugar de prescindir de la arista (1,2) en la Figura 1.1 se hubiese eliminado el arco (1,2) o el arco
(1,3), se habrian obtenido arboles generadores alternativos igualmente validos, cuya tnica diferencia
seria su coste total (9 +7 = 16 y 5 + 9 = 14, respectivamente, frente al valor de 5 + 7 = 12 del
arbol seleccionado). En el Capitulo 2 dedicaremos una secciéon a la buisqueda y optimizacion de estas
estructuras en grafos ponderados.

Como tultima observaciéon sobre la terminologifa que se utilizara a lo largo del trabajo, usaremos, al
igual que Bergantifios y Vidal-Puga (2021), los términos arista y arco como sindnimos para referirnos a
una conexion no dirigida entre dos nodos, es decir, (¢,7) = (j,4). Aunque en otras ramas de la teoria de
grafos el término arco se utiliza para conexiones dirigidas, en este trabajo no se hace dicha distincion,
ya que las conexiones consideradas son simétricas y no dan lugar a ambigiiedad.

1.2. Conceptos basicos de teoria de juegos cooperativos

La teoria de grafos nos permite describir la estructura de conectividad de una red, pero no contempla
que sus elementos puedan tomar decisiones. Sin embargo, en muchos escenarios reales, los vértices
representan entidades con capacidad de decision, como ciudades, empresas o personas. Cuando estos
elementos actian de tal manera que pueden colaborar para optimizar un recurso comun, necesitamos
analizar como cooperan y de qué forma deben repartirse los costes (o beneficios) generados. Para
modelar esta interaccion, utilizamos una herramienta especifica: la teoria de juegos cooperativos.

De forma analoga a la Seccién 1.1, aqui se introducen tnicamente los conceptos y la notacion que
necesitaremos mas adelante. Seguimos, en lineas generales, la base de Gonzalez-Diaz et al. (2023),
complementado con la organizacion conceptual y la terminologia empleadas en Moor et al. (2019) y
Bergantifios y Vidal-Puga (2021).
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Un juego cooperativo recoge, de forma muy general, qué resultado obtendria cada posible subgrupo de
jugadores (coalicién) si decidiera actuar de forma independiente, sin necesidad todavia de especificar
como se reparte dicho resultado entre sus miembros. En la literatura, este tipo de escenarios donde los
resultados se pueden medir y repartir libremente se conocen como juegos con utilidad transferible.

Definicion 1.2.1 (Juego TU). Un juego cooperativo con utilidad transferible o, simplemente, juego
TU, es un par (N,v)?, donde N = {1,2,...,n} es un conjunto finito de jugadores (o agentes) y
v: 2N — R es la funcién caracteristica. Esta funciéon asigna a cada coalicion S C N el valor v(S), que
representa el resultado que ese grupo puede obtener por si mismo actuando de forma independiente,
con la convencion v(f) = 0.

La Definicion 1.2.1 es aplicable tanto a juegos de beneficios como de costes. Sin embargo, como este
trabajo aborda un problema de redes concreto, nos centraremos exclusivamente en estos tltimos. En
consecuencia, a partir de ahora, v(.S) representaré el coste minimo de la coalicién S para conectar a
sus miembros. El siguiente paso es analizar cémo se distribuye el coste total del grupo entre todos los
participantes.

Definicion 1.2.2 (Asignacion). Una asignacion es un vector = € RY cuya componente z; representa
el pago correspondiente al jugador i. Para simplificar la notacion, escribiremos z(S) = Y. x; para
cualquier S C N.

ic€S

Por otro lado, es razonable esperar que cooperar nunca perjudique a los agentes. Si dos coaliciones
disjuntas se unen, el coste de la coaliciéon conjunta no deberia superar la suma de lo que pagarian por
separado. Un juego (N,v) que cumple esta condicién se denomina subaditivo:

v(S)+v(T)>v(SUT), VS, TCNconSNT=0.

Esta propiedad refleja que formar la coalicion de todos los agentes, IV, siempre genera un resultado
igual o mejor que actuar de forma separada. El siguiente ejemplo ilustra estas nociones con un juego
de tres agentes.

Ejemplo 1.2.1 (Juego de costes). Consideremos el juego de costes (IV,v) para tres agentes recogido
en la Tabla 1.1. Si cada agente actuase por su cuenta, el coste total seria v({1})+v({2})+v({3}) = 6+
447 = 17, mientras que si cooperasen los tres juntos, el coste conjunto descenderia a v(N) = 10. Dicha
cooperacion generaria, por tanto, un ahorro de 7 unidades frente a actuar de forma completamente
independiente.

S 0 {1y {2 {3} {12} {1,3} {23} N
vo(S) 0 6 4 7 7 9 8 10

Tabla 1.1: Funcién caracteristica de un juego de costes subaditivo con 3 agentes.

Una vez fijado el coste de cada coalicion, el siguiente paso es decidir como repartirlo, ya que no cualquier
reparto resulta razonable. Parece justo exigir, como minimo, que se reparta exactamente el coste total
vy que a ningun agente le convenga mas actuar por su cuenta.

Definicion 1.2.3 (Imputacion y nicleo). Una asignacion x es una imputacion si reparte exactamente
el valor total del juego entre los jugadores (eficiencia) y, ademaés, a ningin jugador le corresponde més
de lo que le corresponderia actuando en solitario (racionalidad individual). Por tanto, el conjunto de
todas las imputaciones I(N,v) se define mateméaticamente como

I(N,v)={z eRY: 2(N)=v(N) y 2; <v({i}), VieN}.

2En lo sucesivo, nos referiremos al juego indistintamente mediante el par (N, v) o simplemente v.
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El nicleo (o core), introducido por Gillies (1953), es el subconjunto de imputaciones en las que,
ademas, a ninguna coalicién le corresponde méas de lo que le corresponderia actuando por su cuenta
(racionalidad coalicional):

Core(N,v) ={z € I(N,v) : z(S) <v(S), VSCN}.

En este sentido, el nicleo representa el conjunto de soluciones estables del juego. Al garantizar que
ningtn subgrupo pague mas de lo que le costaria por su cuenta, todos prefieren seguir cooperando y
el acuerdo no se rompe.

Para el juego del Ejemplo 1.2.1, toda imputaciéon debe cumplir z1 + x2 + 3 = 10 (eficiencia) y z1 < 6,
x9 < 4, 3 < 7 (racionalidad individual). La igualdad de eficiencia define un plano en el espacio R3.
Al intersecar este plano con las tres cotas superiores, obtenemos la regiéon acotada que conforma el
conjunto de imputaciones.

Geométricamente, esta region forma un tridngulo. Sus vértices se obtienen fijando dos de las tres
restricciones de racionalidad individual en su limite de igualdad, despejando la tercera coordenada
mediante la condiciéon de eficiencia. Asi, el conjunto de imputaciones es la envoltura convexa de los
siguientes puntos:

I(N,v) = conv{(6,4,0), (6,—3,7),(—-1,4,7)}.

En general, I(N,v) se corresponde con un simplez de dimensiéon n — 1. En la practica, esto significa
que el espacio de asignaciones se puede dibujar como un segmento de recta para dos jugadores, un
tridngulo para tres o un tetraedro para cuatro.

Ejemplo 1.2.2 (Calculo del nicleo — continuaciéon del Ejemplo 1.2.1). Si aplicamos la condicién de
eficiencia (x1 + 2 + 23 = 10) sobre las restricciones de las coaliciones entre dos agentes (racionalidad
coalicional), obtenemos una cota inferior para cada jugador:

1 +x2 <7 = 232>3
1 +23<9 = z92>1
To+13<8 = x1>2

Estas nuevas restricciones activas cortan el tridngulo de imputaciones de manera que el ntucleo toma
la forma geométrica de un cuadrilatero inscrito en él. Cada vértice del nucleo se obtiene fijando dos
de estas tres cotas en su valor de igualdad, quedando asi la tercera coordenada determinada por la
condicion de eficiencia. Por ejemplo, fijando o = 1 y x5 = 3 se obtiene 1 = 10 — 1 — 3 = 6, lo que
nos da el vértice (6,1, 3). Procediendo de forma analoga con las deméas combinaciones y comprobando
que se respetan el resto de desigualdades, hallamos los demés puntos. Asi, el niicleo es la envolvente
convexa de los siguientes cuatro vértices:

Core(N,v) = conv{(2,1,7),(6,1,3),(3,4,3),(2,4,4)}.

Dado que todos los puntos validos (tanto imputaciones como elementos del nticleo) residen sobre el
plano definido por x1 + x2 + 3 = 10, es posible proyectar este espacio tridimensional sobre un plano
bidimensional sin ninguna pérdida de informacién. La Figura 1.3 ilustra esta proyeccion geométrica: el
tridngulo exterior punteado delimita el conjunto total de imputaciones, mientras que las rectas solidas
representan los hiperplanos de las coaliciones que acotan y definen el nicleo (4drea sombreada).
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(_1,4,7)a’immNmmmm
(2,1,7)

1‘3:7

Figura 1.3: Proyeccién geométrica del conjunto de imputaciones (tridngulo punteado) y del nicleo
(area sombreada).

El nucleo nos dice qué repartos son estables, pero en general contiene infinitos puntos. Para seleccionar
un tnico reparto, recurriremos a dos reglas: el valor de Shapley y el nucleolo. Antes, conviene introducir
una propiedad de los juegos que sera relevante en lo que sigue:

Definicion 1.2.4 (Juego concavo). Un juego de costes (N, v) es cdncavo si, para todo S CT C N y
todoi € N\T,
o(SU{i}) — o(8) > o(T U {i}) — u(T),

es decir, cuanto mas grande es la coalicién a la que se incorpora un agente, menor es su contribuciéon
marginal en términos de coste (Bergantifios y Vidal-Puga 2021).

Para definir formalmente esta idea de contribucién marginal necesitamos antes fijar un orden de llegada
de los agentes al juego.

Definicion 1.2.5 (Vector marginal). Dado un orden 7 de los agentes de NV, sea Pre(i, 7) el conjunto
de jugadores que preceden a i segin dicho orden. El vector marginal asociado a w € II(N), denotado
por m™(v) € RV, tiene como componente i-ésima la contribucién marginal del agente i al incorporarse
a los jugadores que ya estan presentes en 7. Esto es:

my (v) = v(Pre(i,7) U{i}) — v(Pre(i, )).

K3

Precisamente, la relacion entre los juegos concavos y los vectores marginales da lugar a un resultado
fundamental en teoria de juegos, demostrado originalmente por Shapley (1971), que permite caracte-
rizar geométricamente el nicleo.

Teorema 1.2.1. Sea (N,v) un juego de costes céncavo. Entonces, su nicleo es no vacio y coincide
exactamente con la envolvente convexra de sus vectores marginales. Formalmente:

Core(N,v) = conv{m™(v) : w € II(N)}.

En consecuencia, los vértices del nicleo son precisamente los vectores marginales del juego.

Ademas de definir la estructura geométrica del nicleo, estos vectores marginales son clave para calcular
la primera regla de reparto que veremos. El valor de Shapley promedia esta contribuciéon marginal
sobre todos los posibles 6rdenes de llegada, y es, con diferencia, la regla de reparto mas estudiada en
la literatura.
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Definicion 1.2.6 (Valor de Shapley). El valor de Shapley de un juego de costes (N, v), denotado por
Sh(N,v), es el promedio de los vectores marginales sobre todos los n! 6rdenes posibles Il y:

Sh(N, v) :% 3 (o).

Crelly

De forma equivalente, puede expresarse como una suma ponderada de contribuciones marginales sobre
las subcoaliciones que no contienen a i:

5[t (n = |5 = 1)!

n!

Shi(N,v)= >

SCEN\{i}

[v(SU{i}) —v(S)], Vi€ N.

El valor de Shapley (Shapley 1953) es, ademaés, la tnica regla de reparto que satisface simultanea-
mente los axiomas de eficiencia (el coste total se distribuye por completo), simetria (jugadores con la
misma contribucién reciben la misma asignacién), jugador nulo (jugadores cuya contribuciéon margi-
nal es siempre nula reciben una asignacion nula) y aditividad (la solucion de la suma de un nimero
determinado de juegos equivale a la suma de las soluciones individuales).

Ejemplo 1.2.3 (Vectores marginales y valor de Shapley — continuacion del Ejemplo 1.2.1). Para
calcular el valor de Shapley del juego del Ejemplo 1.2.1, calculamos primero los vectores marginales
m™ (v) para los 3! = 6 ordenes de llegada posibles. Por ejemplo, para el orden 7 = (1,2, 3), cada agente
paga su contribucién marginal al incorporarse:

mi(v) = v({1}) —v(0) = 6
() = o({1,2}) —o({1}) =T~ 6 =1
mj(v) =v(N)—v({1,2}) =10-7=3

Asi, m™(v) = (6,1, 3) se corresponde con la primera fila de la Tabla 1.2. El resto de vectores marginales
se calculan de forma completamente analoga, cambiando tinicamente el orden de llegada.

Orden m  Vector marginal m™(v)

(1,2, 3) (6,1, 3)
(1, 3,2) (6, 1, 3)
(2,1, 3) (3, 4, 3)
(2,3, 1) (2,4, 4)
(3,1,2) (2,1,7)
(3,2, 1) (2,1,7)

Tabla 1.2: Vectores marginales del juego del Ejemplo 1.2.1.

Promediando estos seis vectores marginales obtenemos el valor de Shapley:
Sh(N,v) = (3.5, 2, 4.5).

Fijémonos que los vectores marginales de la Tabla 1.2 coinciden exactamente con los cuatro vértices del
nicleo calculados en el Ejemplo 1.2.2. Al tratarse de un juego concavo (Definicion 1.2.4), los vectores
marginales determinan los puntos extremos de la regién estable como consecuencia del Teorema 1.2.1.

La segunda regla que veremos es el nucleolo que, en lugar de promediar contribuciones marginales, busca
minimizar la mayor “queja” posible entre todas las coaliciones. Para cuantificar esta insatisfaccion,
introducimos el siguiente concepto:
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Definicién 1.2.7 (Exceso). Dado un juego de costes (N,v) y una imputacion « € I(N,v), el exceso
de una coalicion S C N respecto de z se define como

e(S,z) = z(S) — v(S),

y mide el grado de queja o insatisfaccion de S (cuanto mayor es el pago que se le exige x(.S) respecto
a su coste independiente v(S), mayor es la queja).

Para encontrar un reparto estable, el nucleolo no intenta complacer a todos por igual, sino que se centra
en mitigar las quejas mas graves. Para ello, organizamos las quejas de todas las coaliciones posibles en
un vector ordenado.

Definicion 1.2.8 (Nucleolo). Sea 6(z) el vector que contiene los excesos e(.S, z) de todas las posibles
coaliciones propias S C N ordenados de mayor a menor, es decir, 61(z) > O2(x) > --- > Oi(x) con
k = 2™ — 2. El nucleolo Nu(N,v) es la inica imputacién que minimiza lexicograficamente® este vector
de excesos. Esto es:

Nu(N,v) ={x € I(N,v): 0(z) 2L 0(y), YyeI(N,v)}.

Esta regla garantiza una imputacion eficiente y, en juegos donde el niicleo no es vacio, el nucleolo
siempre se encuentra dentro de él (Schmeidler 1969).

El siguiente ejemplo calcula el nucleolo del juego que hemos utilizado a lo largo de esta seccidon y
permite compararlo directamente con el valor de Shapley obtenido en el Ejemplo 1.2.3.

Ejemplo 1.2.4 (Calculo del nucleolo — continuacion del Ejemplo 1.2.1). Para hallar el nucleolo
debemos minimizar el méximo exceso posible. En este juego de tres agentes, las coaliciones de dos
agentes (|S| = 2) son las que soportan la mayor carga de coste y, por tanto, las que potencialmente
generaran los excesos més elevados. Aplicando la condicion de eficiencia z1 + z2 + 3 = 10 (es decir,
x; + x; = 10 — x,), podemos reescribir las expresiones de sus excesos en funcion de la coordenada del
jugador restante:

e({1,2},z) =x1 + 22 —v({1,2}) = (10 —2z3) = 7T=3 — x3
e({L,3hz)=z1+ 25 —v({1,3}) = (10 —22) —9=1— 2o
e({2,3},z) =zo+ 23 —0v({2,3}) =(10—21) —8=2—

El principio de minimizacién lexicografica busca reducir al méximo la queja més grave. Dado que la
eficiencia obliga a que cualquier mejora en la situacién de una coaliciéon perjudique inevitablemente
a otra, el 6ptimo se alcanza cuando ya no es posible reducir la queja maxima sin aumentar la de las
demés. Este equilibrio se logra cuando todas las coaliciones principales comparten el mismo nivel de
insatisfaccion. Por tanto, el nucleolo se determina igualando estos excesos a un valor comin ¢. Es decir,

3*$3:t, 1*172:757 Q*Ilit.

Despejando cada variable en funciéon de ¢ resulta 7 = 2 — ¢, o0 = 1 —t y 3 = 3 — t. Sustituyendo
estas expresiones en la ecuacion de eficiencia se obtiene:

4
@-D+1-0)+B-1)=10 = 6-3=10 = t=—.

Sustituyendo el valor de ¢, hallamos la tnica imputaciéon que conforma el nucleolo:

10 7 13
) ~ (3.33, 2.33, 4.33).

NU(N,’U): <3> gv 3

3El orden lexicografico compara dos vectores de excesos 0(z) y 6(y) componente a componente. Decimos que (x) <,
O(y) si en la primera posicién j donde difieren, se cumple que 6;(z) < 6;(y). El nucleolo busca el reparto que hace que
la queja méaxima (1) sea la menor posible. En caso de haber varios, busca minimizar la segunda queja méas grande (62)
y asi sucesivamente hasta que la solucién es unica.
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Finalmente, analizando los excesos individuales confirmamos que sus quejas son estrictamente meno-
res que ¢ (e({1},z) =~ —2.67, e({2},2) = —1.67, e({3},z) = —2.67), por lo que el vector obtenido
efectivamente minimiza el maximo exceso global.

La comparacién entre ambos conceptos es muy ilustrativa. Mientras que el valor de Shapley (Sh(v) =
(3.5,2,4.5)) se basa en la contribuciéon marginal de cada agente, el nucleolo (Nu(v) = (3.33,2.33,4.33))
busca el punto central del ntcleo minimizando el mayor exceso o queja posible. Como muestra la
Figura 1.4, aunque ambas soluciones se encuentran en el interior del nicleo, el nucleolo es el punto
mas equidistante a las restricciones del juego, garantizando asi la maxima estabilidad.

/
« /
(3,4,3)// z3 =3 ‘:(76’71’3)

Core(v)

Nucleolo R
u

Shapley

(2,1,7)
\

\

Figura 1.4: Comparativa entre el valor de Shapley y el nucleolo dentro del ntucleo del juego.
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Capitulo 2

El problema del arbol de minimo coste
(MCSTP)

Imaginemos una aldea en la que cada vivienda dispone de un pozo propio, pero ninguno de ellos
garantiza un suministro de agua suficiente durante todo el ano. El ayuntamiento decide entonces
construir un tnico depoésito comun y cada vivienda puede conectarse a él mediante tuberias, ya sea de
forma directa o a través de las tuberias de otras viviendas vecinas. La pregunta que se plantean los
vecinos es: jqué tuberias conviene construir para que todas las viviendas queden conectadas al depdsito
gastando lo menos posible en total? (Bergantifios y Lorenzo 2004)

Esta situacion, planteada originalmente como un problema real de abastecimiento de agua, es un
caso particular de una familia de problemas mucho mas amplia conocida como problemas del drbol
de minimo coste (MCSTP, por sus siglas en inglés: Minimum Cost Spanning Tree Problems). El
problema no naci6 en el contexto actual, sino en el diseno de redes eléctricas. En 1926, el matemaético
checo Otakar Bortuvka lo formul6 y resolvié al estudiar como electrificar de forma eficiente la region
de Moravia (Bortivka 1926)'. Desde entonces, este mismo problema matemético ha reaparecido en
contextos tan distintos como el diseno de redes de telecomunicaciones, el transporte o la distribucién
de agua.

En este capitulo nos centraremos en la parte estructural y de optimizacion del problema, es decir, como
construir, de entre todas las redes posibles, aquella que conectara a todos los agentes con el proveedor
de un cierto servicio al menor coste. Ademas, emplearemos los conceptos de teoria de grafos y juegos
cooperativos introducidos en el Capitulo 1. En la Seccion 2.1 presentaremos la definicion formal del
MCSTP y en la Seccién 2.2, los algoritmos clasicos de Prim, Kruskal y Bortvka para resolverlo. A
continuacion, nos centraremos en el analisis de la estructura de costes mediante dos transformaciones
atiles (Seccion 2.3), asi como en la técnica de descomposicion en conos (Seccion 2.4). Finalmente, en la
Seccién 2.5, definiremos los juegos cooperativos asociados al problema, estableciendo el marco tedrico
necesario para abordar, en el Capitulo 3, la segunda gran pregunta: como repartir el coste de la red
optima entre los agentes que se benefician de ella.

2.1. Definicién formal del MCSTP

Recordemos que, en la Secciéon 1.1, definimos un grafo ponderado como un grafo G = (V, A) junto
con una funcién de peso que asigna un coste a cada arista. El MCSTP es, esencialmente, un grafo
ponderado de este tipo, con dos particularidades: uno de sus nodos desempefia un papel especial (la

IDado que el texto original est4 en checo, se puede consultar la traduccién al inglés de Negetfil et al. (2001).

11
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fuente, a la que todos los demas deben conectarse) y el resto de nodos representan a los agentes del
problema.

Definicion 2.1.1 (Conjunto de agentes y matriz de costes). Sea N = {1,2,...,n} un conjunto finito
de agentes, y sea 0 un nodo especial que representa la fuente (el proveedor del servicio). Denotamos
por Ny = NU{0} al conjunto total de nodos. El coste de conectar directamente cualquier par de nodos
i,j € Ny viene dado por una matriz de costes C = (c;5)i jen, que satisface, para todo 4, j € No:

1. ¢;; > 0 (no negatividad).
2. ¢;; = ¢j; (simetria: los arcos son no dirigidos tal y como se expuso en la Seccion 1.1).
3. ¢;; = 0 (coste nulo de un nodo a si mismo).

Asi, un problema de drbol de minimo coste (mestp) queda completamente determinado por el par
(No, C) (Bird 1976; Bergantifios y Vidal-Puga 2021).

Dado un mestp (No, C), podemos construir cualquier grafo (en el sentido de la Definicion 1.1.3) sobre
el conjunto de nodos Ny. En este contexto lo llamaremos red, y denotaremos por g al conjunto de arcos
que la componen. El coste de una red es, naturalmente, la suma de los costes de sus arcos:

c(g) = Z Cij-
(i,5)€g

Sin embargo, no toda red nos interesa por igual. Solo aquellas que conecten a todos los agentes con la
fuente resuelven el problema planteado.

Definicion 2.1.2 (Red factible y arbol de minimo coste). Una red g sobre Ny es factible si todo agente
i € N esta conectado a la fuente 0, es decir, si existe un camino (Definiciéon 1.1.5) entre ¢ y 0 dentro
de g. El problema de optimizaciéon del MCSTP consiste en hallar una red factible g* de coste minimo.
Denotamos dicho coste minimo como

m(Np,C) = min{c(g) : g es una red factible sobre Ny}.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos un problema de disefio de redes con un proveedor (fuente 0) y tres
agentes (N = {1,2,3}). La matriz de costes asociada es

0 10 6 6
1

C— 0 0 5 3
6 0 3
6 3 3 0

La Figura 2.1 muestra el grafo ponderado asociado a este problema.

Figura 2.1: Grafo de costes asociado al problema.
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Los agentes 1, 2 y 3 tienen que conectarse a la fuente 0 de la forma mas barata posible. Fijémonos
que las aristas méas economicas de la red son (1,3) y (2, 3), ambas con coste 3. Tras conectar a los tres
agentes entre si mediante estas dos aristas, basta con conectar el grupo a la fuente a través de un tnico
nodo. En este caso, tanto el nodo 2 como el nodo 3 ofrecen la conexién méas barata hacia la fuente,
con coste 6. Tomando, por ejemplo, la red ¢* = {(1, 3), (2, 3), (0, 3)}, obtenemos una soluciéon factible
de coste minimo:

Los algoritmos detallados en la Secciéon 2.2 formalizan y automatizan este proceso de biisqueda, que
aqui hemos resuelto apoyandonos tnicamente en la intuicion.

Una propiedad fundamental de este tipo de problemas, es que la red de minimo coste nunca necesita
mas conexiones que las estrictamente necesarias para mantener a todos los agentes conectados a la
fuente. Es decir, la soluciéon éptima siempre es un arbol generador (Definicion 1.1.7). El siguiente
ejemplo ilustra por qué esto es asi:

Ejemplo 2.1.2. Tomemos como referencia el escenario del Ejemplo 2.1.1. Consideremos la red g =
{(1,3),(2,3),(0,2),(0,3)}. Esta red conecta a los tres agentes con la fuente, pero no es una buena
solucién ya que su coste total es de 18.

El motivo de este sobrecoste es que la red contiene un ciclo, concretamente (0, 2,3, 0), formado por las
aristas (0,2), (2,3) y (0,3). La presencia de este ciclo implica que existen dos caminos distintos entre
la fuente y los nodos que lo conforman (2 y 3). Si tomamos, por ejemplo, el nodo 2, existe un camino
directo, (0,2), y otro indirecto, (0, 3,2), lo que demuestra que una de las conexiones es redundante. Si
eliminamos una de las dos aristas con mayor coste del ciclo, por ejemplo, (0,3) con coste 6, ningan
agente se queda aislado. El agente 3, que antes usaba esa arista, ahora puede seguir llegando a la
fuente de forma indirecta a través del nodo 2 utilizando el camino (3,2,0). Al eliminar esa conexion,
la nueva red ¢’ = ¢\ {(0,3)} = {(1,3), (2, 3), (0,2)} sigue siendo valida y su coste total ha disminuido
al8—6=12.

En resumen, si una red factible contiene un ciclo, estamos pagando por una conexién “duplicada”.
Como siempre existe un camino alternativo dentro del propio ciclo, podemos eliminar la arista mas
cara sin desconectar a nadie. Dado que todos los costes del problema son no negativos (Definicién
2.1.1), eliminar conexiones redundantes nunca aumentara el coste total. Por tanto, una red de coste
minimo nunca contendré ciclos, lo que implica que ha de ser un arbol generador sobre Nj.

A este arbol de coste minimo (mest, por sus siglas en inglés: minimum cost spanning tree), lo denota-
remos en lo que sigue como t*, siguiendo la notacion de Bergantifios y Vidal-Puga (2021).

Cabe destacar que t* no es necesariamente tinico. Si existen varias aristas con el mismo coste, pueden
existir distintos arboles generadores, todos ellos de coste minimo. De hecho, acabamos de ver que la
red g’ del Ejemplo 2.1.2 tiene exactamente el mismo coste que el arbol g* propuesto originalmente
en el Ejemplo 2.1.1. Esta falta de unicidad tendré especial relevancia a continuacion, al introducir los
algoritmos de resoluciéon y analizar como se gestionan los empates en los costes de las redes.

2.2. Algoritmos de construcciéon: Prim, Kruskal y Bortvka

Existen varios procedimientos para encontrar un arbol de coste minimo. Los tres mas estudiados en
la literatura son los propuestos por Boriivka, Prim y Kruskal (Bergantifios y Vidal-Puga 2021). Estos
algoritmos comparten una misma légica: en cada paso seleccionan el arco méas barato disponible.
Aunque toman decisiones de forma inmediata sin analizar los pasos futuros, el 4rbol que se obtiene al
terminar el proceso es siempre de coste minimo. Lo que distingue a cada algoritmo es, precisamente,
qué arcos considera “disponibles” en cada momento. A continuacién presentamos formalmente cada
uno y mostramos su ejecucion paso a paso sobre la red del Ejemplo 2.1.1.
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Algoritmo de Prim

El primer procedimiento que analizaremos en detalle es el algoritmo de Prim (Prim 1957). Su estrategia
se basa en hacer crecer una tnica estructura conectada de manera progresiva a partir de la fuente. Asi,
partiendo inicialmente de un conjunto que solo contiene al nodo 0, en cada etapa el algoritmo evalua
todos los arcos disponibles y anade aquel que suponga el menor coste de conexién entre un nodo que
ya estéd integrado en el arbol y otro que todavia no lo esta. El proceso contintia de forma iterativa a
lo largo de n etapas hasta conectar a todos los agentes del conjunto N. El arbol especifico obtenido
al finalizar la ultima etapa se denota como g™ y constituye, por definicién, un arbol de coste minimo
(Bergantinos y Vidal-Puga 2021). El procedimiento se formaliza en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo de Prim

Entrada: Un mcstp (Ng,C), donde Ny = N U {0} es el conjunto de nodos y C es la matriz de costes
Salida: Un mecst g™

1: S%« {0} > Nodos conectados (inicialmente solo la fuente)
2: g%« 0 > Arcos del arbol inicial
3:p+0 > Contador de etapas
4: mientras |SP| < |Np| hacer

5: Seleccionar un arco (j,¢) con j € SP e i € Ny \ SP tal que:

cii = min Cil
7 keSP,leNo\S”{ }

> En caso de empate, se selecciona cualquiera de ellos
Spl  sPu{i}
g™t gP U{(5,4)}
p—p+1
: fin mientras

© »® 3 D

10: devolver g"

Ejemplo 2.2.1 (Ejecuciéon de Prim sobre el Ejemplo 2.1.1). Partimos de la configuraciéon inicial
S9 = {0} y ¢° = 0. El algoritmo se ejecuta en tres etapas, ilustradas paso a paso en la Figura 2.2:

Etapa 1 (a) Evaluamos los arcos que conectan S° = {0} con el resto de nodos (N \ S°). Dis-
ponemos de (0,1) con coste 10 y (0,2) y (0,3), ambos con coste 6. Al haber un
empate, seleccionamos arbitrariamente el arco (0,2) y actualizamos S = {0,2} y

gl = {(07 2)}

Etapa 2 (b) Buscamos el arco mas barato desde S* = {0, 2} hacia N\ S* = {1, 3}. Las opciones
son (0,1) con coste 10, (0,3) con coste 6, (1,2) con coste 5 y (2,3) con coste 3.
El arco de menor coste es (2,3), lo seleccionamos y actualizamos S22 = {0,2,3} y

92 = {(07 2)7 (2?3)}'

Etapa 3 (c) Buscamos el arco més barato desde S? = {0,2,3} hacia el nodo restante {1}. Las
opciones son (0,1) con coste 10, (1,2) con coste 5y (1,3) con coste 3. El arco de
menor coste es (1,3), por lo que actualizamos S = Ny y ¢ = {(0,2), (2,3), (1,3)}
y el algoritmo finaliza.

El 4rbol resultante es g® = {(0,2), (2, 3), (1,3)}, con un coste total de m(Ny, C) = 6+3+3 = 12. Como
vemos, al resolver el empate inicial de esta manera, el algoritmo construye exactamente la misma red
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alternativa que ya identificamos en el Ejemplo 2.1.2, confirmando en la practica que el arbol de coste
minimo no tiene por qué ser tinico.

(a) Etapa 1: Anade (0, 2). (b) Etapa 2: Anade (2, 3). (c) Etapa 3: Anade (1, 3).

Figura 2.2: Construcciéon del mcst paso a paso mediante el algoritmo de Prim.

Algoritmo de Kruskal

El segundo procedimiento clasico que analizaremos es el algoritmo de Kruskal (Kruskal 1956). A dife-
rencia de Prim, este método no mantiene un tinico arbol conectado durante el proceso de construccion,
sino que ordena todos los arcos de menor a mayor coste para evaluarlos secuencialmente. Partiendo de
un conjunto de arcos vacio, en cada etapa se selecciona el enlace mas barato disponible y se incorpora
a la solucién siempre y cuando no genere ciclos con los arcos previamente incluidos. Este proceso ite-
rativo continia hasta que se han incorporado exactamente |N| arcos, momento en el que se garantiza
la formacion de un arbol de coste minimo sobre el conjunto Ny (Bergantifios y Vidal-Puga 2021). El
procedimiento se formaliza en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo de Kruskal
Entrada: Un mestp (No, C), donde Ny = N U {0} es el conjunto de nodos y C es la matriz de costes

Salida: Un mest !V
1: A« {(4,5) : i, € No, i #j} > Conjunto de todos los arcos posibles
2: g0 0 > Arcos del 4rbol inicial
3:p<0 > Contador de etapas
4: mientras |gP| < |N| hacer
5: Seleccionar un arco (i, j) € AP tal que:

> En caso de empate, se selecciona cualquiera de ellos

6 si g”? U{(¢,7)} contiene un ciclo entonces

7: AP — AP\ {(4,7)} > Se descarta el arco y se repite la etapa
8 si no

9 AP e AP {(0,9))

10: gPt — g? U{(4,5)} > Se anade el arco al arbol
11: pep+1

12: fin si

13: fin mientras

14: devolver ¢!Vl
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Ejemplo 2.2.2 (Ejecucion de Kruskal sobre el Ejemplo 2.1.1). Para aplicar el algoritmo, conceptual-
mente ordenamos los arcos de la red de menor a mayor coste: (1,3) y (2,3), ambos con coste 3, (1,2)
con coste 5, (0,2) y (0,3), ambos con coste 6 y (0,1) con coste 10. Partimos de la configuracién inicial
A% =1{(i,5): i,5 € No, i # j} y g° = 0. El algoritmo se ejecuta en tres etapas, ilustradas paso a paso
en la Figura 2.3:

Etapa 1 (a) Buscamos el arco de menor coste en A°. Existe un empate entre (1, 3) y (2, 3), ambos
con coste 3. Seleccionamos arbitrariamente (1, 3). Al no formar ciclos (el arbol actual
esta vacio), lo afiadimos y actualizamos A' = A%\ {(1,3)} y ¢ = {(1,3)}.

Etapa 2 (b) El siguiente arco mas barato disponible en Al es (2,3) con coste 3. Dado que no
puede formar un ciclo puesto que solo hay un arco en el arbol, lo incorporamos y
actualizamos A% = A1\ {(2,3)} y ¢? = {(1,3),(2,3)}.

Etapa 3 (c, d) Evaluamos el siguiente arco de la lista en A%, que es (1,2) con coste 5. Al intentar
afiadirlo a g2, se formaria el ciclo (1,3,2,1). Por tanto, se descarta actualizando
A% = A%\ {(1,2)} y manteniendo g2 igual.

Buscamos el siguiente arco més barato en el conjunto A2 actualizado. Los candidatos
son (0,2) y (0, 3), ambos con coste 6. Al haber un empate, escogemos (0, 2) de forma
arbitraria. Su inclusién no forma ciclo, por lo que actualizamos A% = A2\ {(0,2)} y
g* =1{(1,3),(2,3),(0,2)} y el algoritmo finaliza.

O} @ §Oy N
@—s—@ @—s{@ @—s@) @ﬁ@

(a) Etapa 1: Anade (1,3). (b) Etapa 2: Anade (2,3). (c) Etapa 3: Evalaa (1,2). (d) Etapa 3: Anade (0, 2).
jCiclo!

Figura 2.3: Construccion del mcst paso a paso mediante Kruskal (en rojo, la arista descartada por
formar ciclo).

El arbol resultante es g% = {(1,3),(2,3),(0,2)}, con un coste total de m(No,C) = 3+ 3 +6 = 12.
Notese que este es exactamente el mismo arbol que se obtuvo al ejecutar el algoritmo de Prim en el
Ejemplo 2.2.1, aunque esto no tiene por qué ocurrir siempre.

Algoritmo de Bortvka

El algoritmo de Bortivka (Bortavka 1926; Nesetfil et al. 2001), precursor histérico de los dos anteriores,
sigue un enfoque paralelo. Empieza considerando cada nodo como una componente conexa indepen-
diente y, en cada paso, todas las componentes buscan simultaneamente su conexiéon externa mas barata,
en lugar de avanzar una sola conexion a la vez como hacian Prim y Kruskal. Para evitar ambigiiedades
ante empates, se fija de antemano un orden estricto 7 sobre el conjunto de arcos (Bergantifios y Vidal-
Puga 2021). El arbol especifico obtenido mediante este procedimiento se denota como t™ y constituye,
por definicién, un arbol de coste minimo. El procedimiento se formaliza en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 Algoritmo de Boriivka

Entrada: Un mcstp (Ng, C), donde Ny = N U {0} es el conjunto de nodos y C es la matriz de costes
y un orden estricto 7 sobre los arcos

Salida: Un mcst t™ = g™°~1

g™ 0 > Arcos del arbol inicial
2: s+ 1 > Contador de etapas
3: P(g™0) = {{0},{1},....{IN|}} > Particion inicial en componentes conexas
4: mientras P(¢™*~1) # {Ny} hacer

5 E, 0 > Arcos a anadir en la etapa actual
6 para cada componente conexa T' € P(g™*~!) tal que 0 ¢ T hacer

7 Seleccionar el arco (i7,7) de coste minimo tal que i” € Ty 57 € No\ T

> En caso de empate, se selecciona el de menor posicion en 7

8: Es + E;U{@T,j1)}

9: fin para

10: g™« g™ U E;

11: P(g™*) < merge(P(g™*71), Ey) > Actualizacion de componentes conexas
12: s+ s+1

13: fin mientras

14: devolver g™°~1

Ejemplo 2.2.3 (Ejecucion de Bortivka sobre el Ejemplo 2.1.1). Fijamos un orden estricto 7 tal que
(1,3) = (2,3) = (1,2) = (0,2) = (0,3) = (0,1). Partimos de la configuracién inicial g™° = ) y
P(g™%) = {{0}, {1}, {2}, {3}}. El algoritmo procede como se detalla a continuacién y se ilustra en la
Figura 2.4:

Etapa 1 (a) Las componentes Ty = {1}, T35 = {2} y T, = {3} buscan simultdneamente su arco de
menor coste hacia Ny \ Tk con k = {2,3,4}. La componente T» elige (1,3) con coste
3, la componente T3 elige (2, 3), también con coste 3 y en la componente T, hay un
empate entre (1, 3) y (2,3). Dado que (1, 3) precede a (2, 3) en 7, seleccionamos (1, 3).
El conjunto de arcos seleccionados es Ey; = {(1,3),(2,3)}. Actualizando, ¢g™! = F;
y las componentes se fusionan en P(g™!) = {{0},{1,2,3}}.

Etapa 2 (b) La tnica componente sin fuente es Th = {1,2,3}. Sus conexiones externas son (0,1)
con coste 10 y (0,2) y (0,3), ambas con coste 6. Ante el empate, el orden 7 prioriza
(0,2). Se afiade Eo = {(0,2)}, actualizando ¢g™? = g™ U Ey = {(1,3),(2,3),(0,2)}
y P(g™?) = {No}, por lo que el algoritmo finaliza.

N
/ 9 (‘ 3
|
T 3 —
L | A
N | ;
10 |

(a) Etapa 1: Fusion de componentes {1, 2, 3}. (b) Etapa 2: Conexion a la fuente.

6

Figura 2.4: Construccion del mcst paso a paso mediante el algoritmo de Bortivka.



18 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DEL ARBOL DE MINIMO COSTE (MCSTP)

El arbol resultante es t™ = g™2 = {(1, 3), (2, 3), (0,2)}, con un coste total de m(Ny, C) = 3+3+6 = 12.
Como vemos, este resultado coincide con los obtenidos mediante los algoritmos de Prim y Kruskal en
los ejemplos anteriores. No obstante, es importante recordar nuevamente que el arbol de coste minimo
no tiene por qué ser tinico y que, en Boriivka, la solucién obtenida esta condicionada por el orden 7
establecido.

En resumen, los tres algoritmos resuelven el mismo problema de optimizacién, aunque mediante es-
trategias distintas. Prim hace crecer un tinico arbol desde la fuente, Kruskal trabaja de forma global
ordenando todos los arcos de antemano, y Bortivka avanza en paralelo sobre todas las componentes a
la vez. En el Capitulo 3 veremos que cada algoritmo da lugar, de forma natural, a una familia distinta
de reglas de reparto del coste.

2.3. La forma irreducible y la red ciclo-completa

En muchas ocasiones la matriz de costes C' de un mestp suele contener conexiones directas ineficientes.
Esto ocurre cuando el coste de conectar directamente a dos agentes es superior al de conectarlos
mediante una ruta alternativa a través de otros nodos. Un arbol de coste minimo evitara siempre estas
aristas porque la estructura 6ptima optara sisteméticamente por la via indirecta mas barata. En esta
seccion introducimos la forma irreducible y la red ciclo-completa. Ambas transformaciones permiten
refinar la matriz inicial reemplazando los valores originales por los costes minimos reales de conexion.

La forma irreducible

La primera transformacion que veremos es la forma irreducible. Esta matriz utiliza un arbol de coste
minimo para redefinir la red y establece que el coste entre dos nodos cualesquiera es igual al coste del
arco maés caro en el Gnico camino que los une dentro del arbol 6ptimo.

Definicién 2.3.1 (Forma irreducible). Dado un mestp (No, C) y un arbol de coste minimo ¢*, la forma

irreducible (Ng, C) se obtiene asignando a cada par de nodos i y j el coste de la arista méas cara en el
Ginico camino g;; que los une dentro de ¢*:

¢i; = max {cu}
T ke
Esta matriz es tinica y no depende del drbol 6ptimo ¢* seleccionado cuando existen multiples solucio-

nes, ya que el coste de la arista més cara entre dos nodos es idéntico en cualquier mcest (Bird 1976;
Bergantifios y Vidal-Puga 2021).

La idea intuitiva es que el agente i siempre puede llegar hasta j empleando el drbol 6ptimo. Lo méximo
que tendra que pagar en ese trayecto serd, precisamente, ¢;;. Por tanto, ningin agente deberfa tener
que pagar méas que ese valor por conectarse a j, incluso si la arista directa (i, ) es méas cara.

Ejemplo 2.3.1 (Construccién de C sobre el Ejemplo 2.1.1). Retomemos el arbol éptimo obtenido en
la Secciéon 2.2 dado por t* = {(0,2),(1,3),(2,3)} con un coste de 6 para el primer arco y de 3 para
los dos restantes. Para cada par de nodos sin conexion directa en t* determinamos su camino tnico
dentro del arbol 6ptimo.

Par {0,1} El camino en el arbol es (0,2,3,1), cuyos costes asociados son cp2 = 6 y ¢13 = a3 = 3.
El valor maximo de estos arcos es 6, luego ¢o1 = 6.

Par {0,3} El camino en el arbol es (0,2, 3), cuyos costes asociados son cpz = 6 y ca3 = 3. El valor
maximo de estos arcos es 6, por lo que ¢y3 = 6.

Par {1,2} El camino en el arbol es (1,3,2), cuyos costes asociados son ¢13 = 3 y co3 = 3. El valor
méximo es 3, de modo que ¢15 = 3.
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Los tres arcos que ya pertenecen a t* mantienen su coste original porque el camino entre sus extremos
es la propia arista, es decir, g2 = 6 y €13 = C23 = 3. La forma irreducible completa se presenta a
continuacion:

S O O O
w w o o
w o w o
S W w o

Fijémonos que las conexiones ineficientes de la matriz original (cop1 = 10 y ¢12 = 5) han sido sustituidas
por el coste real de su conexion indirecta (6 y 3, respectivamente). El grafo asociado se muestra en la
Figura 2.5, resaltando con linea continua las aristas que forman el arbol 6ptimo ¢*.

Figura 2.5: Grafo irreducible C asociado al Ejemplo 2.1.1 con el arbol éptimo ¢* representado en linea
continua.

La red ciclo-completa

La forma irreducible reduce el coste de una arista tan pronto como existe un camino alternativo mas
barato. Trudeau (2012) propone una transformacién mas conservadora que solo disminuye el valor de
conexién cuando existen dos rutas distintas entre ambos nodos. Esto implica que los agentes forman
parte de un ciclo y pueden comunicarse incluso si se bloquea uno de los trayectos. De este modo, la
transformaciéon altera menos costes y protege la estructura original de la red.

Definicién 2.3.2 (Red ciclo-completa). Dado un mcstp (Ny,C), sea F(i,7) el conjunto de ciclos
(Definicién 1.1.5) que contienen a los nodos ¢ y j. La red ciclo-completa (Ng,C*) introducida por
Trudeau (2012) se define mediante la siguiente expresion:

c;; =min | ¢;, min mixece | .
" < 7 jeF(ig) eef >

El coste ¢}, representa el menor valor entre el coste directo original y el coste de la arista més cara
del mejor ciclo que conecta a ambos agentes. Si ningun ciclo ofrece una alternativa més barata que la
conexion directa, el coste se mantiene sin reducciones.

Ejemplo 2.3.2 (Construccién de C* sobre el Ejemplo 2.1.1). A diferencia del calculo de C, aqui
hay que examinar directamente los ciclos del grafo original (Figura 2.1). Retomemos también el arbol
optimo t* = {(0,2), (1,3), (2,3)}. Al tratarse de un grafo completo sobre cuatro nodos, existen varias
alternativas para evaluar cada par.

Par {0,1} Elciclo de cuatro nodos que no usa la arista directa es (0, 2, 1, 3, 0), cuyos costes asociados
son cgo = co3 = 6, c12 = 5y 13 = 3. El valor maximo de estos arcos es 6. Como este valor
es menor que el coste original 10, se produce una reduccion, luego ¢g; = min(10,6) = 6.
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Par {0,2} El mejor ciclo alternativo es (0,1,2,3,0), cuyos costes asociados son ¢p; = 10, co3 = 6,
c12 =5y co3 = 3. El valor maximo de estos arcos es 10, el cual supera al enlace directo.
Por tanto, no hay reduccion, de modo que ¢f, = min(6, 10) = 6.

Par {1,2} El unico ciclo de cuatro nodos que conecta a ambos extremos sin usar su arista directa
es (1,0,2,3,1), cuyos costes asociados son cg; = 10, cg2 = 6 y ¢13 = co3 = 3. El valor
maximo de estos arcos es 10. Al ser superior al valor directo de 5, el coste se mantiene,
luego ¢f5 = min(5,10) = 5.

Por su parte, los tres arcos que pertenecen a t* ya poseen costes muy bajos y puede comprobarse
de la misma manera que ningun ciclo ofrece una alternativa mejor. Por este motivo, conservan su
coste original, es decir, ¢j3 = 6, ci3 = 3 y ¢33 = 3. La red ciclo-completa resultante se presenta a
continuacion:

Q

*

I
o o o o
o o
w o ot o
w w o

3

o

Fijémonos que, a diferencia de lo ocurrido en la forma irreducible, tinicamente la conexién ineficiente
co1 = 10 ha sido sustituida por el coste del ciclo (6). La conexién ¢ = 5 mantiene su valor original.
El grafo asociado se muestra en la Figura 2.6, resaltando con linea continua las aristas que forman el
arbol 6ptimo ¢*.

Figura 2.6: Grafo ciclo-completo C* asociado al Ejemplo 2.1.1 con el arbol 6ptimo t* representado en
linea continua. En rojo, la tinica arista que no coincide con la forma irreducible.

Comparando ambas matrices, vemos que C'y C* coinciden en todas las entradas salvo en una: ¢;o = 3
frente a ¢j, = 5. La diferencia surge porque la forma irreducible reduce el coste de (1,2) basandose
unicamente en el camino (1,3,2), donde el arco méas caro cuesta 3. En cambio, la red ciclo-completa
exige que esa reduccién ocurra a través de un ciclo que no utilice la arista directa. Al evaluar el tnico
ciclo de cuatro nodos que conecta 1 y 2, este incluye la arista (0,1) que cuesta 10, lo que impide
abaratar el coste original de 5. En resumen, la forma irreducible acepta cualquier camino alternativo
més barato, mientras que la red ciclo-completa es mas exigente y solo reduce el precio si existe un ciclo
completo que garantice esa mejora.

Observacién 2.3.1 (Relacién entre C, C'y C*). El Ejemplo 2.3.2 ilustra una propiedad general
demostrada por Trudeau (2012). Para cualquier mcstp y cualquier par de nodos i, j, se cumple que

— *
cij < Cij < ¢jj.

Esto significa que la forma irreducible nunca es més cara que la red ciclo-completa y esta tultima nunca
supera el coste de la matriz original. Aunque las tres matrices pueden coincidir en casos particulares,
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en términos generales se espera que la relacion C' < C* < (' sea estricta en al menos alguna de sus
entradas, tal y como hemos comprobado en nuestro ejemplo.

2.4. Descomposiciéon en conos

Hasta ahora hemos tratado la matriz de costes C' como un objeto dnico. Sin embargo, resulta util
descomponerla en piezas mas simples: matrices binarias donde cada conexién vale tinicamente 0 o 1.
Bergantifios y Vidal-Puga (2021) atribuyen este resultado a Norde et al. (2004). Esta técnica permite
reconstruir cualquier matriz de costes original como una suma ponderada de estas matrices binarias,
las cuales emplearemos para definir reglas de reparto en el Capitulo 3. En esta seccién, no obstante,
nos centramos exclusivamente en el proceso de descomposicion.

Definicién 2.4.1 (Matriz de costes elemental). Una matriz de costes C? sobre Ny es elemental si
cgj € {0,1} para todo i,j € Ny. Equivalentemente, una matriz elemental queda determinada por una
red g? sobre Ny, de modo que c; = 1si (4,j) € g%, y ¢; = 0 en caso contrario.

El resultado de Norde et al. (2004), revisado por Bergantifios y Vidal-Puga (2021), garantiza que
cualquier matriz de costes, sin importar lo compleja que sea, puede escribirse como una combinaciéon
de matrices elementales.

Teorema 2.4.1 (Descomposiciéon en matrices elementales). Para cualquier mestp (Ng, C), existen una

m(C) m(C)
1

familia de matrices elementales {C?}, 21" y una familia de escalares no negativos {7}, tales que:

1 0= T g,
2. Cada C? es una matriz elemental, en el sentido de la Definicion 2./.1.

3. Las matrices elementales respetan el orden de la matriz original: si c;; < ¢y, entonces cgj < CZZ
para todo q.

El Teorema 2.4.1 se demuestra mediante un procedimiento constructivo sencillo. Sean 0 < t1 < to <
... < tm(c) los costes que aparecen en la matriz original C' (excluyendo el 0), donde m(C) es el nimero
total de valores distintos y sea tg = 0. Podemos descomponer C siguiendo estos pasos:

1. Para cada umbral ¢4 con ¢ = 1,2,...,m(C), definimos una matriz elemental C¢ indicando con
un 1 aquellas conexiones cuyo coste es al menos t,:

q 1 si Cij Z tq
0 si Cij < tq.

2. Asignamos a cada matriz elemental el peso ¢ = t; — t4_1.

De esta forma, la matriz original se recupera como la suma ponderada C' = Z;n:(f) z9C1. Esta cons-
truccién garantiza las tres condiciones del Teorema 2.4.1: cada C'? es binaria por definiciéon y, debido a
que el peso x? representa el incremento entre niveles de coste consecutivos, la suma ponderada acumula
estos saltos hasta alcanzar el valor exacto de cada entrada c;;. Finalmente, la estructura respeta el
orden original. Si ¢;; < ¢y, cualquier matriz C? que tenga un 1 en la posicion (4, j) tendra necesaria-

mente tendra otro 1 en la posicion (k,1), puesto que ¢ > ¢;; > t4, lo que asegura que cgj < ¢}, para
todo q.

Ejemplo 2.4.1 (Descomposicion de la matriz C del Ejemplo 2.1.1). Retomemos la matriz de costes
de la Figura 2.1, en la que cp1 = 10, cp2 = co3 = 6, c12 = 5y ¢13 = ca3 = 3. Como hay m(C) = 4
costes distintos t1 = 3, to = 5, t3 = 6 y t4 = 10, necesitaremos cuatro matrices elementales. Tanto la
descomposicion como la evolucion de las aristas activas (con valor 1) se ilustra en la Figura 2.7:
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Capa 1 (a) Establecemos el umbral ¢; = 3, lo que otorga a esta primera matriz un peso z* = 3.
Todas las aristas superan este coste, luego C! activa las seis conexiones del grafo.

Capa 2 (b) El umbral asciende a to = 5, asignando a esta segunda capa el peso 22 =5 — 3 = 2.
Solo las aristas con coste superior o igual a 5 siguen activas en C?: (0, 1), (0,2), (0, 3)
y (1,2).

Capa 3 (¢) El umbral se actualiza a t5 = 6, correspondiéndole a la matriz un peso 2 = 6—5 = 1.

La arista (1,2) deja de estar activa, por lo que ahora solo (0,1), (0,2) y (0,3)
permanecen con valor 1 en C3.

Capa 4 (d) Finalmente, se alcanza el umbral t4 = 10, dotando a la tltima capa del peso z* =

10 — 6 = 4. Unicamente la arista mas cara, (0,1), sigue activa en C4.

o
7N
K

(a) C* (t1 =3,2' =3). (b) C? (t2 = 5,2% = 2).

Figura 2.7: Representacion de las cuatro capas de la descomposicion de C. En cada capa CY, las aristas
continuas toman el valor 1 y las discontinuas, 0.

Comprobemos que la suma ponderada 23:1 29C'? reconstruye la matriz original. Por ejemplo, para
los arcos (0,1) y (1,2) se tiene que

co1=3-14+2-1+1-1+4-1=10, c12=3-1+2-141-04+4-0=5.

En efecto, estos valores coinciden con los costes originales cp; = 10 y ¢12 = 5. El lector puede verificar
el resto de aristas siguiendo este mismo procedimiento.

2.5. Juegos cooperativos asociados al MCSTP

Recordemos la Definicion 1.2.1: un juego cooperativo de costes es un par (IV, v) donde v(.S) representa el
coste que una coalicién S asumiria si decidiera actuar de forma independiente. Para traducir un mestp
(No, C) a este lenguaje, basta con precisar qué significa exactamente “actuar de forma independiente”
para un grupo de agentes que necesita conectarse a la fuente.

Dependiendo de qué recursos se permita utilizar a la coalicién S, surgen distintas funciones caracte-
risticas. Bergantinos y Vidal-Puga (2021) identifican cinco propuestas principales en la literatura, que
detallamos a continuacion. Para facilitar su comparacion, ilustraremos cada una de ellas calculando
el coste de la coalicion S = {1,2} sobre la red del Ejemplo 2.1.1. Ademas, escribiremos la funcion
caracteristica simplemente como v en lugar de vo puesto que la matriz de costes se sobreentiende a lo
largo del capitulo y no da lugar a confusién.

El juego privado (o pesimista)

La primera propuesta estudiada en la literatura plantea la alternativa més restrictiva. Consiste en
suponer que los miembros de una coalicién solo pueden utilizar sus propios nodos para conectarse a
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la fuente. En este enfoque, propuesto originalmente por Bird (1976), los nodos externos no cooperan
en absoluto y se consideran estrictamente inaccesibles, por lo que S ni siquiera puede utilizarlos como
puntos de paso para abaratar su conexion a la fuente. Por este motivo, a esta formulacion se le conoce
habitualmente como el juego pesimista.

Definicion 2.5.1 (Juego privado). Dado un mestp (No, C), el juego privado (N,vP) se define, para
cada coalicion S C N, como el coste minimo de conectar a S con la fuente usando exclusivamente los
nodos de Sy = S U {0}:

0P (S) = m(So, C).

Ejemplo 2.5.1 (Juego privado para S = {1,2}). El conjunto Sy = {0, 1,2} solo dispone de los arcos
(0,1) con coste 10, (0,2) con coste 6 y (1,2) con coste 5. El arbol méas barato usa las aristas (0,2) y
(1,2). El coste total viene dado por

w({1,2}) =645 = 11,

El juego irreducible

Una alternativa consiste en aplicar esa misma logica pesimista sobre la matriz irreducible C' (Definicion
2.3.1) en lugar de la original. Este enfoque, propuesto también por Bird (1976), resulta en un juego
donde se sigue prohibiendo el uso de nodos externos, pero los costes ya recogen de antemano las
conexiones indirectas mas baratas.

Definiciéon 2.5.2 (Juego irreducible). Dado un mestp (No,C), el juego irreducible (N,v") se define
como el juego privado asociado a la forma irreducible C'. Para cada coalicion S C N, el coste viene
dado por:

v'(S) = m(Sy, C).

Ejemplo 2.5.2 (Juego irreducible para S = {1,2}). Sobre la matriz C' disponemos de ¢y, = 2 = 6
y ¢12 = 3. El arbol mas barato para conectar S utiliza, por ejemplo, las aristas (0,1) y (1,2) (o, de
forma equivalente, (0,2) y (1,2)), de modo que

v'({1,2}) =6+3=09.

Nétese que v?({1,2}) = 9 es estrictamente menor que v?({1,2}) = 11. Esto sucede porque, al suavizar
la matriz de costes, conectar a la misma coalicién resulta mas barato.

El juego optimista

En el extremo opuesto al juego privado surge este nuevo enfoque, introducido por Bergantinos y Vidal-
Puga (2007). Este supone que los agentes fuera de S ya estan conectados a la fuente de antemano y
permiten a la coalicién utilizar sus nodos como simples intermediarios, sin coste alguno por el privilegio
de pasar por ellos.

Definicién 2.5.3 (Juego optimista). Dado un mestp (Ny, C) y una coalicion S C N, sea T = N\ S.
Definimos la matriz CT como cg; = ¢;; para todo 7,57 € S,y ek = min e, ¢j; para todo i € S, es
decir, el coste de conectar i con la fuente pasa a ser el de su conexiéon mas barata disponible a través
de algin agente de T (o de la fuente). El juego optimista (N,v°) se define como

v°(S) = m(Sy, CT).

Ejemplo 2.5.3 (Juego optimista para S = {1,2}). En este caso, T'= N\ {1,2} = {3}. El coste entre
los miembros de S no cambia, por lo que ¢, = ¢12 = 5. Si recalculamos las conexiones a la fuente,
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obtenemos cl; = min(co1,c31) = min(10,3) = 3 y cl; = min(cpa, c32) = min(6,3) = 3. Por tanto, la
matriz CT para esta coalicién quedaria del siguiente modo:

0 3 3
ct=(3 0 5
3 5 0

Observemos que, para ambos nodos de la coaliciéon, el coste de conexion con la fuente se reduce al
considerar la mejor alternativa a través del nodo 3, en lugar de su conexion directa con la fuente. El
arbol de coste minimo utiliza estas conexiones actualizadas:

v°({1,2}) =3+3=6.

Como era de esperar, este valor es el més bajo hasta el momento debido a la reduccién de costes
inducida por el nodo 3.

El juego ptblico

Una postura intermedia, propuesta por Bogomolnaia y Moulin (2010), consiste en asumir que no existen
derechos de propiedad sobre los nodos. Bajo este enfoque, cualquier agente, esté o no en S, puede ser
utilizado como intermediario, siempre que se pague el coste de los arcos correspondientes. Esto equivale
a permitir que S se beneficie de la red 6ptima de cualquier coalicién més grande que la contenga y se
quede solo con el coste total resultante.

Definicion 2.5.4 (Juego publico). Dado un mestp (N, C), el juego piblico (N,v") se define para
cada coalicion S € N como
u _ D
v*(S) min v (T).
Ejemplo 2.5.4 (Juego publico para S = {1,2}). Las tnicas coaliciones que contienen a S = {1,2}
son la propia {1,2} y N. Comparamos vP({1,2}) = 11 (calculado en el Ejemplo 2.5.1) con vP(N) = 12.

El minimo de ambos valores es
v"*({1,2}) = min(11,12) = 11.

En este caso particular, a la coalicién no le compensa asumir el coste del grupo completo, por lo que
se queda con su propio valor privado.

El juego ciclo-completo

Por tltimo, aplicando la misma idea pesimista del juego privado sobre la red ciclo-completa C* (Defi-
nicién 2.3.2), obtenemos el juego ciclo-completo. Este modelo, introducido por Trudeau (2012), resulta
especialmente interesante en la literatura porque garantiza que el juego resultante sea siempre concavo.

Definicion 2.5.5 (Juego ciclo-completo). Dado un mestp (Ng, C), el juego ciclo-completo (N, v¢) se
define como el juego privado asociado a la red ciclo-completa C*. Para cada coalicién S C IV, el coste
viene dado por:

ve(S) = m(Sy, C*).

Ejemplo 2.5.5 (Juego ciclo-completo para S = {1,2}). Sobre la matriz C* disponemos de cf; =
¢y = 6y ¢i5 = 5. El arbol méas barato para conectar S utiliza, por ejemplo, las aristas (0,1) y (1,2)
(0, de forma equivalente, (0,2) y (1,2)), de modo que

ve({1,2}) =645 =11.

Fijémonos que, en esta coalicion concreta, el juego ciclo-completo coincide con el privado (v¢({1,2}) =
vP({1,2}) = 11). Esto se debe a que la red ciclo-completa no genera nuevas conexiones méas econémicas
para Sp, por lo que el arbol de coste minimo es el mismo en ambos casos.
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Repitiendo este procedimiento para el resto de coaliciones, obtenemos la Tabla 2.1, que recoge los cinco
juegos completos y permite comparar como varia el coste de cada coalicion segtin segin el enfoque
considerado.

Juego \ S | {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} N
vP(S) 10 6 6 11 9 9 12
v¥(9) 6 6 6 9 9 9 12
v°(9S) 3 3 3 6 6 6 12
v¥(9) 9 6 6 11 9 9 12
ve(9) 6 6 6 11 9 9 12

Tabla 2.1: Funcién caracteristica de los cinco juegos cooperativos asociados al Ejemplo 2.1.1.

Observacion 2.5.1 (Relacion entre los juegos). No es casualidad que en la Tabla 2.1 los valores de
v° sean siempre los mas bajos y los de vP los més altos. Bergantifios y Vidal-Puga (2021) prueban que,
para cualquier mestp y cualquier coalicion S, se cumple

v°(S) < vi(S) < v°(S) < vP(S).

Puede comprobarse que en nuestra tabla se verifica este orden en todas las coaliciones. El juego ptblico
v también se sitia entre v* y vP, aunque no mantiene una relacién de orden fija con v¢. Ademas,
fijétmonos que todos los juegos coinciden en la coalicion N. Esto es asi puesto que en todos los casos
se hereda, por construccion, el coste 6ptimo m(Ny, C) = 12.

Al final del Capitulo 3 utilizaremos estos juegos como punto de partida para aplicar las principales
soluciones vistas en el Capitulo 1 (nticleo, valor de Shapley y nucleolo).
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Capitulo 3

Asignacion de costes

En el Capitulo 2 resolvimos la parte puramente estructural del problema al construir un arbol que
conecta a todos los agentes con la fuente al menor coste posible. Una vez obtenida esta red éptima
el paso natural consiste en determinar como distribuir ese coste m(Np, C) entre los agentes que se
benefician de la red. Para analizar las distintas alternativas de asignacién debemos establecer primero
la definicién formal de regla de reparto (Bergantinos y Vidal-Puga 2021).

Una regla de reparto es una funcién f que asigna a cada mestp (Ng, C) un vector f(No,C) € RN que
satisface la condicion de eficiencia:

> fi(No, ©) = m(No, C),

ieEN

donde f;(No, C) representa el coste asignado al agente i. Es decir, una regla reparte el coste éptimo
total m(Np, C) entre los agentes de forma exacta.

En este capitulo presentamos las reglas de reparto mas estudiadas en la literatura agrupadas en dos
grandes familias. Las primeras se analizan en la Seccién 3.1 y se derivan de los algoritmos de Prim,
Kruskal y Bortivka vistos en el Capitulo 2, donde el propio proceso de construcciéon del arbol sugiere
como dividir el coste de cada conexion. Las segundas se detallan en la Seccion 3.2 y operan tiinicamente
sobre las funciones caracteristicas v definidas en la Seccion 2.5 mediante la aplicacion de los conceptos
de solucién introducidos en el Capitulo 1.

3.1. Reglas definidas a través del MCSTP

3.1.1. Reglas basadas en Prim: Bird y Dutta-Kar

Recordemos que la estrategia del algoritmo de Prim se basa en hacer crecer una tunica estructura
conectada de manera progresiva a partir de la fuente. Este procedimiento motiva las dos reglas de
reparto que analizamos a continuacién: Bird y Dutta-Kar.

La regla de Bird

La regla de Bird es la méas antigua e intuitiva y fue propuesta originalmente por Bird (1976). Establece
que cada agente debe pagar exactamente el coste del arco que lo conecta por primera vez al arbol en
construccion.

27
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Definicién 3.1.1 (Regla de Bird). Sea (Ng, C) un mestp con arbol de coste minimo tnico t*, y sea i°

el nodo a través del cual el agente i se conecta a la componente de la fuente. La regla de Bird asigna

BI(NO,C) = C;j04, V'L € N.

Cuando el arbol 6ptimo t* no es tnico, como ocurre en el Ejemplo 2.2.1, el algoritmo de Prim puede
desempatar de distintas formas segin el orden de seleccion de los arcos. Para solucionar esta falta de
unicidad, la regla se extiende promediando el resultado de cada posible orden de desempate 7™ € IIx
tal y como detallan Bergantinos y Vidal-Puga (2021):

B(No, C) :% S BT(No, ).

" welly

Ejemplo 3.1.1 (Regla de Bird sobre el Ejemplo 2.1.1). Recordemos que en la Etapa 1 del algoritmo
de Prim hay un empate entre los arcos (0,2) y (0,3), ambos con coste 6 (ver Ejemplo 2.2.1). Esta
situacién obliga a recurrir a las permutaciones 7 para desempatar y calcular B™ para cada orden.
Consideremos, por ejemplo, el orden 7™ = (1,2, 3):

Etapa 1 El empate se resuelve a favor del agente 2 por tener prioridad en el orden de desempate,
de forma que el conjunto conectado pasa a ser {0,2} y este paga su coste de conexién
B;(No,C) = Cp2 = 6.

Etapa 2 El arco méas barato hacia el exterior desde el conjunto conectado es (2,3) con coste 3, lo
que implica que el agente 3 se incorpora a la red y paga B (Ny, C) = co3 = 3.

Etapa 3 El agente 1 se conecta finalmente al arbol mediante el arco (1,3) con un coste de 3, por
lo que este ultimo agente asume un pago de BT (N, C) = ¢13 = 3.

De este modo, obtenemos el vector B™(Ny, C) = (3,6, 3) para dicho orden. Podemos comprobar ademas
que se cumple la propiedad de eficiencia, ya que la suma de los pagos recibidos por todos los agentes
iguala el coste total del arbol de forma que . Bff (No,C) =3+ 6+ 3 = 12 = m(Ny, C).

Repitiendo este procedimiento para las 3! = 6 permutaciones posibles, obtenemos los resultados de la
Tabla 3.1.

Orden 1 B™(Ny,C)

(1,2,3)  (3,6,3)
(1,3,2)  (3,3,6)
(2,1,3)  (3,6,3)
(2,3,1)  (3,6,3)
(3,1,2)  (3,3,6)
(3,2,1)  (3,3,6)

Tabla 3.1: Asignaciéon de Bird para cada orden de desempate 7.

El reparto final es el promedio de estas seis filas:

B(N,,C) = é [(3,6,3) -3+ (3,3,6) - 3] = (3, 4.5, 4.5).
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La regla de Dutta-Kar

La regla de Bird presenta un inconveniente conocido al no satisfacer la propiedad de monotonicidad de
costes. En términos sencillos, esta propiedad establece que, si el coste de conectar a un agente disminuye,
la cantidad que finalmente debe pagar no deberia aumentar. Sin embargo, es posible construir ejemplos
en los que la regla de Bird produce precisamente este comportamiento contraintuitivo. Para corregir
este problema, Dutta y Kar (2004) propusieron una variante en la que el coste de cada conexion no se
asigna inmediatamente al agente que se incorpora al arbol, sino que su pago se determina en la etapa
siguiente del algoritmo.

Definicion 3.1.2 (Regla de Dutta-Kar). Sea (Np,C) un mestp con arbol de coste minimo tnico
t*. Durante la ejecucién del algoritmo de Prim definimos 2° = 0 y para cada etapa p = 1,2,...,n
calculamos el coste maximo acumulado mediante la expresion

aP = max{z?"!, cinjr},

donde (7, jP) es el arco incorporado en la etapa p que conecta a un nuevo agente jP. Si el agente i se
conecta en la etapa p(i) de forma que i = 470 la regla de Dutta-Kar le asigna el pago

min {x”(i), Cip('i)+1jp(’5)+1} sip(i) <n

x" si p(i) = n.

Bajo esta logica, cada agente paga el minimo entre el coste méximo acumulado en el momento de su
propia conexién y el coste de la conexiéon inmediatamente posterior. Por su parte, el dltimo agente en
incorporarse a la red asume directamente el maximo acumulado total ™ al no tener ninguna etapa
posterior con la que comparar (Gémez Saura 2016).

Como en la regla de Bird, cuando el arbol 6ptimo ¢* no es tnico, la regla de Dutta-Kar se extiende
formalmente promediando las asignaciones parciales DK™ (Ny, C') sobre todos los 6rdenes de desempate
7 € I (Bergantifios y Vidal-Puga 2021):

1
DK (No, C) = — > DK™(N,,C).
" welly

Ejemplo 3.1.2 (Regla de Dutta-Kar sobre el Ejemplo 2.1.1). Calculemos la asignacion DK™ (Ny, C)
para el orden 7 = (1,2, 3) reutilizando las mismas etapas del algoritmo de Prim descritas en el Ejemplo
2.2.1. En este caso, el agente 2 se conectaba en la Etapa 1 con coste 6, el agente 3 lo hacia en la Etapa
2 con coste 3 y el agente 1 se incorporaba en la Etapa 3 con coste 3, siendo el ultimo en conectarse.
En consecuencia, el coste maximo acumulado tras cada etapa es

z! =6, z? =6, 3 =6
Etapa 1 El agente 2 paga el minimo entre ' = 6 y el coste de la siguiente conexién, correspon-
diente a la Etapa 2 (ca3 = 3), obteniendo DKJ (N, C) = min(6,3) = 3.

Etapa 2 El agente 3 paga el minimo entre 22 = 6 y el coste de la conexion de la Etapa 3 (ci3 = 3),
resultando en DKT(Ny, C') = min(6,3) = 3.

Etapa 3 El agente 1, al ser el tltimo en conectarse, asume directamente el coste maximo acumu-
lado, de forma que DKT(Ny,C) = 23 = 6.

Asi, DK™(Ny,C) = (6,3,3) para m = (1,2,3). Nuevamente, se puede comprobar la eficiencia de este
reparto: ) ..y DK (No,C) =6+ 343 =12 = m(No, C).

Repitiendo el procedimiento para las seis permutaciones posibles, obtenemos la Tabla 3.2.
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Orden 1 DK™ (N, C)

(1,2,3) (6,3,3)
(1,3,2) (3,6,3)
(2,1,3) (6,3,3)
(2,3,1) (6,3,3)
(3,1,2) (3,6,3)
(3,2,1) (6,3,3)

Tabla 3.2: Asignacion de Dutta-Kar para cada orden de desempate 7.

El reparto final es el promedio de las seis filas:

DK(Ny,C) = é[(6,3,3) 44(3,6,3)-2] = (5, 4, 3).

Este resultado, comparado con el obtenido con la regla de Bird del Ejemplo 3.1.1, B(Ny,C) =
(3,4.5,4.5), reparte el coste de una forma méas extrema. El agente 1, que se conecta més tarde, paga
ahora méas (5 frente a 3), mientras que los agentes 2 y 3 pagan un poco menos.

Esta diferencia se debe a que Dutta-Kar utiliza los costes maximos acumulados de cada etapa en lugar
del precio de los arcos individuales. De este modo, se garantiza que si una conexién se abarata, ningin
agente sufra un aumento en su pago, lo que soluciona el fallo de la regla de Bird y asegura la propiedad
de monotonicidad.

3.1.2. Reglas basadas en Kruskal: folk y Shapley ponderado

Recordemos que, a diferencia de Prim, que hace crecer un tinico arbol desde la fuente, el algoritmo
de Kruskal ordena todos los arcos de menor a mayor coste para evaluarlos secuencialmente. Bajo esta
logica, el reparto del coste de cada arco no depende de la forma exacta que tenga la red, sino tinicamente
de qué dos componentes conexas se fusionan al anadirlo.

Esta diferencia tiene una consecuencia practica muy importante cuando se producen empates entre
varios arcos del mismo coste. Aunque el orden en que se procesen estos arcos pueda cambiar las fusiones
intermedias en esa etapa, el resultado final de la particion es siempre el mismo. Por ello, a diferencia de
las reglas de la seccion anterior, los métodos que presentamos a continuaciéon no necesitan promediarse
sobre distintas permutaciones, ya que el reparto resultante es siempre tnico, independientemente de
como se resuelvan los empates en el algoritmo de Kruskal. Formalmente, esta propiedad se conoce
como independencia del camino (Bergantinos et al. 2010).

Bajo este enfoque, y apoydndonos en unas funciones especiales denominadas funciones de obligacion,
este algoritmo motiva las tres reglas de reparto que analizaremos a continuacion: folk y las dos variantes,
optimista y pesimista, del valor de Shapley ponderado.

El marco general: funciones de obligacion

La familia de reglas que estudiaremos en esta secciéon se construye asignando en cada etapa del algoritmo
de Kruskal una parte del coste del arco anadido a los agentes de las componentes que se fusionan. La
herramienta matemaética para especificar exactamente qué parte asume cada agente es la funcion de
obligacion.

Definicion 3.1.3 (Funcion y regla de obligaciéon). Una funcidn de obligacién es una aplicacion o
que asigna a cada coalicién no vacia S C Ny un vector o(S) € R¥ cumpliendo las tres propiedades
siguientes:
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1. Si 0 ¢ S, entonces o(S) es un vector de reparto: 0;(S) > 0 para todoi € Sy > .. g0;(5) = 1.

icS
2. Si0 € S, entonces 0;(S) =0 para todo i € S.

3. SiSCTeielS, entonces 0;(S) > 0;,(T) (la obligacién de un agente nunca aumenta al unirse a
un grupo mas grande).

Dada una funcion de obligacion o, la regla de obligacion asociada f° reparte el coste de cada arco (i?, jP)
seleccionado por Kruskal en la etapa p evaluando cuanto disminuye la obligaciéon de cada agente al
pasar de la particion anterior a la nueva (Tijs et al. 2006; Bergantifios et al. 2011):

F2(No,C) = Y cingo - [oi(S(P(g7 1), 1)) = 0i(S(P(g"),)]

p=1

donde S(P(gP),i) denota la componente de la particion P inducida por los arcos de gP a la que
pertenece el agente i.

Intuitivamente, 0;(.S) mide la proporcion del coste que le queda por pagar al agente ¢ mientras perte-
nezca a la componente S. Cuando este grupo S se fusiona con otra componente, esa cantidad pendiente
disminuye, por lo que la diferencia exacta entre la obligaciéon antigua y la nueva es justo lo que el agente
paga en esa etapa concreta.

La regla folk

La regla més estudiada y utilizada dentro de esta familia de reglas de obligacién es la conocida como
regla folk, introducida por Feltkamp et al. (1994) y posteriormente revisada en Bergantinos y Vidal-
Puga (2021). Este método, que también recibe el nombre de regla ERO (por sus siglas en inglés:
Equal Remaining Obligation), reparte el coste de cada arco a partes iguales entre todos los agentes que
pertenecen a la componente que se beneficia de la nueva conexion.

Definicion 3.1.4 (Regla folk o ERO). La regla folk F(Ny,C) es la regla de obligacién asociada a la
funciéon .
0;(8) = Gk Vie S, VS C N.

Esta eleccion particular de o responde a los tres principios siguientes:
1. Solo paga el arco quien se beneficia directamente de él.
2. Todos los agentes de una misma componente pagan lo mismo.

3. Cuando dos componentes se fusionan, cada una asume una parte del coste que resulta propor-
cional al tamano de la otra.

Ejemplo 3.1.3 (Regla folk sobre el Ejemplo 2.1.1). Retomemos la ejecucion del algoritmo de Kruskal
analizada en el Ejemplo 2.2.2, donde se incorporaron secuencialmente los arcos (1,3) y (2,3), ambos
con coste 3 y el arco (0,2) con coste 6. A partir de lo anterior, es posible recuperar la secuencia de
particiones asociada:

P = {{0}, {1}, {2}, {3}} — P'={{0},{1.3},{2}} — P*={{0},{1,2,3}} — P°={No}

Etapa 1 Al anadir el arco (1,3) con coste 3 se fusionan los conjuntos {1} y {3}. La obligacion de
los agentes 1y 3 se reduce desde 01 ({1}) = 03({3}) = 1 hasta 01 ({1,3}) = 05({1,3}) = 3,
mientras que el agente 2 no se ve afectado al permanecer en {2}. Por tanto, los pagos
correspondientes a esta conexién son

3-(1—1)=15 (agentes 1y 3), 0 (agente 2).
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Etapa 2 Al incorporar el arco (2,3) con coste 3 se fusiona el conjunto {2} con la componente
{1, 3} para formar el grupo S = {1,2,3}. La obligacion del agente 2 baja de 02({2}) =1
a0y({1,2,3}) = %, mientras que las obligaciones de los agentes 1y 3 pasan de 01 ({1, 3}) =
03({1,3}) = 1 a 01({1,2,3}) = 03({1,2,3}) = %. Ahora, los pagos resultantes son

3-(1- %) =2 (agente 2), 3 (% — %) =0.5 (agentes 1y 3).
Fijémonos que la suma de las aportaciones (2 4+ 0.5+ 0.5 = 3) cubre el coste exacto del
arco. Sin embargo, el reparto no es igualitario, puesto que el agente 2 asume un pago
mayor al incorporarse desde una componente individual.

Etapa 3 Con el arco (0,2) de coste 6 se fusiona el conjunto {1, 2,3} con la fuente. Los tres agentes
pasan de su obligacion previa 0;({1,2,3}) = % a una nueva obligacion nula 0;(Ny) = 0
al contener ya a la fuente, asi que cada uno paga

6-(3-0)=2.

Sumando los pagos acumulados en las tres etapas, obtenemos el reparto final:

F(No,C)= (1540542, 0+2+2 15+05+2)=(4, 4, 4).

Reglas de Shapley ponderado

Mientras que la regla folk trata por igual a todos los agentes dentro de una misma componente,
existen numerosos escenarios reales donde estos presentan caracteristicas distintas (tamafio poblacional,
capacidad econémica o nivel de demanda). Para reflejar matematicamente estas diferencias, sustituimos
el reparto igualitario 1/|S| por un procedimiento que pondere el coste en funcion de un sistema de
pesos positivos w = (w;);en con w; > 0 para todo ¢ € N. Existen dos reglas distintas para hacer esta
generalizacion: la variante optimista y la variante pesimista del valor de Shapley ponderado.

La primera variante es la regla de Shapley ponderado optimista, introducida por Bergantinos y Lorenzo-
Freire (2008a,b). Este método adopta una perspectiva favorable para los agentes en cada etapa de
Kruskal, ya que calcula sus obligaciones considerando tnicamente a los miembros del grupo que se esta
fusionando en ese momento e ignora temporalmente al resto de agentes de la red.

Definicion 3.1.5 (Regla de Shapley ponderado optimista). Dado un sistema de pesos positivos w =
(w;)ien, la regla de Shapley ponderado optimista f° (N, C) es la regla de obligacion asociada a

W;

O’L(S) = Zjes w;

, VieS, VS CN.

Bajo este enfoque, cada agente tiene una obligacién directamente proporcional a su propio peso espe-
cifico dentro de la componente a la que pertenece en esa etapa. Fijémonos que si a todos los agentes se
les asigna el mismo peso, la expresion anterior se reduce a 0;(.S) = 1/|5], recuperando asi la regla folk.

Ejemplo 3.1.4 (Shapley ponderado optimista sobre el Ejemplo 2.1.1). Retomemos la ejecucion del
algoritmo de Kruskal analizada en el Ejemplo 2.2.2. Con el propésito de ilustrar el efecto de las
asimetrias, asignemos al agente 2 el doble de peso que a los agentes 1 y 3, fijando el vector de pesos
w = (w1, ws,ws) = (1,2,1). Al igual que en el ejemplo anterior, la secuencia de particiones es

P = {{0}, {1}, {2}, {3}} — P'={{0},{1.3},{2}} — P*={{0},{1,2,3}} — P°={No}

Etapa 1 Al afiadir el arco (1,3) con coste 3 se fusionan los conjuntos {1} y {3}. Dado que ambos
agentes cuentan con el mismo peso (w1 = wz = 1), se conserva la simetria en esta primera
conexion. La obligacion de los agentes 1 y 3 disminuye desde o1 ({1}) = 03({3}) =1
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hasta 01({1,3}) = 03({1,3}) = ﬁ = 1, mientras que el agente 2 permanece igual en la

componente {2}. Por tanto, los pagos correspondientes a esta conexion son

3 (1 — %) =1.5 (agentes 1y 3), 0 (agente 2).

Etapa 2 Al incorporar el arco (2,3) con coste 3 se fusiona el conjunto {2} con la componente
{1,3} formando el grupo S = {1,2,3}. La obligacion del agente 2 baja de 02({2}) = 1
a 02({1,2,3}) = ﬁ = %7 mientras que para los agentes 1 y 3 el valor de la funcion

cambia de 01 ({1,3}) = 03({1,3}) = 1 a 01({1,2,3}) = 03({1,2,3}) =
los pagos resultantes son

3-(1-3) =15 (agente 2), 3:-(3—1)=0.75 (agentes 1y 3).

11
Tf2¢1 — 4- Ahora,

Fijémonos que la suma de las aportaciones (1.5 + 0.75 + 0.75 = 3) cubre el coste exacto
del arco. Sin embargo, el reparto no es igualitario, puesto que el agente 2 asume una
carga mayor debido a su peso relativo dentro del nuevo grupo fusionado.

Etapa 3 Con el arco (0,2) de coste 6 se fusiona el conjunto {1,2,3} con la fuente. Los tres agentes
pasan de su obligacion previa a tener obligacion nula 0;(Ng) = 0 al contener ya a la
fuente, asi que cada uno paga

6- (i - 0) =15 (agentes 1y 3), 6- (% - 0) =3 (agente 2).

Sumando los pagos acumulados en las tres etapas, obtenemos el reparto final:
o (No,C)= (154075415 0+1.5+3, 1.54+0.75+1.5) =(3.75, 4.5, 3.75).

Como era de esperar, el agente 2, al poseer un mayor peso en la red, asume un coste final superior al
que le correspondia mediante la regla folk (4.5 frente a 4).

La segunda variante es la regla de Shapley ponderado pesimista, caracterizada formalmente por Lorenzo
y Lorenzo-Freire (2009). Aunque comparte el objetivo de repartir los costes utilizando el sistema de
pesos w, en lugar de un reparto proporcional directo, este método calcula la obligacion de cada agente
promediando sobre todos los posibles érdenes de llegada del resto de miembros a la componente.

Definicion 3.1.6 (Regla de Shapley ponderado pesimista). Dado un sistema de pesos positivos w =
(w;)ien, la regla de Shapley ponderado pesimista fP*(Ny,C) es la regla de obligacion asociada a

s—1
Wr—1(5) )
o)=Y Il < , Vi€S, VSCN,
reni(N(i}) J=1 2ok=1 Wai (k) F Wi

donde s = |S| y TI(S \ {i}) denota el conjunto de permutaciones sobre S\ {i}.

A diferencia de la version optimista, la pesimista exige evaluar todos los escenarios en los que el resto
de agentes podrian haberse unido al grupo antes que el agente i.

Ejemplo 3.1.5 (Shapley ponderado pesimista sobre el Ejemplo 2.1.1). Calculemos el reparto para
la misma ejecucion de Kruskal evaluada en los ejemplos anteriores. Mantendremos el vector de pesos
asimétrico w = (w1, w2, w3) = (1,2,1) y la secuencia de particiones ya conocida:

P = {{0}, {1}, {2}, {3}} — P'={{0},{1.3},{2}} — P*={{0},{1,2,3}} — P°={No}

Etapa 1 Al afiadir el arco (1, 3) con coste 3 se fusionan los conjuntos {1} y {3}. Dado que ambos
agentes cuentan con el mismo peso (w; = w3 = 1), la simetria se conserva en esta primera
conexion y la regla pesimista ofrece el mismo resultado que la optimista. La obligacion
de los agentes 1 y 3 disminuye a 01({1,3}) = 03({1,3}) = 1, mientras que el agente 2
permanece inalterado. Los pagos correspondientes a esta conexiéon son

3-(1—1)=15 (agentes 1y 3), 0 (agente 2).
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Etapa 2 Al incorporar el arco (2,3) con coste 3 se fusiona el conjunto {2} con la componente
{1, 3} formando el grupo S = {1,2,3}. En este caso, debemos promediar los 6rdenes de
llegada. Para calcular la nueva obligacion del agente 1, como S\ {1} = {2, 3}, evaluamos
los dos escenarios posibles:

= Orden (2,3): el agente 2 llega primero. La probabilidad del escenario es

w9 w3 2 1_].

w2+w1.w2+w3+w1:§'1 6

= Orden (3,2): el agente 3 llega primero. La probabilidad del escenario es

1

w3 wo 1

2
ws+wr ws+ws+w; 2 4 4

Sumando ambas contribuciones, obtenemos 01({1,2,3}) = é + i = % Por simetria de

pesos (w1 = ws), es evidente que 03({1,2,3}) = . Como las obligaciones deben sumar
uno, el agente 2 asume el resto, por lo que 09({1,2,3}) =1-2-3 = é. Ahora, con estos

12
valores calculados, los pagos resultantes son

3-(1—§) =25 (agente 2), 3-(3—3) =025 (agentes 1y 3).

Etapa 3 Con el arco (0,2) de coste 6 se fusiona el conjunto {1, 2,3} con la fuente. Los tres agentes
pasan de su obligacion previa a tener obligacion nula o;(Ng) = 0 al conectar con la fuente,
asi que cada uno asume la correspondiente fraccion del coste:

6- (% —0) =25 (agentes 1y 3), 6-(5§—0)=1 (agente2).

Sumando los pagos acumulados en las tres etapas, obtenemos el reparto final:

fP(No,C) = (154 0.25+ 2.5, 0+25+1, 1.5+0.25+2.5) = (4.25, 3.5, 4.25).

Si reunimos los tres resultados obtenidos a lo largo de esta seccion, podemos ver claramente cémo
afecta la elecciéon de la regla al reparto final:

F(No,C) = (4,4,4),  f*(No,C) = (3.75,4.5,3.75),  f7*(N,,C) = (4.25,3.5,4.25).

El agente 2, al tener el doble de peso que sus companeros, paga méas con la regla optimista (4.5) que
con la regla folk (4). Sin embargo, con la regla pesimista ocurre exactamente lo contrario, ya que se
beneficia de su mayor peso y su aportacion baja a 3.5.

Esto demuestra que tener un mayor peso en la red no implica necesariamente asumir un coste mas
alto. Su efecto puede invertirse dependiendo de la férmula matemética que se utilice para calcular las
obligaciones.

3.1.3. Regla basada en Borivka

Recordemos que, a diferencia de los métodos secuenciales de Prim y Kruskal, el algoritmo de Boruvka
avanza de forma paralela. La regla de Bortivka, introducida originalmente por Bergantinos y Vidal-Puga
(2011) y revisada en Bergantifios y Vidal-Puga (2021), divide el pago en varias iteraciones simultaneas.
En lugar de pagar cada arco de manera individual e integra, en cada etapa, los agentes responsables
aportan una misma proporcion de su coste y esta se maximiza con la condicién de que ningtn arco
supere la totalidad de su valor. Cuando un arco se paga por completo, las componentes implicadas se
fusionan y la siguiente iteracion se recalcula sobre esta nueva estructura.
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Definicion 3.1.7 (Regla de Bortuvka). Sea (Np,C) un mestp, m un orden estricto sobre los arcos y
t™ (o simplemente t) el arbol de coste minimo obtenido mediante el algoritmo de Bortuvka asociado
a m. Como inicialmente ningin arco estd pagado, sea la proporcién acumulada inicial ggj = 0 para
todo (i,j) € t. Para cada etapa de pago s = 1,2,...,~ definimos de forma recursiva las siguientes
magnitudes:

w A7 = {(i,§) € t: fol < 1}: el conjunto de arcos de t que atn no han sido completamente
pagados al inicio de la etapa s.

= P571: ]a particion de N en componentes conexas inducida por los arcos ya pagados en las etapas
anteriores.

= af € A*71: el arco que el agente i € T € P5~1 (con 0 ¢ T) contribuye a pagar en la etapa s,
seleccionado como el arco mas barato de ¢ que conecta su componente T con el exterior. En caso
de empate, se elige segin el orden .

» N ={k€N: aj = (i,7)}: el conjunto de agentes que pagan el arco (i, 7) en la etapa s.

[N
pueden pagar simultdneamente en la etapa s.

1— Qe—l
= p® = min { : (i,7) € A57Y N # @}: la méxima proporcién comun que los agentes

=0 = ijfl + [Nj;| - p*: la proporcion acumulada que se ha pagado del arco (4, j) tras la etapa s.
= [ =Dp°cqs: el pago del agente i en la etapa s.

El proceso finaliza en un ntimero finito de etapas 7 (con v < |N|) cuando todos los arcos de ¢t cumplen
sz =1, lo que equivale a >.!_, p* = 1. La regla de Boriivka asociada al orden 7 se define como

~y
5?(]\]070):2]25, Vi € N.

s=1

A pesar de que la construccion de las etapas intermedias depende del orden elegido, Bergantinos y
Vidal-Puga (2011) demuestran que, para cualquier orden m, la regla 5™ (Ny, C) siempre coincide con
la regla folk.

Ejemplo 3.1.6 (Regla de Bortuvka sobre el Ejemplo 2.1.1). Retomemos el arbol de coste minimo
obtenido en el Ejemplo 2.2.3, dado por ¢ = {(1,3),(2,3),(0,2)} con costes c13 = 3, cag = 3 y cp2 = 6,
bajo el orden estricto m donde (1,3) = (2,3) > (1,2) = (0,2) > (0,3) > (0,1). El proceso se desarrolla
en las siguientes etapas:

Etapa 1 Inicialmente ningtin arco estd pagado, por lo que las componentes conexas de partida
son los nodos individuales P° = {{1},{2},{3}}. Cada agente busca en t su arco mas
barato hacia el exterior: el agente 1 selecciona a} = (1,3) y el agente 2 elige a3 = (2, 3).
Para el agente 3 hay un empate en coste entre los arcos (1,3) y (2,3). Dado que (1, 3)
precede a (2,3) en el orden 7, se toma ai = (1,3). Esto da lugar a los grupos de pago

N(11,3) ={1,3}y N(12’3) = {2}. La proporcién méxima comin es

pl—ml'n{ 1-0 H)}—mfn{l 1}—1
{134 {2} 2’ 2’

Al terminar esta etapa, el arco (1,3) queda completamente pagado (Q%1 3 = 1), mientras

que del arco (2, 3) solo se paga la mitad (9%2 3) = %) Los pagos de esta etapa son
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Etapa 2 Como el arco (1,3) ya estda pagado, los agentes 1 y 3 se fusionan en la componente
Pl = {{1,3},{2}}. Esta componente solo dispone del arco (2,3) para conectar con el
exterior dentro de ¢, de modo que a? = a3 = (2, 3). Por su parte, el agente 2 también elige
a% = (2,3). Asi, los tres agentes apuntan al mismo arco: N(2273) = {1, 2,3}. La proporcién
méxima es ahora . .

2= 1=0ps 1-3 1

{1,2,3}] — 3 6
lo que completa el pago total de (2, 3) (,95273) = 1). Los pagos de esta etapa son

f=f-fi-}-3-0s

Etapa 3 Dado que los arcos (1,3) y (2,3) estan completamente pagados, los agentes forman una
tinica componente P? = {{1,2,3}}. Su tnico arco en t hacia la fuente es (0,2), asi que
los tres agentes apuntan a él: N(30 9y = {1,2,3}. La proporcion es

1-0 1
3 _ _ 1
p = 3 3’
con lo que el arco (0,2) queda pagado (9?0’2) =1)
esta etapa son

y el proceso termina. Los pagos de

2.

R=Ff=f=36

1

Efectivamente, la suma de las proporciones verifica que Z“:’Zl p’ = % + é + 3 = 1. Por tanto, sumando

los pagos obtenidos en cada una de las etapas, el reparto final es
8" (No,C)=(15405+2, 1.5+054+2, 1.5+0.5+2)=(4, 4, 4).

Este resultado demuestra numéricamente que la regla de Borivka recupera la asignacion de la regla
folk.

3.1.4. Reglas basadas en la descomposicién en conos

En la Secciéon 2.4 presentamos como descomponer cualquier matriz de costes C' en una combinacién
no negativa de matrices elementales, C' = Z;nz(lc) 29C1%, sin entrar todavia en como repartir el coste.
Con esta herramienta ya disponible, pasamos ahora a analizar el problema del reparto. Siguiendo la
propuesta original de Norde et al. (2004), revisada en Bergantifios y Vidal-Puga (2021), basta con saber
distribuir el coste en un problema elemental, en el que cada arco toma el valor 0 o 1, para obtener una
regla sobre cualquier problema general mediante una suma ponderada. Esta extension se formaliza de

la siguiente manera.

Definicion 3.1.8 (Extension de una regla mediante descomposicién en conos). Sea R una regla
definida sobre cualquier problema elemental. Esta se extiende a un mcstp general (Ny, C') mediante

m(C)
R(No,C) = > % R(Np,C?).

q=1

Varios autores han seguido este enfoque para definir familias de reglas. Por ejemplo, Branzei et al.
(2004) demuestran que la regla folk se puede obtener exactamente por esta via. Dado un problema
elemental (Ny, C?), los agentes que ya estan conectados a la fuente mediante caminos de coste 0 no
pagan nada. Los que no lo estan se agrupan en componentes segtn los caminos de coste 0 que comparten
y reparten a partes iguales el coste 1 de conectar su componente a la fuente. Formalmente:

1 ) Ny
Fy(No, C%) = { [S(P(99),9)] 510 ¢ S(P(g7), )

0 en caso contrario.
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Ejemplo 3.1.7 (La regla folk via descomposicion en conos sobre el Ejemplo 2.1.1). Retomemos las
cuatro matrices elementales obtenidas en el Ejemplo 2.4.1 e ilustradas en la Figura 2.7 para aplicar a
cada una la regla elemental que acabamos de definir.

Capa 1 Con un peso z' = 3, todas las conexiones cuestan 1. Como no existe ningin camino
de coste 0, cada agente forma su propia componente individual, {1}, {2} y {3}, sin
acceso gratuito a la fuente. Por tanto, cada uno paga el coste 1 integro, resultando en
F(No,C) = (1,1,1).

Capa 2 Al aplicar el peso 22 = 2, los arcos (1,3) y (2, 3) pasan a tener coste 0. Esto conecta a los
tres agentes entre si formando una tnica componente conjunta {1, 2,3} que todavia no

tiene la fuente. Al repartir el coste 1 a partes iguales, el pago es F(Np, C?) = (%, %, %)
Capa 3 Con un peso 2% = 1, se repite exactamente la misma situacion que en la etapa anterior.

Los arcos de coste nulo unen a los agentes en un grupo que sigue aislado de la fuente, por

lo que vuelven a repartir el coste de manera equitativa y se obtiene F'(Ng, C3) = (%7 %, %)
Capa 4 Finalmente, con un peso x* = 4, solo la conexién (0, 1) tiene coste 1y el resto de posibles

conexiones con la fuente son gratuitas. Al existir caminos de coste cero hacia el nodo
central, los tres agentes pertenecen ya a la componente de la fuente y su pago es nulo,
es decir, F(Ny, C*) = (0,0,0).

Combinando las cuatro capas siguiendo la Definicién 3.1.8 obtenemos el reparto final:

F(NO’C):B'(17171)+2'( »%v %%
=(3,3,3) + (%%,%) + (%,%,%) +(0,0,0) = (4, 4, 4).

Bajo este enfoque, disponemos de una tercera forma de calcular el reparto de la regla folk, que se suma
a los procedimientos basados en Kruskal y Bortvka presentados en los Ejemplos 3.1.3 y 3.1.6.

Ademés, podemos adaptar la regla elemental para obtener diferentes soluciones. En este sentido, Ber-
gantifios y Lorenzo-Freire (2008a) demuestran que las reglas de Shapley ponderado optimista (Defini-
ci6on 3.1.5) pueden obtenerse mediante este procedimiento. Para ello, en lugar de un reparto igualitario,
se utiliza una distribucién proporcional a los pesos w; asignados a cada agente i:

wj
fiow(NOa C‘I) — ZjES(P(gq)7i) wj

0 en caso contrario.

si 0 ¢ S(P(g9), 1)

Por su parte, Bogomolnaia y Moulin (2010) definen una familia de reglas elementales que depende de
un parametro A. Si denotamos por §; el nimero de arcos de coste no nulo para el agente i, la regla
para A € [0, +00) viene dada por:

A%
=5 si0¢&S(P(g?),1)
RNNo,C9) = X jes(pign.i A

0 en caso contrario.

Para A = 400, el coste del problema se asigna exclusivamente a los agentes con el mayor nimero de
conexiones, es decir, a aquellos en el conjunto arg max;cg(p(ga),i)d; con 0 ¢ S(P(g?),i). En el caso
particular de que la componente sea un arbol, estos agentes se reparten el coste unitario por igual
(Bogomolnaia y Moulin 2010).

En definitiva, la descomposicion en conos permite construir reglas complejas a partir de sus componen-
tes elementales, trasladando las propiedades de los escenarios binarios a cualquier problema general.
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3.2. Reglas definidas a través de juegos cooperativos

Las reglas de la seccién anterior se construyen mirando directamente al grafo, identificando qué arco
se anade en cada etapa y qué agente debe pagarlo. El enfoque que presentamos ahora prescinde por
completo de esa informacion estructural y trabaja tinicamente sobre las funciones caracteristicas v?,
vh, v°, v* y v° que definimos en la Seccién 2.5. Una vez modelado el problema como un juego coope-
rativo de costes (N, v), podemos aplicarle las herramientas de solucion introducidas en la Seccion 1.2.
Comenzaremos explorando el nicleo y posteriormente abordaremos el valor de Shapley y el nucleolo.

El nucleo (Gillies 1953)

A diferencia de otras soluciones que asignan un tnico punto, el nicleo de un juego puede contener
infinitos repartos estables o incluso quedar vacio en escenarios con un mal comportamiento matemético.
En el contexto de los MCSTP, existen multiples formas de formular el juego asociado de manera que
se garantice la existencia de soluciones estables. En esta linea, Bird (1976) demostro que el nicleo del
juego privado nunca es vacio, asegurando asi que siempre existe al menos un reparto frente al cual
ninguna coalicién tiene incentivos para abandonar la coalicién total.

Aunque existen otros juegos cuyos nicleos presentan un buen comportamiento, tomaremos el juego
privado como referencia. Aplicando los conceptos y la metodologia descrita en el Capitulo 1, podemos
determinar la estructura del nticleo para el juego privado del Ejemplo 2.1.1 (visto en la Secciéon 2.5).

Ejemplo 3.2.1 (Calculo de imputaciones y del nticleo sobre el Ejemplo 2.1.1). Procediendo de forma
analoga al Ejemplo 1.2.2; toda imputacion debe cumplir la condiciéon de eficiencia (1 + x2 + x3 = 12)
y las restricciones de racionalidad individual (z7 < 10, 22 < 6 y z3 < 6). Geométricamente, este
conjunto se define como la envoltura convexa de sus vértices:

I(N,v?) = conv{(10,6,—4), (10, —4,6), (0,6,6)}.

Para hallar el niicleo, aplicamos la condicién de eficiencia sobre las restricciones de las coaliciones de
dos agentes (ver Tabla 2.1), obteniendo asi las cotas inferiores para cada jugador:

1+ 32 <
r14+23< 9 = 29>3
<

SC2+1‘3

Al intersecar estas nuevas restricciones activas con el tridngulo de imputaciones (N, v?), el nicleo toma
la forma de un cuadrilatero inscrito en él. Calculando las intersecciones correspondientes, obtenemos
que el nicleo es la envolvente convexa de los siguientes cuatro vértices:

Core(N,v?) = conv{(3,3,6),(8,3,1),(5,6,1),(3,6,3)}.

Dado que todos los puntos validos residen sobre el plano de eficiencia, es posible proyectar este espacio
tridimensional sobre un plano bidimensional sin pérdida de informacién. La Figura 3.1 ilustra esta
proyeccion. El tridngulo exterior punteado delimita el conjunto total de imputaciones, mientras que
las rectas solidas representan los hiperplanos de las coaliciones que acotan y definen el nucleo.
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(10,6, —4)

Core(vP)

Folk
[ |

Bird

(0767 6) (3,3, 6) x3 =6 (107 747 6)

Figura 3.1: Proyeccion geométrica del nicleo del juego privado v? (area sombreada) dentro del conjunto
de imputaciones. Se constata visualmente que la regla de Bird y la regla folk pertenecen al nucleo.

Fijémonos que la regla de Bird B(Ny, C) = (3,4.5,4.5) y la regla folk F'(Ny,C) = (4,4, 4), calculadas
en los Ejemplos 3.1.1 y 3.1.3, pertenecen ambas al nticleo (en particular, B(Ng,C) a la frontera).
Analiticamente vemos que se respetan todas las inecuaciones. Para la regla de Bird tenemos z1 + 2 =
75<1l, 21 +23=75<9y zs+ 23 =9 <9, ocurriendo exactamente lo mismo para la regla folk.

Este hecho ilustra un resultado general, recogido en Bergantifios y Vidal-Puga (2021), que garantiza
que tanto estas reglas (Feltkamp et al. 1994; Bird 1976) como la de Dutta y Kar (2004), la familia de
reglas de Bogomolnaia y Moulin (2010) y las variaciones ponderadas del valor de Shapley (Tijs et al.
2006) proporcionan siempre soluciones que pertenecen al niicleo del juego privado.

El valor de Shapley (Shapley 1953)

El valor de Shapley de un juego (N,v) se puede definir como el promedio de las contribuciones mar-
ginales de cada agente sobre todos los posibles érdenes de llegada, o bien como la suma ponderada de
sus contribuciones marginales a cada una de las coaliciones posibles, tal y como se formalizo6 en la De-
finicion 1.2.6. Al aplicar este concepto cooperativo a las cinco funciones caracteristicas asociadas a un
MCSTP, obtenemos cinco reglas de reparto distintas (Bergantifios y Vidal-Puga 2021). En particular,
la primera de estas reglas es tan conocida que cuenta con nombre propio en la literatura (Kar 2002).

Definicion 3.2.1 (Regla de Kar). La regla de Kar se define como el valor de Shapley aplicado
directamente sobre la funcién caracteristica del juego privado:

Kar(Ny,C) = Sh(N,vP).

Ejemplo 3.2.2 (Regla de Kar sobre el Ejemplo 2.1.1). Recuperemos los valores de v calculados en
la Tabla 2.1: vP({1}) = 10, vP({2}) = vP({3}) = 6, vP({1,2}) = 11, vP({1,3}) = v({2,3}) =9 ¥
vP(N) = 12. Siguiendo el mismo procedimiento que en el Ejemplo 1.2.3 de la Seccién 1.2, calculamos
los vectores marginales m™(vP) para los seis 6rdenes posibles, recogidos en la Tabla 3.3.
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Orden ™ Vector marginal m™ (vP)

(1,2,3) (10, 1, 1)
(1,3,2) (10, 3, —1)
(2,1,3) (5, 6, 1)
(2,3,1) (3, 6, 3)
(3,1,2) (3, 3, 6)
(3,2,1) (3, 3, 6)

Tabla 3.3: Vectores marginales del juego privado vP.

A modo de ejemplo, si consideramos el orden de llegada © = (1, 3,2), el agente 1 entra en primer lugar
asumiendo su coste individual vP({1}) = 10. A continuacion se incorpora el agente 3, cuya aportacion
al grupo es la diferencia v?({1,3}) — vP({1}) = 9 — 10 = —1. Finalmente, el agente 2 completa la
coalicion total con un coste de vP(N) —vP({1,3}) =12 -9 =3.

En este caso, la contribucién marginal del agente 3 resulta negativa porque, al incorporarse tras el
agente 1, proporciona una conexiéon mas barata hacia la fuente que reduce el coste total de la red.

Promediando las seis filas de la tabla, obtenemos el reparto final:

Kar(Ny,C) = ={(10,1,1) 4+ (10,3, —-1) 4+ (5,6,1) + (3,6,3) + (3,3,6) + (3,3, 6)]

_ (34 22 %) ~ (5.67, 3.67, 2.67).

Para el resto de juegos asociados el procedimiento es idéntico, dando como resultado los siguientes
vectores de reparto:

Sh(N,v') = Sh(N,v°) = (4, 4, 4), Sh(N,v") ~ (5.33, 3.83, 2.83), Sh(N,v°)' ~ (4.33, 4.33, 3.33).

Observacién 3.2.1. El resultado Sh(N,v") = (4,4,4) no ocurre por casualidad. Bergantifios y Vidal-
Puga (2021) demuestran que, para cualquier MCSTP, se cumple que:

Sh‘(Na Ui) = F(N()vc)a

lo que implica que el valor de Shapley del juego irreducible coincide siempre con la regla folk obtenida
previamente mediante los enfoques algoritmicos de Kruskal, Bortuvka y la descomposicion en conos de la
Seccion 3.1. Adicionalmente, Bergantifios y Vidal-Puga (2007) demuestran que Sh(N,v°) = Sh(N,v%),
lo que justifica que el juego optimista devuelva exactamente el mismo reparto. Este hecho resulta de
gran interés puesto que vincula directamente el enfoque algoritmico con la teoria de juegos cooperativos.

Cabe destacar que el valor de Shapley del juego publico no tiene garantizada, en general, su pertenencia
al nucleo, ni del propio juego ni del juego privado (Trudeau y Vidal-Puga 2019). No obstante, este no
es el caso de nuestro ejemplo, ya que la soluciéon pertenece al nucleo del juego privado, tal y como se
muestra en color rosa en la Figura 3.2.

El nucleolo (Schmeidler 1969)

El nucleolo busca la imputaciéon que minimiza lexicograficamente el vector de excesos, tal y como se
formalizo6 en la Definicién 1.2.8. Primero minimiza la méxima queja posible entre todas las coaliciones

1El valor de Shapley aplicado sobre el juego ciclo-completo recibe en la literatura el nombre especifico de cycle-complete
solution (Trudeau 2012).
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(es decir, el mayor sobrecoste que soporta alguna coalicion respecto a lo que le costaria actuar por
su cuenta) y, en caso de empate, sigue minimizando la segunda mayor queja y asi sucesivamente.
Este proceso de desempate sucesivo es lo que garantiza que el nucleolo sea un tnico punto y no
simplemente un conjunto de imputaciones que comparten la misma queja méaxima. A diferencia del
Ejemplo 1.2.4, donde bastaba con igualar los excesos de las tres coaliciones de dos agentes, aqui la
coalicién mas exigente no es siempre una pareja. Resolviendo el sistema completo de excesos para todas
las coaliciones se obtiene el siguiente resultado para el juego privado:

Nu(N,v?) = (4.75, 4.5, 2.75).

En este 6ptimo, las coaliciones {2} y {1, 3} resultan ser las que tienen una mayor queja, con un exceso
compartido de —1.5: el agente 2 paga por su cuenta 1.5 unidades menos de lo que le costaria ir solo
(4.5 frente a vP({2}) = 6) y de forma equivalente los agentes 1 y 3 conjuntamente ahorran también
1.5 unidades respecto a formar su propia coalicion (7.5 frente a vP({1,3}) = 9). Que ambas coaliciones
compartan el mismo exceso es precisamente la condicién de equilibrio que caracteriza al nucleolo, que
reparte el “descontento” lo més equitativamente posible entre las coaliciones que més presionan por
separarse de la gran coalicion. En la Figura 3.2 puede comprobarse, ademés, que este punto pertenece
al nicleo calculado en el Ejemplo 3.2.1.

Para el resto de los juegos, el mismo procedimiento da lugar a los siguientes resultados:

Nu(N,v') = (4, 4, 4), Nu(N,v") = (4.75, 4.5, 2.75), Nu(N,v%) = (4.5, 4.5, 3).

El resultado Nu(N,v') = (4,4,4) se deduce de forma inmediata. Como puede comprobarse en la
Tabla 2.1, el juego irreducible es simétrico, es decir, todas las coaliciones del mismo tamano tienen
idéntico valor (v!({1}) = v*({2}) = v*({3}) vy v*({1,2}) = v*({1,3}) = v*({2,3})). Puesto que tanto
el valor de Shapley como el nucleolo satisfacen las propiedades de eficiencia y simetria, Gonzalez-
Diaz y Sanchez-Rodriguez (2014) afirman que en esta clase de juegos ambos conceptos coinciden
necesariamente con la solucion de division igualitaria del coste total. Esto explica de forma analitica
por qué Nu(N,v') = Sh(N,v?).

Observacién 3.2.2. A diferencia de v? o v%, el juego optimista v° no garantiza un conjunto de impu-
taciones no vacio. La racionalidad individual exige 2(N) < 37, v°({i}), mientras que la eficiencia
requiere z(IN) = v°(N). Si el coste de la coalicién total supera la suma de los costes individuales, es
decir, v°(N) > >,y v°({i}), ambas condiciones son incompatibles. En el Ejemplo 2.1.1, dado que
v’ (N) =12y > ,cnyv°({i}) = 9, el conjunto de imputaciones resulta vacio y, por consiguiente, el
nicleo y el nucleolo no estan definidos. Por este motivo, se excluye Nu(N,v°) entre los resultados
anteriores.

Comparativa de reglas

La Tabla 3.4 recopila las reglas mencionadas a lo largo del capitulo para el ejemplo considerado para
su ilustracion. Estas soluciones se representan geométricamente junto al nticleo del juego privado en
la Figura 3.2, seleccionando un tinico representante para aquellas que devuelven el mismo valor. Esto
nos permite extraer las siguientes conclusiones:

En primer lugar, destaca la gran coincidencia en torno a la regla folk, cuyo reparto (4,4, 4) se obtiene
de forma idéntica mediante cinco enfoques independientes: dos algoritmicos (Kruskal y Bortvka), uno
algebraico (descomposicion en conos) y dos cooperativos (el valor de Shapley y el nucleolo del juego
irreducible), coincidiendo ademas con el valor de Shapley del juego optimista.

En segundo lugar, aunque teéricamente la pertenencia al niicleo del juego privado vP no esta garantizada
de forma general para cualquier regla de reparto (Bergantinos y Vidal-Puga 2021), se puede comprobar
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en la Figura 3.2 que todas las soluciones calculadas caen efectivamente dentro de él. En tercer lugar,
destaca la sensibilidad de los pesos en las reglas de Shapley ponderado. Al introducir asimetrias, las
versiones optimista y pesimista se alejan de la regla folk en direcciones opuestas para el agente méas
pesado, lo que demuestra que ambos enfoques miden la importancia de forma distinta aunque coincidan
cuando los pesos son iguales.

Familia Regla Agente 1 Agente 2 Agente 3
Bird 3.00 4.50 4.50
Dutta—Kar 5.00 4.00 3.00

Reglas algoritmicas Folk | Bortuvka 4.00 4.00 4.00
Shapley pond. optimista 3.75 4.50 3.75
Shapley pond. pesimista 4.25 3.50 4.25
Kar (Sh(vP)) 5.67 3.67 2.67
Sh(v') = Sh(v°) 4.00 4.00 4.00
Sh(v*) 5.33 3.83 2.83
Sh(v®) 4.33 4.33 3.33

Juegos cooperativos - - - - — - - - & - — .
Nu(vP) = Nu(v*) 4.75 4.50 2.75
Nu(v") 4.00 4.00 4.00
Nu(v°) - - -
Nu(v®) 4.50 4.50 3.00

(5,6,1) # s (8,3,1)

(3,6,3)

Bird

(3,3,6)

Figura 3.2: Detalle ampliado del niicleo del juego privado vP de la Figura 3.1 mostrando las distintas
reglas de reparto.
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Finalmente, podemos destacar la diferencia entre el juego irreducible v’ y el optimista v°. Aunque
ambos comparten el mismo valor de Shapley, v garantiza un ntcleo y un nucleolo bien definidos,
mientras que en v° el conjunto de imputaciones resulta vacio. Lo interesante de esto es que, aunque el
escenario optimista sea inestable por si solo, el reparto que propone su valor de Shapley acaba siendo
una solucion perfectamente vélida y estable bajo las reglas del juego privado (ver Figura 3.2).

3.3. El método de Monte Carlo en el calculo de asignaciones

Algunas de las reglas presentadas en las secciones anteriores pueden requerir, en determinados casos, un
calculo computacionalmente inviable. Cuando un problema presenta conexiones con costes idénticos,
el arbol de minimo coste puede no ser tnico. En estas situaciones, las reglas basadas en el algoritmo
de Prim, como la de Bird y Dutta-Kar, dependen del orden en el que los agentes se van conectando
a la red, tal y como se explicd en la Secciéon 3.1. Para resolver este problema de forma justa, dichas
reglas se extienden promediando la asignaciéon obtenida para cada uno de los n! posibles 6rdenes de
entrada de los agentes m € Il que se usan para deshacer los empates en el algoritmo de Prim:

FN0,C) = = 37 (N, ), (31)

" relly

donde f = B representa la regla extendida de Bird (Definicion 3.1.1) y f = DK la de Dutta-Kar
(Definicion 3.1.2). El namero de términos de esta suma crece de forma factorial con el tamatio de la
red, lo que convierte el calculo exacto en completamente inviable a medida que aumenta el nimero de
agentes.

No todas las reglas requieren este tratamiento especial. Reglas como la folk o la basada en el algoritmo
de Boriivka construyen la red fusionando componentes conectadas en lugar de hacer crecer un tnico
arbol desde el origen. Como se demostrd en este capitulo, el resultado de estas reglas no depende
del orden en que se resuelvan los empates durante la construccion, por lo que devuelven siempre una
asignacion dnica sin necesidad de promediar nada.

El valor de Shapley, por su parte, presenta una formulaciéon basada en recorrer todas las coaliciones
S C N necesarias para construir la funcién caracteristica completa, 2™ — 1:

1S'(n —|S] = 1)!

n!

Shi(N,v)= Y

SCN\{i}

[v(SU{i}) —v(S)], VieN, (3.2)

cuyo nimero de términos crece de forma exponencial. Tal y como se formaliz6 en la Definicion 1.2.6,
este valor admite una segunda formulaciéon matematicamente equivalente, aunque computacionalmente
muy distinta, basada en un promedio sobre las permutaciones de entrada 7w € Iy, de manera similar
a las reglas de Bird y Dutta-Kar:

Sh(N,v) :% > m(v), (3.3)

T welly

donde m™(v) representa el vector marginal asociado a 7 € Iy dado por la Definicién 1.2.5 y cuyo
numero de términos crece también de forma factorial, mas rapido que el crecimiento exponencial de la
Ecuacioén (3.2). Por tanto, la formulaciéon basada en coaliciones es la empleada habitualmente para el
caculo exacto.

En esta seccion presentamos, desde un punto de vista teorico, el método de Monte Carlo que permite
aproximar ambos calculos cuando el método exacto deja de ser viable, distinguiendo explicitamente
los dos problemas. La idea general es que para las reglas basadas en el algoritmo de Prim se muestrean
directamente las permutaciones y se promedia el reparto obtenido de cada una, mientras que para el
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valor de Shapley se reemplaza la formula de la Ecuacion (3.2) por la formula basada en permutaciones
de la Ecuacion (3.3) que admite un estimador por muestreo. De este modo, solo se evalia v para las
coaliciones que aparecen en las permutaciones muestreadas, siguiendo la técnica propuesta por Castro
et al. (2009) para el célculo aproximado del valor de Shapley.

El método de Monte Carlo

Para comenzar, recordemos el resultado general en el que se apoya cualquier estimador de Monte Carlo.
Todos los resultados expuestos en este apartado se derivan del Capitulo 2 de Owen (2013).

Sea Y una variable aleatoria con p = E(Y) y sean Y1,...,Y,, variables iid con la misma distribucion
que Y. El estimador de Monte Carlo de u es la media muestral

Proposiciéon 3.3.1 (Insesgadez y convergencia). El estimador fi, es insesgado, E(ji,) = p y por
la Ley Fuerte de los Grandes Niumeros converge casi sequramente a p cuando m — oo. Si ademds
o? := Var(Y) es finita, la varianza del estimador es Var(fi,,) = 02 /m, de modo que su error cuadrdtico
medio decrece a la velocidad

RMSE(ji,) = \/E[(ﬂm — 2] = \/Var(/lm) - % _ O(m_l/Q) .

En virtud de la Proposicion 3.3.1, el error de un estimador de Monte Carlo depende tnicamente del
namero de simulaciones m y de la varianza o2 de la cantidad que se promedia, pero en ningtn caso del
tamano del problema. Es por eso que podemos recurrir a este método en ambos problemas manteniendo
las propiedades tedricas del estimador.

El estimador Monte Carlo de la regla extendida

Sea f™(Ny, C) € R" la asignacion de Bird o Dutta-Kar obtenida al resolver los empates de Prim segin
el orden 7 € Iy y sea f(Np,C), dada por la Ecuacion (3.1), la regla extendida exacta asociada. El
método Monte Carlo sustituye esta media exacta, computacionalmente inviable para n grande, por el
estimador que resulta de aplicar la Proposicion 3.3.1 con Yy = f™ (Ny, C), 7 ~ Unif (Il y):

nsim

ST N0 C)y T Tnsim  Unif (). (3.4)
k=1

fnsim(Nm C) =

nsim

En términos computacionales, calcularlo consiste en elegir una permutaciéon 7 al azar, resolver el
algoritmo de Prim con esa permutacién para deshacer los empates y almancenar el resultado para
promediarlo, repitiendo el proceso nsim veces. Camerini (1978) senala que resolver el algoritmo de
Prim sobre un grafo completo tiene un coste de O(n?). Dado que esto se repite nsim veces, el coste
computacional serfa O(nsim-n?), frente a O(n!-n?) que exige recorrer las n! permutaciones del método
exacto.

Por la Proposicion 3.3.1, fnsim(NO’ (') es insesgado y converge casi seguramente a f(Ng,C), con un
error que decrece a velocidad O(nsim~/2), siendo 0 = Varg (f7(No, C)) la varianza para cada agente
i (finita, ya que IIy es un conjunto finito). Esta tasa se contrastara empiricamente en la Seccion 5.2.

El estimador Monte Carlo del valor de Shapley

Sea Sh(N,v) la formula exacta del valor de Shapley basada en permutaciones dada por la Ecuacion
(3.3). Dicha ecuacion muestra que Sh(N,v) = E [m™(v)], con 7w ~ Unif(IIy). El estimador de Monte



3.3. EL METODO DE MONTE CARLO EN EL CALCULO DE ASIGNACIONES 45

Carlo del valor de Shapley, propuesto por Castro et al. (2009), aplica de nuevo la Proposicion 3.3.1,
esta vez con Y, = m™ (v), m ~ Unif(Ily):

nsim

—~ 1 it .
Shpsim(N,v) = Z m™™ (v), Ty Thsim id Unif(TIy). (3.5)

nsim
k=1

A diferencia de Bird o Dutta-Kar, aqui cada permutaciéon 7 muestreada requiere evaluar la funcion
caracteristica en las n coaliciones que se van formando a medida que los agentes entran uno a uno segin
ese orden. De este modo, el algoritmo realiza O(nsim - n) evaluaciones de la funcién caracteristica,
frente a las 2™ — 1 evaluaciones exigidas por la Ecuacion (3.2), evitando calcular coaliciones que nunca
llegan a utilizarse.

Por la misma Proposicion 3.3.1, gfznsim(N ,v) hereda las propiedades de insesgadez, convergencia casi
segura y velocidad O(nsim~'/?). En particular, Castro et al. (2009) proporcionan una férmula explicita
para su varianza.
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Capitulo 4

El paquete mcstprules:
implementacion y aplicacion

La teoria explicada a lo largo de los capitulos anteriores se materializa ahora en una herramienta
informaética accesible, facil de utilizar e implementada en software libre. Este capitulo detalla el diseno,
la programacioén y el uso practico de mestprules (Souto Vazquez 2026), un nuevo paquete desarrollado
en el entorno estadistico R (R Core Team 2026). El objetivo principal de este software es integrar dentro
de un mismo ecosistema los diferentes métodos existentes para la resoluciéon del problema de reparto
de costes en arboles de minimo coste, conectando directamente con la teoria vista en los Capitulos 2

y 3.

Hasta el momento la comunidad de R contaba con algunas opciones previas para abordar este tipo
de problemas gracias a paquetes como optrees (Fontenla 2014b) y cooptrees (Fontenla 2014a),
descritos en Fontenla Cadavid (2014). Aunque supusieron un buen punto de partida, sus propios
autores senalaron ciertas limitaciones. En particular, no se contemplaba la resolucion equitativa de los
empates cuando la red admitia multiples drboles 6éptimos y el coste computacional del valor de Shapley
resultaba inviable para redes de méas de diez agentes. Ademés de carecer de flexibilidad en la entrada
de datos, las representaciones graficas estaban limitadas a un maximo de tres agentes. Por otro lado,
no se incluia la totalidad de los juegos asociados al MCSTP descritos en la revision de Bergantifios
y Vidal-Puga (2021), dejando fuera enfoques como el juego irreducible, el optimista, el publico o el
ciclo-completo, asi como el anélisis de la estabilidad del nicleo.

El paquete mcstprules nace desde cero precisamente para superar estas limitaciones y reunir en una
unica herramienta todas las funcionalidades necesarias. Tomando como base teodrica la revision de
Bergantifios y Vidal-Puga (2021), el software implementa soluciones exactas y aflade aproximaciones
eficientes mediante el método de Monte Carlo. Esto permite, mediante muestreos aleatorios, por un
lado, promediar las distintas soluciones que surgen al resolver los empates en el algoritmo de Prim y,
por otro, estimar el valor de Shapley en redes con un gran ntmero de agentes. Ademas, se incorporan
las cinco funciones caracteristicas del MCSTP junto con sus reglas de reparto (valor de Shapley y
nucleolo).

Ademas de calcular los repartos, el paquete incluye herramientas para analizar la estabilidad. Sus fun-
ciones permiten comprobar si una asignaciéon pertenece al nicleo del juego cooperativo, calcular sus
vértices y crear graficos interactivos en dos y tres dimensiones. También permite realizar anélisis de
sensibilidad ante variaciones en los costes y determinar los rangos de estabilidad de las conexiones que
componen la red, un problema clésico en el estudio de arboles de minimo coste (Tarjan 1982). Final-
mente, para facilitar su uso, acepta multiples formatos de entrada de datos: matrices de adyacencia,

47
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listas de aristas, vectores numéricos, grafos e incluso archivos externos.

El codigo fuente es puiblico y esté alojado en un repositorio de GitHub: https://github.com /luciasouto13/
mestprules. La Figura 4.1 muestra el aspecto del repositorio en el momento de la entrega de este tra-
bajo. El paquete se puede instalar directamente al entorno de trabajo local mediante las siguientes
instrucciones:

# install.packages("remotes")
remotes: :install_github("luciasoutol3/mcstprules")
library(mcstprules)

Figura 4.1: Pagina del repositorio de mcstprules en GitHub.

A lo largo de las siguientes secciones ilustraremos el funcionamiento del paquete mediante el Ejemplo
2.1.1, ya empleado en los capitulos anteriores. En R, se define introduciendo su matriz de costes,
asumiendo que la primera fila y columna representan al nodo fuente. Comenzaremos analizando la
arquitectura interna del paquete, detallando como se organizan sus archivos, dependencias y estructura.
Por 1ltimo, cabe destacar que en el Anexo A se incluye el manual técnico completo con la descripcion
de todas las funciones y argumentos de mcstprules.

4.1. Arquitectura y diseno del paquete

El diseno interno de mcstprules esta orientado a facilitar su uso, ampliacién y mantenimiento. Al
tratarse de una herramienta con un niamero considerable de funciones, era importante que el usuario
final trabajara con comandos claros y sencillos, dejando que el c6digo interno se encargara de toda
la complejidad de los calculos. Por eso el paquete se ha organizado de forma modular, separando
claramente los algoritmos clasicos, los juegos cooperativos y las herramientas de anélisis y visualizacion.

La Tabla 4.1 recoge todas las funciones publicas del paquete, agrupadas en las tres familias que se
explican a lo largo de este capitulo.
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Familia Funcién Descripcion
mcstBird Regla de Bird (via Prim)
mcstDuttaKar Regla de Dutta-Kar (via Prim)
mcstFolk Regla folk (via Kruskal)

Reglas algoritmicas mcst0OWShapley Shapley ponderado optimista (via Kruskal)
mcstPWShapley Shapley ponderado pesimista (via Kruskal)
mcstBoruvka Regla de Bortuvka
mcstCone Descomposicion en conos
mcstGamePrivate Juego privado v? con Shapley o nucleolo
mcstKar Regla de Kar (acceso directo a Sh(vP))

) mcstGamelrred Juego irreducible v con Shapley o nucleolo

Juegos cooperativos o
mcstGameOpt Juego optimista v° con Shapley o nucleolo
mcstGamePublic Juego publico v* con Shapley o nucleolo
mcstGameCC Juego ciclo-completo v con Shapley o nucleolo
mcstCompare Comparativa de reglas
mcstCoreCheck Verificacion de pertenencia al nucleo
mcstCorePoints Existencia y vértices del nicleo

Herramientas de andlisis mcstCorePlot Visualizacion 2D o 3D del nuacleo y los repartos
mcstStabilityRange Rango de estabilidad de los arcos
mcstSensitivity Analisis de sensibilidad de los repartos

mcstRules Guia/indice explicativo del paquete

Tabla 4.1: Funciones publicas del paquete mcstprules.

4.1.1. Estructura de archivos y dependencias

El paquete mcstprules sigue la estructura estdndar de cualquier paquete de R, con la logica orga-
nizada en varios archivos dentro del directorio R/ segun su funcionalidad (reglas algoritmicas, juegos
cooperativos, herramientas de analisis y funciones internas), ademas de los archivos habituales de do-
cumentacion y metadatos. Este paquete también incluye otros recursos, como una pagina web y varias
demostraciones de uso, que se describen con mas detalle en la Secciéon 4.1.4.

Para su funcionamiento, mcstprules se apoya en varios paquetes ya existentes en R, en lugar de
programar de nuevo procesos que ya estan optimizados. La representacion y manipulacion de las redes
se hace con igraph (Csardi y Nepusz 2006; Antonov et al. 2023; Csardi et al. 2026). El estudio del
nicleo combina 1lpSolve (Berkelaar 2024), que resuelve el sistema de inecuaciones necesario para
saber si el nicleo esta vacio, con rcdd (Geyer et al. 2026), que calcula sus vértices de forma exacta. El
célculo del valor de Shapley y del nucleolo se hace con el paquete CoopGame (Staudacher y Anwander
2019). Para las soluciones exactas basadas en permutaciones se usa gtools (Warnes et al. 2023), y
readxl (Wickham y Bryan 2023) permite leer directamente archivos de Excel como entrada de datos.
Por tltimo, las representaciones interactivas en tres dimensiones se generan con plotly (Sievert 2020),
apoyado en geometry (Habel et al. 2025) para construir las superficies del nicleo, mientras que fields
(Douglas Nychka et al. 2021) se emplea en el anélisis de sensibilidad para construir los mapas de calor
que se generan cuando dos arcos varian su coste de forma independiente.
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4.1.2. Flexibilidad en la entrada de datos

A diferencia de los paquetes anteriores, que exigian formatos de entrada muy rigidos, todas las fun-
ciones de mcstprules aceptan miltiples formas de introducir los datos a través del argumento C. El
usuario puede elegir entre cinco formatos distintos y, aunque todos representan la misma informacién
matematica, cada uno se organiza de forma diferente. Esto permite una gran flexibilidad a la hora
de trabajar, dependiendo de cémo se tengan guardados los datos originales o de los conocimientos de
programacion de cada usuario.

A lo largo de esta seccion usaremos como referencia el grafo de costes de la Figura 2.1. Recordemos
que el nodo 0 representa la fuente, los nodos 1, 2 y 3 representan los agentes y el peso de cada conexion
indica el coste entre ellos. A continuacién mostramos las distintas formas equivalentes de introducir
este mismo problema en R.

Matriz de adyacencia

La forma mas habitual de representar los costes es mediante una matriz de adyacencia C' = (¢;;5):,jen,
donde ¢;; indica el coste entre los nodos i y j (el nodo 0 ocupa siempre la primera fila y columna).
Como las conexiones son no dirigidas, la matriz resultante es simétrica, y los elementos de la diagonal
principal valen cero, ya que representan el coste de conectar un nodo consigo mismo (Definicion 2.1.1).
Para nuestro ejemplo, y como ya vimos en el Capitulo 2, la matriz de costes asociada al problema es:

0 10 6 6
1

C— 0 0 5 3
6 0 3
6 3 3 0

En R, esta matriz puede definirse como una matriz clasica o como un data frame, tal y como se muestra
en la Figura 4.2. El paquete interpreta correctamente cualquiera de las dos opciones. El usuario puede
crear directamente un data frame o bien definir primero una matriz y convertirla después empleando
el comando as.data.frame(C), o viceversa, con as.matrix(C).

# Formato matricial clasico

. # Formato data f
C <- matrix(c(e, 10, 6, 6, ormato data rrame

C <- data.frame(c( @, 10, 6, 6),

1
2’ g’ Z’ 3’ c(lo, o, 5, 3),
6’ 3, 37 03 C( 6’ 5! 07 3)’
S c( 6, 3,3, 0)

byrow = TRUE, ncol = 4)

Figura 4.2: Opciones base de R para crear la matriz de costes.

Lista de aristas

Otra forma muy practica de representar la misma informacién es mediante una lista de aristas. En
este formato, cada fila corresponde a una conexion directa entre dos nodos junto con su coste asociado.
Para nuestro ejemplo, la estructura correspondiente se muestra en la Tabla 4.2.
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from to cost

0 1 10
0 2 6
0 3 6
1 2 5)
1 3 3
2 3 3

Tabla 4.2: Lista de aristas correspondiente al grafo de la Figura 2.1.

Esta alternativa es especialmente ttil cuando la red es dispersa o cuando los datos provienen de
una base de datos externa, ya que evita tener que guardar todas las conexiones nulas de una matriz
completa. En R, esta representaciéon puede introducirse nuevamente mediante una matriz o un data
frame, ambos formatos con las columnas from (origen), to (destino) y una tercera columna con el
coste, como se muestra en la Figura 4.3.

# Formato matricial clasico
C <- matrix(c(o, 1, 10,

9, 2, 6,

o, 3, 6, # Formato data frame

1, 2, 5, C <- data.frame(

1, 3, 3, from = c(0, o, 0, 1, 1, 2),

2, 3, 3), to =-c(1, 2, 3, 2, 3, 3),
byrow = TRUE, ncol = 3, cost = c(10, 6, 6, 5, 3, 3)
dimnames = list( )

NULL, c("from", "to",

"cost")
)

Figura 4.3: Opciones base de R para crear la lista de aristas.

Vector correspondiente al tridngulo inferior

Cuando la matriz de costes es simétrica, guardar a la vez la parte superior y la inferior implica duplicar
la informacién. Por eso, el paquete también permite especificar tinicamente un vector con los valores
del triangulo inferior de la matriz, sin incluir la diagonal. Este vector se obtiene leyendo los elementos
por debajo de la diagonal, columna a columna, como se muestra en el siguiente esquema:

0 10 6 6\ .,
ectura por
10 0 5 3 columnas 101
E—
6 0 3 62 54
6 3 3 0 63 35 36

Tomando la matriz de costes anterior y recorriendo el triAngulo inferior por columnas se obtiene el
vector:

C =(10, 6, 6, 5, 3, 3).
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En R, este formato es muy sencillo de introducir, lo que reduce mucho el espacio de memoria necesario
sin perder ninguna informacion:

# Vector correspondiente al triangulo inferior de la matriz de adyacencia
C <- c(10, 6, 6, 5, 3, 3)

Objeto igraph

Para quienes ya tienen experiencia analizando redes, el paquete también acepta directamente objetos
de la librerfa igraph. En este caso, la estructura de costes se guarda en un objeto donde las aristas
representan las conexiones entre nodos y los pesos representan los costes asociados.

El grafo de nuestro ejemplo puede crearse con cualquiera de las tres opciones presentadas en la Figura
4.4. Una vez creado, el objeto puede emplearse directamente en cualquier funcién del paquete que
acepte una matriz de costes como argumento.

# Cargar libreria

library(igraph)
# A partir de data frame # A partir de lista de aristas
C <- graph_from_data_frame( C <- graph_from_edgelist(
data. frame( matrix(as.character(c(
from = c(0, 0, 0, 1, 1, 2), 0,1, 0,2, 0,3,
to =c(1, 2, 3, 2, 3, 3), 1,2, 1,3, 2,3
weight = c(10, 6, 6, 5, 3, 3) )), ncol = 2, byrow = TRUE),
), directed = FALSE directed = FALSE)
) E(C)$weight <- c(10, 6, 6, 5, 3, 3)

# A partir de matriz de adyacencia
C <- graph_from_adjacency_matrix(
matrix(c(e, 10, 6, 6,

10, o, 5, 3,
6, 5, 0, 3,
6, 3, 3, 0),

nrow = 4, byrow = TRUE),
mode = "undirected", weighted = TRUE)

Figura 4.4: Opciones en R para crear el grafo mediante el paquete igraph.

Lectura desde fichero

Por tltimo, los costes también pueden proporcionarse mediante un archivo externo. Esta opcion es la
méas comoda para usuarios sin conocimientos de programacion, ya que solo hace falta indicar la ruta
del archivo guardado en el equipo.

La funcion admite archivos de Excel y archivos de texto separados por comas, con extensiones .x1s,
.x1sx y .csv. Como se observa en la Figura 4.5, estos archivos pueden contener tanto una matriz
cuadrada sin encabezados como una lista de aristas con las columnas from, to y el coste asociado.
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(a) Estructuras en formato Excel (.xlsx/.xls): matriz de adyacencia (izquierda) y lista de aristas (derecha).

(b) Estructuras en formato CSV (.csv): matriz de adyacencia (izquierda) y lista de aristas (derecha).

Figura 4.5: Formatos de archivos admitidos por la funcién mcstprules para la creacion del grafo.

La Figura 4.6 muestra como se implementaria la lectura en R en el caso de que el usuario utilice
un archivo propio guardado en su equipo (suponiendo, a modo de ejemplo, que el fichero se llama
“edges.xlsx” o “edges.csv’™:

# Formato Excel
library(readxl) # Cargar libreria
C <- "ruta/a/edges.xlsx"

# Formato CSV
C <- "ruta/a/edges.csv"

Figura 4.6: Codigo en R para la lectura automatica de archivos externos.

No obstante, para facilitar las pruebas, los cuatro ficheros de ejemplo mencionados en la Figura 4.5
se han incluido internamente en el paquete y también se encuentran alojados en el repositorio de
GitHub. Esto ofrece al usuario dos alternativas adicionales para probar las funciones. Por un lado,
puede descargar los archivos desde GitHub directamente a su directorio de trabajo local. Por otro, si ya
ha instalado el paquete, puede obtener la ruta directa de estos ejemplos de prueba empleando la funcién
system.file. Para ello, basta con ejecutar el siguiente comando, pudiendo sustituir “edges.csv” por
el nombre de cualquiera de los otros tres archivos:

# Cargar datos de prueba incluidos en el paquete
C <- system.file("extdata", "edges.csv", package = "mcstprules")

Por dltimo, cabe destacar que, en aquellos formatos que lo requieran, el usuario puede usar el va-
lor especial Inf para representar conexiones inexistentes, es decir, nodos que no estan conectados
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directamente entre si, lo que permite trabajar con redes “incompletas”.

4.1.3. Tratamiento de empates y soluciones aproximadas

Como ya comentamos en el Capitulo 3, cuando el arbol de minimo coste no es tnico, las reglas basadas
en el algoritmo de Prim dependen del orden en el que se van conectando los agentes. Las funciones
del paquete mcstBird y mcstDuttaKar detectan automaticamente esta situacion y recurren, de forma
intrinseca y sin que el usuario deba intervenir, al calculo de la regla extendida expuesto en la Ecuacién
(3.1).

Como se explico en la Seccién 3.3, el calculo exacto de esta media se vuelve rapidamente inviable a
medida que aumenta el tamano de la red debido a su crecimiento factorial. Por este motivo, tanto
mcstBird como mcstDuttaKar incorporan un argumento llamado method que permite al usuario elegir
cémo calcular esta media:

= method = ‘‘exact’’ (opcién por defecto): calcula las n! permutaciones del conjunto de agentes y
promedia el resultado obtenido en cada una, devolviendo el valor exacto de la regla extendida
siguiendo la Ecuacion (3.1). A lo largo de este capitulo emplearemos esta opcion junto con nuestro
ejemplo, ya que permite ilustrar con claridad el funcionamiento de cada regla.

= method = ‘“‘montecarlo’’ en lugar de recorrer todas las permutaciones, estima la media mediante
el estimador presentado en la Ecuacion (3.4), a partir de un nimero determinado de permuta-
ciones elegidas al azar (nsim, fijado en 10000 por defecto). Esta aproximacion ofrece resultados
muy precisos en una fracciéon del tiempo que exige el método exacto, por lo que resulta la opcién
recomendada cuando el nimero de agentes es grande.

Como se explico en la Secciéon 3.3, reglas como la folk o la basada en el algoritmo de Boriivka devuelven
siempre una asignacion tunica, por lo que sus funciones correspondientes no incluyen el argumento
method.

El mismo argumento method aparece también en las seis funciones que calculan juegos cooperativos,
aunque en este caso resuelve el problema del crecimiento exponencial en la definicion del valor de
Shapley explicado en la Seccién 3.3. Para method = ‘‘exact’’, el célculo se realiza a través de la
Ecuacion (3.2), mediante la funcion shapleyValue del paquete CoopGame (Staudacher y Anwander
2019), que obliga a evaluar v para las 2™ — 1 coaliciones no vacias. La opcion method = ‘‘montecarlo’”’
evita este problema aproximando el valor de Shapley mediante el muestreo de nsim permutaciones
aleatorias, siguiendo el resultado expuesto en la Ecuacion (3.5), sin necesidad de construir la funcion
caracteristica completa.

Dado que esta eleccion entre el método exacto y la aproximacion de Monte Carlo tiene un impacto muy
importante en el tiempo de computo, tanto en la extension de las reglas de Bird y Dutta-Kar como en
la aproximacion del valor de Shapley, el Capitulo 5 se dedica por completo a comprobar empiricamente
los limites del método exacto y la velocidad y fiabilidad de estas aproximaciones.

4.1.4. Recursos adicionales

Ademas del codigo y su documentacién, el paquete incluye varios recursos que ayudan a empezar a
usarlo sin dificultad.

En primer lugar, la carpeta demo/ incluye tres demostraciones ejecutables desde la consola de R. La
demo demo (basic_rules) plantea un problema de ejemplo y muestra el célculo y la comparacion
de las principales reglas, tanto algoritmicas como basadas en juegos cooperativos, incluyendo su re-
presentacion grafica y el tratamiento de los empates. La demo demo(analysis_tools) presenta las
herramientas de anélisis mediante el célculo del juego privado, la comprobacién de pertenencia al nu-
cleo, la obtenciéon de sus vértices y un anélisis de sensibilidad. Por tltimo, demo (scalability) genera
una red de veinte agentes y muestra como el método de Monte Carlo permite aproximar la regla de
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Bird y el reparto de Kar con un coste computacional muy inferior al método exacto, adelantando asi
el anélisis de rendimiento del Capitulo 5.

Como punto de partida, la funcién mcstRules imprime en consola una guia con todas las reglas
algoritmicas, los juegos cooperativos y las herramientas disponibles. Se puede consultar en cualquier
momento con ?mcstRules.

Por 1dltimo, toda la documentacion técnica de cada funcion esta publicada en la pagina web del proyecto
(https:/ /luciasoutol3.github.io/mestprules/), generada autométicamente con pkgdown® (Wickham et
al. 2025) a partir del codigo fuente. Esta generacion se automatiza mediante un flujo de trabajo de
GitHub Actions, cuya configuracion se encuentra en la carpeta .github/, que reconstruye y publica
la pagina web cada vez que se actualiza el repositorio. En dicha pagina se puede consultar, sin salir
del navegador, la descripcion teérica de cada método, sus argumentos y ejemplos de uso. La Figura
4.7 muestra su pagina de inicio.

Figura 4.7: Interfaz de la pagina web oficial del paquete con la documentaciéon completa.

Finalmente, cabe destacar que el paquete ya cuenta con la carpeta vignettes/, pensada para incor-
porar vifietas que sirvan como tutoriales autocontenidos. Por el momento, sin embargo, su elaboracion
queda pendiente para futuras versiones del paquete.

4.2. Reglas definidas a través del MCSTP

Las funciones de esta secciéon implementan las reglas de reparto obtenidas a partir de los algoritmos
de construccion de arboles vistos en el Capitulo 2. Todas ellas aceptan la matriz de costes mediante el
argumento C en cualquiera de los formatos descritos en la Secciéon 4.1.2.

El objetivo de este capitulo no es volver a justificar los resultados de las reglas explicadas, sino mostrar
como se utilizan en la practica y de qué informacién dispone el usuario para analizar cada problema.
Para ello, emplearemos el problema presentado en el Ejemplo 2.1.1. Cabe destacar que trabajaremos
bajo el método exacto (method = ‘‘exact’’) para el calculo de los repartos extendidos de las reglas de
Bird y Dutta-Kar. La comparacion con el método Monte Carlo se abordara en el Capitulo 5.

La descripciéon completa de todos los argumentos, componentes del objeto devuelto, etc. puede con-
sultarse tanto desde la ayuda de R (por ejemplo, mediante ?mcstBird) como en la documentacion del

Ipkgdown es un paquete de R que construye automaticamente una pagina web con la documentaciéon de un paquete
a partir de sus archivos de ayuda y sus metadatos.
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paquete incluida en el Anexo A.

4.2.1. Funciones mcstBird y mcstDuttaKar

Recordemos que estas dos funciones implementan reglas de reparto basadas en la construcciéon de un
arbol de coste minimo mediante el algoritmo de Prim. En particular, la funcién mcstBird calcula la
regla propuesta por Bird (1976) y presenta la siguiente estructura de uso:

Uso

mcstBird(C, draw = FALSE, which.plot = c("main", "details"), titles = TRUE,
method = c("exact", "montecarlo"), nsim = 10000)

Al activar draw = TRUE, la funcion representa graficamente el d&rbol obtenido, indicando entre corchetes
la etapa en la que se incorpora cada arco en el algoritmo de Prim y mostrando dentro de cada nodo el
coste finalmente asignado a cada agente. En problemas con menos de cuatro agentes, cuando existen
varios arboles 6ptimos, el argumento which.plot ofrece dos representaciones, tal y como veremos a
continuacion con nuestro ejemplo. El argumento titles es un argumento logico que, por defecto, anade
automaéaticamente titulos informativos, especificando la regla de asignacion, algoritmo, método y coste
total de la red. Se trata de una opcién puramente estética, pensada para poder desactivarse (titles
= FALSE) si las figuras van a ser integradas en otros proyectos o si el usuario prefiere una visualizacion
maés limpia, con menos informaciéon en pantalla. Estos argumentos actian de la misma forma para
todas las funciones que veremos a lo largo de la Secciéon 4.2.

Como ya se vio en el Capitulo 3, nuestro problema presenta un empate en la primera etapa del algoritmo
de Prim, ya que los agentes 2 y 3 pueden conectarse inicialmente a la fuente con el mismo coste. En
consecuencia, el arbol éptimo no es tnico y la funcién lo detecta autométicamente, sin que el usuario
deba intervenir en ningtin momento. Dado que el problema abordado es un problema con tres agentes,
mcstBird ofrece dos representaciones complementarias: un grafico que muestra los arboles generados y
el reparto para todas las permutaciones y un grafico principal que resume el reparto extendido obtenido
tras promediarlas y muestra el arbol 6ptimo correspondiente a la ordenaciéon natural. En R, podemos
escribir la siguiente instruccion:

# Regla de Bird
bird <- mcstBird(C, draw = TRUE, titles = FALSE)

La Figura 4.8a muestra, permutacion a permutacion, los diferentes arboles 6ptimos obtenidos al realizar
el desempate en la primera etapa de Prim siguiendo las distintas ordenaciones. Fijémonos que de las
3! = 6 permutaciones posibles solo surgen dos arboles distintos, que difieren inicamente en el primer
arco elegido desde la fuente, (0,2) o (0,3), dando lugar a dos repartos diferentes: (3,6,3) y (3,3,6).
Comparando estos graficos con los resultados obtenidos de forma analitica en el Ejemplo 3.1.1, podemos
ver como la funcion considera correctamente todas las alternativas de desempate siguiendo al pie de
la letra la definicién propuesta en el Capitulo 3.

Por su parte, la Figura 4.8b presenta directamente, dentro de cada nodo del grafo, el resultado final
del reparto que le corresponde a cada agente una vez promediados los repartos que se muestran en la
Figura 4.8a.

Por defecto, para redes con menos de cuatro agentes, la funcion devuelve ambos graficos, cuya salida
se puede controlar mediante el argumento which.plot. Para redes de mayor tamano, puesto que el
nimero de permutaciones crece de forma factorial, no resulta viable mostrar todas las posibilidades y
unicamente se devuelve la figura correspondiente al reparto final.
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Order: 1-2-3 Order: 1-3-2 Order: 2-1-3

Order: 2-3-1 Order: 3-1-2 Order: 3-2-1

(a) Arboles 6ptimos obtenidos para todas las permutaciones con sus respectivos repartos.

1
&)

(b) Arbol 6ptimo correspondiente al orden natural con el reparto extendido.

Figura 4.8: Representaciones generadas por mcstBird cuando existen varios arboles éptimos.

Ademas de la representacion grafica, al ejecutar la funcion en la consola de R, se imprime autométi-
camente, si es el caso, un mensaje que advierte de la falta de unicidad del arbol 6ptimo y muestra, en
un data frame, el reparto correspondiente a la ordenacién natural y el reparto extendido, facilitando
su comparacion directa:

bird # B(N@,C)

## Non-unique MCST detected

## 1 2 3
## B(id) 36.03.0
## E[B(pi)] 3 4.5 4.5
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Ademas de lo que se imprime por defecto, el objeto devuelto por mcstBird permite acceder a mucha
mas informacion sobre el problema. Esta se resume brevemente en la Tabla 4.3. La descripcion detallada
de cada campo puede consultarse en la documentacion de la funcion.

Campo Tipo Descripcion

$bird vector numérico Reparto de Bird para el orden natural

$e_bird vector numeérico Reparto de Bird extendido

$arcs data frame / lista  Arcos del arbol 6ptimo; lista de arboles si hay empates
$total escalar Coste total del arbol

$percentage  vector numérico Porcentaje del coste asignado a cada agente

$ranking vector caracter Orden de los agentes segin su pago

$perms lista Informacién sobre las permutaciones si hay empates
$is_unique logico Indica si el arbol 6ptimo es tinico

$method caréacter Método empleado para el calculo

Tabla 4.3: Campos devueltos por el objeto resultado de la funcién mcstBird.

Esta informacién resulta especialmente util en ejemplos con un mayor ntimero de agentes, en los
que obtener estos campos de un vistazo no es evidente. Por ejemplo, $ranking permite identificar
rapidamente a qué agentes les corresponde un mayor pago o cudl es el que menos paga. Ademas, en
caso de pagar lo mismo, la asignacion de esos agentes se marca con un asterisco:

bird$ranking # Orden de los agentes segun su pago

# 1] 2% 3% 1

En este caso, los agentes 2 y 3 aparecen marcados porque asumen exactamente el mismo coste de 4.5
unidades. Por su parte, el campo $is_unique nos dice si el arbol 6ptimo es tnico para el problema
considerado. En estas funciones, que calculan explicitamente el promedio cuando existen empates, esta
informacion puede resultar menos relevante, puesto que el hecho de recurrir a las permutaciones indica
implicitamente que el arbol 6ptimo no es tnico. Sin embargo, si puede resultar interesante en las reglas
presentadas en las secciones posteriores, donde el reparto es independiente del camino elegido para
construir el arbol 6ptimo.

bird$is_unique # Unicidad del arbol optimo

## [1] FALSE

La funcion mcstDuttaKar, que calcula la regla propuesta por Dutta y Kar (2004), comparte la misma
interfaz que mcstBird, ya que recibe los mismos argumentos y puede utilizarse de forma analoga.
Ademas, la funcién devuelve un objeto con estructura idéntica, sustituyendo unicamente los campos
$bird y $e_bird por $dk y $e_dk. Como ya vimos en el Capitulo 3, la tnica diferencia entre esta
funcion y la anterior esta en la légica interna de reparto, por lo que el arbol construido es el mismo
que en el caso de Bird. Asi, las figuras generadas con draw = TRUE solo se diferencian en el coste
asignado que se muestra dentro de cada nodo y, por tanto, no las repetiremos aqui. Nos centraremos
en consultar otra informacion adicional en base a los campos vistos en la Tabla 4.3.
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# Regla de Dutta-Kar
dk <- mcstDuttaKar(C)
dkse_dk  # DK(N@,C)

## 123

## 5 4 3

Cabe destacar el correcto funcionamiento tanto de esta funcién como de la anterior, cuyos resultados
coinciden exactamente con los obtenidos en la Secciéon 4.2. Ademas, estas funciones permiten explorar
qué arcos han sido seleccionados en cada etapa del algoritmo de Prim y, en caso de empates, devuelven
una lista con los distintos arboles éptimos:

dk$arcs # Lista con los arboles éptimos obtenidos

# [[1]]

## i j stage
## 1 0 2 1
## 2 2 3 2
# 3 31 3
#i#t

## [[2]]

#i# i j stage
# 103 1
## 2 31 2
# 332 3

El campo $arcs identifica explicitamente los dos arboles 6ptimos generados por el empate inicial,
detallando en cada uno el arco de conexién y la etapa en la que se incorporo6.

En caso de empates, también es posible obtener informacién detallada acerca de las permutaciones a
través de la componente $perms, que contiene una lista con diversos calculos asociados a los distintos
repartos. Por ejemplo, $perms$summary resume el resultado de todas las permutaciones evaluadas
mostrando tnicamente los repartos que resultan distintos y la multplicidad con la que se producen.

dk$perms$summary  # Resumen de los repartos obtenidos

H#t 12 3 times
## 1 6 3 3 4
## 2 36 3 2

En este caso, existen tinicamente dos repartos distintos: cuatro permutaciones conducen a (6,3,3) y
dos a (3,6,3). Ademaés, para problemas con menos de cuatro agentes, $perms$table muestra en un
data frame el resultado derivado de cada permutacién. Sin embargo, en problemas mas grandes, la
salida anterior resulta mucho mas informativa, ya que una tabla con todas las permutaciones dejaria
de ser manejable.

Como comprobacion adicional, podemos ver que los repartos obtenidos verifican la propiedad de efi-
ciencia a través del campo $total. Nuevamente, esta componente serd 1til en problemas de mayor
tamano, donde la comprobaciéon de la suma no sea tan directa.

dk$total # Coste total

## [1] 12
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4.2.2. Funciones mcstFolk, mcstOWShapley y mcstPWShapley

Estas tres funciones implementan reglas de reparto basadas en el algoritmo de Kruskal, que construye
el arbol de coste minimo fusionando progresivamente componentes conexas a través de los arcos mas
baratos disponibles en cada momento. La funcién mcstFolk calcula la regla folk propuesta por Feltkamp
et al. (1994):

Uso

mcstFolk(C, draw = FALSE, titles = TRUE)

A simple vista, podemos notar ciertas diferencias en los argumentos que admite esta funcion con
respecto a las explicadas en el apartado previo. Tal y como mencionamos en la Secciéon 3.1, el reparto
folk no depende del orden en el que Kruskal maneje los empates entre arcos, ya que cualquier ordenacion
conduce siempre al mismo resultado. Esto simplifica mucho su uso, puesto que no hay que preocuparse
por la posible existencia de arboles 6ptimos alternativos. Es por eso que tanto esta funcion como las
que veremos a continuacién no incluyen el argumento method.

# Regla folk
folk <- mcstFolk(C, draw = TRUE, titles = FALSE)
folk$folk # F(N@,C)

## 1 2 3

#4404

El reparto obtenido coincide con el que ya calculamos en el Ejemplo 3.1.3. El objeto devuelto por
mcstFolk sigue la misma filosofia que los anteriores y sus componentes se resumen en la Tabla 4.4.

Campo Tipo Descripcion

$folk vector numérico  Reparto folk para cada agente

$arcs data frame Arcos del arbol 6ptimo

$total escalar Coste total del arbol

$percentage vector numérico Porcentaje del coste asignado a cada agente
$ranking vector caracter Orden de los agentes segin su pago
$is_unique logico Indica si el arbol 6ptimo es tnico

Tabla 4.4: Campos devueltos por el objeto resultado de la funcién mcstFolk.

Fijémonos que, a diferencia de mcstBird y mcstDuttaKar, aqui no existen los campos $e_folk ni
$perms, ya que al no verse afectada por los empates, la regla folk no necesita una versiéon extendida ni
un registro de permutaciones. Por otro lado, el campo $arcs sigue estando disponible para consultar
el arbol concreto sobre el que se ha calculado el reparto:

folk$arcs # Arcos del arbol optimo

i j stage
#113 1
##H 2 23 2
#302 3
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A pesar de que el arbol 6ptimo coincide con uno de los obtenidos anteriormente, la etapas de inclusiéon
de cada arco ya no son las mismas dado que la estrategia de los algoritmos es diferente. La Figura
4.9 recoge la visualizaciéon obtenida con draw = TRUE, mostrando el arbol de coste minimo obtenido
mediante Kruskal junto con el reparto asignado a cada agente.

4

Figura 4.9: Representacion del arbol 6ptimo de Kruskal generado por mcstFolk con el reparto asignado
a cada agente entre paréntesis.

Por su parte, mcstOWShapley y mcstPWShapley generalizan la regla folk introduciendo un sistema de
pesos no negativos w = (w;)ien, que permite modelar asimetrias entre los agentes, ya sea por tamafio,
poder de negociacién o cualquier otro criterio relevante para el problema. La primera implementa
la version optimista propuesta por Bergantifios y Lorenzo-Freire (2008a,b), mientras que la segunda
recoge la version pesimista de Lorenzo y Lorenzo-Freire (2009):

Uso

mcst*WShapley(C, weights, draw = FALSE, titles = TRUE)

El % se sustituye por una “0” para calcular la version optimista de Shapley o por una “P” para la
pesimista, ambas letras en maytusculas. Fijémonos que la tnica diferencia con la regla folk es que estas
admiten el argumento weights, que acepta cualquier vector de niimeros positivos de longitud igual
al nimero de agentes. Por ejemplo, para otorgar el doble de peso al agente 2 que a los agentes 1 y 3
escribimos lo siguiente:

w<-c(1, 2, 1) # Agente 2 con doble peso

Ambas funciones devuelven un objeto con la misma estructura que mestFolk (Tabla 4.4), sustituyendo
el campo $folk por $ows o $pws segiin corresponda e incorporando el propio vector $weights empleado
en el calculo, 1til para dejar constancia de qué ponderacion se ha utilizado en cada analisis.

# Reglas Shapley ponderado
mcstOWShapley(C, weights = w)  # Optimista

## Weights: 1 2 1
#i#t 1 2 3
## 3.75 4.50 3.75
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mcstPWShapley(C, weights = w) # Pesimista

## Weights: 1 2 1
#it 1 2 3
## 4.25 3.50 4.25

Estos valores coinciden exactamente con los obtenidos en los Ejemplos 3.1.4 y 3.1.5. Gracias a estas
funciones es inmediato explorar distintos pesos, sin méas que modificar el vector weights, y ver como
afectan al reparto final. En particular, se puede comprobar facilmente que ambas reglas ponderadas
convergen a la regla folk cuando todos los agentes reciben el mismo peso. Podemos probar a ejecutar,
por ejemplo, mcst0OWShapley(C, weights = rep(1,3)) y comparar el resultado con folk$folk.

mcstOWShapley(C, weights = rep(1, 3)) # Regla folk

## Weights: 1 1 1
## 123
# 4 4 4

4.2.3. Funcién mcstBoruvka

Esta funcion implementa la regla de Boriivka propuesta por Bergantifios y Vidal-Puga (2011), en la
que todas las componentes conexas buscan simultdneamente su conexién méas barata, tal y como se
formaliz6 en la Definicién 3.1.7.

Uso

mcstBoruvka(C, draw = FALSE, titles = TRUE)

Al igual que mcstFolk, esta funcién no incluye el argumento method, pues el reparto de Boruvka
tampoco depende de la forma en la que se manejan los empates durante el algoritmo. El objeto
devuelto por esta funciéon se presenta en la Tabla 4.5 y es completamente analogo al visto para la regla
folk:

Campo Tipo Descripcion

$boruvka vector numérico Reparto de Borivka para cada agente
$arcs data frame Arcos del arbol 6ptimo

$total escalar Coste total del arbol

$percentage vector numérico Porcentaje del coste asignado a cada agente
$ranking vector caracter Orden de los agentes segun su pago
$is_unique légico Indica si el arbol 6ptimo es tnico

Tabla 4.5: Campos devueltos por el objeto resultado de la funcién mcstBoruvka.

En esta funcion las graficas resultantes de activar draw = TRUE también son anélogas a las ya vistas,
por lo que las omitiremos aqui. El calculo de la regla se hace mediante el siguiente comando:
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# Regla de Boruvka
bor <- mcstBoruvka(C)
bor # B7pi(NO,C)

#+
#
i N
ININY
AW

El reparto obtenido es exactamente el mismo que devuelve mcstFolk. Tal y como se menciond en el
Capitulo 3, ambos coinciden independientemente de la ordenacién escogida para Bortuvka (Bergantifios
y Vidal-Puga 2011). El objeto devuelto por mcstBoruvka comparte ademéas la misma estructura que
el de mcstFolk (Tabla 4.4), sustituyendo tnicamente el campo $folk por $boruvka.

Por otro lado, el campo $arcs permite consultar el drbol resultante y la etapa en la que se incorpor6
cada agente, de forma analoga al resto de reglas:

bor$arcs # Arcos del arbol o6ptimo

## i j stage
## 1 1 3 1
#HW 223 2
## 302 3

4.2.4. Funcidén mcstCone

La funcién mcstCone implementa la técnica de descomposicion en conos propuesta por Norde et al.
(2004), que permite extender cualquier regla definida para problemas elementales a un problema general
(Definicion 3.1.8).

Uso

mcstCone(C, rule = c("folk", "owshapley", "bogomolnaia"), weights = NULL, lambda = 1)

El argumento rule selecciona la regla elemental aplicada en cada capa de la descomposiciéon: ‘“folk’’
(Branzei et al. 2004), ‘‘owshapley’’ (Bergantifios y Lorenzo-Freire 2008a), que requiere especificar el
argumento weights o ‘‘bogomolnaia’’, que recoge la familia de Bogomolnaia y Moulin (2010) y esta
controlada mediante el argumento lambda.

Fijémonos que aqui no se incluye el argumento draw, ya que el objetivo de la funcién no es la visua-
lizacién, sino entender lo que ocurre en cada capa de la descomposicion. Para la visualizacion de los
resultados se puede recurrir a las funciones directas que exiten para ello: mcstFolk y mcstOWShapley.
La Tabla 4.6 muestra los campos que devuelve el objeto resultado de emplear esta funcién:
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Campo Tipo Descripcion

$allocation vector numérico  Reparto correspondiente a la regla elegida

$rule cadena de texto  Regla empleada para el calculo del reparto

$total escalar Coste total del arbol

$percentage vector numérico  Porcentaje del coste asignado a cada agente

$ranking vector caracter Orden de los agentes segin su pago

$decomposition data frame Detalle de la descomposiciéon en conos

$weights vector numeérico  Vector de pesos empleado (solo para Shapley ponderado optimista)
$lambda escalar Valor de A empleado (solo para la familia de Bogomolnaia y Moulin)

Tabla 4.6: Campos devueltos por el objeto resultado de la funcién mcstCone.

Por tanto, otra forma de obtener el reparto dado por la regla folk es el siguiente:

# Regla folk via descomposicidén en conos
cone_folk <- mcstCone(C, rule = "folk")
cone_folk$allocation # F(No,C)

#1123

#4044

El resultado coincide de nuevo con el reparto folk obtenido tanto por mcstFolk como por mcstBoruvka,
confirmando una tercera forma de obtener dicho resultado. Realmente, la funcién mcstCone no tiene
como objetivo aportar un resultado nuevo, sino poder examinar como se llega a él a través de las
distintas capas de la descomposicion. Por ello, la componente $decomposition devuelve un data frame
con la descomposiciéon explicita, incluyendo tanto los pesos 9 en la columna weight como el resultado
del reparto bajo la regla elemental. Esto permite reconstruir la contribucion de cada capa al reparto

final, tal y como se detalld en el Ejemplo 3.1.7.

cone_folk$decomposition # Descomposicidén en matrices elementales

## threshold weight 1 2 3
## Layer 1 3 3 1.0000 1.0000 1.0000
## Layer 2 5 2 ©.3333 0.3333 0.3333
## Layer 3 6 1 ©0.3333 0.3333 0.3333
## Layer 4 10 4 0.0000 0.0000 0.0000

Las otras dos reglas siguen exactamente el mismo patréon. Para obtener el reparto asociado a la versiéon
optimista de Shapley ponderado se debe especificar ademas el vector de pesos. Retomando el definido
anteriormente, podemos escribir lo siguiente:

# Regla OW-Shapley via descomposicidén en conos
cone_ows <- mcstCone(C, rule = "owshapley", weights = w)
cone_ows$allocation # f ow(No,C)

## 1 2 3
## 3.75 4.50 3.75
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Este resultado, como cabia esperar, coincide con el que ya obtuvimos directamente mediante la fun-
cién mcstOWShapley, lo que confirma que ambas implementan la misma regla desde dos perspectivas
distintas. Nuevamente, el objeto cone_ow conserva el vector de pesos utilizado en $weights:

cone_ows$weights # Vector de pesos

#

#1 23
#1121
Por altimo, la familia de Bogomolnaia y Moulin introduce un parametro adicional A que regula cémo
se reparte el coste dentro de cada componente. Para calcular el reparto asociado a esta familia usamos

el siguiente coédigo:

# Familia Bogomolnaia-Moulin con lambda = 2
cone_bog <- mcstCone(C, rule = "bogomolnaia", lambda = 2)
cone_bog$allocation # R"lambda(No,C)

## 1 2 3
## 4.133333 4.133333 3.733333

cone_bog$lambda  # Lambda

w11 2

En este caso, el objeto devuelto incorpora también el valor $lambda empleado, de modo que quede
constancia del valor concreto para el que se ha obtenido el reparto. Esta funcion puede resultar util
para comparar como varian los repartos en funcion del A\ asignado.

4.3. Reglas definidas a través de juegos cooperativos

Centrémonos ahora en el segundo bloque de funciones implementadas en este paquete, que engloban el
marco de la teoria de juegos cooperativos. Cada funcién construye internamente la funciéon caracteristi-
ca del juego correspondiente y le aplica uno de los conceptos de solucion vistos en los capitulos previos.
Para redes grandes, podremos sustituir el calculo exacto por una aproximaciéon mediante method =
‘“montecarlo’’, tal y como se explico en la Subsecciéon 4.1.3. Sin embargo, dado que emplearemos el
mismo ejemplo que llevamos empleando a lo largo de toda la memoria, nos ceniremos a calcular el
resultado exacto y profundizaremos mas en las aproximaciones en el Capitulo 5.

La interfaz es uniforme para los cinco juegos programados:

Uso

mcstGame*(C, sol = c("shapley", "nucleolus"), draw = FALSE,
which.plot = c("main", "details"), titles = TRUE,
method = c("exact", "montecarlo"), nsim = 10000)

El * se sustituye en funcion del juego que nos interese calcular: “Private” para el juego privado, “Irred”’
para el irreducible, “Opt” para el optimista, “Public” para el publico o “CC” para el ciclo-completo.

El argumento sol permite seleccionar el concepto de solucién aplicado al juego: ¢‘shapley’’ para el
valor de Shapley y ‘‘nucleolus’’ para el nucleolo. Este tltimo se calcula inicamente de forma exacta,
de manera que el argumento method solo afecta al calculo del valor de Shapley. Como ya adelantamos,
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los detalles sobre el rendimiento computacional de ambos métodos se abordaran en el Capitulo 5. Los
argumentos draw, which.plot y titles acttian de la misma manera que lo hacian para las funciones
anteriores, con la particularidad de que ahora el grafico detallado no muestra una serie de &arboles
o6ptimos en base a permutaciones, sino el drbol 6éptimo obtenido al restringirnos a cada coalicion.

Todas las funciones de esta familia devuelven un objeto con una serie de campos en comun recogidos
en la Tabla 4.7. Sin embargo, algunas de ellas incorporan campos especificos que se detallaran en los
apartados referentes a las mismas.

Campo Tipo Contenido
$coalitions vector caricter Todas las coaliciones S C N evaluadas
$v_* vector numérico  Funcion caracteristica v*(S) para cada coalicion

$allocation vector numérico Reparto: valor de Shapley o nucleolo
$total escalar Coste total

$percentage vector numérico Porcentaje del coste total asignado a cada agente

$ranking vector caracter Orden de los agentes segtin su pago
$sol caracter Concepto de solucion empleado
$method carécter Meétodo empleado para el calculo

Tabla 4.7: Campos comunes devueltos por el objeto resultado de las funciones mcstGamex.

Cabe destacar que hay dos campos, $contributions y $nperms, que no se mencionan en la tabla puesto
que solo devuelven informacioén cuando usamos method = ‘“‘montecarlo’’. Ademas, en la componente
$v_x*, el x se sustituye por la letra mintuscula que identifica a cada juego, por ejemplo, “p” para el juego
privado o “u” para el juego piblico.

4.3.1. Funciones mcstGamePrivate y mcstKar

Recordemos que el juego privado es el mas restrictivo de los cinco, tal y como se deriva de la Definicion
2.5.1. La funcién mcstGamePrivate da acceso completo a este juego, permitiendo elegir entre el valor
de Shapley y el nucleolo como concepto de soluciéon. El codigo para ejecutar dicho juego para el valor
de Shapley junto con su representacion grafica se recoge en las siguientes lineas:

# Juego privado
priv <- mcstGamePrivate(C, sol = "shapley", draw = TRUE, titles = FALSE)
priv$v_p # Funcidn caracteristica

# [1110 6 611 9 912

Se puede comprobar que el resultado obtenido reproduce exactamente la primera fila de la Tabla 2.1,
calculada a mano en la Seccion 2.5. Esto resulta muy tutil para obtener de forma inmediata el coste de
cualquier coalicibn, muy conveniente para redes con un mayor ntumero de agentes. Ademas, los graficos
devueltos con draw = TRUE apoyan estos resultados y permiten entender mejor su origen.

La Figura 4.10 muestra los dos graficos de los que hablamos empleando arbitrariamente el algoritmo
de Prim para seleccionar el 4rbol 6ptimo, puesto que nos interesa el coste de la red, no su estructura.
Asi, la Figura 4.10a muestra los arboles 6ptimos obtenidos al restringirnos a cada coaliciéon especifica,
mientras que la Figura 4.10b muestra el arbol 6ptimo para la coalicién total junto con el reparto final:
el valor de Shapley. Cabe destacar que la visualizaciéon del primer grafico se restringe a casos en los
que el nimero de agentes es inferior a cuatro, de forma anéloga a lo que ocurria con las funciones
mcstBird y mcstDuttaKar.



4.3. REGLAS DEFINIDAS A TRAVES DE JUEGOS COOPERATIVOS 67

s={1} s={2 S={3}

0. ® O
©) © ©

(a) Arboles 6ptimos obtenidos para cada una de las coaliciones.
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(b) Arbol 6ptimo para la coalicién total con el reparto asignado a cada agente entre paréntesis.

Figura 4.10: Representaciones de los arboles optimos (construidos mediante Prim) generados por
mcstGamePrivate.

Esta representacion se genera exactamente igual en el resto de funciones basadas en juegos cooperativos
que veremos a continuaciéon, por lo que no repetiremos la figura en cada una de ellas.

Cuando el concepto de solucion elegido es precisamente el valor de Shapley, el reparto resultante recibe
el nombre de regla de Kar, como ya vimos en la Definicién 3.2.1. Para este caso concreto, el paquete
ofrece mcstKar, un atajo con la misma interfaz que mcstGamePrivate que evita tener que especificar
sol = ‘‘shapley’’ cada vez.
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Uso

mcstKar(C, draw = FALSE, which.plot = c("main", "details"), titles = TRUE,
method = c("exact", "montecarlo"), nsim = 10000)

De este modo, para obtener el reparto asociado a la regla de Kar basta con escribir las siguientes
instrucciones:

# Regla de Kar
kar <- mcstKar(C)
kar$allocation # Kar(Ne,C) = Sh(N,v"p)

## 1 2 3
## 5.666667 3.666667 2.666667

Como era de esperar, esta cifra coincide tanto con la que se puede extraer del grafico de la Figura
4.10b como con el resultado calculado a mano en la Seccién 2.5.

A pesar de existir este atajo, la funciéon mcstGamePrivate sigue siendo tutil cuando lo que nos interesa
es calcular el nucleolo del juego:

# Juego privado: nucleolo
priv_nu <- mcstGamePrivate(C, sol = "nucleolus")
priv_nu$allocation # Nu(N,v'p)

## 1 2 3
## 4.75 4.50 2.75

4.3.2. Funcién mcstGamelIrred

El juego irreducible aplica el mismo enfoque pesimista que el juego privado, pero evaluado sobre la
matriz irreducible C, tal y como se present6 en la Definicién 2.5.2. Recordemos que esta matriz recoge,
para cada par de nodos, el coste del arco méas caro en el anico camino que los conecta dentro del arbol
optimo. Se calcula internamente a partir del argumento C sin que el usuario deba construirla por su
cuenta. La funcion mcstGameIrred almacena dicha matriz en el campo $C_irred, especifico para esta
funcion:

# Juego irreducible
irred <- mcstGamelrred(C, draw = TRUE, which.plot = "main", titles = FALSE)
irred$C_irred # Matriz irreducible

## 0123
## 0 0 6 6 6
# 16033
# 26 303
## 36 3 30

Como ya se mostro en el Capitulo 2, todos los costes de conexion directa a la fuente quedan igualados
a 6, que es el coste del arco més caro del arbol 6ptimo. Esto explica por qué ahora las coaliciones indi-
viduales pasan a valer todas lo mismo en la funcién caracteristica. El campo $v_i permite comprobar
este efecto:
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irred$v_i # Funcidn caracteristica

# [1] 6 6 6 9 9 912

La Figura 4.11 muestra uno de los graficos obtenidos con draw = TRUE. Fijémonos que la red ha sido
adaptada a los valores de la matriz irreducible y, anidlogamente a lo ya visto, el reparto asignado a
cada agente se muestra entre paréntesis.

3
@

Figura 4.11: Representacion del arbol 6ptimo de Prim generado por mcstGameIrred con el reparto de
Shapley asignado a cada agente entre paréntesis.

Como el resto de funciones, la funcion mcstGameIrred permite acceder directamente al resultado del
reparto. En este caso, todas las funciones comparten un mismo nombre para este campo:

irred$allocation # Sh(N,v"i)

##H 123
#4044
Como cabia esperar por lo adelantado en el Capitulo 3, este resultado coincide exactamente con el
obtenido mediante folk$folk. Como vemos, miiltiples caminos conducen hacia este mismo reparto e
incluso se puede comprobar que la regla de Bird aplicada sobre la matriz irreducible proporciona otra

alternativa méas para la obtencién del resultado (Bergantifios y Vidal-Puga 2021):

mcstBird(irred$C_irred)$e_bird # Regla folk

H H
H =
NG
FNEEN)
AW

4.3.3. Funcién mcstGameOpt

Recordemos que el juego optimista invierte el supuesto del juego privado, permitiendo que sus agentes
se conecten gratuitamente a través de los nodos de los agentes externos, siguiendo la Definicion 2.5.3.

A diferencia de los dos juegos anteriores, aqui la matriz de costes utilizada para evaluar cada coalicion
S no es fija, sino que cambia segiin qué agentes quedan fuera de S. La funcién mcstGameOpt construye
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internamente una matriz optimista distinta para cada coalicién y las almacena en el campo $C_opt.
Por ejemplo, para extraer la matriz asociada a la coalicion S = {1, 2}, escribimos lo siguiente:

# Juego optimista
opt <- mcstGameOpt(C)
opt$C_opt$S_12 # Matriz optimista para {1,2}

# 012
#0033
#1305
#2350

Este campo es exclusivo de mcstGameOpt, ya que es el tnico juego que necesita modificar la matriz de
costes coalicion a coalicion y, ademas, resulta tutil para entender de dénde proviene cada valor de la
funcion caracteristica. En este caso, la coalicion {1,2} puede conectarse gratuitamente a través de la
red de conexiones del agente 3. Asi, tanto el agente 1 como el 2 disponen de una conexién a la fuente
con coste 3, lo que da lugar a un total de 6 unidades, tal y como se muestra en cuarta posicion en el
vector de la funciéon caracteristica:

opt$v_o # Funcion caracteristica

# [1] 3 3 3 6 6 612

Como se puede ver en $v_o, los valores de las coaliciones individuales y de tamano dos son los mas
bajos vistos hasta ahora, lo cual tiene sentido ya que estamos suponiendo el escenario més favorable
posible para cualquier coalicién. El reparto asociado a este juego se obtiene igual que antes:

opt$allocation # Sh(N,v"o)

## 1 2 3
#4044
A pesar de partir de una funcién caracteristica muy distinta a la del juego irreducible, el valor de
Shapley obtenido es exactamente el mismo, lo que demuestra el correcto funcionamiento de esta funcién
y de las anteriores. Para finalizar, podriamos calcular el reparto asociado al nucleolo. Sin embargo, por
lo visto en la Seccion 3.2, cabe esperar que la funcion devuelva un resultado nulo en concordancia con

lo que alli se concluy6. El conjunto de imputaciones resulta ser vacio para este juego, por lo que el
nucleolo no esta definido.

# Juego optimista: nucleolo
mcstGameOpt (C, sol = "nucleolus") # Nu(N,v"o)

## [1] "Solution concept is only provided for games with a nonempty imputation set."

i S vro(S)
#H1 {1} 3
#H 2 {2} 3
#H 3 {3} 3
# 4 (1,2} 6
#H 5 {1,3} 6
#H 6 {2,3) 6



4.3. REGLAS DEFINIDAS A TRAVES DE JUEGOS COOPERATIVOS 71

#t 7 N 12

##

## Solution: Nucleolus
# 1 2 3

## NA NA NA

4.3.4. Funcidén mcstGamePublic

El juego publico elimina cualquier derecho de propiedad sobre los agentes. Formalmente, como se vio
en la Definiciéon 2.5.4, el coste de una coalicién S se define como el minimo coste privado entre todos
los superconjuntos 7" O S, de modo que calcular v" requiere resolver primero el juego privado sobre
todas las coaliciones.

Dado que v" se apoya en vP, la funciéon mcstGamePublic devuelve ambas funciones caracteristicas,
permitiendo comparar directamente sus resultados. Para calcular la funcién caracteristica asociada al
juego piblico hacemos lo siguiente:

# Juego publico
pub <- mcstGamePublic(C)
pub$v_u # Funcidn caracteristica

# [1] 9 6 611 9 912

Ademas de $v_u, el objeto incluye un campo exclusivo para esta funcion, $best_T, que identifica para
cada coalicion S cuél es el superconjunto T que alcanza ese minimo coste:

pub$best_T  # Superconjuntos de coste minimo

## S T
## 1 {1} {1,33
# 2 {2y {2}
## 3 {3} {3}

#Ho4 1,2} {1,2}
# 5 {1,3} {1,3}
#H 6 {2,3} {2,3}
# 7 N N

En este caso, solo la coalicion {1} mejora su coste privado al ampliarse a {1,3}, mientras que para
el resto de coaliciones el superconjunto 6ptimo coincide con la propia coalicion. Esto se refleja per-
fectamente en los valores de ambas funciones caracteristicas que tnicamente difieren en el coste de
su primera componente. De nuevo, podemos obtener el reparto correspondiente al valor de Shapley
mediante el campo $allocation:

pub$allocation # Sh(N,v u)

## 1 2 3
## 5.333333 3.833333 2.833333

Aqui el valor de Shapley no coincide con la regla folk. Ademas, al agente 1, que es el que tiene un coste
individual méas alto de los tres, v({1}) = 9, se le asigna un reparto superior.
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4.3.5. Funcidén mcstGameCC

El juego ciclo-completo aplica nuevamente el mismo enfoque pesimista que el juego privado, pero
evaluado sobre la matriz ciclo-completa C*, ya explicada en la Seccién 2.1. La funciéon mcstGameCC
calcula internamente esta matriz y la almacena en el campo $C_cc:

# Juego ciclo-completo
cc <- mcstGameCC(C, draw = TRUE, which.plot = "main", titles = FALSE)
cc$C_cc # Matriz ciclo-completa

#0123
## 0 0 6 6 6
# 16053
## 26503
# 36330

Tal y como ya habiamos deducido en un capitulo previo, la tinica entrada en la que difieren la matriz
irreducible y la ciclo-completa es la que representa el coste entre los agentes 1 y 2. En base a esta
matriz, podemos obtener la funcioén caracteristica para este juego:

ccsv_c # Funcidn caracteristica

# [1] 6 6 611 9 912

Como cabfa esperar de la comparaciéon anterior, v¢ difiere de v’ nicamente en la coalicion {1,2}
(v°({1,2}) = 11 frente a v*({1,2}) = 9), lo que refleja el efecto de considerar ciclos entre los agentes
al evaluar una coalicién determinada.

La Figura 4.12 muestra uno de los graficos obtenidos con draw = TRUE. Fijémonos que ahora la red
ha sido adaptada a los valores de la matriz ciclo-completa:

4.33

(&) 6

3
3.33

Figura 4.12: Representaciéon del arbol 6ptimo de Prim generado por mcstGameCC con el reparto de
Shapley asignado a cada agente entre paréntesis.

La funcién mcstGameCC también permite acceder directamente al resultado del reparto mediante
$allocation:
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cc$allocation # Sh(N,v'c): solucidén ciclo-completa

## 1 2 3
## 4.333333 4.333333 3.333333

Por dltimo, se podria calcular el nucleolo para este juego y comparar el resultado con el resto de
asignaciones. Para ello, escribimos las siguientes lineas de cédigo:

# Juego ciclo-completo: nucleolo
cc_nu <- mcstGameCC(C, sol = "nucleolus")
cc_nu$allocation  # Nu(N,v'c)

#Ho 2 3
## 4.5 4.5 3.0

Fijémonos que el nucleolo redistribuye ligeramente el coste con respecto al valor de Shapley. Para este
ultimo, las coaliciones {1,3} y {2, 3} son las que tienen un margen de ahorro mas bajo. Mientras que
v({1,3}) = v({2,3}) = 9, su valor de Shapley seria de aproximadamente 4.33 + 3.33 = 7.66 unidades
para ambos. Como el nucleolo trata de buscar la asignaciéon que produzca una menor insatisfaccion
entre los agentes, este actia reduciendo el coste al agente comtn a ambas coaliciones, el 3.

4.4. Herramientas de andlisis

El tercer bloque del paquete ofrece herramientas para comparar y analizar la estabilidad y sensibilidad
de los repartos obtenidos mediante las funciones de los dos bloques anteriores.

4.4.1. Comparativa de reglas: mcstCompare

Hasta ahora hemos ido calculando cada regla por separado llamando a una funcién distinta y accediendo
al campo correspondiente del reparto. La funciéon mcstCompare evita tener que repetir este proceso
cuando lo que nos interesa es comparar varias reglas entre si para un mismo problema:

Uso
mcstCompare(C)
Esta funcion tnicamente admite el argumento C y se restringe a la comparacion de las reglas mas

populares: Bird, Dutta-Kar, folk y Kar. La salida devuelve un data frame que recoge los repartos
asociados a estas reglas:

# Comparativa de reglas
comp <- mcstCompare(C)

comp
Hi#t
## MCST Allocation Rules Comparison
##
## agent bird dutta_kar folk kar
#H# 1 3.0 5 4 5.7
#i# 2 4.5 4 4 3.7
#it 3 4.5 3 4 2.7
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El formato de salida permite al usuario manipular el objeto con las herramientas habituales de R, por
ejemplo, para exportar los resultados a un fichero, filtrar el data frame por regla o por agente o incluso
reutilizar los valores como entrada para otras funciones.

Ademas de la tabla, mcstCompare incluye un argumento plot que representa graficamente estas mismas
diferencias mediante un diagrama de barras agrupado por agente:

plot(comp, titles = FALSE) # Graficamente

™ Bird Dutta Kar Folk Kar

1 2 3

Figura 4.13: Comparacion grafica de los repartos de Bird, Dutta-Kar, folk y Kar.

Esta visualizacion resulta tutil cuando lo que nos interesa no es tanto el valor exacto de cada reparto,
sino el patron que sigue cada una de las reglas. La Figura 4.13 muestra como la regla folk distribuye
el coste de manera equitativa entre todos los agentes, mientras que el resto de reglas lo hacen de
forma asimétrica. Por ejemplo, la regla de Bird beneficia al agente 1, al contrario de lo que ocurre con
las reglas de Kar y Dutta Kar, que penalizan en mayor medida a este agente y reducen de manera
significativa el pago del agente 3.

4.4.2. Analisis del nicleo: mcstCoreCheck, mcstCorePoints y mcstCorePlot

Hasta ahora, hemos visto funciones que nos devuelven el resultado concreto de un reparto. Sin embargo,
ninguna de ellas nos da informacién acerca de su estabilidad. Por ello, el paquete ofrece tres funciones
complementarias para analizar diferentes aspectos del nucleo: mcstCoreCheck para comprobar si un
reparto es estable, mcstCorePoints para comprobar su existencia y mcstCorePlot para visualizarlo
geométricamente.

Las tres funciones estan programadas para recibir el juego de la misma forma. Puede pasarse directa-
mente el objeto devuelto por cualquiera de las funciones mcstGame* a través del argumento game, o
bien introducir directamente la funcién caracteristica del juego que nos interese a través del argumento
v. Esta segunda forma resulta 1util para estudiar juegos que no se derivan de ningtin problema concreto
o cuando ya se dispone de los valores v(S) calculados por otro medio.
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Estabilidad de un reparto: mcstCoreCheck

La funcién mcstCoreCheck evalia si un reparto concreto es estable. Tal y como se formaliz6 en la
Definiciéon 1.2.3, esto viene garantizado por dos condiciones: eficiencia y racionalidad coalicional. Esta
funciéon presenta la siguiente estructura de uso:

Uso

mcstCoreCheck(game = NULL, allocation = NULL, v = NULL, tol = 1e-07)

Cabe destacar que si el usuario emplea el argumento game, la funcién comprobara el reparto asociado
a dicho juego, por lo que el usuario no debe introducir nada en el argumento allocation. Siempre
que se quiera verificar la estabilidad de un reparto diferente al proporcionado por el juego, se deben
utilizar conjuntamente los argumentos v y allocation. Por ejemplo, para comprobar si el reparto de
Bird calculado anteriormente es estable para el juego privado, escribimos lo siguiente:

# (E1 reparto de Bird estéd en Core(v'p)?
check_bird <- mcstCoreCheck(allocation = bird$e_bird, v = priv$v_p)
check_bird

#it
## Core Stability Analysis
#i#t
## Players (n) : 3

## Efficiency : Passed (Sum x: 12.00 | v(N): 12.00)
## Rationality : Passed

#H#

## Result: the allocation IS IN THE CORE (Stable)

Ademas de esta salida, el campo $in_core resume el resultado global. Incluso, es posible comprobar
si se han verificado o no ambas condiciones de estabilidad consultando los campos $is_efficient y
$is_rational:

check_bird$is_efficient # (Se reparte exactamente el coste total?

## [1] TRUE

check_bird$is_rational # iNinguna coaliciéon paga de mas?

## [1] TRUE

Esto puede resultar util para los casos en los que el reparto no es estable, ya que permite identificar
qué es lo que ha fallado exactamente. Ademaés, si alguna coalicién tuviera incentivos para separarase,
el campo $is_rational devolveria FALSE y un nuevo campo $blocking_coals identificaria explicita-
mente qué coalicién o coaliciones impiden la estabilidad del reparto, mostrando el coste de més que
estarian asumiendo:

# Ejemplo hipotético con un reparto inestable
check_inestable <- mcstCoreCheck(allocation = c(2, 2, 8), v = priv$v_p)
check_inestable$blocking_coals
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## S x(S) v(S) excess
# 1 {3} 8 6 2
# 2 {1,3} 10 9 1
# 3 {2,3} 10 9 1

En este ejemplo, creado especificamente para ilustrar como la funcién maneja los repartos inestables,
los excesos positivos (2,1, 1) indican que las respectivas coaliciones estan insatisfechas, pagando més
de lo que les costaria actuar por su cuenta y bloqueando la estabilidad del reparto.

Existencia del nicleo de un juego: mcstCorePoints

Mientras que mcstCoreCheck evalta la estabilidad de un tnico reparto dado, mcstCorePoints va
un paso més alla: determina si el niicleo del juego esté vacio y, si no lo estd, devuelve el resultado
de una posible asignacién estable y calcula explicitamente todos sus vértices geométricos mediante
programacion lineal.

Uso

mcstCorePoints(game = NULL, v = NULL)

Fijémonos que esta funcién ya no requiere del argumento allocation, puesto que ahora ya no se
comprueba la estabilidad de ningtn reparto concreto, sino que se verifica la existencia de al menos
un punto que satisfaga las inecuaciones asociadas al nicleo, de forma que es la propia funcién la que
devuelve una asginacion estable si existe. Para ver como funciona, podemos verificar la existencia del
nucleo del juego privado calculado en la Seccién 3.2 empleando el campo $is_empty, a través del
siguiente codigo:

# (E1 ndcleo del juego privado es vacio?
priv_cp <- mcstCorePoints(game = priv)
priv_cp$is_empty

## [1] FALSE
Como era de esperar, el nacleo del juego privado no es vacio. En consecuencia, la funcién calcula

sus vértices y devuelve una asignacion estable. Esto se puede consultar en los campos $vertices y
$core_point, respectivamente:

priv_cp$vertices # Enumeracion de los vértices que conforman el nucleo

# [,11 0,21 ,3]
# [1,] 3 6 3
#[2,] 3 3 6
## [3,] 5 6 1
# [4,] 8 3 1

priv_cp$core_point # Reparto estable dentro del nucleo

H H
H =
0o =
w N
- w
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Los cuatro vértices reproducen exactamente el resultado del Ejemplo 3.2.1. Disponer de todos ellos, es
atil para tener una idea del rango completo de repartos estables posibles, en lugar de tener que probar
reparto a reparto con mcstCoreCheck.

Cuando el nucleo esta vacio, la funcion devuelve directamente esta informacion sin intentar calcular
los vértices. Para ilustrarlo, retomemos el resultado correspondiente al juego optimista visto en la
Observacion 3.2.2, que nos decia que el conjunto de imputaciones de este juego es vacio.

# (E1 ndcleo del juego optimista es vacio?
mcstCorePoints(game = opt)

#H#
## Core Emptiness Analysis
#H#
## Players (n) : 3

## Total Cost : 12

#i#t

## Result: the core IS EMPTY

## No allocation satisfies efficiency and coalitional rationality simultaneously

Visualizacion del nicleo: mcstCorePlot

Las dos funciones anteriores devuelven informacién numérica, pero entender la forma y tamano del
nucleo y dénde se sittian los distintos repartos, resulta mucho mas intuitivo graficamente. Para ello,
mcstCorePlot genera una representacion geométrica que se adapta autométicamente al nimero de
agentes: un segmento de recta para 2 agentes, un triangulo en coordenadas baricéntricas para 3 y un
poliedro tridimensional interactivo para 4. La estructura de uso de esta funcién es la siguiente:

Uso

mcstCorePlot(game = NULL, v = NULL, allocations = list(), titles = TRUE)

Cabe destacar que si el usuario emplea Gnicamente el argumento game, la funcién devuelve por defecto
tanto el nicleo del juego como la solucién interna asociada. Por el contrario, si se emplea el argumento
v (0 se desea sobrescribir el reparto por defecto proporcionado por game), es necesario especificar el
reparto o repartos que se quieren mostrar mediante el argumento allocations. En estos casos, la
funcion representara exclusivamente los repartos proporcionados explicitamente por el usuario. Por
ejemplo, podemos representar el niicleo del juego privado junto con las asignaciones de Bird, folk y
Kar. El resultado debera ser algo similar al obtenido en la Figura 3.1. La instruccién serfa la siguiente:

# Representacion grafica de Core(v'p) junto con los repartos de Bird, folk y Kar
mcstCorePlot(v = priv$v_p, allocations = list(Bird = bird$e_bird,

Folk = folk$folk,

Kar kar$allocation), titles = FALSE)

En la Figura 4.14, el tridngulo completo representa el conjunto de imputaciones del juego privado,
mientras que la region sombreada de verde en su interior es su nicleo. Como ya se comprobd, los tres
repartos repartos caen dentro de esa region, por lo que todas son soluciones estables.

Una de las caracteristicas més novedosas de esta funcién es que permite representar el nicleo para
problemas con cuatro agentes, es decir, en tres dimensiones. Con el fin de ilustrar esta capacidad, se
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Figura 4.14: Representacion del niicleo del juego privado v? (region verde) y las asignaciones de Bird,
folk y Kar sobre el conjunto de imputaciones para el Ejemplo 2.1.1 mediante mcstCorePlot.

presenta a continuacién un escenario disenado especificamente para ello. La Figura 4.15 recoge dicha
representacion desde dos perspectivas diferentes:

# Ejemplo hipotético para un problema con 4 agentes
C4 <- c(6, 12, 6, 7, 3,10, 3, 1, 1, 7)
mcstCorePlot(game = mcstGamePrivate(C4),
allocations = list(Bird = mcstBird(C4)$e_bird,
Folk = mcstFolk(C4)s$folk,
Kar mcstKar(C4)$allocation), titles = FALSE)

(a) Vista general. (b) Vista detallada.

Figura 4.15: Representacion del nicleo del juego privado (region verde) y las asignaciones de Bird, folk
y Kar sobre el conjunto de imputaciones del ejemplo con cuatro agentes mediante mcstCorePlot.

Dado que se trata de un gréfico en tres dimensiones, el coédigo anterior devuelve una representacion
interactiva, que permite al usuario manipular la figura para rotar los ejes, modificar la perspectiva
o ampliar una zona especifica. Andlogamente a la Figura 4.14, ahora el conjunto de imputaciones es
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un tetraedro y el ntcleo un poliedro contenido en su interior. Al igual que antes, para este ejemplo
particular, los tres repartos caen dentro él, por lo que también son soluciones estables.

Cabe destacar que la funcién mcstCorePoints admite un argumento plot que reutiliza internamente
esta misma representacion, mostrando el nucleo y el punto factible calculado mediante programacion
lineal.

Todas estas funciones pueden resultar de gran utilidad para justificar la eleccion de una regla sobre
otra en un problema real en base a algo mas que un simple resultado numérico.

4.4.3. Rango de estabilidad: mcstStabilityRange

En un problema real la matriz de costes no siempre es estéatica. Por ejemplo, esos valores pueden
fluctuar ante cambios en precios de materiales o servicios. La funcién mcstStabilityRange permite
calcular, siguiendo el problema clasico de analisis de sensibilidad de arboles de minimo coste de Tarjan
(1982), cuanto puede variar el coste de cada arco antes de que cambie el arbol 6ptimo, aunque el coste
total y el reparto logicamente se ajusten a los nuevos precios.

Uso

mcstStabilityRange(C)

Esta funcién tinicamente admite como entrada el argumento C, por lo que es muy sencilla de utilizar.
Es importante destacar que esta disenada para evaluar la estabilidad de un tnico arbol en concreto,
por lo que si la matriz de costes presenta empates, el algoritmo interno (basado en Prim) seleccionara
arbitrariamente uno de ellos. Como consecuencia, si el usuario estuviera trabajando con otro arbol
optimo alternativo, los resultados de la salida no tendrian sentido para él.

Para ilustrar el uso de la funcién sin dar lugar a ambigiiedades, modificaremos ligeramente la matriz
C empleada a lo largo de toda la memoria, asignando co3 = 7 para deshacer el empate:

# Rango de estabilidad de los arcos del problema
C_mod <- c(10, 6, 7, 5, 3, 3)
mcstStabilityRange (C_mod)

## from to in_mst cost range LB UB
#it © 1 FALSE 10 [-4, Inf]l] 6 Inf
## @ 2 TRUE 6 [-6, 1] o 7
#i# @ 3 FALSE 7 [-1, Inf] 6 Inf
## 1 2 FALSE 5 [-2, Inf] 3 Inf
Hi# 1 3 TRUE 3 [-3, 2] o 5
#it 2 3 TRUE 3 [-3,2] @ 5

En la salida, podemos diferenciar entre los arcos que pertenecen al drbol 6ptimo y los que no a través de
la columna in_mst. Si un arco ya forma parte de la red es porque ha sido la elecciéon més barata segiin el
algoritmo, por lo que abaratarlo atin més no provocaria ningtin cambio en el a&rbol. Mateméticamente,
esto implicarfa poder fijar su limite inferior en —oo. Sin embargo, dado que estamos tratando con
problemas de costes (no negativos), su valor se restringirfa a 0. El valor critico estaria, por tanto, en su
limite superior (UB), que es el coste de la alternativa més barata que podria sustituirlos. Por ejemplo,
si el coste del arco (0,2) superase el valor de 7, el arco (0,3) pasaria a ser el elegido para conectarse a
la fuente.

Por su parte, los arcos que no pertenecen al arbol éptimo presentan un limite superior co. Esto es asi
porque encarecer un arco que ya fue descartado por su alto coste tampoco alteraria la estructura del



80 CAPITULO 4. EL PAQUETE MCSTPRULES: IMPLEMENTACION Y APLICACION

arbol. En este caso, el valor critico de estos arcos estaria en su limite inferior (LB), que indica el valor
exacto al que deberia bajar su precio para volverse competitivos. Por ejemplo, el arco (0,1) tendria
que abaratar su coste un minimo de 4 unidades para considerarlo como una posible alternativa.

Es importante senalar que si el coste de algin arco alcanzara uno de los extremos finitos de su in-
tervalo aparecerian empates. Sin embargo, el arbol considerado seguiria siendo 6ptimo, aunque ya no
necesariamente el tnico.

La informacion devuelta por esta funcion puede resultar util como paso previo al anéalisis de sensibilidad
que veremos a continuacion, ya que permite identificar de antemano los arcos mas propensos a modificar
la estructura del arbol.

4.4.4. Andlisis de sensibilidad: mcstSensitivity

La udltima funcién de este bloque y con la que se concluye el conjunto completo de funciones del
paquete es mcstSensitivity. Esta realiza un analisis de sensibilidad para los arcos del problema, es
decir, muestra cémo evoluciona exactamente el reparto de cada agente a medida que el coste de uno o
varios arcos varfa y presenta la siguiente estructura de uso:

Uso

mcstSensitivity(C, rule = c("bird", "duttakar", "folk", "kar"), arcs,
delta = list(c(-5, 5), c(-3, 3)), step = 1, independent = FALSE)

La funcién admite el andlisis para las cuatro reglas més destacadas: Bird, Dutta-Kar, folk y Kar. El
argumento arcs especifica qué arco o arcos se perturban dentro de un cierto rango dado por delta.
Ademas, se puede especificar el tamano del paso empleado para recorrer delta mediante el argumento
step. Por ultimo, si quisiéramos variar el rango de dos arcos similtaneamente de forma independiente
activariamos independent = TRUE. A continuacion, analizaremos las distintas funcionalidades que
ofrece esta funcion segun el caso que queramos estudiar.

Caso 1: variacion de un unico arco

El uso més simple consiste en perturbar el coste de un solo arco a lo largo de un intervalo y observar
la evolucion del reparto bajo la regla elegida. Por ejemplo, podriamos estudiar como afecta al reparto
de Dutta-Kar variar el arco (2, 3) para A € [-3, 3]:

# (Coémo varia la regla de Dutta-Kar al perturbar el arco (2,3)?
sens <- mcstSensitivity(C, rule = "duttakar", arcs = c(2, 3), delta = c(-3, 3))
sens

##  delta arc_cost 1 2 3
## 1 -3 ©6.01.51.5
## 2 -2 16.02.02.0
## 3 -1 26.02.52.5
## 4 0 35.04.0 3.0
## 5 1 45.05.03.0
## 6 2 54.55.5 4.0
#it 7 3 6 4.0 5.5 4.5

La columna arc_cost muestra el coste resultante del arco tras aplicar cada variacién delta y las
columnas siguientes recogen el reparto que le corresponderia a cada agente bajo ese coste. En este
ejemplo, se puede comprobar que la suma de las aportaciones de los tres agentes crece de manera
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constante a medida que el arco se encarece, en concordancia con la propiedad de monotonicidad de
costes de Dutta-Kar.

Para visualizar la evolucion de los repartos basta con aplicar el argumento plot sobre el objeto resul-

tante:

plot(sens, titles = FALSE)

# Graficamente
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Figura 4.16: Evolucion del reparto de Dutta-Kar para cada agente al variar el coste del arco (2,3) en
A € [-3,3]. La linea vertical discontinua marca el coste original del arco (ca3 = 3).

La Figura 4.16 muestra que la evolucion del pago asignado a cada agente es continua y lineas a trozos,
sin saltos bruscos a lo largo del intervalo. Ademas, se ve como los pagos de los agentes involucrados en
el arco tienden a subir a medida que aumenta su coste, obligando a reducir el pago del agente 1 para
preservar la eficiencia.

Caso 2: variaciéon conjunta de varios arcos

Hay casos en los que interesa estudiar el efecto conjunto de perturbar varios arcos al mismo tiempo.
Para ello, basta con pasar una lista de arcos en arcs y mantener el argumento independent con su
valor por defecto, pues consideraremos que los arcos especificados varian simultaneamente sobre un
mismo intervalo marcado por delta:

# (Cémo varia la regla de Kar al perturbar conjuntamente los arcos (0,3) y (1,3)?
sens_sim <- mcstSensitivity(C, rule = "kar", arcs = list(c(0, 3), c(1, 3)),

sens_sim
##  delta 1 2
## 1 -2 4.666667 3.666667
## 2 -1 5.166667 3.666667
## 3 0 5.666667 3.666667
## 4 1 6.166667 3.166667
## 5 2 6.666667 2.666667

delta = c(-2, 2))

3

-0.3333333

1.1666667
2.6666667
3.6666667
4.6666667
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En este caso la tabla ya no incluye una columna arc_cost, puesto que se estdn variando dos costes
distintos a la vez y no tendria sentido resumirlos en un tnico valor. Nuevamente, podemos visualizar
los resultados aplicando plot sobre el objeto anterior:

plot(sens_sim, titles = FALSE) # Graficamente

- P1

© — = p3
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Figura 4.17: Evolucién del reparto de Kar para cada agente al variar conjuntamente el coste de los arcos
(0,3) y (1,3) en A € [—2,2]. La linea vertical discontinua marca el estado original sin perturbacion

(A =0).

A diferencia del caso anterior, el eje horizontal de la Figura 4.17 ahora representa tnicamente la
perturbacion delta aplicada a ambos arcos. La regla de Kar también tiene un comportamiento continuo
y lineal a trozos, incluso cuando se perturban varios arcos simultdneamente. Fijémonos que el pago
del agente 3, comun a los dos arcos perturbados, se ve muy afectado en ambas direcciones por la
perturbacion, llegando incluso a alcanzar un “pago negativo” (equivalente a una compensacion del
resto de agentes) cuando A = —2.

Caso 3: variacion independiente de dos arcos

Por ultimo, para explorar el efecto cruzado de dos arcos que varian de forma independiente, se activa
el argumento independent = TRUE. Cabe destacar que con este argumento solo se permite perturbar
exactamente dos arcos, ya que si no seria inviable representar el resultado en dos dimensiones. En este
caso, delta pasa a ser una lista con un rango de variacion distinto para cada arco. Veamos un ejemplo:

# (Cémo varia la regla folk al perturbar de forma independiente los arcos (1,2)

#y (2,3)?

sens_indep <- mcstSensitivity(C, rule = "folk", arcs = list(c(1, 2), c(2, 3)),
delta = list(c(-4, 4), c(-2, 2)), independent = TRUE)

head(sens_indep)

##  deltal delta2 1 2 3
## 1 -4 -2 2.666667 2.666667 2.666667
## 2 -4 -1 2.833333 2.833333 3.333333
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## 3 -4 @ 3.000000 3.000000 4.000000
## 4 -4 1 3.000000 3.000000 4.000000
## 5 -4 2 3.000000 3.000000 4.000000
## 6 -3 -2 3.333333 2.833333 2.833333

Fijémonos que, nuevamente, el data frame resultante no contiene la columna arc_cost. En su lugar,
la funcién devuelve en las dos primeras columnas (deltal y delta2) todas las posibles combinaciones
de los intervalos especificados en delta. En este caso, aunque la interpretacion no cambia con respecto
a los otros escenarios, resulta muy util visualizar un resumen de los resultados en forma de mapa de
calor para ver como interactian ambas perturbaciones. Aplicando el argumento plot sobre el objeto
anterior se tiene lo siguiente:

plot(sens_indep, titles = FALSE) # Graficamente

5.0
4.5
4.0

35

3.0

Figura 4.18: Mapas de calor asociados al reparto folk para cada agente al variar el coste del arco (1,2)
en Ay € [—4,4] y (2,3) en Ay € [—2,2]. La cruz marca el estado original (A; = Ay = 0).

Cada panel de la Figura 4.18 corresponde a un agente y las curvas de nivel representan el coste
asociado a una combinacién concreta de variaciones en ambos arcos. Por ejemplo, en el primer panel,
correspondiente al agente 1, destaca una amplia regién del mismo color, lo que implica que para ciertas
combinaciones de perturbaciones el pago de este se estabiliza. Por el contrario, en la mitad derecha
del panel del agente 3, las curvas de nivel son préacticamente horizontales, lo que sugiere que su pago
en esa region depende esencialmente del coste del arco (2,3) y deja de depender de las variaciones en
el arco (1,2).
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Capitulo 5

Analisis de rendimiento computacional

En la Seccion 3.3 presentamos el método de Monte Carlo, explicando que tanto la extension de las
reglas de Bird y Dutta-Kar como el calculo del valor de Shapley en los juegos cooperativos recurren a
una aproximacion de Monte Carlo cuando el calculo exacto deja de ser viable. Posteriormente, en la
Seccion 4.1.3 introdujimos el argumento method que permite implementar esta via en el paquete de R.
A continuacién, retomamos esta idea desde un punto de vista practico, usando los conceptos teoéricos
vistos como referencia para interpretar los resultados empiricos de este capitulo.

Cabe senalar que, como vimos en la Secciéon 3.3, aunque ambos estimadores comparten la misma
velocidad de convergencia asintdtica O(nsim_l/ %), el coste por iteracion es distinto en cada caso, ya
que una resolucién de Prim cuesta O(n?) frente a las n evaluaciones de v que exige el valor de Shapley.
Todos estos 6rdenes describen la complejidad algoritmica tedrica de cada procedimiento y no el tiempo
de ejecucion o error real.

5.1. Comparativa de tiempos de ejecucién: exacto vs. Monte
Carlo

En esta secciéon calculamos empiricamente cuanto tarda el método exacto frente a Monte Carlo para
cada uno de los problemas planteados en la Seccion 3.3. En particular, ilustraremos los resultados para
las reglas de Bird y Kar, respectivamente. Ademaés, también veremos a partir de qué tamano de red
es conveniente cambiar de método, qué ocurre para el método Monte Carlo cuando empleamos redes
que el método exacto no puede abordar y, finalmente, una comparativa con el paquete cooptrees de
Fontenla (2014a) mencionado en la introducciéon del Capitulo 4. Todos los tiempos han sido medidos en
la misma méaquina con nsim = 10000 fijo en todas las llamadas a method = ‘‘montecarlo’’ y usando
matrices generadas forzando empates, de manera que la regla de Bird tenga que recurrir a la regla
extendida.

Regla de Bird: coste factorial frente a Monte Carlo

La Tabla 5.1 recoge los tiempos obtenidos con mcstBird para n =6,7,...,10 bajo ambos métodos.

85
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n  Permutaciones (n!) Exacto (s) Monte Carlo (s)
6 720 1.36 12.35
7 5040 6.52 12.69
8 40320 60.97 13.37
9 362 880 505.31 14.09
10 3628800 5593.33 16.22
Tabla 5.1: Tiempos ejecucion de mcstBird segun el método paran =6,7,...,10.

La Figura 5.1 refleja graficamente estos resultados. Dado que el método exacto crece de forma factorial,
usaremos la escala logaritmica en el eje vertical para facilitar su correcta visualizacién y comparacion,
sin que los valores més bajos queden comprimidos.

5000
]

—e— Exacto (n!)
—a— Monte Carlo (nsim =10 000)
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|
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n
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Figura 5.1: Tiempo de ejecucion (escala logaritmica) del método exacto frente a Monte Carlo para la
regla de Bird y n =6,7,...,10.

La curva del método exacto en la Figura 5.1 es practicamente una recta en escala logaritmica y crece
de forma explosiva con cada agente que anadimos al problema. Por su parte, la curva de Monte Carlo
se mantiene practicamente plana con independencia de n. Fijémonos que el cruce entre ambas curvas
se produce entre n = 7 y n = 8. Con 7 agentes el método exacto (6.52 s) todavia es mas rapido que
Monte Carlo (12.69 s), pero con 8 la situacion se invierte (60.97 s frente a 13.37 s).

Centrémonos ahora en el resultado obtenido para n = 10. El método exacto tardé un total de 5593.33
segundos (méas de una hora y media) frente a los 16.22 segundos que tardé Monte Carlo, lo que implica
que este ultimo fue aproximadamente 345 veces méas rapido. Ademas, para el método exacto, el tiempo
requerido para pasar de n =9 a n = 10 fue 11.07 veces superior, muy cercano al factor que se predice
teoricamente en base a lo visto en la Seccion 3.3 sobre el coste computacional para la regla extendida:
(10! - 10%)/(9! - 92) = 12.35.

Cabe destacar que para los casos n = 6 y n = 7 el nimero de permutaciones posibles es menor
que el nimero de simulaciones fijado, por lo que carece de sentido muestrear con reemplazamiento
cuando se puede recorrer simplemente el conjunto completo de permutaciones. En estos casos, la propia
funcién lanza un aviso (‘Warning: n! <= nsim. Consider using method = ‘exact’ for maximum
efficiency’’) recomendando el uso del método exacto. Este hecho se confirma en vista de los resultados
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de la Tabla 5.1 y la Figura 5.1, en las que se ve que para ambos casos el método exacto resulta mas
rapido que la propia aproximacion Monte Carlo.

Regla de Kar: coste exponencial frente a Monte Carlo

Para este caso, hemos ampliado el rango de n hasta 20, ya que el crecimiento en 2™ — 1 coaliciones es
exponencial, lo que nos permite validar tamanos de red superiores a los que el método exacto de Bird
era capaz de abordar. La Tabla 5.2 recoge los tiempos obtenidos con mcstKar para n = 12,14, ...,20.

n  Coaliciones (2" —1) Exacto (s) Monte Carlo (s)

12 4095 4.56 23.36
14 16 383 19.37 29.29
16 65535 88.68 41.32
18 262143 409.27 43.71
20 1048575 1890.44 54.47
Tabla 5.2: Tiempos de ejecucion de mcstKar segin el método para n = 12,14, ..., 20.

La Figura 5.2 permite visualizar los resultados anteriores. De nuevo, usaremos la escala logaritmica
para el eje vertical.
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Figura 5.2: Tiempo de ejecucion (escala logaritmica) del método exacto frente a Monte Carlo para la
regla de Kar y n =12,14...,20.

En la Figura 5.2 se aprecia que el cruce entre ambos métodos se produce entre n = 14 y n = 16. Con
14 agentes el método exacto (19.37 s) sigue siendo mas rapido que Monte Carlo (29.29 s), pero con 16
el exacto ya necesita 88.68 s frente a los 41.32 s de la aproximacion.

De nuevo, para n = 12 y n = 14 (donde 2™ — 1 es menor que nsim - n), la funcién devuelve un aviso
recomendando el método exacto, algo que se confirma en base a los resultados empiricos. Sin embargo,
fijémonos que para n = 16 el ntimero de evaluaciones del método exacto serfa 2'6 —1 = 65 535, mientras
que Monte Carlo realizaria nsim - n = 160 000 evaluaciones (méas del doble) y aun asi Monte Carlo
resulta mas rapido en la practica (41.32 s frente a 88.68 s). Esto confirma lo sefialado sobre que el
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tiempo real no depende tnicamente del nimero de evaluaciones, sino también del coste de cada una,
que no tiene por qué ser el mismo en ambos casos. Por su parte, para n = 20 el método exacto tarda
1890.44 segundos (méas de media hora) frente a los 54.47 segundos de Monte Carlo, aproximadamente
34.7 veces més rapido.

Ademas, si comparamos el punto de corte para la regla de Kar, situado entre n = 14 y n = 16, con
el de la regla de Bird, entre n = 7 y n = 8, se confirma lo que comentamos en un inicio sobre que el
método exacto para el calculo del valor de Shapley puede abordar con mayor facilidad tamanos de red
muy superiores debido a que 2™ — 1 crece mucho mas despacio que n!.

Escalabilidad de Monte Carlo en redes grandes

Como hemos podido comprobar, el método exacto deja de ser una alternativa razonable a partir de
cierto tamafio en ambas familias de funciones. En este apartado se analiza el comportamiento de Monte
Carlo para redes de hasta 50 agentes. La Tabla 5.3 y la Figura 5.3 recogen los resultados.

n  Bird MC (s) Kar MC (s)

10 15.60 16.50
20 28.11 57.31
30 41.55 130.53
40 57.86 240.09
50 76.95 373.40

Tabla 5.3: Tiempos de ejecucion de Monte Carlo (nsim = 10000) para las reglas de Bird y Kar en
redes de hasta n = 50 agentes.
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Figura 5.3: Escalabilidad de Monte Carlo (nsim = 10000) para las reglas de Bird y Kar en redes de
hasta n = 50 agentes.

Ambas curvas crecen de forma mucho mas suave que sus versiones exactas. En el caso de Bird se
puede apreciar una tendencia lineal, mientras que para Kar la curva es més pronunciada pero su
comportamiento esta lejos de ser exponencial. Esto es asi porque para la regla de Kar cada permutaciéon
muestreada requiere evaluar n subproblemas distintos, frente a una tnica resoluciéon del algoritmo de
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Prim para la regla de Bird. Aun asi, cabe destacar que en ambos casos se consigue resolver una red de
50 agentes en menos de siete minutos, lo cual es un resultado muy satisfactorio.

Comparacién con el paquete cooptrees

Por ultimo, hemos querido comparar los tiempos de ejecuciéon de la funcién mestBird con la funcion
equivalente del paquete cooptrees (Fontenla 2014a), distinguiendo dos escenarios: uno sin empates,
donde ambos paquetes calculan exactamente el mismo arbol tinico y otro con empates, donde solo
mcstprules (Souto Véazquez 2026) calcula la regla extendida. La Tabla 5.4 muestra los resultados de
esta comparacion:

Escenario mcstprules (s) cooptrees (s)
Sin empates (n = 8, arbol tnico) 0.002 0.007
Con empates (n = 6) 1.363 0.001
Con empates (n =17) 6.521 0.001
Con empates (n = 8) 60.972 0.001

Tabla 5.4: Comparativa de tiempos entre mcstprules y cooptrees.

El resultado del escenario sin empates es un sorpresa favorable, pues mcstprules resulta mas rapido
que cooptrees (0.002 s frente a 0.007 s). Como vemos, el hecho de ofrecer méas funcionalidades, como el
calculo de arcs, percentage o perms entre otros, no implica necesariamente un coste en el rendimiento.

En el escenario con empates, el tiempo de cooptrees se mantiene constante en torno a 0.001 s inde-
pendientemente de n, porque su funcion se limita a resolver Prim una unica vez deshaciendo cualquier
empate de forma arbitraria, sin considerar el resto de arboles 6ptimos alternativos. Por su parte,
mcstprules invierte més tiempo, ya que trata de detectar todos los empates y promediar sobre las n!
permutaciones, siguiendo la definicion exacta de la regla extendida.

Por tanto, este aumento en el tiempo de ejecucion por parte de mcstprules no implica que cooptrees
sea mas eficiente, sino que esté resolviendo un problema distinto méas simple.

5.2. Precision de la aproximaciéon Monte Carlo

Un vez comprobado que el método Monte Carlo resulta mucho mas rapido que el método exacto a
partir de un cierto tamaifio de red, nos interesa analizar si los resultados que ofrece son verdaderamente
fiables con respecto al valor exacto y como se reduce el error de aproximacion a medida que aumentamos
el nimero de permutaciones muestreadas. En esta seccion, calcularemos empiricamente esos aspectos
y los contrastaremos con la velocidad de convergencia O(nsim~'/?) establecida teéricamente en la
Seccioén 3.3.

En particular, anadlogamente a la Seccion 5.1, ilustraremos los resultados para las reglas de Bird (ex-
tendida) y Kar con n = 10 y n = 20, respectivamente. Usaremos como referencia el resultado exacto y
calcularemos el error absoluto méaximo de los repartos obtenidos para nueve niveles de nsim entre 100
y 50000, promediando en cada uno 30 réplicas independientes del problema.

Cabe destacar que los resultados se representarédn en escala log-log con el fin de comparar la tasa de
convergencia tedrica con la empirica. La explicacion es que dado que RMSE(nsim) = O(nsim~/?)
por la Proposicion 3.3.1, se puede escribir de forma equivalente que

RMSE(nsim) ~ c - nsim~ /2, para alguna constante ¢ > 0.
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Aplicando logaritmos a ambos lados se obtiene una ecuacion de la forma Y =~ a + bX:
; 1 ,
log (RMSE(nsim)) ~ log(c) — 3 log(nsim),

es decir, una relacion lineal entre Y = log(RMSE) y X = log(nsim) con pendiente b = —1/2. Pa-
ra estimar esa pendiente empiricamente basta con ajustar una regresion lineal simple entre X e Y
empleando la funcién 1m de R, que devuelve directamente la estimacion b. Si la teoria es correcta, b
deberia ser proximo a —0.5 con independencia del valor de la constante ¢ que no afecta a la pendiente
de la relacion.

Convergencia del error para la regla de Bird

La Tabla 5.5 recoge los resultados completos obtenidos para la regla de Bird en un problema con
n = 10 agentes.

nsim Error max. medio Error medio global Desv. tipica Tiempo medio (s)

100 4.550 1.440 1.482 0.20
250 2.679 0.930 0.794 0.68
500 1.848 0.629 0.664 1.24
1000 1.139 0.419 0.415 2.27
2500 0.851 0.325 0.258 5.72
5000 0.601 0.218 0.207 11.78
10000 0.395 0.150 0.109 15.66
25000 0.247 0.092 0.085 39.02
50000 0.183 0.064 0.046 78.07

Tabla 5.5: Error de Monte Carlo frente al valor exacto para la regla de Bird con n = 10 y 30 réplicas
por cada nivel de nsim.

En vista de los resultados de la tabla, es posible analizar el equilibrio entre precisiéon y tiempo de
ejecucion. Fijémonos que para pasar de nsim = 10000 (el valor por defecto del paquete) a nsim =
50 000 se multiplica el tiempo de computo por 5 (de 15.66 s a 78.07 s), pero solo se reduce el error
maximo medio de 0.395 a 0.183, que es menos de la mitad. A pesar de esto, el tiempo de ejecuciéon para
nsim = 50 000 no supera el minuto y medio y resulta en una aproximaciéon maés fiable, por lo que, quizéa
en este caso, si merezca la pena usar un ntumero grande de simulaciones. Aun y todo, dependiendo
de la situacion y del objetivo del usuario, la opcion por defecto nsim = 10 000 podria resultar una
eleccion razonable si lo que nos interesa es mantener una buena relacién entre tiempo y precision.

La Figura 5.4 muestra la gréafica asociada a los resultados de la tabla anterior:
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Figura 5.4: Convergencia de Monte Carlo para la regla de Bird (n = 10): error absoluto maximo medio
frente a nsim (escala log-log), con las barras de desviacion tipica y la recta teorica de referencia con
pendiente b = —1/2.

En el grafico se puede apreciar que el error decrece de forma mono6tona y suave y que la desviacion
tipica también disminuye a medida que aumentamos el nimero de simulaciones. Ajustando la regresion
log-log descrita anteriormente sobre estos puntos, se obtiene una pendiente empirica de b= —0.513,
practicamente igual al —0.5 que predice la teorfa.

Las barras de la Figura 5.4 representan la desviacion tipica del error maximo observado entre las 30
réplicas independientes ejecutadas para cada nivel de nsim. Cabe destacar que en el grafico parecen
intervalos asimétricos debido a que la representacion esta en escala logaritmica, pero en realidad no lo
son.

Convergencia del error para la regla de Kar

La Tabla 5.6 repite el mismo analisis para la regla de Kar en un problema con n = 20 agentes.

nsim  Error max. medio Error medio global Desv. tipica Tiempo medio (s)

100 3.983 1.372 1.222 0.60
250 2.291 0.821 0.671 1.68
500 1.739 0.628 0.441 291
1000 1.133 0.422 0.238 5.81
2500 0.802 0.276 0.228 14.79
5000 0.503 0.186 0.104 29.13
10000 0.336 0.128 0.069 58.76
25000 0.226 0.081 0.051 144.88
50000 0.161 0.059 0.049 292.84

Tabla 5.6: Error de Monte Carlo frente al valor exacto para la regla de Kar con n = 20 (30 réplicas
por cada nivel de nsim).

Comparando los tiempos de la Tabla 5.6 con los de la Tabla 5.5 para el mismo nsim se puede apreciar
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que cada simulacion de Kar cuesta méas que una de Bird (292.84 s frente a 78.07 s para nsim = 50 000),
confirmando también aqui lo ya observado en la Seccion 5.1.

En la Figura 5.5 se muestran los resultados gréaficamente:
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Figura 5.5: Convergencia de Monte Carlo para la regla de Kar (n = 20): error absoluto maximo medio
frente a nsim (escala log-log), con las barras de desviacion tipica y la recta tedrica de referencia con
pendiente b = —1/2.

La pendiente empirica en este caso es b = —0.516, de nuevo practicamente igual al valor tedrico
b = —0.5. Esto confirma que el cambio de objeto promediado para el método Monte Carlo no afecta a
la validez de las propiedades expuestas en la Proposicion 3.3.1.

Al igual que ocurria con Bird, los intervalos representados en la Figura 5.5 son simétricos, pero se ven
alterados por la escala de la representacion.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se ha hecho una revision bibliografica de los conceptos y reglas de reparto existentes
para problemas de arboles de minimo coste y se ha construido el paquete de R mcstprules, que retine
en una sola herramienta las dos grandes formas de repartir el coste que hemos tratado a lo largo de
esta memoria: la via algoritmica mediante Prim, Kruskal, Boriivka o la descomposicién en conos y la
via basada en juegos cooperativos mediante el calculo de la funcién caracteristica y la aplicaciéon de
conceptos de solucion.

La creacién de este nuevo paquete en R nos ha permitido verificar en la practica propiedades y re-
sultados vistos en la teoria, tales como la equivalencia entre algunas reglas que fueron implementadas
de forma independiente, y comprobar que efectivamente se trata de una herramienta robusta que es
capaz de detectar correctamente las limitaciones de ciertos conceptos tedricos y devolver un resultado
coherente. Ademas, resultan especialmente interesantes los resultados del Capitulo 5, que muestran
como el método Monte Carlo propuesto permite solventar en gran medida los problemas de computo
que surgian para problemas con un gran nimero de agentes al intentar calcular el resultado exacto,
garantizando la validez de la aproximacion.

Con todo esto, cabe destacar la enorme cantidad de pruebas por las que ha pasado este paquete
hasta considerarse algo so6lido. No solo debe comprobarse que las funciones producen el resultado
final esperado, sino que internamente siguen la légica correcta. Ademaés, algunas pruebas permitieron
detectar cuellos de botella computacionales, que obligaron a modificar ciertas funciones para hacer
viable su uso. En conjunto, el paquete cumple el objetivo de ser una herramienta completa, ampliable
y con un coste computacional razonable para estudiar este tipo de problemas, pero eso no significa que
no admita mejoras que puedan valorarse para una préxima version.

Para finalizar la memoria, se presentan algunas posibles lineas de trabajo futuro derivadas de los
resultados obtenidos. La primera consistiria en optimizar en R el calculo de la funcién mcstBird,
que calcula la regla de Bird. Recordemos que esta funcion resuelve los empates evaluando de manera
explicita las n! permutaciones m € Ily. Esto supone un cuello de botella computacional que crece a
medida que lo hace el nimero de agentes n. Para solventarlo, se crea la alternativa de Monte Carlo
que muestrea dichas permutaciones y devuelve una aproximacion valida y precisa de la solucién.

Sin embargo, si analizamos con detenimiento la mayoria de problemas de este tipo, nos daremos cuenta
que en el calculo exacto de la regla extendida muchas de las permutaciones convergen exactamente al
mismo arbol de coste minimo y, por tanto, al mismo reparto. Para entender mejor a qué nos estamos
refiriendo, consideremos el problema empleado a lo largo de la memoria dado por el Ejemplo 2.1.1. Tal
y como ilustramos en el Ejemplo 1, en la etapa 1 del algoritmo de Prim se produce un empate entre dos
de los arcos que conectan con la fuente, cgo = cp3 = 6. Como consecuencia, la regla de Bird recurria
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a su version extendida para manejar la presencia de dichos empates. Una primera via de mejora, no
explorada en este trabajo, consistiria en paralelizar en R el calculo de estas permutaciones, dado que
cada una se resuelve de forma independiente del resto. No obstante, la Tabla 3.1 mostraba que habia
unicamente dos repartos diferentes para las 3! = 6 permutaciones totales.

Fijémonos que, en lugar de evaluar exhaustivamente todas las permutaciones, se podria construir un
arbol de decision donde cada bifurcaciéon o corte viniera dado por la forma en la que se deshace un
determinado empate en la red, lo que permitiria reconstruir el reparto extendido a través de los repartos
calculados en sus nodos terminales y del peso de cada rama, tal y como se muestra en la Figura 6.1.

Inicio
50 = {0} | ¢* =190

!

Empate Etapa 1
minge N cop = co2 = co3 = 6

Para todo 7w con 2 < 3 Para todo m con 3 < 2
Etapa 1 Etapa 1
st ={0,2} | ¢' = {(0,2)} st ={0,3} | g' = {(0,3)}
BT (No,C) = co2 = 6 BZ(No,C) = co3 = 6
. l J . l J
( R ( R
Etapa 2 Etapa 2
52 ={0,2,3} | g = {(0,2),(2,3)} 5% ={0,2,3} | g = {(0,3),(2,3)}
Bf(No,C) = c23 = 3 B3 (No,C) = c23 = 3
. l J . l J
( R ( R
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B™(No,C) = (3,6,3) B™(No,C) = (3,3,6)
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Figura 6.1: Arbol de decision con dos ramas terminales obtenido para la regla de Bird al deshacer el
empate entre los agentes 2 y 3 en la Etapa 1 del algoritmo de Prim. En azul, los pagos B (Ny,C').

La ventaja de este enfoque es que los pesos de las ramas se pueden determinar de manera analitica
mediante combinatoria, sin necesidad de ejecutar las permutaciones. Por ejemplo, la condicién para
llegar al reparto (3,6, 3) de la primera rama del arbol en la Figura 6.1 es que m cumpla que 2 < 3, es
decir, que ese reparto se obtiene para todas las ordenaciones en las que el agente 2 va antes que el 3.
Mateméaticamente, eso es exactamente la mitad de las permutaciones totales, es decir, 3!/2 = 3, que
es justo la cantidad de veces que se repite el reparto (3,6,3) en la Tabla 3.1.

Existe la posibilidad de que para un cierto arbol haya ramas distintas que converjan al mismo reparto,
pero aunque esto fuera asi el ahorro computacional seguiria siendo notable comparado con n!.

Es importante destacar que esta idea de ramificacién no se podria trasladar directamente a la regla
de Dutta-Kar. Para esta regla, las mismas seis permutaciones se distribuyen de manera asimétrica (2
para un reparto y 4 para otro), tal y como mostramos en la Tabla 3.2, por lo que el razonamiento
expuesto en la Figura 6.1 no tendria sentido aqui.

Cabe destacar que esta idea que acabamos de exponer es tnicamente una propuesta inicial que no
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deberia intepretarse como algo establecido, sino como algo que requiere una futura investigacién para
valorar su viabilidad. Por otro lado, se podrian plantear mejoras analiticas y de visualizaciéon. Actual-
mente, la funciéon mcstCorePlot restringe la representacion geométrica del nicleo a problemas con
un maximo de cuatro agentes debido a que no somos capaces de visualizar estructuras en mas de
tres dimensiones. Por tanto, una practica interesante podria ser explorar técnicas de reducciéon de la
dimensionalidad para extender la representacion a dimensiones superiores.

Finalmente, una ultima propuesta sugeriria la revision permanente del cdédigo fuente para su optimi-
zacion general de cara a futuras versiones del paquete, ya sea para mejorar la gestion de la memoria o
para reescribir alguna rutina algoritmica mejorable desde el punto de vista computacional.
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Apéndice A
Manual del paquete mcstprules

En este apéndice se incluye el manual de referencia completo correspondiente al paquete mcstprules.
En él se documenta en detalle cada una de las funciones implementadas, especificando sus argumentos
y valores devueltos, y se presenta un ejemplo ilustrativo de su uso practico.
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mcstBird Bird’s Rule for MCSTP

Description

This function computes Bird’s cost allocation (Bird, 1976) for a minimum cost spanning tree prob-

lem (Ng, C'). The Bird rule, denoted as B(Ny, C), assigns to each agent the cost of the arc that
connects them to the source during the construction of a minimum cost spanning tree using Prim’s

algorithm.
Usage
mcstBird(
C ’
draw = FALSE,
which.plot = c("main", "details"),
titles = TRUE,
method = c("exact”, "montecarlo”),
nsim = 10000
)
Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red, indicat-
ing the stage at which each arc is added (in brackets) and the cost allocated to
each agent (in parentheses below the node). For n < 3 with ties and method =
"exact”, it also displays all possible trees.
which.plot character string indicating which plots to display (only for n < 3 with ties and

method = "exact"). If "details”, displays the detailed breakdown of all trees
and allocations according to the agents’ entry orders; if "main”, the average
allocation is plotted. Default is c("main”, "details").
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titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the allocation rule and a
subtitle with the algorithm, method (exact or Monte Carlo), and the total network
cost.

method character string specifying the calculation method when ties occur. If "exact”

(default), computes all n! permutations; if "montecarlo”, estimates the average
allocation through random sampling using nsim permutations (recommended
for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.

Details

For a given tree g" constructed following Prim’s algorithm, the allocation for each agent ¢ € N is
given by:

B;(No, C) = ¢,

where 49 is the node to which agent i is first connected in the process of building the network.

When the minimum cost spanning tree is not unique, the rule is extended by averaging the alloca-
tions over all possible permutations m € Il (method = "exact"):

1
B(No,C) = > BT(Ny,C),
SN

where B™ (N, C) is the allocation obtained by applying Prim’s algorithm to (Ny, C') and solving
indifferences by selecting the first agent given by the permutation 7, as proposed by Dutta and Kar
(2004).

Alternatively, method = "montecarlo” estimates the average allocation through random sampling
using ngim permutations. This is highly useful when the number of agents is large, as it significantly
reduces computation time while providing a very accurate approximation:

1 Tlsim

B(NOaC)%nl BWk(NmC)a

k=1

where 7, represents each of the randomly sampled permutations. For networks with few agents,
the exact method is preferred to avoid potential overestimations.

Value
A list containing:

* bird: the Bird’s allocation vector B(NNy, C') for the natural ordering.

* e_bird: the extended Bird’s allocation (average over permutations if ties exist; equal to bird
otherwise).

¢ arcs: if the MCST is unique, a data frame of edges (¢, 7) in the tree and the stage at which
they were added; if ties exist, a list of such data frames, one per distinct optimal tree.

* total: the total cost of the MCST, m(Ny, C).
* percentage: the share of the total cost allocated to each agent, based on e_bird.

* ranking: a ranking of agents by cost in e_bird (from highest to lowest; ties marked with *).
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* perms: if ties exist, a list with $table (allocations for at most the first 6 permutations com-
puted, regardless of n), $summary (distinct allocations with their multiplicity, sorted in de-
creasing order) and $nperms (total number of permutations computed); NULL if the MCST is
unique.

* is_unique: logical; if TRUE, the MCST is unique.

* method: the method applied for computing the extended rule ("exact” or "montecarlo”).

Supported formats for C
Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from” and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1ls file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Bird C (1976) On cost allocation for a spanning tree: a game theoretic approach. Networks
6(4):335-350.

Dutta B, Kar A (2004) Cost monotonicity, consistency and minimum cost spanning tree games.
Games Econom Behav 48(2):223-248.

See Also

mcstDuttaKar for other rule based on Prim’s algorithm.

mcstGameIrred for a cooperative game whose Shapley value coincides with Bird’s solution when
applied to the irreducible matrix C'.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstBird(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)

C_inf <- c¢(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,
Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)

mcstBird(C_inf)

# Matrix input with ties
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C_mat <- matrix(c(@, 12, 15, 12,
12, 0, 4, 6,
15, 4, o, 8,
12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstBird(C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main”, titles = FALSE)

mcstBoruvka Boruvka’s Rule for MCSTP

Description

This function computes Boruvka’s cost allocation (Bergantifios and Vidal- Puga, 2011) for a min-
imum cost spanning tree problem (N, C). Boruvka’s rule, denoted as 5™ (Ng, C'), is defined
through Boruvka’s algorithm.

Usage
mcstBoruvka(C, draw = FALSE, titles = TRUE)

Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red, indicating
the stage at which each arc is added (in brackets) and the cost allocated to each
agent (in parentheses below the node).
titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the allocation rule and a
subtitle with the algorithm used and the total network cost.
Details

The Boruvka allocation divides the cost of the optimal tree through a step-by-step process over
v stages. At each stage s, agents pay the maximum possible proportion p® of the cheapest arc
associated with their connected component.

Let A® be the set of non-completely paid arcs, o;; the proportion of the cost of arc (i,7) already
paid, and IV} the set of agents paying for arc (¢,7) in stage s. The proportion p® is given by:
S : 1- ijil . s—1 s
p° = min |]V7§ : (Z,]) GA s ]\vfl‘7 #@ .
i

Let a; be the arc partially paid by agent 7 in stage s. The cost paid by agent ¢ in this stage is:
f; = ps Cas-

The process finishes in 7 stages when the tree is completely paid, i.e., ZZ:1 p® = 1. The Boruvka
allocation for each agent i € N is given by:

.
BT (No,C) =Y f7.
s=1
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Value

A list containing:

* boruvka: the Boruvka’s allocation vector 5™ (N, C').

* arcs: a data frame of edges (4, ) in the final tree and the stage at which they were added.
* total: the total cost of the MCST, m(Ny, C).

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.

* ranking: aranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).

* is_unique: logical; if TRUE, the MCST is unique.

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, j] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from" and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1ls file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

Boruvka’s allocation is uniquely determined even when the minimum cost spanning tree is not
unique. Since the rule depends on the evolution of the connected components rather than the specific
arcs selected, any tie-breaking selection in Boruvka’s algorithm yields the same cost distribution.

Furthermore, as demonstrated by Bergantifios and Vidal-Puga (2011), for any order 7 used in the
algorithm, Boruvka’s allocation is equivalent to the mcstFolk.

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2011) The folk solution and Boruvka’s algorithm in minimum cost
spanning tree problems. Discrete Appl Math 159(12):1279-1283

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100
See Also

mcstFolk for an equivalent rule based on Kruskal’s algorithm.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.
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Examples

# Simple vector input
mcstBoruvka(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)
C_inf <- c¢(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,

Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)
mcstBoruvka(C_inf)

# Matrix input
C_mat <- matrix(c(@, 12, 15, 12,

12, o, 4, 6,

15, 4, o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstBoruvka(C_mat, draw = TRUE, titles = FALSE)

mcstCompare Compare Allocation Rules for MCST

Description

This function computes and compares the cost allocations for a minimum cost spanning tree (MCST)
problem using four standard rules: Bird, Dutta-Kar, folk, and Kar.

Usage

mcstCompare(C)

## S3 method for class 'mcstp_compare'’

plot(x, titles = TRUE, ...)
Arguments
C a cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" in mcstBird).
X the output from mcstCompare.
titles logical; if TRUE (default), adds informative main titles and axis labels to the plot.

additional graphical parameters passed to barplot.

Value

A data frame containing the allocations for each agent under the Bird, Dutta-Kar, folk, and Kar
rules.

See Also

mcstBird, mestDuttaKar, mcstFolk, mcstKar for the rule definitions.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.
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Examples

# Matrix input
C_mat <- matrix(c(o, 10, 15, 20,
10, o, 25, 12,
15, 25, o, 8,
20, 12, , ©), byrow = TRUE, ncol = 4)

(o]

# Compare all rules
comparison <- mcstCompare(C_mat)
comparison

# Plot the comparison
plot(comparison)

mcstCone Cone-wise Decomposition Rules for MCSTP

Description

This function computes cost allocations for minimum cost spanning tree problems (Ny, C') using
the cone-wise decomposition introduced by Norde et al. (2004). This technique allows extending
rules defined for elementary MCSTPs to any MCSTP.

Usage

mcstCone(
C,
rule = c("folk”, "owshapley”, "bogomolnaia"),
weights = NULL,

lambda = 1
)
Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
rule a character string indicating the rule R to be applied to the elementary MCSTPs.
One of "folk" (default), "owshapley”, or "bogomolnaia”.
weights a numeric vector of strictly positive weights for each agent in N. The length of
the vector must match the number of agents; only if rule = "owshapley"”.
lambda anon-negative numeric parameter (1 by default); only if rule = "bogomolnaia”.
Details

Any MCSTP can be written as a nonnegative combination of elementary MCST C' = Z;":(f) 401,
where the costs of the arcs in C? are 0 or 1. A rule R is extended as:

m(C)
R(No,C) = > aR(No,C).

g=1
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Let g9 be the network at stage ¢ € {1,...,m(C)}, and S} := S(P(g9),1) the connected com-
ponent containing agent ¢ in the graph induced by zero-cost arcs. For each elementary problem
(Ng, C?), the agents in a component .S not containing the source (0) divide the cost of connecting
to the source according to the chosen rule:

e Folk rule ("folk"):

1
— if0 ¢ SY
F(vg,on = { Js7] O
0 otherwise.
* Optimistic weighted Shapley rule ("owshapley”):
Y ifo¢ S
£ (No, €)= { Djes Wi
0 otherwise.
* Bogomolnaia and Moulin family ("bogomolnaia”):
For A € [0, +00),
&
—_ if0¢ S?
R)‘(N(), Cq) _ E]’ES;‘ \9j 1 ¢ i
0 otherwise,

where d; denotes the number of non-null arcs in C? containing agent 4.
For A = +o0,
RN(N, €)= argmax;cgs 0; if0 ¢ Sf
’ 0 otherwise,

i.e., agents attaining the maximum value of §; share the cost equally.

Value
A list containing:

* allocation: the cost allocation vector R(Ny, C) for the chosen rule R.

* rule: the rule R applied for the allocation.

* total: the total cost of the MCST, m(Ny, C).

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.

* ranking: aranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).

* decomposition: a data frame containing the details of the cone-wise decomposition, includ-
ing the cost threshold, the weight of each layer and the elementary allocation for each agent.

weights: the weight vector used for the allocation; only if rule = "owshapley"”.

* lambda: the lambda value used for the allocation; only if rule = "bogomolnaia”.

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).
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Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from” and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1lsx, or .x1ls file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

This function focuses on the analytical and numerical decomposition of the cost allocation. For
graphical representations, use the direct rule functions (e.g., mcstFolk).

The allocation for rule = "folk" is also obtained when all weights are equal in rule = "owshapley”,
or when A = 1in rule = "bogomolnaia”.

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Norde H, Moretti S, Tijs S (2004) Minimum cost spanning tree games and population monotonic
allocation schemes. Eur J Oper Res 154(1):84-97

See Also

mcstFolk, mcstOWShapley for direct implementations of these rules.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples
C <- c(12, 15, 20, 4, 6, 8)

# Folk rule
mcstCone(C, rule = "folk")

# Optimistic weighted Shapley rule
mcstCone(C, rule = "owshapley”, weights = c(2, 1, 1))

# Bogomolnaia and Moulin family
mcstCone(C, rule = "bogomolnaia”, lambda = 2)
mcstCone(C, rule = "bogomolnaia”, lambda = Inf)

mcstCoreCheck Core Stability Check for Cost Allocations

Description

This function evaluates whether a given cost allocation belongs to the core of a cooperative game.
It checks for both efficiency and coalitional rationality, identifying any blocking coalitions if the
allocation is unstable.
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Usage

mcstCoreCheck(game = NULL, allocation = NULL, v = NULL, tol = 1e-07)

## S3 method for class 'mcstp_core'’

plot(x, col = "firebrick”, titles = TRUE, ...)
Arguments
game list; an object containing a cooperative game computed with method = "exact”
(e.g., from mcstGamePrivate). Default is NULL.
allocation numeric vector; a proposed cost allocation for each agent. Required if game is
NULL.
v numeric vector; the characteristic function values v(.S) for all 2" — 1 coalitions,

ordered by cardinality. Required if game is NULL.

tol numeric; tolerance for floating-point comparisons to avoid precision issues. De-
faultis 1e-7.

X the output from mcstCoreCheck.
col character string specifying the color for the excess bars. Defaultis "firebrick”.
titles logical; if TRUE (default), adds a main title and a y-axis label to the plot.

additional graphical parameters passed to barplot.

Details

An allocation » € R belongs to the core of a cooperative game (N, v) if it satisfies two funda-
mental conditions:

1. Efficiency: the total cost is completely allocated among the agents, i.e.,

Zmi = u(N).

iEN
2. Coalitional rationality: no coalition pays more than its stand-alone cost, i.e.,
Z.’ci <wv(S) VSCN.
i€s

If the coalitional rationality condition is violated for any coalition .S, S is considered a blocking
coalition, as its members would have an incentive to leave the grand coalition and form their own
sub-network. The excess x(.S) — v(S) quantifies the magnitude of this violation.

The function can be executed in two ways: by passing a complete game object (which must have
been computed with method = "exact"), or by manually providing the proposed allocation vec-
tor and the characteristic function v.

The plot method visualizes the excess of the blocking coalitions (if any) using a bar chart.

Value

A list containing:

* in_core: logical; if TRUE, the allocation is stable (belongs to the core).

e is_efficient: logical; if TRUE, the sum of the allocation equals the total cost.
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* is_rational: logical; if TRUE, no blocking coalitions exist.

* blocking_coals: a data frame detailing the blocking coalitions S, their allocated cost z(S),
their value v(.S), and the excess. Empty if the allocation is rational.

* n: the number of agents.
e sum_x: the sum of the allocated costs.

* total: the total cost of the game v(IV).

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

See Also

mcstGamePrivate, mcstGamelrred for computing cooperative games that can be passed to this
function.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Example 1: Using manual vectors

vvals <- c(10, 12, 15, 20, 22, 25, 30) # 3 agents: v(1), v(2), v(3), v(12),
# Stable check

allocl <- c(8, 10, 12)

checkl <- mcstCoreCheck(allocation = allocl, v = vvals); checkl

# Unstable check

alloc2 <- c(15, 10, 5)

check2 <- mcstCoreCheck(allocation = alloc2, v = vvals); check2
plot(check?2)

# Example 2: Using a game object

C <- matrix(c(@, 12, 15, 12, @, 4, 15, 4, @), byrow = TRUE, ncol = 3)
# Check if the Shapley value of the private game is in the core
mcstCoreCheck(game = mcstGamePrivate(C))

mcstCorePlot Plot the Core Region and Cost Allocations

Description

This function generates a geometric visualization of the core region and the imputation set for
cooperative games with 2, 3, or 4 players. It also allows plotting multiple cost allocation rules
simultaneously to visually check their stability.

Usage

mcstCorePlot(game = NULL, v = NULL, allocations = list(), titles = TRUE)
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Arguments

game list; an object containing a cooperative game (e.g., from mcstGamePrivate). If
provided and allocations is empty, its allocation and solution concept are used
by default. Default is NULL.

v numeric vector; the characteristic function values v(.S) for all 2" — 1 coalitions,
ordered by cardinality. Required if game is NULL.

allocations list; a named list of numeric vectors representing different cost allocations to be
plotted as points. Default is 1ist().
titles logical; if TRUE (default), adds a main title and subtitle/legend information to the
plot.
Details

The geometric representation of the core and the imputation set depends on the number of players
n:

1. n = 2 players: the imputation set is represented as a 1D line segment where x1 + x2 = v(N).
The core is highlighted as a sub-segment within it, delimited by individual rationality.

2. n = 3 players: allocations are projected into 2D barycentric coordinates (simplex). The
imputation set forms a large triangle, and the core is plotted inside as a bounded convex
polygon.

3. n = 4 players: the function switches to an interactive 3D plot using the plotly package. The
imputation set is drawn as a transparent 3D tetrahedron (mesh), and the core is represented as
a solid 3D polytope inside it.

If an allocation lies inside the green core region, it means the allocation is coalitionally stable (no
group of players has incentives to defect).

The function automatically extracts the default allocation if a game object is passed. Alternatively,
a custom named list of allocations can be provided to compare different rules (e.g., Bird, Shapley
value, folk) on the same graph.

Value

For n = 2 or n = 3, the function draws a base R plot. For n = 4, it returns an interactive plotly
object containing the 3D visualization.

See Also

mcstCoreCheck for checking stability numbers and finding blocking coalitions.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Example 1

vvalsl <- c(1e, 12, 15, 20, 22, 25, 30) # 3 players: v(1), v(2), v(3), v(12),
allocs1 <- list(RuleA = c(8, 10, 12), RuleB = c(9, 10, 11), RuleC = c(7, 11, 12))
mcstCorePlot(v = vvalsl, allocations = allocs1)

# Example 2 (interactive 3D plot)
vvals2 <- c(1e, 10, 10, 10, 18, 18, 18, 18, 18,

18, 25, 25, 25, 25, 32) # 4 players: v(1), v(2), v(3), v(4), v(12),
allocs2 <- list(RuleA = c(8, 8, 8, 8), RuleB = c(10, 6, 11, 5))
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mcstCorePlot(v = vvals2, allocations = allocs2)

mcstCorePoints Check Core Emptiness

Description

This function determines whether the core of a cooperative game is empty by solving a Linear
Programming (LP) problem. If the core is non-empty, it returns a feasible stable allocation and
computes all the geometric vertices of the core polytope.

Usage
mcstCorePoints(game = NULL, v = NULL)

## S3 method for class 'mcstp_core_point'

plot(x, titles = TRUE, ...)
Arguments

game list; an object containing a cooperative game computed with method = "exact”
(e.g., from mcstGamePrivate). Default is NULL.

v numeric vector; the characteristic function values v(S) for all 2™ — 1 coalitions,
ordered by cardinality. Required if game is NULL.

X the output from mcstCorePoints.

titles logical; if TRUE (default), adds a main title and subtitle/legend information to the
plot.

additional graphical parameters passed to mcstCorePlot.

Details

The problem of finding a cost allocation = € R¥ in the core is formulated as a Linear Programming
system. The allocation must satisfy two fundamental conditions:

1. Efficiency: the total cost is completely allocated among the agents, i.e.,
Z xz; = v(N).
iEN
2. Coalitional rationality: no coalition pays more than its stand-alone cost, i.e.,
>z <w(S) VSCN.
i€s
The function uses the 1pSolve package to evaluate this system of equations and inequalities. If a
solution exists, the core is non-empty and a feasible allocation is returned.

Furthermore, for games with up to 6 players (n < 6), the function automatically utilizes the rcdd
package to perform vertex enumeration. It converts the system of linear inequalities into the exact
geometric vertices of the core. This is particularly useful for analyzing the bounds of the core
region.

The plot method provides a visualization of the core and the computed feasible point by internally
calling mcstCorePlot. It is supported for games with 2, 3, or 4 players.
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Value

A list containing:

* is_empty: logical; if TRUE, the core is empty (no stable allocation satisfies all conditions).
* core_point: numeric vector; a feasible allocation inside the core. NULL if the core is empty.

* vertices: a matrix where each row represents a geometric vertex of the core polytope. NULL
if the core is empty or n > 6.

¢ n: the number of agents.
* total: the total cost of the game v(NV).

* values: the characteristic function values v(.5).

See Also

mcstCoreCheck for checking the stability of a specific allocation.
mcstCorePlot for general core region visualizations.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Example 1: Non-empty core

vvalsl <- c(1@, 12, 15, 20, 22, 25, 30) # 3 players
cpl <- mcstCorePoints(v = vvalsl); cpl

cpl$vertices

plot(cpl)

# Example 2: Empty core
vvals2 <- c(10, 10, 10, 15, 15, 15, 30)
cp2 <- mcstCorePoints(v = vvals2); cp2

# Example 3: Using a game object
C <- matrix(c(o0, 12, 15, 12, @, 4, 15, 4, @), byrow = TRUE, ncol = 3)
mcstCorePoints(game = mcstGamePrivate(C))

mcstDuttaKar Dutta-Kar’s Rule for MCSTP

Description

This function computes Dutta-Kar’s cost allocation (Dutta and Kar, 2004) for a minimum cost
spanning tree problem (N, C'). The Dutta-Kar rule, denoted as DK (Ny, C), is defined through
Prim’s algorithm with a pivotal switch in the allocation cost at each step to satisfy cost monotonicity.
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Usage
mcstDuttaKar (
C ’
draw = FALSE,

which.plot = c¢("main”, "details"),
titles = TRUE,

method = c("exact”, "montecarlo"),
nsim = 10000
)
Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats

for C" below).

draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red, indicat-
ing the stage at which each arc is added (in brackets) and the cost allocated to
each agent (in parentheses below the node). For n < 3 with ties and method =
"exact"”, it also displays all possible trees.

which.plot character string indicating which plots to display (only for n < 3 with ties and
method = "exact"). If "details”, displays the detailed breakdown of all trees
and allocations according to the agents’ entry orders; if "main”, the average
allocation is plotted. Default is c("main”, "details").

titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the allocation rule and a
subtitle with the algorithm, method (exact or Monte Carlo), and the total network
cost.

method character string specifying the calculation method when ties occur. If "exact”

(default), computes all n! permutations; if "montecarlo”, estimates the average
allocation through random sampling using nsim permutations (recommended
for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.

Details

Following Prim’s algorithm, let z° = 0. At each stage p € {1,...,n}, the algorithm selects the
minimum cost arc (¢, j7) that connects a new agent j? to the already connected set of nodes. We
update the accumulated cost as:

2P = max{2zP !, cipjr }.

For each agent i € N, there exists a stage p(¢) such that i = 4P Dutta-Kar’s allocation for agent
i € N is defined as:

DK;(No,C) = min{z?D~ c;n0i jnii) }.

When the minimum cost spanning tree is not unique, the rule is extended by averaging the alloca-
tions over all possible permutations m € Il (method = "exact"):

1
DK (No,C) = — > DK™ (No,C),

" welln
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where DK™ (Ny, C) is the allocation obtained by applying Prim’s algorithm to (/Ng, C') and solving
indifferences by selecting the first agent given by the permutation 7.

Alternatively, method = "montecarlo” estimates the average allocation through random sampling

using ngi, permutations. This is highly useful when the number of agents is large, as it significantly
reduces computation time while providing a very accurate approximation:

DK™ (Ny,C),
k=1

1

DK (Ny,C) ~

Tsim

where 7y, represents each of the randomly sampled permutations. For networks with few agents,
the exact method is preferred to avoid potential overestimations.

Value

A list containing:

* dk: the Dutta-Kar’s allocation vector DK (Ny, C') for the natural ordering.

* e_dk: the extended Dutta-Kar’s allocation (average over permutations if ties exist; equal to dk
otherwise).

e arcs: if the MCST is unique, a data frame of edges (, 7) in the tree and the stage at which
they were added; if ties exist, a list of such data frames, one per distinct optimal tree.

* total: the total cost of the MCST, m(Ny, C).
* percentage: the share of the total cost allocated to each agent, based on e_dk.
* ranking: aranking of agents by cost in e_dk (from highest to lowest; ties marked with *).

e perms: if ties exist, a list with $table (allocations for at most the first 6 permutations com-
puted, regardless of n), $summary (distinct allocations with their multiplicity, sorted in de-
creasing order) and $nperms (total number of permutations computed); NULL if the MCST is
unique.

e is_unique: logical; if TRUE, the MCST is unique.

* method: the method applied for computing the extended rule ("exact” or "montecarlo”).

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from" and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).
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References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Dutta B, Kar A (2004) Cost monotonicity, consistency and minimum cost spanning tree games.
Games Econom Behav 48(2):223-248

See Also

mcstBird for other rule based on Prim’s algorithm.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstDuttaKar(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)

C_inf <- c(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,
Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)

mcstDuttaKar(C_inf)

# Matrix input with ties
C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,

12, o, 4, 6,

15, 4, o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstDuttaKar(C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main”, titles = FALSE)

mcstFolk Folk Rule for MCSTP

Description

This function computes folk cost allocation (Feltkamp et al., 1994) for a minimum cost spanning
tree problem (No, C'). The folk rule, denoted as F'(Ny, C), also known as the ERO (Equal Re-
maining Obligation) rule, is defined through Kruskal’s algorithm using a function with specific
properties, called the obligation function 0;(S).

Usage
mcstFolk(C, draw = FALSE, titles = TRUE)

Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red, indicating
the stage at which each arc is added (in brackets) and the cost allocated to each
agent (in parentheses below the node).
titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the allocation rule and a

subtitle with the algorithm used and the total network cost.
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Details

Following Kruskal’s algorithm, let g” be the network atstage p € {1,...,n}, and S? := S(P(g?), )
the connected component containing agent . The folk rule is based on the obligation function:

At each stage p, let ¢;»j» be the cost of the arc added to the network. The folk allocation for each
agent i € N is given by:

F;(Ny, C iczpjp (0z (SP~ 1) — oz(S”))

p=1

Value

A list containing:

» folk: the folk allocation vector F'(Ny, C).

* arcs: a data frame of edges (i, j) in the final tree and the stage at which they were added.
* total: the total cost of the MCST, m(Ny, C).

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.

* ranking: a ranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).

* is_unique: logical; if TRUE, the MCST is unique.

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from” and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The folk allocation is uniquely determined even when the minimum cost spanning tree is not unique.
Since the rule depends on the evolution of the connected components rather than the specific arcs
selected, any tie-breaking selection in Kruskal’s algorithm yields the same cost distribution.
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References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Feltkamp V, Tijs S, Muto S (1994) On the irreducible core and the equal remaining obligations rule
of minimum cost spanning extension problems. Technical Report 106, CentER DP 1994, Tilburg
University, The Netherlands

See Also

mcstOWShapley, mcstPWShapley for other rules based on Kruskal’s algorithm.
mcstBoruvka for an equivalent rule based on Boruvka’s algorithm.

mcstCone with rule = "folk" for the equivalent implementation based on cone-wise decomposi-
tion.

mcstGameIrred, mcstGameOpt for cooperative games whose Shapley value coincides with the folk
solution.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstFolk(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)

C_inf <- ¢(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,
Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)

mcstFolk(C_inf)

# Matrix input

C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,
12, o, 4, 6,

15, 4, o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)

mcstFolk(C_mat, draw = TRUE, titles = FALSE)

mcstGameCC Cost Allocations based on the Cycle-complete Game for MCSTP

Description

This function computes the cost allocation for the cycle-complete game (Trudeau, 2012) associated
with a minimum cost spanning tree problem (Ny, C'), using a specified solution concept. The cycle-
complete game, denoted as (N, v¢) (or simply (NN, v)), is defined as the private game associated
with the cycle-complete network (Ng, C*).
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Usage
mcstGameCC(
Cr
sol = c("shapley”, "nucleolus"),
draw = FALSE,

which.plot = c("main", "details"),
titles = TRUE,

method = c("exact”, "montecarlo”),
nsim = 10000
)
Arguments

C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).

sol character; the solution concept to apply. Options are "shapley” (default), or
"nucleolus” (only for method = "exact").

draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red (con-
structed using Prim’s algorithm), indicating the cost allocated to each agent in
brackets below the node. For n < 3 and method = "exact”, it also displays the
optimal network for each subcoalition S C N.

which.plot character string indicating which plots to display. If "details” (only forn < 3
and method = "exact”), displays the optimal network for each subcoalition
S C N; if "main”, the allocation for N is plotted. Default is c(”"main”,
"details”).

titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the cooperative game and
a subtitle with the solution concept, method (exact or Monte Carlo) and the total
network cost.

method character string specifying the calculation method. If "exact” (default), com-
putes the exact allocation (Shapley value or nucleolus) and the full characteris-
tic function; if "montecarlo”, estimates an approximation of the Shapley value
through random sampling using nsim permutations. It uses lazy evaluation to
avoid computing all possible coalitions (recommended for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.

Details

The cycle-complete game (IV, v¢.) is a cooperative game with transferable utility (TU game) defined
for each coalition S C N as:

UE(S) = m(SO> C*)>

where m/(Sy, C*) is the cost of the minimum spanning tree of the subproblem induced by the agents
in S and the source, evaluated over the cycle-complete costs C*. The cycle-complete cost is defined
as the minimum between the direct cost ¢;; and the smallest value of the maximum arc cost over
all cycles containing 7 and j, i.e., ¢j; = min(c;;, minyec(; j) Maxeey c.), where C(i, j) denotes the
set of all cycles that include both ¢ and j.

For computational efficiency, C* is obtained via the irreducible matrices C' of the subgraphs as:
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¢, = max Ef\(\{k} fori,j € N,
T keN\{ij} Y
and
¢h; = max Eé\;\{k} fori € N,
kEN\{i}

where CV\#} is the irreducible cost matrix of the network excluding agent k. If no agents can be
removed, the irreducible cost of the full network is used.

Under method = "exact”, the function builds the full characteristic function (all 2" — 1 values).
Depending on the chosen solution concept, it computes the allocation via shapleyValue (called
cycle-complete solution, which relies on the coalition-based formula) or nucleolus.

For larger networks, method = "montecarlo” provides an approximation of the Shapley value
through random sampling using ng;,, permutations. This approach implements lazy evaluation
based on the permutation formula of the Shapley value: instead of computing the MST cost for
all 2" — 1 possible subsets, it only evaluates the specific subcoalitions generated by the random
permutations.

This is highly useful when the number of agents is large, as it significantly reduces memory usage
and computation time while providing a very accurate approximation of the cycle-complete solution.
For networks with few players, the exact method is preferred to avoid potential overestimations.

For more details on these formulas, see mcstRules.

Value

A list containing:
e coalitions: a character vector representing all possible coalitions S C N, ordered by cardi-
nality. If method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.
e C_cc: the cycle-complete cost matrix C*.

* v_c: a numeric vector containing the characteristic function values v°(S) for all coalitions. If
method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

e contributions: a data frame with the marginal contributions for the sampled permutations.
If method = "exact”, returns a string indicating that this table is not used.

* allocation: a numeric vector containing the computed cost allocation for each agent.
* total: the total cost of the MCST, v¢(N).

* nperms: the number of permutations nsim used in the calculation. If method = "exact"”,
returns a string indicating that it was not computed.

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.
* ranking: ranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).
¢ method: the method used for the calculation ("exact” or "montecarlo”).

 sol: the solution concept used ("shapley” or "nucleolus”).

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:
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Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from" and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The cycle-complete game is concave, which implies that its Shapley value (the cycle-complete
solution) belongs to its core. Moreover, core(N, v¢) C core(N, vP).

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Trudeau C (2012) A new stable and more responsible cost sharing solution for mcst problems.
Games Econom Behav 75(1):402-412

See Also
mcstGamePrivate for the pessimistic game based on the original costs.

mcstGameIrred for the pessimistic game based on the irreducible cost matrix C.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstGameCC(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), sol = "shapley”, draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)

C_inf <- ¢(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,
Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)

mcstGameCC(C_inf, sol = "shapley"”)

# Matrix input

C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,
12, o, 4, 6,
15, 4, o, 8,
12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)

mcstGameCC(C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main”, titles = FALSE)
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mcstGameIrred Cost Allocations based on the Irreducible Game for MCSTP

Description

This function computes the cost allocation for the irreducible game (Bird, 1976) associated with a
minimum cost spanning tree problem (Ny, C'), using a specified solution concept. The irreducible
game, denoted as (NN, v%,) (or simply (IV,v?)), is defined as the private game associated with the
irreducible cost matrix C.

Usage
mcstGamelrred(
C )
sol = c("shapley”, "nucleolus"),
draw = FALSE,

which.plot = c("main”, "details"),
titles = TRUE,

method = c("exact”, "montecarlo”),
nsim = 10000

Arguments

C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).

sol character; the solution concept to apply. Options are "shapley” (default), or
"nucleolus” (only for method = "exact”).

draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red (con-
structed using Prim’s algorithm), indicating the cost allocated to each agent in
brackets below the node. For n < 3 and method = "exact”, it also displays the
optimal network for each subcoalition S C N.

which.plot character string indicating which plots to display. If "details” (only forn < 3
and method = "exact"”), displays the optimal network for each subcoalition
S C N; if "main”, the allocation for N is plotted. Default is c(”"main”,
"details").

titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the cooperative game and
a subtitle with the solution concept, method (exact or Monte Carlo) and the total
network cost.

method character string specifying the calculation method. If "exact” (default), com-
putes the exact allocation (Shapley value or nucleolus) and the full characteris-
tic function; if "montecarlo”, estimates an approximation of the Shapley value
through random sampling using nsim permutations. It uses lazy evaluation to
avoid computing all possible coalitions (recommended for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.
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Details

The irreducible game (X, v};) is a cooperative game with transferable utility (TU game) defined for
each coalition S C N as:

vo(8) =m(So,0),

where m(Sp, C) is the cost of the minimum spanning tree of the subproblem induced by the agents
in S and the source, evaluated over the irreducible costs C. The irreducible cost between any two
nodes corresponds to the maximum cost arc on the unique path connecting them in the optimal tree.

Under method = "exact”, the function builds the full characteristic function (all 2" — 1 values).
Depending on the chosen solution concept, it computes the allocation via shapleyValue (which
relies on the coalition-based formula) or nucleolus.

For larger networks, method = "montecarlo” provides an approximation of the Shapley value
through random sampling using ng;,, permutations. This approach implements lazy evaluation
based on the permutation formula of the Shapley value: instead of computing the MST cost for
all 2™ — 1 possible subsets, it only evaluates the specific subcoalitions generated by the random
permutations.

This is highly useful when the number of agents is large, as it significantly reduces memory usage
and computation time while providing a very accurate approximation of the exact allocation. For
networks with few players, the exact method is preferred to avoid potential overestimations.

For more details on these formulas, see mcstRules.

Value
A list containing:
e coalitions: a character vector representing all possible coalitions S C N, ordered by cardi-
nality. If method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.
* C_irred: the irreducible cost matrix C associated with the MCST of the problem.

e v_i: a numeric vector containing the characteristic function values v*(S) for all coalitions. If
method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

e contributions: a data frame with the marginal contributions for the sampled permutations.
If method = "exact”, returns a string indicating that this table is not used.

* allocation: a numeric vector containing the computed cost allocation for each agent.
* total: the total cost of the MCST, v*(N).

* nperms: the number of permutations nsim used in the calculation. If method = "exact"”,
returns a string indicating that it was not computed.

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.
¢ ranking: ranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).
¢ method: the method used for the calculation ("exact” or "montecarlo”).

* sol: the solution concept used ("shapley” or "nucleolus”).

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:
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Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from" and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The irreducible game is a strong reference for stability. Its core (the irreducible core) is always non-
empty and constitutes a subset of the core of v?. Classical rules such as Bird and folk are known to
belong to the core of v*.

It has been proven that the Shapley value of the irreducible game coincides with both the mcstFolk
of the original problem and mcstBird applied to the irreducible costs (Bergantifios and Vidal-Puga,
2007a).

Unlike the private game, calculating solution concepts for the irreducible game is computationally
efficient. Computing both the Shapley value and the nucleolus of v¢ can be done in O(|N|?) time.

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2007a) A fair rule in minimum cost spanning tree problems. J Econom
Theory 137(1):326-352

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Bird C (1976) On cost allocation for a spanning tree: a game theoretic approach. Networks
6(4):335-350

See Also
mcstBird of (Ny,C), mcstFolk of (Ng,C) for classical rules belonging to the core of v* that
coincide with Sh(N, v?).

mcstGamePrivate, mcstGamePublic for the pessimistic and optimistic games based on the original
costs.

mcstGameCC for the pessimistic game based on the cycle-complete cost matrix C*.
mcstGameOpt for an equivalent game under the Shapley value.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstGameIrred(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), sol = "shapley”, draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)

C_inf <- ¢(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,
Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)

mcstGameIrred(C_inf, sol = "shapley")
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# Matrix input
C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,

12, o, 4, 6,

15, 4, o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstGameIrred(C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main”, titles = FALSE)

mcstGameOpt Cost Allocations based on the Optimistic Game for MCSTP

Description

This function computes the cost allocation for the optimistic game (Bergantifios and Vidal-Puga,
2007b) associated with a minimum cost spanning tree problem (g, C'), using a specified solution
concept. The optimistic game, denoted as (IV, vZ) (or simply (N, v?)), evaluates the cost of each
coalition S C N assuming that agents in N \ S are already connected. Thus, agents in .S can
connect to the source through agents in N \ S for free.

Usage
mcstGameOpt (
C!
sol = c("shapley”, "nucleolus"),
draw = FALSE,

which.plot = c("main”, "details"),
titles = TRUE,

method = c("exact”, "montecarlo"”),
nsim = 10000
)
Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats

for C" below).

sol character; the solution concept to apply. Options are "shapley” (default), or
"nucleolus” (only for method = "exact").

draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red (con-
structed using Prim’s algorithm), indicating the cost allocated to each agent in
brackets below the node. For n < 3 and method = "exact”, it also displays the
optimal network for each subcoalition S C N.

which.plot character string indicating which plots to display. If "details” (only forn < 3
and method = "exact"”), displays the optimal network for each subcoalition
S C N; if "main”, the allocation for N is plotted. Default is c(”"main”,
"details").

titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the cooperative game and
a subtitle with the solution concept, method (exact or Monte Carlo) and the total
network cost.
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method character string specifying the calculation method. If "exact"” (default), com-
putes the exact allocation (Shapley value or nucleolus) and the full characteris-
tic function; if "montecarlo”, estimates an approximation of the Shapley value
through random sampling using nsim permutations. It uses lazy evaluation to
avoid computing all possible coalitions (recommended for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.

Details

Let T := N \ S. The optimistic game (N, v%) is a cooperative game with transferable utility (TU
game) defined for each coalition S C N as:

v () = m(Ss,CT),

where m(Sp, CT) is the cost of the minimum spanning tree of the subproblem induced by the agents
in S and the source, using the modified cost matrix CT'. In this matrix, the cost between agents in
S remains the same, i.e., ciTj = ¢j; forall 4,5 € S, but the cost to connect any agent 7 € S to the
source is updated as:

T .
cy; = min  cj;.
0 jerofoy
Under method = "exact”, the function builds the full characteristic function (all 2" — 1 values).
Depending on the chosen solution concept, it computes the allocation via shapleyValue (which
relies on the coalition-based formula) or nucleolus.

For larger networks, method = "montecarlo” provides an approximation of the Shapley value
through random sampling using ns;,, permutations. This approach implements lazy evaluation
based on the permutation formula of the Shapley value: instead of computing the MST cost for
all 2™ — 1 possible subsets, it only evaluates the specific subcoalitions generated by the random
permutations.

This is highly useful when the number of agents is large, as it significantly reduces memory usage
and computation time while providing a very accurate approximation of the exact allocation. For
networks with few players, the exact method is preferred to avoid potential overestimations.

For more details on these formulas, see mcstRules.

Value
A list containing:
* coalitions: a character vector representing all possible coalitions S C N, ordered by cardi-
nality. If method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

» C_opt: a list of the optimistic cost matrices CT for each coalition S C N. If method =
"montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

* v_o: a numeric vector containing the characteristic function values v°(S) for all coalitions. If
method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

* contributions: a data frame with the marginal contributions for the sampled permutations.
If method = "exact”, returns a string indicating that this table is not used.

e allocation: a numeric vector containing the computed cost allocation for each agent.
* total: the total cost of the MCST, v°(N).
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* nperms: the number of permutations nsim used in the calculation. If method = "exact”,
returns a string indicating that it was not computed.

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.
* ranking: ranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).
¢ method: the method used for the calculation ("exact” or "montecarlo”).

* sol: the solution concept used ("shapley” or "nucleolus”).

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from" and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The optimistic game associated with any MCST problem coincides with the optimistic game asso-
ciated with its irreducible form, i.e.,

VG =0

Qe

If (Ny, C) is irreducible, the private and optimistic games, v* and v°, are dual: v?(S)+v°(N\S) =
m(No,C) forall S C N.

Furthermore, Sh(N,v%) = Sh(N,v%), so applying the Shapley value to v° provides an alternative
way of obtaining the mcstFolk (Bergantifios and Vidal-Puga, 2007b).

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2007b) The optimistic TU game in minimum cost spanning tree prob-
lems. Int J Game Theory 36(2):223-239

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

See Also

mcstGamePrivate for a game based on a pessimistic approach.
mcstGameIrred for an equivalent game under the Shapley value.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.
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Examples

# Simple vector input
mcstGameOpt (c(12, 15, 20, 4, 6, 8), sol = "shapley”, draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)
C_inf <- ¢(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,

Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)
mcstGameOpt (C_inf, sol = "shapley”)

# Matrix input
C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,

12, o, 4, 6,

15, 4, o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstGameOpt (C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main”, titles = FALSE)

mcstGamePrivate Cost Allocations based on the Private Game for MCSTP

Description

This function computes the cost allocation for the private or pessimistic game (Bird, 1976) associ-
ated with a minimum cost spanning tree problem (g, C'), using a specified solution concept. The
private game, denoted as (N, vZ,) (or simply (N, vP)), evaluates the cost of each coalition S C N
under the assumption that agents outside the coalition are not available to provide their nodes as
intermediaries.

Usage

mcstGamePrivate(
C,
sol = c("shapley”, "nucleolus"),
draw = FALSE,
which.plot = c("main", "details"),
titles = TRUE,

method = c("exact”, "montecarlo”),
nsim = 10000
)
Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
sol character; the solution concept to apply. Options are "shapley” (default), or
"nucleolus” (only for method = "exact”).
draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red (con-

structed using Prim’s algorithm), indicating the cost allocated to each agent in
brackets below the node. For n < 3 and method = "exact”, it also displays the
optimal network for each subcoalition S C N.
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which.plot character string indicating which plots to display. If "details” (only forn < 3
and method = "exact"”), displays the optimal network for each subcoalition
S C N; if "main”, the allocation for N is plotted. Default is c("main”,
"details").

titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the cooperative game and
a subtitle with the solution concept, method (exact or Monte Carlo) and the total
network cost.

method character string specifying the calculation method. If "exact” (default), com-
putes the exact allocation (Shapley value or nucleolus) and the full characteris-
tic function; if "montecarlo”, estimates an approximation of the Shapley value
through random sampling using nsim permutations. It uses lazy evaluation to
avoid computing all possible coalitions (recommended for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.

Details

The private game (IV,v7,) is a cooperative game with transferable utility (TU game) defined for
each coalition S C N as:

v5(S) = m(So, 0),

where m(Sy, C) is the cost of the minimum spanning tree of the subproblem induced by the agents
in .S and the source. This approach is termed "private" or "pessimistic" because the nodes in N \ S
belong to these agents, and their participation is needed in order to use their nodes.

When the Shapley value (sol = "shapley”) is applied to this game, the resulting allocation is
known as Kar’s rule (Kar, 2002). For a function that particularizes this specific case, see mcstKar.

Under method = "exact”, the function builds the full characteristic function (all 2 — 1 values).
Depending on the chosen solution concept, it computes the allocation via shapleyValue (which
relies on the coalition-based formula) or nucleolus.

For larger networks, method = "montecarlo” provides an approximation of the Shapley value
through random sampling using ng;, permutations. This approach implements lazy evaluation
based on the permutation formula of the Shapley value: instead of computing the MST cost for
all 2" — 1 possible subsets, it only evaluates the specific subcoalitions generated by the random
permutations.

This is highly useful when the number of agents is large, as it significantly reduces memory usage
and computation time while providing a very accurate approximation of Kar’s rule. For networks
with few players, the exact method is preferred to avoid potential overestimations.

For more details on these formulas, see mcstRules.

Value
A list containing:
* coalitions: a character vector representing all possible coalitions S C N, ordered by cardi-
nality. If method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

* v_p: a numeric vector containing the characteristic function values v?(S) for all coalitions. If
method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

e contributions: a data frame with the marginal contributions for the sampled permutations.
If method = "exact”, returns a string indicating that this table is not used.
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e allocation: a numeric vector containing the computed cost allocation for each agent.
* total: the total cost of the MCST, v?(N).

* nperms: the number of permutations nsim used in the calculation. If method = "exact”,
returns a string indicating that it was not computed.

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.
* ranking: ranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).
¢ method: the method used for the calculation ("exact” or "montecarlo”).

* sol: the solution concept used ("shapley” or "nucleolus”).

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from" and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The private game is a strong reference for stability. Classical rules such as Bird, Dutta-Kar, or the
folk rule are known to belong to the core of v” for any MCST problem. As a result, these allocations
are coalitionally stable under the pessimistic cost perspective.

Although the Shapley value and the nucleolus are well-established solution concepts, it has been
proven that computing both for this game is NP-hard.

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Bird C (1976) On cost allocation for a spanning tree: a game theoretic approach. Networks
6(4):335-350

Kar A (2002) Axiomatization of the Shapley value on minimum cost spanning tree games. Games
Econom Behav 38(2):265-277

See Also

mcstBird, mcstDuttaKar, mestFolk for classical rules belonging to the core of vP.
mcstKar for the specific cost allocation rule based on the Shapley value of this game.

mcstGameIrred, mcstGameCC for the pessimistic games based on the irreducible cost matrix C' and
the cycle-complete cost matrix C*, respectively.
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mcstGameOpt, mcstGamePublic for optimistic alternatives to the private approach.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstGamePrivate(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), sol = "shapley”, draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)

C_inf <- c(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,
Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)

mcstGamePrivate(C_inf, sol = "nucleolus"”)

# Matrix input
C_mat <- matrix(c(0, 12

12, ©
15, 4, o, 8,
12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstGamePrivate(C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main”, titles = FALSE)

mcstGamePublic Cost Allocations based on the Public Game for MCSTP

Description

This function computes the cost allocation for the public game (Bogomolnaia and Moulin, 2010)
associated with a minimum cost spanning tree problem ( Ny, C'), using a specified solution concept.
The public game, denoted as (INV,v¢) (or simply (N,v")), evaluates the cost of each coalition
S C N assuming that there are no property rights on nodes. Therefore, agents in S can use the
nodes of agents in IV \ S to connect to the source, paying the corresponding arc costs.

Usage
mcstGamePublic(
C?
sol = c("shapley”, "nucleolus"),
draw = FALSE,

which.plot = c¢("main”, "details"),
titles = TRUE,
method = c("exact”, "montecarlo”),

nsim = 10000
)
Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
sol character; the solution concept to apply. Options are "shapley” (default), or

"nucleolus” (only for method = "exact").
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draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red (con-
structed using Prim’s algorithm), indicating the cost allocated to each agent in
brackets below the node. For n < 3 and method = "exact"”, it also displays the
optimal network for each subcoalition S C N.

which.plot character string indicating which plots to display. If "details” (only forn < 3
and method = "exact"), displays the optimal network for each subcoalition
S C N; if "main”, the allocation for N is plotted. Default is c(”"main”,
"details").

titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the cooperative game and
a subtitle with the solution concept, method (exact or Monte Carlo) and the total
network cost.

method character string specifying the calculation method. If "exact” (default), com-
putes the exact allocation (Shapley value or nucleolus) and the full characteris-
tic function; if "montecarlo”, estimates an approximation of the Shapley value
through random sampling using nsim permutations. It uses lazy evaluation to
avoid computing all possible coalitions (recommended for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.

Details

The public game (N, v¢) is a cooperative game with transferable utility (TU game) where the cost
for each coalition S C N is defined as the minimum private game cost among all its supersets
T285,ie.:

ve:(8) = min v% (T
£(S) = min (7).
where v, (+) is the characteristic function of the private game. This means computing v*(.S) requires
calculating the private game costs for all possible supersets of .S.

Under method = "exact”, the function builds the full characteristic function (all 2" — 1 values).
Depending on the chosen solution concept, it computes the allocation via shapleyValue (which
relies on the coalition-based formula) or nucleolus.

For larger networks, method = "montecarlo” provides an approximation of the Shapley value
through random sampling using ng;,, permutations. This approach implements lazy evaluation
based on the permutation formula of the Shapley value: instead of computing the MST cost for
all 2" — 1 possible subsets, it only evaluates the specific subcoalitions generated by the random
permutations.

This is highly useful when the number of agents is large, as it significantly reduces memory usage
and computation time while providing a very accurate approximation of the exact allocation. For
networks with few players, the exact method is preferred to avoid potential overestimations.

For more details on these formulas, see mcstRules.

Value
A list containing:

e coalitions: a character vector representing all possible coalitions S C N, ordered by cardi-
nality. If method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

* v_u: a numeric vector containing the characteristic function values v*(,S) for all coalitions. If
method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.
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* v_p: a numeric vector containing the characteristic function values v () for all coalitions. If
method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

* best_T: a data frame mapping each coalition S to the optimal superset 7" that minimizes its
cost. If method = "montecarlo”, returns a string indicating that lazy evaluation was used.

e contributions: a data frame with the marginal contributions for the sampled permutations.
If method = "exact”, returns a string indicating that this table is not used.

* allocation: a numeric vector containing the computed cost allocation for each agent.
* total: the total cost of the MCST, v*(N).

* nperms: the number of permutations nsim used in the calculation. If method = "exact"”,
returns a string indicating that it was not computed.

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.
* ranking: ranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).
¢ method: the method used for the calculation ("exact” or "montecarlo”).

* sol: the solution concept used ("shapley” or "nucleolus”).

Supported formats for C
Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from” and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The core of v" coincides with the core of v restricted to nonnegative cost shares. Consequently,
classical rules such as Bird, Dutta-Kar, or the folk rule belong to the core of the public game for
any MCST problem.

However, unlike in the private game, the Shapley value of the public game does not necessarily
belong to the core of v" (Trudeau and Vidal-Puga, 2019).

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Bogomolnaia A, Moulin H (2010) Sharing a minimal cost spanning tree: beyond the folk solution.
Games and Econom Behav 69(2):238-248

Trudeau C, Vidal-Puga J (2019) The Shapley value in minimum cost spanning tree problems. In:
Algaba E, Fragnelli V, Sanchez-Soriano J (eds) Chapters in Game Theory: The Shapley value,
chapter 24. CRC Press, Taylor & Francis Group
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See Also

mcstKar

mcstBird, mcstDuttaKar, mestFolk for classical rules belonging to the core of v*.

mcstGamePrivate for the pessimistic alternative to the public game.

mcstGameIrred for a game that can be defined from either the private or the public approach.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstGamePublic(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), sol = "shapley”, draw = TRUE)

# Input with infinite
C_

costs (disconnected nodes)

inf <- c(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,

Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf,

mcstGamePublic(C_inf, sol = "shapley”)

# Matrix input

C_

mat <- matrix(c(@, 12, 15, 12,
12, o, 4, 6,
15, 4, o, 8,
12, 6, 8, 0), byrow

Inf, 8, 9, 11)

= TRUE, ncol = 4)

mcstGamePublic(C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main"”, titles = FALSE)

mcstKar

Kar’s Rule for MCSTP

Description

This function computes Kar’s rule for a minimum cost spanning tree problem (N, C'). It is defined
as the Shapley value of the associated private game (Kar, 2002).

Usage

mcstKar (

(O

draw = FALSE,

which.plot = c("main”, "details"),
titles = TRUE,

method = c("exact”, "montecarlo”),
nsim = 10000

Arguments

C

draw

cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see the "Supported for-
mats for C" section in mcstGamePrivate).

logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red (con-

structed using Prim’s algorithm), indicating the cost allocated to each agent in
brackets below the node. For n < 3 and method = "exact”, it also displays the
optimal network for each subcoalition S C N.
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which.plot character string indicating which plots to display. If "details” (only forn < 3
and method = "exact"”), displays the optimal network for each subcoalition
S C N; if "main”, the allocation for N is plotted. Default is c("main”,
"details").

titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the cooperative game and
a subtitle with the solution concept, method (exact or Monte Carlo) and the total
network cost.

method character string specifying the calculation method. If "exact” (default), com-
putes the exact Shapley value allocation and the full characteristic function; if
"montecarlo”, estimates an approximation of the Shapley value through ran-
dom sampling using nsim permutations. It uses lazy evaluation to avoid com-
puting all possible coalitions (recommended for large networks).

nsim integer; the number of permutations to sample when using method = "montecarlo”.
Default is 10,000.

Value

A list containing the computed allocation and calculation details. For a comprehensive breakdown
of the elements returned in this list, see the "Value" section in mcstGamePrivate.

Note

For an in-depth explanation of the private game’s properties, its characteristic function formulation,
and discussions on computational complexity, please refer to the documentation for mcstGamePrivate.

References

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Kar A (2002) Axiomatization of the Shapley value on minimum cost spanning tree games. Games
Econom Behav 38(2):265-277

See Also

mcstGamePrivate for the general pessimistic game.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input
mcstKar(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), draw = TRUE)

# Input with infinite costs (disconnected nodes)

C_inf <- ¢(5, 9, Inf, 15, 6, Inf, 7, Inf, Inf, Inf,
Inf, 8, 7, Inf, Inf, 5, Inf, Inf, 8, 9, 11)

mcstKar(C_inf)

# Matrix input
C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,

12, o, 4, 6,

15, 4, o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstKar(C_mat, draw = TRUE, which.plot = "main”, titles = FALSE)
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mcstOWShapley Optimistic Weighted Shapley’s Rule for MCSTP

Description

This function computes the optimistic weighted Shapley cost allocation (Bergantifios and Lorenzo-
Freire, 2008a,b) for a minimum cost spanning tree problem (Ng,C). The optimistic weighted
Shapley rule, denoted as f Qow(NO, C), is defined through Kruskal’s algorithm using a function
with specific properties, called the obligation function o;(S).

Usage

mcstOWShapley(C, weights, draw = FALSE, titles = TRUE)

Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
weights a numeric vector of strictly positive weights for each agent in N. The length of
the vector must match the number of agents.
draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red, indicating
the stage at which each arc is added (in brackets) and the cost allocated to each
agent (in parentheses below the node).
titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the allocation rule and a
subtitle with the algorithm used and the total network cost.
Details

Following Kruskal’s algorithm, let g” be the network atstage p € {1,...,n},and S? := S(P(gP), 1)
the connected component containing agent ¢. The optimistic weighted Shapley rule is based on the
obligation function:

W;

oS =

i

where w; > 0 is the weight associated with agent :.

At each stage p, let c;»j» be the cost of the arc added to the network. The optimistic weighted
Shapley allocation for each agent ¢ € [V is given by:

ow
o

1" (No, €)= cingo (08771 = 04(SD) ).
p=1
Value
A list containing:
+ ows: the optimistic weighted Shapley allocation vector f¢ (N, C).

* weights: the weight vector used for the allocation.

* arcs: a data frame of edges (i, j) in the final tree and the stage at which they were added.
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* total: the total cost of the MCST, m(Ny, C).
* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.
e ranking: aranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).

* is_unique: logical; if TRUE, the MCST is unique.

Supported formats for C

Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, jJ] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from” and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1ls file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The optimistic weighted Shapley allocation is uniquely determined even when the minimum cost
spanning tree is not unique. Since the rule depends on the evolution of the connected components
rather than the specific arcs selected, any tie-breaking selection in Kruskal’s algorithm yields the
same cost distribution.

Furthermore, when all agents share the same weight, the optimistic weighted Shapley allocation is
mathematically equivalent to the mcstFolk.

References

Bergantifios G, Lorenzo-Freire S (2008a) A characterization of optimistic weighted Shapley rules
in mini- mum cost spanning tree problems. Econ Theor 35(3):523-538

Bergantifios G, Lorenzo-Freire S (2008b) “Optimistic” weighted Shapley rules in minimum cost
spanning tree problems. European J Operatl Res 185(1):289-298

Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

See Also

mcstFolk, mcstPWShapley for other rules based on Kruskal’s algorithm.

mcstCone with rule = "owshapley” for the equivalent implementation based on cone-wise decom-
position.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.
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Examples

# Simple vector input with custom weights
mcstOWShapley(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), weights = c(2, 1, 1))

# Matrix input with equal weights (equivalent to folk rule)
C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,

12, o, 4, 6,

15, 4, 0o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstOWShapley(C_mat, weights = rep(1,3), draw = TRUE, titles = FALSE)

mcstPWShapley Pessimistic Weighted Shapley’s Rule for MCSTP

Description

This function computes the pessimistic weighted Shapley cost allocation (Lorenzo and Lorenzo-
Freire, 2009) for a minimum cost spanning tree problem ( Ny, C'). The pessimistic weighted Shapley
rule, denoted as f¢"" (Np, C), is defined through Kruskal’s algorithm using a function with specific
properties, called the obligation function o;(.S).

Usage

mcstPWShapley(C, weights, draw = FALSE, titles = TRUE)

Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" below).
weights a numeric vector of strictly positive weights for each agent in V. The length of
the vector must match the number of agents.
draw logical; if TRUE, plots the network highlighting an optimal tree in red, indicating
the stage at which each arc is added (in brackets) and the cost allocated to each
agent (in parentheses below the node).
titles logical; if TRUE (default), adds a main title specifying the allocation rule and a
subtitle with the algorithm used and the total network cost.
Details

Following Kruskal’s algorithm, let g? be the network atstage p € {1,...,n},and S? := S(P(¢?), 1)
the connected component containing agent ¢. The pessimistic weighted Shapley rule is based on the
obligation function:

[S|—1

04(S) = Z H Wr—1(4)

reri(onfi}) o1 k=1 Wr=t (k) + Wi

where II(-) denotes the set of all permutations of a given set, and w; > 0 is the weight associated
with agent 7.



mcstPWShapley 41

At each stage p, let c;»;» be the cost of the arc added to the network. The pessimistic weighted
Shapley allocation for each agent 7 € IV is given by:

£ (N0 0) = Y eange (or(ST7) — (D).

p=1

Value
A list containing:

* pws: the pessimistic weighted Shapley allocation vector f¢"" (No, C).

weights: the weight vector used for the allocation.

* arcs: a data frame of edges (i, j) in the final tree and the stage at which they were added.
* total: the total cost of the MCST, m(Ny, C).

* percentage: the share of the total cost allocated to each agent.

e ranking: aranking of agents by cost (from highest to lowest; ties marked with *).

e is_unique: logical; if TRUE, the MCST is unique.

Supported formats for C
Note: In all cases, Inf is accepted for disconnected node pairs. The first row/column is assumed to
be the source node (0).

The function accepts the following formats for the cost input:

Numeric vector The lower triangle of a symmetric cost matrix, excluding the diagonal. Length
must be n(n + 1)/2, where n is the number of agents (excluding the source).

Square matrix / Data frame A standard adjacency matrix where C[i, j] represents the cost be-
tween node ¢ and node j.

Edge list (matrix or data frame) An alternative to the full matrix. It must contain columns named
"from” and "to", plus a third column for the weights/costs.

’igraph’ object A weighted undirected graph. See the igraph package for details on creating these
objects.

File path A string pointing to a .csv, .x1sx, or .x1s file. The file can contain either a square
matrix (without headers) or an edge list (with "from” and "to" headers).

Note

The pessimistic weighted Shapley allocation is uniquely determined even when the minimum cost
spanning tree is not unique. Since the rule depends on the evolution of the connected components
rather than the specific arcs selected, any tie-breaking selection in Kruskal’s algorithm yields the
same cost distribution.

Furthermore, when all agents share the same weight, the pessimistic weighted Shapley allocation is
mathematically equivalent to the mcstFolk.

References
Bergantifios G, Vidal-Puga J (2021) A review of cooperative rules and their associated algorithms
for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100

Lorenzo L, Lorenzo-Freire S (2009) A characterization of Kruskal sharing rules for minimum cost
spanning tree problems. Int J Game Theory 38(1):107-126
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See Also

mcstFolk, mcstOWShapley for other rules based on Kruskal’s algorithm.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Simple vector input with custom weights
mcstPWShapley(c(12, 15, 20, 4, 6, 8), weights = c(2, 1, 1))

# Matrix input with equal weights (equivalent to folk rule)
C_mat <- matrix(c(o, 12, 15, 12,

12, o, 4, 6,

15, 4, 0o, 8,

12, 6, 8, 0), byrow = TRUE, ncol = 4)
mcstPWShapley(C_mat, weights = rep(1,3), draw = TRUE, titles = FALSE)

mcstRules Overview of Rules and Analysis Tools for Minimum Cost Spanning
Tree Problems

Description

This page provides an overview of the cost allocation rules implemented in this package for min-
imum cost spanning tree problems (MCSTP). The rules are organized into two main approaches:
those defined directly through algorithms and decomposition techniques, and those defined through
the analysis of associated cooperative games. It also includes a suite of analysis tools.

Rules defined through the problem

These rules are obtained directly from the network’s structure and classical MST algorithms.
Based on Prim’s algorithm:
These rules follow the growth of a single tree starting from the source.
* mcstBird: agents sequentially connect to the growing tree, paying the cost of the arc through
which they connect to the tree.
* mcstDuttaKar: a modification of Bird’s rule that introduces a pivotal switch in the allocation
cost at each step to ensure cost monotonicity.
Based on Kruskal’s algorithm:
Based on obligation functions, these rules follow Kruskal’s logic of merging connected components
using the cheapest available arcs.
e mcstFolk: the agents divide the cost of connecting their components equally (ERO rule).

* mcstOWShapley: optimistic weighted Shapley rule. A generalization of the folk rule that
distributes costs proportionally based on asymmetric positive weights.

mcstPWShapley: pessimistic weighted Shapley rule. An alternative weighted extension based
on a permutation-driven obligation function.

Based on Boruvka’s algorithm:



mcstRules 43

* mcstBoruvka: the agents pay the maximum possible proportion of the cheapest arc selected
by their component. The numerical outcome is mathematically equivalent to the mcstFolk.

Based on a cone-wise decomposition:

* mcstCone: a technique that decomposes any general MCSTP into a nonnegative combina-
tion of elementary problems (where costs are 0 or 1). It allows extending rules like "folk",
"owshapley”, or the Bogomolnaia and Moulin family ("bogomolnaia”) to general networks.

Rules defined through cooperative games
These rules are defined by first associating a cooperative game (in characteristic function form v) to
the MCSTP and then applying a solution concept (like the Shapley value or the Nucleolus).

Cooperative games:

* mcstGamePrivate: defines the cost of a coalition as the MST cost of the subproblem formed
by its members and the source (pessimistic approach).

» mcstKar: defined as the Shapley value of the associated private game.

» mcstGameIrred: based on the irreducible matrix C, where costs reflect the cheapest way to
connect each pair of nodes through the network.

* mcstGameOpt: allows a coalition to connect through nodes outside the coalition at no cost.

* mcstGamePublic: assigns to each coalition the minimum cost achievable when connections
through other agents are publicly available.

mcstGameCC: based on the cycle-complete matrix C*, which induces a concave cooperative
game.

Solution concepts:

¢ Shapley value:

— Based on permutations: the average of marginal contributions over all n! possible order-
ings (ITx):

1
Shi(N,v) = = Z [v(Pre(i,m) U{i}) — v(Pre(i, m))],
n!
welln
where Pre(i, ) is the set of players that precede agent 7 in the ordering .
— Based on coalitions: a weighted sum of marginal contributions over all possible subcoali-
tions S that do not contain i:

|S|!(n — |S] = 1)! .
Shi(N,v)= Y (S U{ih) —u(9)).
SCN\{i} ’

The Shapley value is the unique solution that satisfies the properties of efficiency, symmetry,

additivity, and the null player property.

* Nucleolus: the unique cost allocation x that lexicographically minimizes the maximum ex-
cesses (complaints) of all coalitions. In a cost game, the excess e of a coalition .S measures its
dissatisfaction:

e(S,x) = ij —v(S).

jes
The nucleolus ensures that the most dissatisfied coalition is as happy as possible. It is always
efficient and lies within the Core if the Core is non-empty.
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Analysis tools

The package includes a comprehensive suite of tools to analyze the stability, sensitivity, and geo-
metric properties of the cost allocations and the network:

* mcstCoreCheck: evaluates whether a given cost allocation belongs to the core of a cooperative
game, identifying any blocking coalitions if unstable.

e mcstCorePoints: determines if the core of a game is empty via Linear Programming, com-
putes a feasible stable allocation, and finds the exact geometric vertices of the core polytope.

mcstCorePlot: generates geometric visualizations of the core region and the imputation set
for 2, 3, or 4 players, allowing for a graphical stability check.

mcstStabilityRange: calculates the stability range (lower and upper bounds) for the cost of
individual arcs without altering the optimal tree topology.

* mcstSensitivity: performs sensitivity analysis by varying the costs of specific arcs (individ-
ually, jointly, or independently) and observing the dynamic impact on the agents’ allocations.

e mcstCompare: computes and compares the cost allocations of four standard algorithmic rules
(Bird, Dutta-Kar, folk, and Kar) simultaneously.

Note

When the optimal tree is not unique, rules based on Prim’s algorithm compute the symmetric aver-
age allocation over all possible permutations. In contrast, rules based on Kruskal’s and Boruvka’s
algorithms, as well as the cone-wise decomposition, are unaffected by tie-breaking choices.

For game-theoretic rules, the functions in this package can compute either the Shapley value or the
Nucleolus of the associated cooperative game.
References

Bergantifios, G., & Vidal-Puga, J. (2021). A review of cooperative rules and their associated algo-
rithms for minimum-cost spanning tree problems. SERIEs, 12:73-100.

mcstSensitivity Sensitivity Analysis for Cost Allocations

Description

This function performs a sensitivity analysis on cost allocation rules for a minimum cost spanning
tree (MCST) problem by varying the costs of specific arcs and observing the impact on the agents’
cost allocation.

Usage
mcstSensitivity(
C,
rule = c("bird”, "duttakar"”, "folk", "kar"),
arcs,
delta = list(c(-5, 5), c(-3, 3)),
step = 1,

independent = FALSE
)

## S3 method for class 'mcstp_sens'
plot(x, titles = TRUE, ...)
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Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" in mcstBird).
rule character string specifying the allocation rule to evaluate. Must be one of "bird",
"duttakar”, "folk”, or "kar".
arcs a vector of length 2 specifying a single arc (i, j), or a list of vectors specifying
multiple arcs to analyze.
delta anumeric vector specifying the lower and upper limits of cost variation [ALB, AU B],
or a list of two vectors if analyzing two independent arcs. Defaultis 1ist(c(-5,
5), c(=3, 3)).
step numeric value specifying the step size for the sequence of variations. Default is
1.
independent logical; if TRUE, evaluates the cross-sensitivity of exactly two arcs indepen-
dently, generating an evaluation grid. Default is FALSE.
X the output from mcstSensitivity.
titles logical; if TRUE (default), adds informative main titles and axis labels to the
plots.
additional graphical parameters passed to the plot function.
Details

The sensitivity analysis can be conducted under three different scenarios depending on the structure
of the arcs parameter and the independent flag:

1. Single arc variation: when a single arc is provided, its cost varies along the designated delta
interval. The output plot displays evolution lines for each agent’s cost allocation relative to
the absolute cost of the arc.

2. Joint arc variation: when multiple arcs are provided and independent = FALSE, the same
delta variation value is applied simultaneously to all selected arcs.

3. Independent variation of two arcs: when exactly two arcs are provided and independent =
TRUE, a grid of cross-variations is constructed using deltal and delta2. The output plot
renders a selection of heatmaps (one per agent) mapping the allocations across the variation
space.

Value
A list containing:
* delta (or deltal and delta2): the variation step values applied.

* arc_cost: the resulting absolute cost of the arc (computed only in the single arc case).

¢ Columns named after each agent showing the dynamic cost allocations obtained under the
selected rule.

See Also

mcstBird, mestDuttaKar, mcstFolk, mcstKar for the rule definitions.
mcstStabilityRange for calculating static boundaries.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.
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Examples

# Matrix input
C_mat <- matrix(c(o, 10, 15, 20,
10, o, 25, 12,
15, 25, o, 8,
20, 12, 8, @), byrow = TRUE, ncol = 4)

# Example 1: Single arc sensitivity analysis
sens_single <- mcstSensitivity(C_mat, rule = "bird", arcs = c("0", "1"), delta = c(-5, 15))
plot(sens_single)

# 2. Joint sensitivity analysis for multiple arcs

arcs_list <- list(c("0", "1"), c("2", "3"))

sens_joint <- mcstSensitivity(C_mat, rule = "folk"”, arcs = arcs_list, delta = c(-3, 3))
plot(sens_joint)

mcstStabilityRange Stability Range for MCST Arcs

Description

This function calculates the stability range for the arcs of a minimum cost spanning tree (MCST).
It determines how much the cost of an individual arc can increase or decrease without changing the
topology of the optimal tree.

Usage
mcstStabilityRange(C)

Arguments
C cost matrix between nodes. Accepts multiple formats (see "Supported formats
for C" in mcstBird).
Details

The stability range of an arc (4, j) indicates the interval [LB, U B] within which its original cost ¢;;
can vary while preserving the current minimum cost spanning tree as optimal.

At the finite boundary points of the stability interval, the minimum cost spanning tree becomes
non-unique due to cost ties. In these scenarios, component or path-based rules (e.g., Folk, Kar)
remain stable, whereas permutation-based rules such as Bird’s rule or Dutta-Kar’s rule average
allocations over all alternative optimal trees, which can induce non-proportional jumps in the final
cost allocation vector.

Value

A data frame containing:

* from: the starting node of the arc.
* to: the ending node of the arc.

e in_mst: logical; if TRUE, the arc belongs to the optimal tree.
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* cost: the original cost of the arc ¢;;.
* range: a formatted string showing the allowed cost variation [ALB, AUB].
¢ |B: the absolute lower bound for the arc’s cost.

* UB: the absolute upper bound for the arc’s cost.

References

Tarjan RE (1982) Sensitivity analysis of minimum spanning trees and shortest path trees. Informa-
tion Processing Letters, 14(1):30-33

See Also

mcstBird, mestDuttaKar, mestFolk, mcstKar for allocation rules.

mcstRules for an overview of the available rules and analysis tools in the package.

Examples

# Matrix input
C_mat <- matrix(c(o, 10, 15, 20,
10, 0, 25, 12,
15, 25, o, 8,
20, 12, , ©), byrow = TRUE, ncol = 4)

(o]

# Calculate stability range
mcstStabilityRange(C_mat)
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