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Resumen

Resumen en espanol

La teoria de juegos cooperativos proporciona un marco analitico riguroso para estudiar la distri-
bucién de poder. Tras establecer los fundamentos de los juegos con utilidad transferible, este Trabajo
Fin de Maéster aborda dos grandes retos: la modelizacién tedrica de la cooperacién restringida y el alto
coste computacional derivado de la explosién combinatoria. En el dmbito tedrico, se evalian métri-
cas para escenarios donde los agentes negocian condicionados por agrupaciones previas, analizando
el comportamiento del valor de Banzhaf-Owen (¥), para juegos con uniones a priori, y del indice
de Banzhaf-Coleman generalizado ('), para configuraciones de coaliciones con solapamiento. Como
enfoque de reparto alternativo, se estudia el valor de Banzhaf coalicional simétrico (II) en particiones
estrictas, y se propone y formaliza una nueva medida original para recubrimientos no disjuntos: el
valor IT'. Estas formulaciones sintetizan la l6gica probabilistica de Banzhaf en el nivel macroscépico y
la asignacion eficiente de Shapley en el nivel microscopico. Para sortear esta complejidad exponencial,
el trabajo desarrolla la fundamentacién tedrica de las extensiones multilineales (EML) y su poste-
rior implementacién computacional. La memoria incluye dos estudios de simulacién numérica en R:
uno aplicado al valor cldsico de Banzhaf en juegos sin restricciones, y otro que calcula el valor de
Banzhaf-Owen en juegos con uniones a priori. Ambos experimentos certifican empiricamente que la
transicion del calculo discreto combinatorio al entorno analitico continuo proporciona una clara ventaja
algoritmica.

English abstract

Cooperative game theory provides a rigorous analytical framework for studying power distribution.
After establishing the fundamentals of transferable utility games, this Master’s Thesis addresses two
major challenges: the theoretical modeling of restricted cooperation and the high computational cost
derived from combinatorial explosion. In the theoretical scope, metrics are evaluated for scenarios where
agents negotiate constrained by preexisting alliances, analyzing the behavior of the Banzhaf-Owen value
(U) for games with a priori unions, and the generalized Banzhaf-Coleman index (7)) for overlapping
coalition configurations. As an alternative allocation approach, the symmetric coalitional Banzhaf
value (II) is studied for strict partitions, and a novel original measure is proposed and formalized
for non-disjoint coverings: the II’ value. These formulations synthesize Banzhaf’s probabilistic logic
at the macroscopic level and Shapley’s efficient allocation at the microscopic level. To overcome this
exponential complexity, the thesis develops the theoretical foundation of multilinear extensions (MLE)
and their subsequent computational implementation. The document includes two numerical simulation
studies in R: one applied to the classic Banzhaf value in unrestricted games, and another computing
the Banzhaf-Owen value in games with a priori unions. Both experiments empirically certify that
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XII RESUMEN

transitioning from discrete combinatorial calculus to a continuous analytical environment provides a
clear algorithmic advantage.



Prefacio

La teoria de juegos cooperativos y, en particular, las soluciones basadas en contribuciones margi-
nales, proporcionan un marco analitico riguroso para entender cémo diferentes agentes deben repartir
equitativamente las ganancias o el poder fruto de su colaboracion. Lejos de limitarse a un ejercicio
puramente tedrico, este enfoque ha permitido modelizar con éxito interacciones en campos sumamente
diversos: desde la asignacién de beneficios en redes de energia (Bergantinos et al. 2019 [5]) y consorcios
de transporte logistico (Lozano et al. 2013 [12]), hasta la cuantificacién de la influencia de variables
clinicas en algoritmos de machine learning (Davila Pena et al. 2022 [7]). Entre las soluciones clésicas
mas destacadas para abordar la medicién del poder en estos escenarios se encuentra el valor de Banzhaf
(Banzhaf 1965 [4]).

Sin embargo, para que estos modelos matematicos reflejen con fidelidad la realidad, es necesario
superar la premisa tradicional de que la colaboracién ocurre en un entorno de libertad absoluta. En
la practica, las dindmicas de negociacién estan fuertemente condicionadas por agrupaciones previas.
La literatura reciente evidencia la necesidad de transitar hacia modelos estructurales mas complejos;
por ejemplo, en el andlisis de redes ocultas se ha demostrado que la eficacia de un grupo de actores
depende de la organizacién de las coaliciones externas (Saavedra Nieves y Casas Méndez 2023 [16]).
Del mismo modo, en el &mbito de la logistica colaborativa, estudios recientes prueban que permitir la
participacion simultéanea de los agentes en multiples alianzas, pasando de modelos de particiones estric-
tas a configuraciones de coaliciones con solapamiento, mejora significativamente la eficiencia operativa

(Guajardo et al. 2018 [10]).

Tradicionalmente, la literatura ha abordado estas restricciones mediante sistemas de uniones a
priori (particiones estrictamente disjuntas). No obstante, la creciente complejidad de los acuerdos
modernos exige dar un paso més alld y explorar modelos de geometria variable, donde los actores pueden
pertenecer a multiples alianzas de forma simultéanea, configurando redes de cooperacion solapadas.
Para el andlisis de estas estructuras, este trabajo se vertebrard en torno a tres medidas fundamentales:
el valor de Banzhaf-Owen (¥) y el valor de Banzhaf coalicional simétrico (II) para los sistemas de
uniones a priori (Alonso Meijide 2002 [3]), y el indice de Banzhaf-Coleman generalizado (') para las
configuraciones de coaliciones (Albizuri y Aurrekoetxea 2006 [2]).

A la complejidad estructural de estos modelos se suma un obsticulo de cardcter operativo: la
explosién combinatoria. El cdlculo de medidas de poder fundamentales, como el valor de Banzhaf,
requiere evaluar el comportamiento de los jugadores frente a todas las subcoaliciones posibles, un
recuento discreto que crece exponencialmente (O(2")) y que hace inviable su cémputo directo en
juegos de gran tamano. Para mitigar esta barrera computacional, la comunidad cientifica desarrolla
continuamente herramientas informéticas avanzadas, destacando la creacién de librerias especializadas
en lenguajes como R (tales como CoopGame, GameTheory, TUGLab, powerindexR o la mé&s reciente
TUvalues). En paralelo a este esfuerzo de software, desde el &mbito del anélisis matematico, la literatura
ha propuesto el uso de las extensiones multilineales (EML) de Owen (1972) [13] como una de las técnicas
mas elegantes para sortear esta limitacién, permitiendo transformar el pesado cédlculo combinatorio
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X1V PREFACIO

discreto en operaciones analiticas continuas y eficientes.

Tomando como punto de partida este doble contexto tedrico y computacional, el presente Trabajo
Fin de Master aborda los siguientes objetivos. En primer lugar, realizar una revisiéon exhaustiva de
la literatura mas relevante que considera las extensiones multilineales como método para el calculo
del valor de Banzhaf y sus derivados. En segundo lugar, analizar el alcance y las particularidades
que presentan diversas métricas consolidadas en la literatura segin el contexto de aplicaciéon. Dado
que la idoneidad de un valor depende de los objetivos y propiedades deseables en cada escenario,
se estudia el valor de Banzhaf coalicional simétrico (IT) como una medida alternativa ya existente
que resulta més adecuada bajo ciertas premisas en particiones estrictas frente al valor de Banzhaf-
Owen (V). Asimismo, como aportacién original de este trabajo, se propone y formaliza un nuevo
indice que ofrece una perspectiva complementaria al indice de Banzhaf-Coleman generalizado (n’) ante
configuraciones con solapamiento. Finalmente, se ilustraran algunos de estos modelos matematicos
mediante escenarios aplicados, como sistemas parlamentarios, y se respaldaran los hallazgos tedricos
mediante rutinas computacionales y estudios de simulacién numérica para evaluar su eficiencia, sin
descuidar en ningin momento el rigor de las demostraciones teoricas.

Para dar cumplimiento a estos objetivos, el documento se estructura en los siguientes capitulos:

En el Capitulo 1 se establecen los cimientos matematicos del trabajo. Se revisan los fundamentos
de los juegos cooperativos con utilidad transferible (juegos TU) y los juegos simples, introducien-
do conceptos estructurales clave y los axiomas que caracterizan soluciones clasicas como los valores
de Banzhaf (§) y Shapley (¢). Este tltimo se incluye por su indispensable valor como herramienta
metodolégica. Asimismo, se define la teoria de las extensiones multilineales (EML) y se ilustra empiri-
camente, mediante un primer experimento de simulacién en R, cémo el cédlculo continuo mitiga la
explosién combinatoria frente al método discreto tradicional.

El Capitulo 2 adentra al lector en los modelos de cooperacion restringida mediante particiones
estrictamente disjuntas (juegos con uniones a priori). En primer lugar, se evalia el valor de Banzhaf-
Owen (V) y se ilustra su incapacidad para preservar la simetria en el juego cociente. Para solventar
esto, se estudia detalladamente una solucién alternativa: el valor de Banzhaf coalicional simétrico
(II). Mediante su caracterizaciéon axiomdtica, se demuestra cémo esta métrica logra una distribucién
coherente al operar en dos niveles, combinando el poder absoluto de Banzhaf en la interaccién entre
bloques con la justicia distributiva de Shapley en el reparto interno.

El Capitulo 3 conecta la teoria de las estructuras coalicionales del capitulo anterior con la opti-
mizacién computacional. Se demuestra formalmente cémo las restricciones que imponen las uniones a
priori pueden modelizarse mediante transformaciones algebraicas sobre la extensién multilineal. Asi,
se detalla la obtencién de los valores W y II mediante derivadas parciales e integrales. El capitulo fina-
liza ampliando el estudio numérico, certificando empiricamente que la metodologia analitica continua
supera las barreras del computo discreto en grandes juegos jerarquizados.

El Capitulo 4 da un paso mas alla en la flexibilizacién de las restricciones cooperativas, abordando
las configuraciones de coaliciones (recubrimientos que permiten el solapamiento de alianzas). Se evalia
el indice de Banzhaf-Coleman generalizado (1) y se demuestra que padece una inconsistencia semejante
a la de su predecesor. Para dar respuesta a este problema abierto, se propone y formaliza una nueva
métrica original: el indice de Banzhaf coalicional simétrico generalizado (IT'). Su comportamiento
demuestra que es posible respetar la relevancia macroscopica de las alianzas de geometria variable,
independientemente de su grado de solapamiento interno.

Finalmente, el Capitulo 5 sintetiza los principales resultados tedricos y computacionales de la
memoria, y plantea diversas lineas de trabajo futuras para continuar profundizando en el ambito de
las estructuras de cooperacién.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta una revisién de los conceptos y resultados fundamentales relativos a
los juegos cooperativos con utilidad transferible, prestando especial atencién a la subclase de los juegos
simples. Asimismo, se introducen las nociones de nicleo y de solucién puntual de un juego TU, junto
con el concepto de indice de poder, elementos esenciales para el posterior andlisis del valor y el indice
de Banzhaf. Adicionalmente, se exponen las extensiones multilineales como una herramienta analitica
clave que facilita el calculo de dichas soluciones. El capitulo concluye con una seccién dedicada al valor
de Shapley, cuya inclusion resulta necesaria para fundamentar y demostrar ciertos resultados a lo largo
del trabajo.

1.1. Juegos TU

Esta seccion se centra en el estudio de los juegos cooperativos con utilidad transferible. Estos
juegos analizan situaciones de negociacién coalicional en las que un conjunto de jugadores, dotados
de mecanismos para establecer acuerdos vinculantes, busca determinar como distribuir los beneficios
derivados de su cooperacién.

Ahora bien, para que una asignacién sea finalmente adoptada, no es necesario que todos los juga-
dores estén de acuerdo con ella, sino que existen ciertos grupos de jugadores, denominados coaliciones,
que son capaces de imponer determinadas asignaciones. Ademads, los beneficios generados por una
coalicién pueden distribuirse de cualquier manera entre sus miembros, lo que justifica el nombre de
utilidad transferible.

Para caracterizar una de estas situaciones, basta con indicar el conjunto de jugadores y los beneficios
que puede generar cualquier coalicién posible. A un par de este tipo es a lo que llamamos un juego
TU. Formalmente:

Definicién 1.1.1. Un juego cooperativo con utilidad transferible o juego TU es un par (N,v), donde
N = {1,2,...,n} es el conjunto finito de jugadores y v : 2V — R es la funcién caracteristica del
juego, verificando que v(f)) = 0.

Dada una coalicién S C N, el valor v(S) representa el pago que se pueden asegurar los jugadores
de S; es decir, el beneficio que S puede generar por si misma, independientemente de las decisiones
que tomen los jugadores que no pertenecen a dicha coalicién (N \ 5).



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

En ocasiones, por simplicidad, nos referiremos a un juego (N, v) tnicamente mediante su funcién
caracteristica v. Asimismo, denotaremos por TU(N) al conjunto de todos los juegos cooperativos con
utilidad transferible cuyo conjunto de jugadores es N = {1,2,...,n}.

A continuacion, definimos una propiedad de los juegos TU que resulta fundamental para modelizar
que la cooperacién es provechosa.

Definicién 1.1.2. Un juego (N,v) € TU(N) se dice que es superaditivo si para todo par de coaliciones
S,T C N, tales que SNT = (), se verifica que:

v(SUT) > v(S) +o(T).

Nétese que un juego es superaditivo cuando los jugadores tienen incentivos reales para cooperar, ya
que la unién de dos grupos disjuntos de jugadores nunca disminuye el beneficio total que estos pueden
generar de forma conjunta frente a lo que obtendrian por separado.

Otra propiedad estructural de gran relevancia al relacionar la cooperacién y el crecimiento de las
coaliciones es la monotonia, la cual se formaliza a continuacion.

Definicién 1.1.3. Un juego (N,v) € TU(N) se dice que es mondtono si v(T') < v(S) para todo par
de coaliciones S, T C N tales que T'C S.

Es decir, un juego es monétono cuando la incorporacién de nuevos jugadores a una coalicién nunca
reduce el valor total de los beneficios que esta puede generar.

Por otro lado, es necesario identificar el papel individual de los jugadores dentro de la estructura
del juego. Dado un juego (N, v) € TU(N), se dice que i € N es un jugador nulo si v(SU {i}) = v(S5)
para cualquier coalicién S C N \ {i}. Asimismo, se dice que dos jugadores i,j € N son simétricos si
v(SU{i}) = v(SU{j}) para cualquier coalicién S C N\ {i,5}.

1.2. Juegos simples

Una subclase de especial relevancia dentro de los juegos TU es la formada por los juegos simples.
Estos modelos son fundamentales para analizar situaciones de votacién y toma de decisiones, donde el
beneficio de una coalicién no es una magnitud continua, sino un resultado binario: el éxito (ganar) o el
fracaso (perder). A continuacién, se presentan los conceptos y resultados fundamentales que permiten
caracterizar estos escenarios.

Definicién 1.2.1. Un juego (N,v) € TU(N) se denomina juego simple si satisface las siguientes
condiciones:

i) Codominio binario: para toda coalicién S C N, v(S) € {0,1}.
ii) Consistencia: v(N) =1y v(0) = 0.
ili) Monotonia: si S C T, entonces v(S) < v(T).
Se denotard por ST(N) al conjunto de juegos simples con un conjunto de jugadores N = {1,2,...,n}.
En este contexto, el estatus de una agrupacién es claro: una coalicién S es ganadora si v(S) y
|

=1
perdedora si v(S) = 0. El conjunto de todas las coaliciones ganadoras se designa por W = {S C N
v(S) = 1}. Es evidente que N es un elemento de Wy quesi S € Wy S C T, entonces T € W.



1.2. JUEGOS SIMPLES 3

Para simplificar el analisis, resulta de gran utilidad identificar aquellas coaliciones que son suficientes
para ganar. Una coalicién ganadora se dice minimal si no contiene a ninguna otra coalicién ganadora
como subconjunto propio. El conjunto de estas coaliciones, denotado por W™, se define formalmente
como:

wm ={S e W |v(T) =0, para toda coalicién T C S}.

Es interesante observar que un juego simple queda completamente determinado por su conjunto
de coaliciones minimales ganadoras W™. Esto permite una representacién compacta del juego, de-
notandolo simplemente como el par (N, W™).

Atendiendo a la estructura de W, podemos distinguir dos propiedades de estabilidad y resolucién
que son clave en ciertos estudios, por ejemplo, de sistemas politicos:

= Juegos propios: son aquellos donde no pueden existir dos coaliciones ganadoras disjuntas
(ST e W = SNT # 0). En estos juegos, la victoria de un grupo impide automética-
mente la de su opositor. Cabe destacar que, en la clase de los juegos simples, la propiedad de ser
propio es equivalente a la superaditividad.

= Juegos decisivos: aquellos donde, para cualquier coalicién S, o bien S es ganadora, o bien su
complementaria N\ S lo es. En estos juegos no existe la posibilidad de bloqueo; siempre hay una
mayoria capaz de imponerse.

Dentro de la clase de los juegos simples, destacan por su aplicabilidad los juegos de mayoria ponde-
rada. Estos representan de manera natural los procesos de decision colectiva en los que cada jugador
posee un numero determinado de votos o un peso asignado, y donde las coaliciones ganadoras se definen
en funcién de una cuota o mayoria requerida.

Definicién 1.2.2. Un juego (N,v) € SI(N) es de mayoria ponderada si existen un vector de pesos
(w1, w3, ..., w,) € R® con w; > 0, Vi € N y una mayoria ¢ € RT tales que:

SeW = v(5) =1 < ZwZ-Zq.
i€s

Habitualmente, este tipo de juegos se denotan de forma compacta mediante [g; w1, wa, . .., wy].

Tras analizar cémo la distribucién de pesos y cuotas determina la victoria en los juegos de mayoria
ponderada, es natural preguntarse por aquellos escenarios donde la cooperacién debe ser absoluta.
Existe un tipo de juego simple, de vital importancia para la estructura algebraica de los juegos TU, en
el que una coalicién especifica S es estrictamente necesaria y suficiente para obtener el éxito, de modo
que cualquier ausencia dentro de dicha coalicién invalida el resultado.

Este nivel de dependencia total nos conduce a los juegos de unanimidad. Como se verd a con-
tinuacion, estos juegos no solo representan una situaciéon de veto reciproco entre los miembros de
una coalicién, sino que constituyen las piezas béasicas con las que se puede construir y descomponer
cualquier otro juego cooperativo.

Definicién 1.2.3. Dado un conjunto finito de jugadores N y una coalicién no vacia S C N, se
denomina juego de unanimidad asociado a S, denotado por (N,ug) € TU(N), a aquel cuya funcién

caracteristica verifica:
1 siSCT,
’LLS(T) = {

0 en otro caso.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Noétese que en el lenguaje de los juegos simples, para el juego ug, el conjunto de coaliciones ganadoras
minimales es unitario, W™ = {S}. Esto implica que todos los jugadores en S tienen derecho de veto:
si uno solo de ellos no participa, la coalicién resultante es perdedora.

Cualquier juego TU puede descomponerse como una combinacién lineal de juegos de unanimidad.
Este hecho, demostrado en Shapley (1953) [17], es de vital importancia, pues implica que el conjunto
de todos los juegos de unanimidad que pueden definirse para un conjunto N de jugadores constituye
una base del espacio vectorial TU(N), cuya dimensién es 2" — 1.

Teorema 1.2.4. Si (N,v) € TU(N), entonces el juego v se puede expresar de forma unica como
combinacion lineal de los juegos de unanimidad {ug | S € 2V \ 0}:

v = Z csug,
Se2N\{0}
donde los coeficientes cg vienen dados por
cs =y (=1)*"o(T),
TCS

con s =S| yt=|T|. El valor cs se denomina coordenada de unanimidad de la coalicion S.

1.3. Ncleo de un juego TU

Para determinar cémo se distribuye de forma estable el beneficio total generado por la gran coa-
licién, surge el concepto de niucleo. Esta nocién busca identificar aquellos repartos que garanticen la
estabilidad del acuerdo frente a posibles deserciones o rupturas por parte de los jugadores.

Para formalizar esta nocién, considérese un juego (N,v) € TU(N). Suponiendo la existencia de
mecanismos para establecer acuerdos vinculantes, los jugadores disponen de la cantidad total v(IN) para
repartir entre ellos. Aunque este reparto puede hacerse de cualquier forma, parece 16gico suponer que
ningun jugador 7 aceptard un pago menor que v({i}), es decir, la cantidad que puede obtener actuando
de manera individual. Bajo estas premisas, se introduce en primer lugar el conjunto de vectores de
pago razonables, denominado conjunto de imputaciones.

Definicién 1.3.1. Dado un juego (N,v) € TU(N), se dice que un vector € R™ es una imputacion
si satisface:

i) Racionalidad individual: z; > v({i}), para todo i € N.

ii) Eficiencia (o racionalidad colectiva): "1, z; = v(N).
El conjunto de todas las imputaciones de un juego se denotard por I(N,v).

Notese que la eficiencia es un requerimiento natural si el juego es superaditivo.

De este modo, dadas dos imputaciones = y z distintas, y teniendo en cuenta que ambas reparten el
valor total v(IV), existirdn grupos de jugadores que prefieran una de ellas frente a la otra dependiendo
del beneficio individual que cada una les asigne, asi como de la asignacién total recibida por el grupo.

A continuacién, presentamos la definicién del nicleo, uno de los conceptos més relevantes en la
teoria de juegos cooperativos debido a su relacién directa con la estabilidad de las coaliciones. Para
cualquier juego (IV,v), el ntcleo es un subconjunto del conjunto de imputaciones I(N,v).
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Definicién 1.3.2. Se define el nicleo de un juego (N,v) € TU(N), denotado por Nu(N,v), como el
subconjunto de imputaciones que satisfacen la racionalidad coalicional:

Nu(N,v) = {x € I(N,v) | in > v(S), para toda coalicién S C N} .
icS

El nicleo cumple con la racionalidad individual, lo que significa que cada jugador recibe al menos
lo que puede garantizarse por si solo. Pero ademads, exige racionalidad coalicional, es decir, ninguna
coalicién de jugadores tiene incentivos para separarse de la gran coalicion, puesto que no es capaz de
mejorar su situacién mediante sus propios recursos.

1.4. Solucién de un juego TU

Mientras que el niicleo busca vectores de pagos estables, pudiendo resultar en un conjunto vacio
o contener infinitos elementos, en esta seccién y a lo largo del trabajo, el andlisis se orienta hacia
soluciones que asignan a cada juego un tnico vector de pagos basado en criterios de equidad. Con este
fin, se caracterizaran dichas soluciones mediante un conjunto de propiedades deseables, estableciendo,
en primer lugar, el concepto formal de solucién sobre TU(N).

Definicién 1.4.1. Una solucién sobre TU(N) es una aplicacion:
f:TUN) — R"
(N,”U) — f(va) = (fl(Nav),“-afn(Nav))

que a cada juego le hace corresponder un unico vector de R™, donde la componente i-ésima, f;(N,v),
representa el pago o beneficio que recibe el jugador i.

A continuacion, se enuncian las propiedades fundamentales empleadas en este trabajo para carac-
terizar una solucién f : TU(N) — R™. Estos axiomas formalizan principios de justicia distributiva y
coherencia interna que determinan la viabilidad y aceptacién del reparto.

= Poder total (PT): Una solucién satisface esta propiedad si para todo juego (N,v) € TU(N)

se cumple que:
Y AN = 5 Y S S UL - s

i=1 SCN\{4}

Esta propiedad establece que el pago total distribuido entre los jugadores equivale a la suma de
las medias de las contribuciones marginales de cada integrante del juego.

= Simetria (SIM): Una solucién es simétrica si, para cualquier par de jugadores i,j € N que
sean simétricos en el juego (N,v) € TU(N), se verifica que f;(N,v) = f;(N,v). Esto garantiza
que jugadores con contribuciones idénticas reciban el mismo pago.

= Jugador nulo (JN): Una solucién satisface la propiedad de jugador nulo si, para todo jugador
i € N que sea nulo en el juego (N,v) € TU(N), se tiene que f;(N,v) = 0. Es decir, un jugador
que no aporta nada a ninguna coalicién no debe recibir beneficio.

= Aditividad (ADI): Una solucién es aditiva si para cualquier par de juegos (N,v) € TU(N) y
(N,w) € TU(N) se cumple:

f(NvU"‘f_w):f(va)"_f(N»w)v
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donde el juego suma se define como (v + w)(S) = v(S) + w(S) para toda coalicién S C N. Esta
propiedad permite descomponer juegos complejos en la suma de juegos més simples como los de
unanimidad.

= Monotonia fuerte (MF): Una solucién satisface la monotonia fuerte si, para cualquier par
de juegos (N,v) € TU(N) y (N,w) € TU(N), y cualquier jugador ¢« € N cuyas contribuciones
marginales en v sean siempre mayores o iguales que en w, es decir:

v(SU{i}) —v(S) > w(SU{i}) —w(S), VS CNN\{i},

entonces se garantiza que su pago no disminuye: f;(N,v) > fi;(N,w).

1.5. Indice de poder

Cuando se trabaja con juegos simples, se suele utilizar el término indice de poder para referirse a
las soluciones que miden la influencia o capacidad de decisién de cada jugador en el resultado final del
juego. El principal interés en este tipo de juegos radica en cuantificar en qué medida la participacién
de un jugador puede alterar el resultado colectivo.

Si bien puede emplearse cualquier concepto de solucién definido en el contexto general de los juegos
con utilidad transferible, existen conceptos maés especificos adaptados a la estructura binaria de los
juegos simples. De hecho, el valor de Banzhaf se formul6 originalmente para este tipo de juegos y
posteriormente se extendi6 a toda la clase de juegos TU.

Definicién 1.5.1. Un indice de poder sobre ST(N) es una aplicacién:

f:SI(N) — R”
(N7v) '—>f(N’U) = (fl(N7v)7"'7fﬂ(N7v))

que a cada juego le hace corresponder un tnico vector de R™, donde la componente i-ésima, f;(N,v),
representa el poder que tiene el jugador i.

La propiedad de aditividad, no puede aplicarse directamente en la clase de los juegos simples. Esto
se debe a que la suma de dos juegos simples (definida punto a punto sobre sus funciones caracteristicas)
no siempre da lugar a otro juego simple, ya que los valores de la funcién caracteristica pueden dejar de
ser binarios. Por esta razén, los indices de poder requieren axiomas y propiedades propios, adecuados
a la estructura discreta de los juegos simples.

Se sustituye la propiedad de aditividad por una condicién més adecuada a la naturaleza binaria
de estos juegos: la propiedad de transferencia. Con el fin de enunciar dicha propiedad, se introducen
previamente las operaciones de unién e interseccién entre juegos simples.

Definicién 1.5.2. Dados (N,v), (N,w) € SI(N), se definen los juegos simples (N,vVw) y (N,vAw)
de la siguiente forma:

= Union:

(vVw)(S) =méx{v(S),w(S)} <= (vVw)(S)=

{1 siv(S) =10 w(S) =1,
0 siv(S)=0yw(S)=
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= Interseccioén:

1 siw(S) =

(v Aw)(S) = min{v(S),w(S)} <= WAwW)(S)= {0 5 0(S) :(1)

Obsérvese que dados dos juegos simples (N, v) y (N, w) se verifica que v +w = (v V w) + (v A w).
Enunciamos ahora la propiedad de transferencia:

Transferencia (TR): Un indice de poder f: SI(N) — R™ satisface la propiedad de transferencia
(o aditividad para juegos simples) si para todo par de juegos (N, v) y (N,w) € SI(N), se tiene que

F(N,v) + f(N,w) = f(N,vVw)+ f(N,vAw).

1.6. Valor de Banzhaf ()

Dentro de las soluciones puntuales propuestas para la clase TU(N), el valor de Banzhaf ocupa
un lugar destacado. Fue introducido originalmente por Banzhaf (1965) [4] en el contexto de los juegos
simples y, posteriormente, extendido por Owen (1975) [14] para la clase general de los juegos de utilidad
transferible. Con el fin de estudiar sus propiedades estructurales, en esta seccién nos basaremos en la
caracterizacién axiomédtica desarrollada por Feltkamp (1995) [9], la cual se enuncia a continuacién.

Teorema 1.6.1. La dnica solucion f definida en TU(N) que satisface aditividad (ADI), jugador nulo
(JN), simetria (SIM) y poder total (PT) es el valor de Banzhaf. Dado un juego (N,v), esta solucion
asigna a cada jugador i € N el nimero real:

BN = Y S (S Ui — w(S)).

SCN\{i}

Este valor asigna a cada jugador la media de las contribuciones marginales que dicho jugador aporta
a todas las coaliciones posibles en las que no participa. Bajo esta perspectiva, se asume que todas las
coaliciones que no contienen al jugador ¢ tienen la misma probabilidad de formarse, concretamente
1/2n L

Si empleamos la propiedad de monotonia fuerte en lugar de la aditividad y el jugador nulo, ob-
tenemos una caracterizacién alternativa del valor de Banzhaf, propuesta por Alonso Meijide (2002)
[3].

Teorema 1.6.2. La dnica solucion [ definida en TU(N) que satisface monotonia fuerte (MF), si-
metria (SIM) y poder total (PT) es el valor de Banzhaf.

1.7. Indice de Banzhaf

El Teorema (1.6.1), que caracteriza el valor de Banzhaf en el contexto de los juegos TU mediante
la propiedad de aditividad, no puede aplicarse directamente en la clase de los juegos simples. Para
caracterizar el indice de Banzhaf en la clase de los juegos simples, se sustituye la propiedad de aditividad
por la propiedad de transferencia, como hemos indicado en la seccién anterior.

Utilizando esta propiedad, Dubey y Shapley (1979) [8] obtuvieron una caracterizacién para el valor
de Banzhaf en la clase de los juegos simples conocido como indice de poder de Banzhaf-Coleman.
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Teorema 1.7.1. El dnico indice de poder f : SI(N) — R™ que verifica las propiedades de tranferencia
(TR), jugador nulo (JN), simetria (SIM) y poder total (PT) es el valor de Banzhaf.

El valor de Banzhaf asigna a cada jugador 4, la media aritmética de sus contribuciones marginales
a las distintas coaliciones a las que puede unirse. En el caso de los juegos simples, como v(S) = 1 si
S e W ywu(S) =0 en otro caso, se cumple que:

1

0, en otro caso.

, siel jugador ¢ hace ganadora a .S,

W(SU{i}) —v(S) = {

Por lo tanto, se tiene que el indice de poder de Banzhaf-Coleman de un jugador ¢ en el juego simple
(N,v) es:

Bi(N’U) = Z %7

S€5(4)
donde S(i) ={SCN\{i} | S¢ Wy Su{i} e W}.

Al conjunto de pares de coaliciones (S, S U {i}) con S € S(i), se le denomina movimientos criticos
o conjunto de swings para el jugador 7. Un swing para ¢ es una situacion en la que la coalicién S es
perdedora pero al incorporar el jugador 4, la nueva coalicién S U {i} se convierte en ganadora.

El indice de poder de Banzhaf-Coleman de un jugador i mide asi, la frecuencia relativa con la que
un jugador resulta critico en el resultado de las coaliciones. Es decir, se corresponde con el nimero de
swings para el jugador ¢, normalizado por el niimero total de coaliciones a las que se puede unir.

1.8. Extensiones multilineales (EML)

El principal problema al trabajar con soluciones de juegos cooperativos, como el valor de Banzhaf,
es la naturaleza esencialmente discreta de los juegos TU. Dado que la funcién caracteristica v solo
estd definida para combinaciones exactas de jugadores, cualquier calculo directo requiere evaluar un
nimero de coaliciones que crece de forma exponencial (O(2")). Este fenémeno, dificulta la obtencién
de resultados cuando el conjunto de jugadores es numeroso.

Para solventar esta limitacién, podemos adoptar una perspectiva geométrica. Si representamos a
cada jugador ¢ € N como una dimensién en el espacio euclideo R™, cualquier coalicion S C N puede
identificarse con un punto especifico cuyas coordenadas son binarias: un 1 en la posicién ¢ indica que
el jugador pertenece a la coalicién, mientras que un 0 indica su ausencia.

Bajo esta éptica, el dominio de la funcién caracteristica v no es mas que el conjunto de los 2"
vértices de un cubo unitario en n dimensiones. La propuesta de Owen (1972) [13] consistié en “rellenar”
dicho cubo, permitiendo que las coordenadas tomen cualquier valor en el intervalo continuo [0, 1].
Esta transicién transforma un problema de combinatoria pura en un problema de analisis continuo,
permitiendo el uso de herramientas potentes como el calculo diferencial.

Formalmente, definimos el cubo unitario como:

I" ={(x1,22,...,2,) ER" |0 < x; <1 paracadaie N}.

Cada vértice del cubo se denota por e, donde las componentes del vector e € {0,1}" vienen
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dadas por:

3

o5 1 sivelf,
0 siigs.
El objetivo es, por tanto, definir una funcién f : I — R que sea suave y que, en los vértices del

cubo, coincida exactamente con los valores del juego original; es decir, que cumpla la condicién de
interpolacién f(e) = v(S) para toda coalicion S C N.

Definicién 1.8.1. Sea (N,v) € TU(N). Se define la extensién multilineal (EML) del juego v como la
funcién f : I™ — R dada por:

f(@1, 22, an) = Z sz H (L —x;)| v(S) (1.1)

SCN |ieS jeN\S

donde 0 < z; < 1 para cada jugador ¢ € {1,...,n}. Por convencién, un producto sobre un conjunto
vacio se considera igual a 1.

Mas alla de su expresion analitica, esta funcion admite una interpretacion probabilistica muy intui-
tiva que dota de sentido al uso del cubo unitario. Si consideramos que cada jugador ¢ decide participar
en una coalicién de manera independiente con una probabilidad x;, entonces el término entre corchetes
en la Expresién (1.1) representa precisamente la probabilidad de que se constituya exactamente la
coalicién S.

Bajo este enfoque, si definimos una variable aleatoria Y que represente el beneficio o ganancia de
una coalicién formada al azar, se tiene que P(Y = v(95)) es la probabilidad de que se forme S. En
consecuencia, la extensién multilineal evalia la esperanza matematica de dicha ganancia:

f(x1,22,...,20) = E[Y].

Esta construccién no es arbitraria. Owen (1972) [13] demostré que esta es la tinica forma de extender
el juego al cubo unitario preservando la propiedad de multilinealidad (la funcién es de grado uno
respecto a cada variable z; de forma independiente) y respetando los valores originales en los vértices.

Teorema 1.8.2. Sea v una funcion caracteristica definida sobre el conjunto de todas las coaliciones
2N . Existe una nica funcion multilineal f : I — R tal que, para cada coalicion S C N, se cumple
que f(e%) = v(S). Esta funcién es precisamente la definida en la Expresion (1.1).

La verdadera potencia de la extension multilineal en el marco de este trabajo reside en que permite
transformar el cdlculo combinatorio del valor de Banzhaf en una operacién puramente analitica. En
Owen (1975) [14] se probé que las contribuciones marginales del juego quedan recogidas en las derivadas
parciales de su extensién.

Teorema 1.8.3. Sea (N,v) € TU(N) y f su extension multilineal. El valor de Banzhaf de un jugador
i € N wviene dado por la derivada parcial de f respecto a la variable x;, evaluada en el centro del

hipercubo unitario:
of (11 1
iN, =45 |55 05 )"
fiNv) = 50 (2 2 2)

Este resultado constituye el eje central de nuestro estudio. Al evaluar la derivada en el punto

(%, ceey %), estamos asumiendo formalmente que cada jugador tiene la misma probabilidad de pertenecer
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0 no a una coalicién, lo que coincide con la filosoffa original del valor de Banzhaf. Esta metodologia
no solo simplifica el calculo, sino que permite abordar juegos con un gran nimero de jugadores donde
el cémputo directo de las contribuciones marginales seria inabordable.

El indice de poder de Banzhaf-Coleman también puede obtenerse utilizando las extensiones multi-
lineales.

1.9. Analisis de eficiencia computacional y simulacién numéri-
ca

Como se ha argumentado tedricamente, el calculo directo del valor de Banzhaf a partir de su de-
finicién combinatoria presenta una complejidad computacional de orden exponencial, especificamente
O(2"), debido a la necesidad de evaluar el conjunto de partes 2. Con el propésito de ilustrar el im-
pacto cuantitativo de esta explosién combinatoria y contrastar la eficiencia analitica de las extensiones
multilineales, en esta seccion se desarrolla un estudio de simulacién numérica utilizando el lenguaje de
programacion R.

Para garantizar la reproducibilidad de los resultados, todos los experimentos computacionales deta-
llados en este trabajo se han ejecutado en un ordenador portatil HP ProBook 440 G7 con procesador
Intel Core i5-10210U (1,60 GHz) y 16 GB de memoria RAM, operando bajo el sistema operativo
Windows 11 Pro y utilizando la version 4.4.2 de R.

El experimento compara los tiempos de ejecucién requeridos para calcular el valor de Banzhaf a
través de tres enfoques metodoldgicos diferenciados:

1. Enfoque combinatorio por definicion: cémputo directo evaluando las contribuciones margi-
nales sobre todas las coaliciones posibles, mediante la funcién calcular_banzhaf _vector.

2. Enfoque analitico mediante EML: evaluacién algebraica indirecta basada en el calculo de la
derivada parcial de la extensién multilineal en el centro del hipercubo (%, ey %), utilizando la
rutina calcular_banzhaf_eml.

3. Libreria especializada de R: implementacién mediante paquetes especificos de la literatura;
en este caso se hace uso de la funcién correspondiente de la libreria CoopGame.

A continuacién, en el Cuadro 1.1, se recogen los tiempos de cdmputo (expresados en segundos)
obtenidos al incrementar progresivamente el nimero de jugadores n en juegos simples generados a
partir de un juego mayoria ponderada. Para ello, se evalian los rendimientos de la implementacion
combinatoria clasica frente al cédigo analitico basado en extensiones multilineales, cuyos desarrollos
en el lenguaje R se detallan en el Apéndice A y el Apéndice B, respectivamente.

A partir de los resultados analizados y su representacién visual en la Figura 1.1, se pueden extraer
las siguientes conclusiones:

= Crecimiento exponencial: para un nimero bajo de jugadores (n < 10), las diferencias de
tiempo son pequeinias. Sin embargo, a partir de n = 15, el método por definicién se dispara
drésticamente (28,96 s).

= Eficiencia de la EML: el enfoque basado en las extensiones multilineales demuestra ser el més
réapido de la comparativa, completando el cdlculo para n = 16 en solo 23,37 segundos (frente a
los 63,45 s de la definicién y los 60,42 s de la librerfa especializada).
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Jugadores (n) Definicién (s) EML (s) CoopGame (s)
5 1,209919 0,895697 1,082110
10 1,476603 1,352395 1,751322
15 28,96548 12,82889 29,57175
16 63,45468 23,37309 60,42942

Cuadro 1.1: Comparativa de tiempos de computo para el calculo del valor de Banzhaf en juegos simples.

= Ventaja sobre la libreria: la implementacién por EML que se ha programado supera a la
librerfa especializada CoopGame en escenarios de mayor escala (n > 15).

Estos datos confirman empiricamente que la transicién del anélisis combinatorio discreto al calculo
continuo mediante la EML no solo es elegante tedricamente, sino que es de gran utilidad para la

viabilidad computacional del juego.

Comparativa de eficiencia computacional

P [}
o [=)

Tiempo de Computo (segundos)
N
o

Numero de Jugadores (n)

Método Evaluado =@ Definicion @ EML =@ CoopGame

Figura 1.1: Evolucién del tiempo de cémputo en funcién del nimero de jugadores.

1.10. Valor de Shapley (y)

Aunque el nicleo de este trabajo se desarrollard bajo una perspectiva diferente, el valor de Shapley
constituye una herramienta fundamental de la teoria de soluciones en juegos cooperativos con utilidad
transferible. La inclusién de esta seccién se justifica por su relevancia metodoldgica, ya que las pro-
piedades y la estructura matematica de este valor seran herramientas analiticas para el desarrollo de

demostraciones en los capitulos posteriores.
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Introducido formalmente en el trabajo de Shapley (1953) [17], este valor asigna a cada jugador un
promedio ponderado de sus contribuciones marginales donde la ponderacién estd basada en el tamano
de las coaliciones. En primer lugar, es necesario introducir una nueva propiedad para caracterizar una
solucién sobre TU(N), un axioma de distribucién fundamental que regula el reparto de la riqueza
generada:

Eficiencia (EFI): Una solucién f : TU(N) — R™ satisface la propiedad de eficiencia si para todo
juego (N,v) € TU(N), se tiene que

> fi(N,v) = u(N).
i=1

Esta propiedad exige que la riqueza total disponible o el valor de la gran coalicién sea distribuido
por completo entre todos los participantes, garantizando que no se produzcan excedentes ni déficits
globales en el sistema. A continuacién, se detalla la formulacién del valor y su caracterizacion clasica
basada en este principio.

Teorema 1.10.1. Eziste una tnica solucién [ definida sobre el espacio TU(N) que satisface si-
multdneamente las propiedades de aditividad (ADI), jugador nulo (JN), simetria (SIM) y eficiencia
(EFI). Esta solucion, denominada valor de Shapley y denotada por ¢, asigna a cada juego (N,v) y
cada jugador i € N el pago:

sl(n—s—1)! )
sy = 3 TR (s u i) - o(S)
SCN\{i}
donden = |N| y s = |S| representan los cardinales de la gran coalicidn y de la subcoalicion considerada,
respectivamente.

Desde un punto de vista conceptual, los pesos combinatorios w modelan la probabilidad de

que un jugador se incorpore a una coalicién S bajo el supuesto de que todos los érdenes de llegada de
los jugadores (permutaciones del conjunto N) son igualmente probables.

La propiedad de eficiencia que vertebra esta caracterizacién resulta especialmente natural y atrac-
tiva en problemas econémicos donde el objetivo primordial es la justicia distributiva, ya sea para el
reparto equitativo de un beneficio neto generado de forma conjunta o para la asignacién 6ptima de
costes compartidos. En tales escenarios, este principio obliga a que se reparta exactamente todo lo
ganado o lo gastado entre los miembros del grupo, de modo que nadie reciba de més ni de menos.

A lo largo de la evolucién de la teoria de juegos, se han propuesto enfoques alternativos para
fundamentar el valor de Shapley. Uno de los avances mds destacados se debe a Young (1985) [18],
quien demostré que es posible prescindir tanto de la aditividad como del axioma del jugador nulo si
se introduce la propiedad de monotonia fuerte.

Teorema 1.10.2. FEl valor de Shapley es la unica solucidn [ definida sobre TU(N) que satisface las
propiedades de monotonia fuerte (MF), simetria (SIM) y eficiencia (EFI).

Tras estas caracterizaciones, resulta fundamental contrastar la filosofia distributiva del valor de
Shapley con la de la solucién central de este trabajo: el valor de Banzhaf. Podria considerarse la pro-
piedad de eficiencia como un requisito indispensable para cualquier regla de reparto justa en contextos
econdémicos. Bajo este prisma, podriamos cuestionarnos la validez del valor de Banzhaf debido a su
falta de eficiencia, ya que la suma de sus pagos no da como resultado el valor de la gran coalicién v(N).
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Sin embargo, su renuncia a la eficiencia no es un defecto, sino la consecuencia de modelizar un
concepto distinto: el poder absoluto y la toma de decisiones independientes. Mientras que Shapley
asume un escenario de reparto cerrado donde toda la riqueza debe ser distribuida (eficiencia), el valor
de Banzhaf mide la capacidad de un jugador para alterar los resultados de un juego.

A falta de la propiedad de eficiencia, el valor de Banzhaf se encuentra respaldado por dos propie-
dades estructurales alternativas. En primer lugar, verifica la propiedad de poder total, lo que vincula
el sumatorio de los pagos a la estructura combinatoria global del juego. En segundo lugar, es la tnica
solucién que satisface el principio de 2-eficiencia junto a otras propiedades bdsicas como simetria y
jugador nulo. Este axioma fue introducido por Lehrer (1988) [11] para formalizar la resistencia del
valor ante fusiones o comportamientos estratégicos manipulativos.

Formalmente, si consideramos un juego (IN,v) y un par de jugadores distintos i,j € N, denotamos
por (NV; j,v; ;) al juego donde los jugadores ¢ y j se han fusionado para actuar como un tnico jugador
compuesto, al que llamaremos {i,j}. La propiedad de 2-eficiencia establece que para toda solucién
f se debe cumplir:

fi(N,v) + f;(N,v) = fi 53 (Nij,vij)-

Desde un punto de vista conceptual, la 2-eficiencia actia como un principio de inmunidad frente
a la manipulacion estructural. Garantiza que si dos jugadores deciden unirse y operar como una sola
unidad politica o econémica, el poder conjunto que reciben en el nuevo juego es exactamente igual a
la suma de los poderes que ostentaban cuando actuaban por separado.

El valor de Shapley, a pesar de cumplir la propiedad de eficiencia, no satisface la propiedad de 2-
eficiencia. Esto implica que bajo el esquema de Shapley, los jugadores tienen incentivos estratégicos para
dividirse o fusionarse y alterar asi el reparto en su beneficio. Por tanto, el valor de Banzhaf garantiza
una solucién robusta, no manipulable e idénea para el andlisis del poder politico e institucional.

En conclusién, es importante destacar que ningtin valor es mejor que el otro. La eleccion entre el
valor de Shapley y el valor de Banzhaf depende simplemente de la situacién que se quiera modelizar y
de las propiedades que se busquen. Mientras que el valor de Shapley es ideal en contextos econémicos
donde se requiere repartir la totalidad de los beneficios o costes (eficiencia), el valor de Banzhaf resulta
mas adecuado para medir el poder de decision y la resistencia frente a posibles fusiones de los jugadores.
Por lo tanto, ambas métricas no compiten entre si, sino que ofrecen enfoques complementarios dentro
de la teoria de juegos cooperativos.






Capitulo 2

Valores en juegos con uniones a
PTioTt

En los modelos analizados en el capitulo anterior, partiamos de la premisa de una libertad absoluta
de asociacion, cualquier coalicién era factible al no existir restricciones en la cooperacién entre los
jugadores. Sin embargo, la realidad de los procesos de decision suele ser mas compleja. Para representar
situaciones donde existen afinidades previas, bloques politicos o estructuras organizativas, es preciso
transitar hacia modelos que incorporen esta informacion.

Uno de los marcos mas robustos para este fin es el de los juegos TU con un sistema de uniones. En
este modelo, el conjunto de jugadores se organiza mediante una particién que describe una estructura
de coaliciones preexistentes. Comenzaremos el capitulo introduciendo el concepto de juegos con uniones
a priori. A continuacion, en las secciones posteriores, profundizaremos en las soluciones diseniadas para
este entorno, centrandonos en el valor de Banzhaf-Owen y el valor de Banzhaf coalicional simétrico.
Evaluaremos sus propiedades tedricas y utilizaremos ejemplos préacticos para demostrar como estas
extensiones capturan el impacto real de las estructuras organizativas sobre el valor de Banzhaf original.

2.1. Juegos con uniones a priori

Comenzamos formalizando la estructura de los juegos con uniones a priori y la notacién que
emplearemos para navegar por las distintas configuraciones de poder.

Definicién 2.1.1. Un juego TU con un sistema de uniones es una terna (N, v, P), donde (N, v) es un
juego TU y P ={Py, P,,..., P, } es una particién de N que define el sistema de uniones asociado.

Denotaremos por U(N) al conjunto de todos los juegos con sistema de uniones sobre el conjunto
de jugadores N, y por U a la clase general de estos juegos.

Definicién 2.1.2. Para un conjunto dado N = {1,2,...,n}:

= P(N) representa el conjunto de todas las particiones posibles de N.

= P, designa la particién dada por {{1},{2},...,{n}}. Nos referiremos a ella como el sistema de
uniones trivial, representando un escenario donde cada jugador actia de forma independiente.

15
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= Py denota la particién {N}, donde todos los jugadores forman una tinica unién.

= Para cualquier jugador i € N, definimos P(i) como el subconjunto de particiones de N en las
que dicho jugador constituye, por si mismo, una unién; es decir, existe algin P, € P tal que

Py = {i}.

Una vez definida la estructura del juego, necesitamos un mecanismo para asignar pagos o medir el
poder de los jugadores respetando dicha estructura. Esto nos conduce al concepto de solucién en este
contexto.

Definicién 2.1.3. Una solucién sobre U(N) es una aplicacién:
f:UN) —R"
(N) /1}773) 'H f(N7U7P) = (fl(N7U’P)7' * '7fn(N7U77D))

que asigna a cada juego (N,v,P) € U(N) un vector de pagos o recompensas, donde la componente
1-ésima representa el beneficio o poder que recibe el jugador i bajo la estructura de uniones dada.

A continuacién, se enuncian de nuevo algunas propiedades fundamentales para caracterizar una
solucién f : U(N) — R™, esta vez en el marco de juegos TU con sistema de uniones. Para ello, es
fundamental introducir el concepto de juego cociente. Este objeto matemético nos permite analizar el
juego desde una perspectiva macroscépica, tratando a cada unién como un bloque unico de decisién
antes de entrar en los repartos individuales.

Definicién 2.1.4. Sea (N,v,P) € U(N)con P = {Py, Ps, ..., P,}. Se define el juego cociente asociado
como el juego (M,v”) € TU(M) tal que:

UP(R)U<U Pk>, VR C M,

kER

donde M = {1,2,...,m} es el conjunto de indices que representan a las uniones.

Bajo este marco, diremos que dos uniones distintas Py, Ps € P son simétricas en el juego (N, v, P) €
U(N) si los indices k y s son jugadores simétricos en el juego cociente (M,v”). Es decir, para los
jugadores k y s € M se tiene v7 (RU {k}) = v (R U {s}) para cualquier coalicién R C M \ {k, s}.

Ya estamos en condiciones de enunciar las propiedades fundamentales para caracterizar una solucién
f : U(N) — R™ en este contexto. Al introducir un sistema de uniones, las propiedades clésicas de
equidad se desdoblan para capturar la jerarquia entre los bloques y sus integrantes:

» Simetria en cada unién (SU): Una solucién es simétrica en cada unién si para todo par de
jugadores i, j € P, que sean simétricos en el juego (N,v), con Py € P, se cumple que:

fi(N,U,'P) = fj(N,U,P)7

para todo (N,v,P) € U(N). Esta propiedad garantiza que, si dos jugadores de la misma unién
desempenan el mismo papel, reciban el mismo pago.

= Simetria en el cociente (SC): Una solucién es simétrica en el juego cociente si para todo par
de uniones simétricas Py, Ps; € P, se verifica que:

Z fi(N,U,P) = Z fi(N,U,P),
1€ Py i€ P;

para todo (N,v,P) € U(N). Establece que dos bloques que se comportan de igual forma en la
negociacion global deben obtener, como grupo, el mismo beneficio.
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= Jugador nulo (JN): Una solucién satisface esta propiedad si para todo jugador i € N que
sea nulo en el juego (N,v), se tiene que f;(N,v,P) = 0, para todo juego (N,v,P) € U(N). La
presencia de uniones no otorga valor a quien no aporta nada a ninguna coalicién.

= Aditividad (ADI): Una solucién es aditiva si para cualquier par de juegos sobre la misma
estructura de uniones, (N,v,P) € U(N) y (N,w,P) € U(N), se cumple que f(N,v+ w,P) =
f(N,v,P) + f(N,w,P). Recordemos que, (v + w)(S) = v(S5) + w(S) para cualquier coalicién
SCN.

= Juego cociente (JC): Una solucién satisface la propiedad de juego cociente si para todo Py € P,
se cumple:
S AN 0 P) = fu(M, 0P, Pr),
i€ Py
para todo (N,v,P) € U(N). Esta propiedad establece una conexién directa entre el pago total
de una unién y el pago que recibiria como jugador individual en el juego cociente.

= Monotonia fuerte (MF): Una solucién es fuertemente mondtona si ante un incremento en
las contribuciones marginales de un jugador ¢ en el juego v respecto a un juego w, es decir,
v(SU{i}) —v(S) > w(SU{i}) — w(S) para todo i € N y para todo S C N \ {i}, se garantiza
que fi(N,v,P) > fi(N,w,P), para todo par de juegos (N,v,P) € U(N) y (N,w,P) € U(N).

= Contribuciones equilibradas en las uniones (CEU): Una solucién satisface esta propiedad
si para toda coalicion Py € P y para todo par de jugadores ¢, j € Py, se verifica:

fi(N’U7P) - fi(N’u,P*j) = fj(NvU’P) - fj(N,U,'P,i),

para todo juego (N,v,P) € U(N). Denotamos por P_; al sistema donde el jugador i deja su
bloque para formar una unién unitaria, P_; = {P1,..., Pe_1, P \ {i}, Pet1,-.., Pm, {i}}. Esta
propiedad refleja la estabilidad interna de los bloques. Establece que la ganancia (o pérdida) que
supone para un jugador i que un companero j abandone la unién Py, debe ser igual a la que
sufriria j si fuera ¢ quien la abandonase. Refuerza la idea de que todos los integrantes de una
union deben beneficiarse por igual de su cooperaciéon mutua.

2.2. Valor de Banzhaf-Owen (V)

Una vez comprendida la estructura de los juegos con uniones a priori, nos centramos en una de
las soluciones que se van a tratar en este capitulo, el valor de Banzhaf-Owen. Propuesto por Owen
(1981) [15], esta solucién nace como una extensién natural del valor de Banzhaf para escenarios donde
la cooperacién esta jerarquizada.

La filosoffa detréds de esta solucién se puede articular en dos niveles de negociacién. En un primer
nivel, las uniones actiian como bloques independientes en un juego global (juego cociente), donde su
poder se mide segtn el valor de Banzhaf. En un segundo nivel, el poder obtenido por cada bloque se
distribuye internamente entre sus miembros, considerando nuevamente su capacidad de contribucién
relativa. Esta estructura es la que define la esencia del valor de Banzhaf-Owen, que denotaremos por
v,

Definicién 2.2.1. Dado un juego con un sistema de uniones (N, v, P) € U(N), el valor de Banzhaf-

Owen asigna a cada jugador i € N el pago ¥,;(N, v, P) definido por:

wi(N,v,P)zw%%% S Y mQUTU -uQUT), (2.1)

RCM\{k} TCPp\{i}
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donde Py € P es la unién que contiene al jugador i, p es el cardinal de dicha unién, y Q = U, cp Pr
representa la reunién de las uniones externas que participan en la coalicion.

Es fundamental notar que el valor de Banzhaf-Owen presenta una propiedad singular: no verifica
necesariamente la simetria en el juego cociente. Esto implica que, a pesar de que dos uniones des-
empenen el mismo papel estratégico en el juego global, podrian recibir pagos totales distintos si sus
estructuras internas (el numero de jugadores que las componen) difieren.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el juego de unanimidad (N, uy) con N = {1,2,3,4,5} y una estructura
de uniones P = {P;, P} donde P, = {1,2,3} y P» = {4,5}. A pesar de que en el juego cociente
(M,u%) con M = {1,2} ambas uniones son simétricas (ambas son necesarias para ganar), el clculo
del valor de Banzhaf-Owen arroja:

11111
Q(N7UN7P)2<878787474>'

Al sumar los pagos por bloques, observamos que para la primera unién se obtiene ;. p Vi (N, un, P) =
3/8, mientras que para la segunda el sumatorio resulta ser » ;. p W;(N,un,P) = 1/2. Esta discre-
pancia pone de manifiesto que el valor de Banzhaf-Owen penaliza a los jugadores que pertenecen a
uniones més numerosas, reflejando una dilucién del poder individual dentro de bloques grandes.

2.3. Valor coalicional de Banzhaf

Para profundizar en la caracterizacién del valor de Banzhaf-Owen desarrollada por Alonso Meijide
(2002) [3], introducimos el concepto de valor coalicional. Esta nocién permite tender un puente entre
los valores cldsicos y sus extensiones con uniones a priori, exigiendo consistencia cuando la estructura
de uniones es irrelevante, es decir, un valor coalicional de un determinado valor debe coincidir con este
valor cuando el sistema de uniones es el trivial, P,,, donde cada jugador es una union.

Definicién 2.3.1. Dado un valor f definido sobre un juego TU (N, v), un valor coalicional de f es
una aplicacién g : U(N) — R”™ tal que, si el sistema de uniones es el trivial, P,, entonces la solucién
coincide con el valor original:

g(NavaPn) = f(va)

Bajo esta dptica, el valor de Banzhaf-Owen se entiende como un valor coalicional de Banzhaf. Esta
relacion de herencia garantiza que, al eliminar la jerarquia de las uniones, recuperamos la medida de
poder absoluto estudiada en el primer capitulo.

Definicién 2.3.2. Un valor coalicional de Banzhaf es una aplicacién f : U(N) — R verificando que,
para el sistema de uniones trivial Py,:

f(N,U,Pn) :B(va)'

Esta propiedad de consistencia es la que justifica el uso de ¥ como la extensiéon natural para
proyectar el andlisis del poder de Banzhaf sobre estructuras de cooperacién preestablecidas.

La caracterizaciéon del valor de Banzhaf-Owen que presentaremos a continuacién se fundamenta,
ademas de en el concepto de valor coalicional, en dos propiedades que refinan el comportamiento de la
solucion ante cambios en la estructura de las uniones: la indiferencia en las uniones y el juego cociente
para uniones unitarias.
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Definicién 2.3.3. Una solucién f : U(N) — R™ satisface la propiedad de indiferencia en las
uniones (IU) si para todo (N,v,P) € U(N), para toda unién P € P y para todo par de jugadores
i,j € Py (i # j), se verifica:

fi(N, v, 73) = fl(N, v, P_j).

Esta propiedad encierra una intuicién estratégica clave, ya que si un jugador decide de forma
unilateral abandonar su unién para actuar de manera independiente, el poder absoluto del resto de
sus antiguos companeros de bloque no deberia verse alterado.

Definicién 2.3.4. Una solucién f : U(N) — R™ satisface la propiedad de juego cociente para
coaliciones formadas por un tunico jugador (JCU) si para todo jugador i € N, para toda
particién P € P(i) y para todo juego (N, v, P), se cumple:

fi(NavaP) = fk(Ma Upa,Pm)a

donde k € M es el indice tal que Py, = {i}.

Esta propiedad establece un principio de consistencia, que establece que si un jugador constituye
por si mismo una unién, su pago debe coincidir exactamente con el que le corresponderia en el juego
cociente.

Para demostrar que el valor de Banzhaf-Owen es la solucién adecuada en este contexto, enunciamos
los siguientes lemas que confirman que ¥ hereda y respeta estas estructuras:

Lema 2.3.5. El valor de Banzhaf-Owen es un valor coalicional de Banzhaf.

Demostracion. Dado (N,v,P,) € U(N), para todo i € N existe un k € {1,...,n} tal que P, = {i}.
Puesto que en este escenario el nimero de uniones es m = n y el tamano de cada unién es pp = 1,
tenemos que P \ {i} =0 (T = 0) en la Expresién (2.1), que se reduce a:

1 1 1

WN0P) = g 3 WQUEN —e@) =5 3 ((SUL}) —e(8),
RCM\{k} SCN\{i}
lo cual coincide exactamente con la definicién del valor de Banzhaf original §;(N,v). O

Lema 2.3.6. El valor de Banzhaf-Owen verifica la propiedad de indiferencia en las uniones (IU).

Demostracion. Sea (N,v,P) € U(N). Si un jugador j € P, € P abandona la unién para formar
P’ = {j}, el nuevo sistema P_; cuenta con m~+1 uniones y la unién original queda reducida a P \{j}. Al
aplicar la definicién de ¥, los cambios en los factores de ponderacién (2~ y 2P+ ~1) se compensan mu-
tuamente y debido a la estructura combinatoria del sumatorio resulta que ¥;(N, v, P_;) = U,;(N,v, P),
sii € Py,i#j. O
Lema 2.3.7. El valor de Banzhaf-Owen verifica la propiedad de juego cociente para coaliciones for-
madas por un unico jugador (JCU).

Demostracion. Sea (N,v,P) € U(N). Haciendo uso de la Expresién (2.1), si P, = {i} (pr = 1),
entonces Py \ {i} = 0 (T = (), por lo que la suma interna desaparece y la expresién queda simplificada
a la media de las contribuciones marginales de la unién £ en el juego cociente:

VN0 P) = e Y QU — (@)
RCM\{k}
1

Y. WPRULRY) = oP(R) = Wi (M, 07, P,
RCM\{k}

m—1
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siendo @ = |J, ¢ Pr- Por el Lema 2.3.5, esto coincide justamente con el valor de Banzhaf de la unién
en el juego cociente By (M,v”, Py,). O

Una vez analizadas las propiedades de la solucién y su comportamiento ante la fragmentacion de
las uniones, estamos en disposicion de enunciar el resultado central de esta seccién. Se caracteriza el
valor de Banzhaf-Owen como la tnica extensién posible del valor de Banzhaf al contexto de los juegos
TU con sistema de uniones que verifica simultdneamente las dos propiedades anteriores.

Teorema 2.3.8. FEl valor de Banzhaf-Owen es el inico valor coalicional de Banzhaf que verifica las
propiedades de indiferencia en las uniones (IU) y de juego cociente para uniones unitarias (JCU).

Demostracion. La demostracién se divide en dos partes: existencia y unicidad.

Existencia: en los Lemas 2.3.5, 2.3.6 y 2.3.7 se ha demostrado que el valor de Banzhaf-Owen ¥
es, efectivamente, un valor coalicional de Banzhaf que satisface las propiedades de IU y JCU.

Unicidad: supongamos que existen dos valores coalicionales de Banzhaf, f! v f2, que verifican
ambas propiedades. Si ambos valores no son idénticos, debe existir al menos un juego (N,v) € TU(N)
y una particién P = {Py, Py, ..., P,,} para los cuales f}(N,v,P) # f2(N,v,P) para algtin jugador
i€ N.

Consideremos que P es la particién con el maximo nimero de uniones, la més cercana a la particién
trivial, que mantiene esta diferencia para el jugador i. Dado que f' y f? son valores coalicionales de
Banzhaf, sabemos que si P = P,,, entonces f! = f2 = /3, por lo que necesariamente el nimero de
uniones de la particién conflictiva debe ser m < n. Analizamos entonces dos casos posibles segin la
naturaleza de la unién a la que pertenece el jugador ¢:

= Caso 1: el jugador i pertenece a una unién unitaria, es decir, P, = {i}. En este caso, aplicando
la propiedad de juego cociente para uniones unitarias (JCU) y el hecho de que tanto f! como f?
son valores coalicionales de Banzhaf, se obtiene directamente:

fH (N0, P) = Br(M, 0", Pr) = f(N,v,P),
lo que contradice la hipdtesis de que los valores diferian para el jugador 7 en esta particién.

= Caso 2: el jugador ¢ pertenece a una unién Py con mds de un jugador (px > 1). Sea j € P un
jugador tal que j # i. Por la propiedad de indiferencia en las uniones (IU), tenemos que:

fi1<N7v7P):fi1(N7U7,P*j) y f7;2(N7U7P):fi2(N?U7P*j)'

La particién modificada P_; posee m + 1 uniones. Debido a nuestra hipétesis de maximalidad
sobre P (siendo esta la particién con mayor ntimero de bloques donde las soluciones diferfan para
i), en P_; ambos valores estdn obligados a coincidir:

fil(N7U7P7j> = sz(NﬂUaP*])

Por transitividad, deducimos de manera inmediata que f!(N,v,P) = fZ(N,v,P), alcanzando
una contradiccién con la suposicion inicial en ambos escenarios.

Por consiguiente, la solucién es tnica. O

Este resultado es de suma importancia, ya que justifica técnicamente por qué el valor de Banzhaf-
Owen es la extension natural y logica del valor de Banzhaf cuando el juego presenta una estructura
de bloques. En las secciones posteriores se pondrd un ejemplo del valor de Banzhaf-Owen y una nueva
propuesta de valor coalicional de Banzhaf, el valor de Banzhaf coalicional simétrico.
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2.4. El valor ¥ en un sistema de votacion

Para consolidar los conceptos tedricos y las propiedades de indiferencia en las uniones (IU) y de
juego cociente para uniones unitarias (JCU), se presenta a continuacién un andlisis detallado de un
juego de mayoria ponderada.

Considérese el juego (N,v) con N = {1,2,3,4}, derivado de un juego de mayorfa ponderada con
un vector de pesos w = (40, 30,20, 10). La cuota de mayoria se establece en ¢ = 51. Definimos una
estructura de uniones a priori tal que:

P = {P17P23P3} = {{]‘}7 {273}7 {4}}

El juego cociente (M, v”) se desarrolla entre tres bloques con pesos Wy = 40, Wy = 50 y W3 = 10.
En este nivel, las coaliciones de uniones ganadoras son aquellas cuya suma de pesos es igual o superior
a bl:

w {P, P} (suman 90).

= {P2, P3} (suman 60).

= {P}, P;, P;} (suman 100).
Notese que la unién P, es un jugador indispensable en el juego cociente, ya que ninguna coalicién
puede ganar sin él, y las uniones P; y P5 son simétricas entre si, ya que son socios intercambiables que
permiten a P, alcanzar la mayoria.

Para proceder con el calculo numérico de las asignaciones, resulta conveniente aplicar la expresién
del valor de Banzhaf-Owen. Para cada jugador i € N:

NP = e Y Y RQUTU() - w(QUT),
RCM\{k} TCP,\{:}

donde Py € P es la unién que contiene al jugador i, py, es el cardinal de dicha unién, y Q = J,cp Pr-

Jugadores en uniones unitarias (casos i = 1 e ¢ = 4): por la propiedad de JCU, el pago
coincide con su valor de Banzhaf en el juego cociente. Para el jugador ¢ = 1, que pertenece a Pp,
tenemos m = 3 y p; = 1. El sumatorio interno evalia T = (), por lo que:

" SiR=0 = v({1}) —v(0) =0 (puesto que wy = 40).

» SiR={2} (Q=PFP) = v({1,2,3}) —v({2,3}) =1 —-0=1 (puesto que wy + ws + w3 =90 y
wa + ws = 50).

» SiR={3} (Q=P;) = v({1,4}) —v({4}) = 0—0=0 (puesto que w; + wy = 50 y wy = 10).
= SiR={23}(Q=PUP) = v({l,234}) —v({2,3,4}) = 1 -1 = 0 (puesto que

wy + we + w3 + wy = 100 y wy + w3 + wy = 60, ambas coaliciones ganan).

La suma total de contribuciones marginales para este jugador es 1. Por tanto: W1 (N,v,P) = 23%1 -1
(1) = 0,25.
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Dado que la unién P; = {4} es también unitaria y guarda una posicién simétrica a la de P; en el
juego cociente, ya que ambas requieren de las mismas coaliciones externas para ganar, un desarrollo
andlogo nos conduce a que W4(N, v, P) = 0,25.

Jugadores en la unién compleja (casos i =2 e i = 3): para el jugador ¢ = 2, que pertenece a
P,, tenemos m = 3 y ps = 2. El sumatorio interno evalia T = y T = {3}, por lo que:

= Si R = (): no hay contribuciones (2 solo no gana y si se une con 3 tampoco).
SikR={1} (Q=P):

e T=0 = v({L,2}) —v({1}) =1-0=1.

o T={3} = v({1,2,3})—v({1,3))=1-1=0.
Si R = {3} (Q = P):

e T'=0 = v({2,4}) —v({4}) =0—-0=0.

e T={3} = v({2,3,4}) —v({3,4})=1-0=1.

L] SIR:{1,3} (Q:P1UP3)Z

e T=0 = v({1,2,4}) —v({1,4})) =1-0=1.
o« T={3} = v({1,2,3,4}) —v({1,3,4})=1-1=0.

Ya que la suma total de contribuciones marginales es 3, se tiene que Wo(N,v, P) = 2% . 2% (B)=¢=

0,375. Por la propiedad de simetria en cada unién, que verifica esta solucién, se concluye directamente
que U5(N,v,P) =0,375.

Presentamos los resultados en los siguientes cuadros para analizar detalladamente el impacto de la
estructura con uniones a priori frente al escenario de votacién directa sin un sistema de uniones. En
primer lugar, se recogen los valores obtenidos bajo la particién propuesta en el Cuadro 2.1.

Jugador Votos Unién Banzhaf-Owen (V) Poder Relativo

1 40 P 0,250 20,00 %
2 30 Py 0,375 30,00 %
3 20 Py 0,375 30,00 %
4 10 Ps 0,250 20,00 %
Total 100 1,250 100,00 %

Cuadro 2.1: Reparto de poder bajo la estructura de uniones P = {{1},{2,3},{4}}.

Por otro lado, en el juego sin uniones previas establecidas, el valor de Banzhaf-Owen colapsa en el
valor de Banzhaf (), tal como se ha demostrado en las secciones anteriores. Sus valores se recogen en
el Cuadro 2.2.

Este contraste numérico ilustra una consecuencia fundamental del valor de Banzhaf-Owen: la es-
tructura de uniones permite a los jugadores 2 y 3 no solo igualar, sino superar el poder del jugador 1
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Jugador Votos Banzhaf () Poder Relativo

1 40 0,625 41,67 %
2 30 0,375 25,00 %
3 20 0,375 25,00 %
4 10 0,125 8,33 %
Total 100 1,500 100,00 %

Cuadro 2.2: Reparto de poder en el juego sin estructura de uniones.

(quien cae del 41,67 % al 20 %), a pesar de contar con menos escafios individualmente. Este fenémeno
se apoya en la validez de los axiomas que caracterizan esta solucién.

Por un lado, el cumplimiento de la propiedad de JCU explica el comportamiento de los bloques
unitarios; el jugador 4, el mas pequeno, eleva su poder relativo del 8,33 % al 20 % para equipararse al
jugador 1, al operar ambos como socios intercambiables en el juego cociente frente a la unién Ps.

Por otro lado, la inclusion del escenario clasico permite verificar de forma nitida la propiedad de IU.
Si el jugador 3 decidiera abandonar unilateralmente la unién P, para actuar de forma independiente,
la estructura de bloques se disolveria en la particién trivial formada tinicamente por uniones unitarias,
P_s = {{1},{2}, {4}, {3} }. El valor de Banzhaf-Owen bajo esta particién colapsa en el valor de Banzhaf
del juego sin uniones. Al observar la tabla, se constata que ¥o(N, v, P) = 0,375 y S2(N,v) = 0,375. Por
lo que, la desercion de un socio no altera la fuerza marginal de los miembros restantes. No obstante, el
poder relativo porcentual de los jugadores 2 y 3 s experimenta una variacién, descendiendo del 30 %
al 25%. Esta oscilacién no contradice el axioma IU, sino que evidencia la conocida falta de eficiencia
del valor de Banzhaf.

Finalmente, los valores de W5 y U3 resultan notablemente mas elevados en el juego con estructura
de coaliciones preestablecidas respecto de ¥; y Wy, debido a que la unién P» constituye una coalicién
indispensable para alcanzar la mayoria en el juego cociente, cuyo poder se reparte equitativamente a
nivel interno por la propiedad de simetria en cada unién.

2.5. Valor de Banzhaf coalicional simétrico (II)

Como se ha mencionado anteriormente, el valor de Banzhaf-Owen no garantiza la simetria en el
juego cociente. Esto implica que el poder que una unién ejerce como bloque no siempre se traduce de
forma coherente en el sumatorio de los pagos de sus miembros. En esta seccién, se define y caracteriza
una extensién alternativa, a la que denominaremos valor de Banzhaf coalicional simétrico, propuesto
por Alonso Meijide (2002) [3], y disefiada especificamente para respetar la jerarquia estratégica del
juego entre uniones.

El punto de partida para este nuevo enfoque es reformular la propiedad de poder total. En los juegos
TU clasicos, el poder total distribuido depende tnicamente del niimero de jugadores. Sin embargo,
cuando existen uniones a priori, la cooperacién se ve restringida, y parece légico que el total a repartir
deba estar vinculado a la estructura de dichas uniones.
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Para derivar esta nueva propiedad, combinamos los principios de valor coalicional y de juego cocien-
te. Si buscamos una solucién f : U(N) — R™ que sea consistente con el poder que las uniones tienen
en el juego global, el pago total de los jugadores de cada unién debe coincidir con el valor asignado a
dicha unién en el juego cociente:

> fi(N0,P) = (M0, Pry).

i€ Py,

Si extendemos esta igualdad a todos los jugadores del juego, i € N, obtenemos que la suma global
de los pagos es:

S AN 0, P) =" fr(M 07, Pr).

iEN keM

Bajo la premisa de que nuestra solucién actia como un valor coalicional de Banzhaf cuando el
juego se desarrolla estrictamente entre bloques; es decir, operando en el juego cociente con la particién
trivial entre ellos, la solucién debe colapsar en el valor de Banzhaf (3). Por tanto, la expresién anterior
se transforma en:

Z fi(N,v,P) = Z Br(M, Upapm)'

i€EN keM

Aplicando la definicién de la propiedad de poder total del valor de Banzhaf sobre el juego cociente,
llegamos a la definicién del siguiente axioma fundamental para esta seccion:

Definicién 2.5.1. Una solucién f : U(N) — R™ verifica la propiedad de poder total coalicional
(PTC) si para todo juego con m uniones (N,v,P) € U(N), se cumple que:

Zfi(N,v,P)ZQm%Z S WPTU R} - (D).

iEN keM TCM\{k}

Esta propiedad establece que el poder total que se distribuye entre todos los jugadores es exacta-
mente igual al poder total disponible en el juego donde las uniones actian como los tnicos jugadores.
A diferencia del poder total clasico, el PTC reconoce que la estructura de uniones limita o potencia el
valor global generado, haciendo que el reparto dependa de cudntos bloques existen (m) y no solo de
cudntos individuos hay (n).

A continuacién se propone y caracteriza una extensién alternativa del valor de Banzhaf para juegos
TU con sistema de uniones, el valor de Banzhaf coalicional simétrico (IT). Como veremos, esta solucién
integra las ventajas estratégicas del andlisis de Banzhaf con la equidad interna del valor de Shapley.

Teorema 2.5.2. Eziste una dnica solucion f : U(N) — R™ que verifica las propiedades de poder total
coalicional (PTC), jugador nulo (JN), simetria en las uniones (SU), simetria en el cociente (SC) y
aditividad (ADI).

Dado un sistema de uniones (N,v,P) € U(N), esta solucidn, denotada por I, asigna a cada
jugador ¢ € N el valor:

mVeP) =g Y S P Dguruny —veur),  (22)

|
RCMN\{k} TCP\{i} Pk:

donde Q = U,cp Pr, pr es el cardinal de Py siendo Py € P la union que contiene ai yt es el cardinal
de T
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Demostracion. La demostracién se divide en dos partes: existencia y unicidad.
Existencia:

En primer lugar, comprobaremos que la solucién II, definida en la Expresién (2.2), verifica las
propiedades enumeradas en el teorema.

Poder total coalicional

Dado un juego con un sistema de uniones (N,v,P) € U(N), procedemos a sumar los pagos de
todos los jugadores i € N:

ZHZ'(N,’U,’P) = Z Z Hi(vavp)

1eEN keM i€ Py,
1 tl(py —t —1)! ]
Y YL Y Y B gurun) - veu)
keM i€ Py RCM\{k} TCP\{i} Pkt

Para simplificar esta expresidn, fijamos una unién P, € P y una coalicién de uniones R C M \
{k}, definiendo Q@ = J, . Pr. Consideramos ahora el juego TU (Py,?q) € TU(Fy), cuya funcién
caracteristica se define como:

5(T) = (QUT) —v(Q), VT C Py
En este contexto, el valor de Shapley de un jugador i € Py, en el juego (P, 0¢) se expresa como:
~ t!(pkftfl)! ~ . ~
0i(Pe,bg) = Y #[UQ(T U{i}) — 0o(T)].
TCPA\{i} +
Sustituyendo la definicién de v¢:

0i(Pr,0q) = Z M[ (QUTU{i}) —v(QUT).

|
TCP\{i} Pr?

Debido a la propiedad de eficiencia del valor de Shapley, se obtiene que la suma de los pagos sobre
la unioén es:

Y @ilPrig) = 76(Pr) = v(QU Py) — v(Q),

i€ Py

que es equivalente a:

Sy MmN QUT U} - (@UT) = QU P — u(Q).

]
i€ P, TC P, \{i} Pk

Insertando este resultado en la expresion general del principio, tenemos:
1
Zﬂi(N,”UaP) = Z Z W[U(Q U Py) —v(Q)]-
iEN k€M RCM\{k}
Considerando que v(Q U Py) — v(Q) = v7 (R U {k}) — v"(R), se llega finalmente a:
> (N, v, P) 2m12 > PP (RU{E}) - 0" (R)],

ieN keEM RCM\{k}
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quedando verificada la propiedad de PTC.
Jugador nulo, simetria en las uniones y aditividad

A partir de la Expresién (2.2), es directo comprobar que:
= Si4 es un jugador nulo, sus contribuciones marginales son siempre nulas, resultando II; (N, v, P) =
0.

= La solucién satisface la simetria en cada union, dado que los pesos del sumatorio interno dependen
unicamente del tamano de las coaliciones t, tratando de igual forma a jugadores sustituibles dentro
de Pk.

= La expresion es lineal respecto a v, por lo tanto, la solucién es aditiva.

Simetria en el cociente

Se ha demostrado previamente que la cantidad total obtenida por los jugadores de la unién Py es:

> IL(N,v,P) = 2"% > WP(RULEY) o7 (R)). (2.3)

i€ Py RCM\{k}

Dadas dos uniones simétricas Py, P, € P, se cumple que v (R U {k}) = v7(R U {s}) para todo
R C M\ {k,s}. Ademés, vF (RU{k}) = v (TU{s}), donde T = (R\ {s})U{k}, para todo R C M\ {k}
con s € R. Aplicando estas condiciones a la expresion anterior, se deduce que:

> IG(N,0,P) = > I;(N,v,P).

i€ Py, JEP;

Por tanto, se satisface la propiedad de simetria en el cociente.
Unicidad:

Para demostrar la unicidad, es suficiente probar que cualquier solucién f que satisface las propie-
dades enumeradas en el teorema coincide con II para los juegos de unanimidad. Dado que la propiedad
de aditividad y el hecho de que la clase de los juegos de unanimidad constituye una base del espacio

de los juegos TU, la coincidencia en esta base garantiza la unicidad del valor para cualquier juego
(N, v, P).

Considérese un conjunto finito IV y el juego de unanimidad uz, con T' C N. Dada una particién
P ={P,Ps...,Py,} € P(N), definimos:
» m(T) ={j € M| P;NT # 0}, el conjunto de indices de las uniones que contienen al menos un
jugador de T

= T]O = P; N T, el conjunto de jugadores de la unién P; que pertenecen a 1'. Denotaremos su
cardinal por tJ = |T}|.

El juego cociente (M, u}) queda definido como:

ur (R) =

1 sim(T)CR
0 sim(T)ZR
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para todo R C M. Supéngase ahora una solucién f que cumple las propiedades consideradas en el
teorema.

Como f satisface la propiedad de jugador nulo, se tiene que f;(N,ur,P) = 0 para todo jugador
i ¢ T. Ademas, por las propiedades de poder total coalicional, jugador nulo y simetria en el juego
cociente, se debe verificar para cada unién Pj:

Z fz(N, UT,P) =

i€ Py,

{o si k ¢ m(T)

st si k€ m(T)

para todo k € M. Dado que una solucién f que satisface la propiedad de simetria en las uniones otorga
a todo jugador perteneciente a Ty la misma cantidad, se deduce que:

0 sii¢T
siieT,S.

fi(N,ur,P) Z{

1
t%z\M(T)\—l

Por otro lado, analizamos el valor II definido en la Expresién (2.2). Si i ¢ T, es inmediato que
IL;(N,ur,P) = 0. Cuando i € T, entonces i € T = T N Py, para algin k € m(T). En el juego de
unanimidad, la contribucién marginal up(Q U S U {i}) —ur(Q U S) =1 si y sélo si:

= m(T)\{k} CRC M\ {k}, donde Q =, cp Pr-

= TP\ {i} €5 C P\ {i}.

Por lo tanto, si i € T,?:

1 ! —s—1)!
IL(N, up, P) = Z Z . sl(pp —s—1) '

|
m(T)\{k} CRCM\{k} TO\ {1} CSC P\ {i} Pi:

Calculando los sumatorios se observa:

1. El niimero de conjuntos R que cumplen m(T) \ {k} € R C M \ {k} es 20n=D=(m(MI-1) —
gm—|m(T)|

2. La suma interna sobre S se resuelve aplicando la eficiencia y simetria del valor de Shapley al
juego de unanimidad (Pk,uTg). Dado que en dicho juego los jugadores i € T, ,g son simétricos y
los jugadores j € Py \ T,S son nulos, la suma de las contribuciones marginales ponderadas para
cualquier ¢ € T,S es:

Z slpr —s—=1! 1

! 0
TO\(i}CSC P\ {1} Pk k

Combinando estos resultados:

1 1 om—Im(T)] 1
om—1 " 0 om0 T 09m(T)[—1°

Hi(Na UT,P) = 2M—|m(T)‘ :

En consecuencia, f y II coinciden para cualquier juego de unanimidad (N, ur,P), y por linealidad,
coinciden para todo (N, v, P). O
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La estructura del valor de Banzhaf coalicional simétrico responde a un enfoque metodolégico comin
en la literatura de juegos con uniones a priori. Como ocurre en diversas soluciones de este tipo, el
reparto de poder se articula mediante un procedimiento en dos niveles bien diferenciados: un nivel
externo que regula la interacciéon entre los bloques y un nivel interno que gestiona la distribucion
intracoalicional. La especificidad y el interés de la solucién II radican, precisamente, en la combinacién
particular de los criterios elegidos para cada etapa:

1. A nivel externo (entre uniones): el poder a nivel macroseépico se distribuye siguiendo la
filosofia del valor de Banzhaf, asumiendo que todas las coaliciones entre bloques son equiproba-
bles.

2. A nivel interno (dentro de cada unién): el poder total asignado al bloque se ramifica entre
sus integrantes mediante el esquema del valor de Shapley, respetando la contribucién marginal
ponderada de cada individuo. La incorporacién de esta légica garantiza un resultado de especial
interés para la coherencia del modelo; asegura que los grupos de jugadores pertenecientes a
uniones simétricas en el juego cociente reciban, en su conjunto, idéntica compensacion.

Esta propuesta logra subsanar la asimetria en el juego cociente que presentaba el valor de Banzhaf-
Owen. De este modo, II se consolida como una alternativa axiomatica idénea para modelizar escenarios
donde las uniones operan externamente bajo una légica de poder absoluto (Banzhaf), pero exigen un
reparto interno estrictamente eficiente y equitativo (Shapley).

Una vez definida la solucién I, es fundamental analizar las propiedades que garantizan su unicidad
y su comportamiento ante cambios en la estructura de las uniones. Una de las caracterizaciones mas
potentes se basa en la monotonia fuerte, que asegura que si las contribuciones marginales de un jugador
aumentan, su pago no puede disminuir.

Teorema 2.5.3. El valor de Banzhaf coalicional simétrico es la inica solucion f sobre U(N) que
verifica las propiedades de poder total coalicional (PTC), simetria en las uniones (SU), simetria en el
cociente (SC) y monotonia fuerte (MF).

Sin embargo, para entender la justicia distributiva interna de este valor, debemos recurrir a la
propiedad de contribuciones equilibradas en las uniones (CEU). Esta propiedad establece que el efecto
que tiene la salida de un jugador j sobre el pago de otro jugador i (dentro de la misma unién) es
reciproco.

Lema 2.5.4. El valor de Banzhaf coalicional simétrico verifica la propiedad de contribuciones equili-
bradas en las uniones (CEU), es decir, para todo P, € P e i,j € Py:

Hi(N,U,P) — Hi(N,U,P_j) = Hj(N,’U,P) — Hj(N,U,P_i).

Demostracion. Sea (N,v,P) € U(N) con m uniones. Para un jugador i € Py, podemos expresar su
pago II; desglosando el sumatorio interno segiin la presencia del jugador j en las subcoaliciones T

Lver) = Y Y et U ) - wQuT))

|
RCM\{k} TCP\{i,j} i

Py Y BRI U T Gy U ) - QUT L)L

|
RCM\ {k} TCP\{i.j} br:

donde @ = |J,cp P Por otro lado, al considerar el sistema P_;, el jugador j forma una unién unitaria
propia, el niimero de uniones pasa a ser m + 1 y el tamano de la uniéon Py se reduce a pr — 1. El pago
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de 7 en esta nueva estructura es:

mNe )= Sy LA 6 U1 ) wQuT)

m _ |
RN TC PNy = Pk L

_ 3 %M[u(QUTU{j}U{i})—U(QUTU{j})]-

—-1)!
RCM\{k} TCPx\{i,j} (P )

Restando ambas expresiones, obtenemos:

I(N,v,P) = IL(N,v,P_;) = Y Y APQUTU{iY) —v(QUT)

RCM\{k} TCP\{i,5}

_ > ApQUTU{IU{i}) —v(QUT U},

RCM\{k} TCP:\{i,j}
donde los coeficientes algebraicos son:

1 t!(pk—t—l)! Lt!(pk—t—2)!

A = — _
P ogm-t P! 2m (pp— 1)l
g L D=t =2t 1t —t—2)!
2 om—1 Pk' 2m (pk — 1)'
Para simplificar, definamos C = 2%% Se puede comprobar que A; + Ay = 0 mediante la
siguiente manipulacién:
1 tl(py —t —2)!
A+ Ay = — (P )((pk—t—l)-l-(t—l-l)) —-2C
2m—1 Di!
o 1 t!(pk —t— 2)'
- om—1 |: pk' (pk) —2C

1 t!(pk7t72)!
= —-2C =2C-2C =0.
3T (pp = 1)1 C=20-20=0

Al ser Ay = —A;, la diferencia de pagos de i se escribe como:

A > > pQUTU{E} —v(QUT) —v(QUTU{j}U{i}) +v(QUTU{j}

REM\{k} TC P\ {45}

Esta expresion es simétrica respecto a ¢ y 7, salvo un cambio de signo global que se compensa al realizar
el mismo célculo para II;. Por lo tanto, la diferencia de lo que 7 gana con y sin j es igual a lo que j
gana con y sin i, cumpliéndose la propiedad de CEU. O

Ahora para entender su consistencia externa, debemos recurrir a la propiedad de juego cociente
(JC), la cual asegura que el poder total asignado a los integrantes de una unién sea coherente con el
poder que dicha unién ejerce como un tnico bloque en el nivel global de negociacién.

Lema 2.5.5. El valor de Banzhaf coalicional simétrico es un valor coalicional de Banzhaf y satisface
la propiedad de juego cociente (JC), es decir, para todo Py, € P:

> (N, v, P) = (M, 0", Ppy),
1€ Py,

Demostracion. Procedemos a demostrar ambas afirmaciones:
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1. Valor coalicional de Banzhaf: dado un juego (N,v) € TU(N), considérese el sistema de uniones
trivial P, = {{1},{2},...,{n}}, donde cada unién es un conjunto unitario. En este caso, m =n
y para cada unién Py, el cardinal es pr, = 1 (lo que implica 7' = () y ¢ = 0). Sustituyendo estos
valores en la Expresién (2.2), se obtiene:

mNe P = oy S P DU — @) = A,

1!
RCN\{i}

Esto demuestra que II es un valor coalicional de Banzhaf, ya que coincide con el valor de Banzhaf
cuando la estructura de uniones es trivial.

2. Propiedad de juego cociente: de la Expresién (2.3), se tiene que la suma de los pagos de los
jugadores de una unién Py es:

SN P) = s Y WPRUE) - P (R))

i€ Py RCM\{k}

El término de la derecha es, por definicidn, el valor de Banzhaf de la unién Py en el juego cociente
(M,v7), es decir, B (M,v”). Dado que se ha demostrado que I equivale a 3 bajo el sistema de
uniones trivial P,,, podemos concluir que Bx(M,v”) = I}, (M, vF, P,,). Por lo tanto, se deduce
que el valor II satisface la propiedad de JC.

O

A partir de estos resultados, podemos establecer una caracterizacién fundamental que sitia a
IT como la extensién légica de Banzhaf cuando se exige consistencia tanto a nivel coalicional como
individual.

Teorema 2.5.6. FEl valor de Banzhaf coalicional simétrico es el unico valor coalicional de Banzhaf que
satisface las propiedades de contribuciones equilibradas en las uniones (CEU) y juego cociente (JC).

Ademas, también se puede caracterizar IT sustituyendo en el Teorema 2.5.2 la propiedad de simetria
en las uniones por la de contribuciones equilibradas en las uniones.

Teorema 2.5.7. El valor de Banzhaf coalicional simétrico es la inica solucion f sobre U(N) que
verifica las propiedades de poder total coalicional (PTC), jugador nulo (JN), simetria en el cociente
(SC), aditividad (ADI) y contribuciones equilibradas en las uniones (CEU).

Si restringimos nuestro estudio a la clase de los juegos simples con uniones a priori SU(N), donde
el valor de Banzhaf se interpreta estrictamente como un indice de poder, la aditividad puede sustituirse
por la propiedad de transferencia (TR).

Teorema 2.5.8. El dnico indice de poder f: SU(N) — R™ que verifica las propiedades de poder total
coalicional (PTC), jugador nulo (JN), simetria en las uniones (SU), simetria en el cociente (SC) y
transferencia (TR) es el valor de Banzhaf coalicional simétrico.

Esta caracterizacion es especialmente relevante para el andlisis de sistemas parlamentarios y orga-
nismos internacionales, ya que garantiza que el indice de poder resultante respeta la arquitectura de
bloques sin renunciar a las propiedades axiomaticas que hacen del valor de Banzhaf una medida de
poder absoluto robusta.

Finalmente, cabe destacar que para esta clase de juegos simples, II mantiene su caracterizacién
como el tinico valor coalicional de Banzhaf que satisface simultdneamente las propiedades de juego
cociente y contribuciones equilibradas en las uniones.
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2.6. El valor II y la propiedad de juego cociente

Para ilustrar las diferencias practicas entre el valor de Banzhaf-Owen (¥) y el valor de Banzhaf
coalicional simétrico (II), analizaremos un parlamento hipotético. Supongamos una cdmara con un
total de N = 100 escanos, donde la mayoria necesaria para aprobar cualquier ley es ¢ = 51. Los
partidos se organizan en tres bloques legislativos P = { Py, Py, P3}, con la siguiente distribucién:

P, = {1} (35 escanos), P, = {2} (35 escanos), P3;={3,4,5} (10 escafos cada uno).

Este escenario refleja una configuracion parlamentaria recurrente, donde dos grandes partidos tra-
dicionales (P; y P,) requieren el apoyo del bloque de partidos minoritarios (P;) para formar gobierno
o aprobar legislacién.

El juego cociente

Si miramos el parlamento, asumiendo que el bloque de los partidos minoritarios actia siempre
como una sola voz, tenemos el juego cociente (M,v”) con M = {1,2,3}, que se desarrolla en tres
bloques con pesos W1 = 35, W, = 35 y W3 = 30. Ningtin bloque tiene escanos suficientes para ganar
por si solo. Sin embargo, cualquier pareja de bloques que se alie supera la mayoria necesaria. El juego
cociente (M, v") se define mediante la funcién caracteristica:

vP(R) = L si ) cp Wi > 51 para RC M,
0 en otro caso.

Evaluando las coaliciones macroscopicas ganadoras obtenemos:

» v7({1,2}) =1 (escafios: 35 + 35 = 70 > 51).

(
vP({1,3}) =1 (escafios: 35+ 30 = 65 > 51).
(
(

P

» 07 ({2,3}) =1 (escanos: 35+ 30 = 65 > 51).

» vP({1,2,3}) =1 (escafios: 35+ 35+ 30 = 100 > 51).

Para el resto de coaliciones, v (R) = 0. Al calcular el valor de Banzhaf (3) para este juego de tres
bloques utilizando la férmula By (M,v”, Py) = 5o ZRCM\{k}[UP(R U {k}) — v7(R)], el poder se
reparte exactamente a partes iguales: a

1 1 1
51(M7U7)7Pm):§7 BQ(M,UP,Pm):i, 163(M7UP77DM):§'

Por lo tanto, la propiedad de juego cociente (JC) dicta una regla de sentido comiin politico: el poder
global del bloque Pj es igual a la suma del poder que ostentan sus miembros internos, garantizando
asi la coherencia entre el nivel macroscépico (coaliciones de bloques) y el nivel microscépico (partidos
individuales dentro de los bloques):

S BN, 0, P) = Bs(M, 07, Py) =

JEPs3
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Valor de Banzhaf-Owen (¥)

El valor de Banzhaf-Owen modeliza una dindmica donde cada partido negocia con subgrupos dentro
de su propia unién (7T') y con los restantes bloques en su totalidad (Q). Vamos a calcular el poder del
jugador 3 € P5 aplicando su férmula:

s Y Y BQUTUS) - QUT)L

RCM\{3} TCP;\{3}

\IJ3(NaUa7D) =

donde m = 3 (bloques), p3 = 3 (partidos miembros de P3) y Q = |J, Pr. La constante de ponderacién
1 1 111

€8 5T 33T T 41717 16

Desglosamos el doble sumatorio analizando la contribucién marginal del jugador 3, [v(QUTU{3})—
v(Q UT)], segin cada coalicién externa de bloques R y cada subcoalicién interna T':

1. Sin apoyo de los dos grandes partidos (R=0 = Q =0):

s T=0 = v({3})) —v(@)=0-0=0 (escanos: 10 < 51).
» T={4} = v({3,4}) —v({4}) =0—-0=0 (escanos: 20 < 51).
» T={5} = v({3,5})—v({5})=0—-0=0 (escanos: 20 < 51).
» T={4,5} = v({3,4,5}) —v({4,5}) =0—-0=0 (escafios: 30 < 51).
2. Con el apoyo de un solo partido grande (R = {1} = @ = P;): el partido grande aporta
wy = 35 escanos.
 T=0 = v({1,3}) —v({1}) =0—-0=0 (escanos: 35+ 10 = 45 < 51).
n T={4} = v({1,3,4}) —v({1,4}) =1—-0=1 (escanos: 35+ 10+ 10 = 55 > 51).
= T={5) = v({1,3,5}) —v({1,5})) =1—-0=1 (escafios: 35+ 10 + 10 = 55 > 51).
« T={4,5}) = v({1,3,4,5})—v({1,4,5}) =1—-1=0 (escaiios: 35+10+10+10 = 65 >
51).

El jugador 3 es decisivo en 2 ocasiones cuando actiia el bloque P;. Andlogamente, cuando el
bloque externo es P, (R = {2} = @Q = P,), se obtienen que el jugador 3 es también decisivo
en 2 ocasiones.

3. Con el apoyo de los dos grandes partidos (R = {1,2} =— @ = P; U P): los dos partidos
grandes juntos ya suman 35+ 35 = 70 escanos, por lo que la ley es ganadora independientemente
de T

= Para todo T C {4,5} = v({1,2}UTU{3}) —v({1,2}UT)=1—-1=0.

El jugador 3 es decisivo en un total de 4 ocasiones. Por lo que:

1 4 1
Us(N,v,P) = — x 4=

Dado que los tres miembros de Ps son simétricos, por la propiedad de simetria en cada unién, todos
reciben el mismo valor (U3(N,v,P) = Uyu(N,v,P) = U5(N,v,P) = 0,250). Al sumar el poder total
que el valor de Banzhaf-Owen asigna a este bloque, obtenemos:

1 1 1 3
Z\Ifi(N7U7'P)=Z+i+Z=*=0,75O.

k 4
1€ Ps
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Este resultado pone de manifiesto una inconsistencia: la suma del poder individual calculado me-
diante ¥ (0,750) no coincide con el poder del bloque Ps calculado en el juego cociente (%) Esto
demuestra que el valor de Banzhaf-Owen no satisface la propiedad del juego cociente (JC). Esta dis-
crepancia es la que motiva la necesidad de un valor alternativo, como el valor de Banzhaf coalicional
simétrico (IT), que garantice la coherencia entre el poder macroscépico de los bloques y la distribucién
microscépico de sus miembros.

Valor de Banzhaf coalicional simétrico (II)

El valor II soluciona la inconsistencia anterior. Aunque tanto ¥ como II operan aplicando un
reparto en dos niveles (bloques y partidos), su diferencia metodoldgica es sustancial: mientras que el
valor de Banzhaf-Owen utiliza el enfoque de Banzhaf en ambos niveles, el valor IT emplea Banzhaf para
la evaluacion externa y la légica de Shapley para la distribucién interna. Este cambio metodolégico
permite que el valor II satisfaga la propiedad de juego cociente (JC).

El valor II para cada jugador ¢ € Py dado un sistema de uniones (N, v, P) viene dado por:

1 t'pr —t —1)!

m—1 !
RCM\{k} TCP\{i} P

ILi(N,v,P) = [(QUTU{i}) —v(QUT),

donde Q) = UTe r Pr, Di es el cardinal de Py, siendo P, € P la unién que contiene a i y ¢ es el cardinal
de T.

Para el jugador 3 € P3 (k = 3, p3 = 3), la ponderacién externa asociada al valor de Banzhaf es
23%1 = %. Evaluamos el sumatorio interno ponderado por los factoriales del valor de Shapley segin
cada coalicién de bloques externos R:

1. Para R =0y R = {1,2}: como vimos en el andlisis anterior, todas las contribuciones marginales
[v(QUT U{3}) —v(Q UT)] son iguales a 0 para cualquier conjunto de socios T, por lo que la
suma interna da O.

2. Para P, aislado (R = {1} = @ = Py): el partido grande aporta 35 escafios. Analizamos los
HE=t—1)! _ t(2=t)!
3! =76 -

subconjuntos de socios T' C {4,5} y sus factoriales

= T=0(t=0) = % [{L,3}) —v({1})]=3-(0-0)=0.

s T={4} (t=1) = 2 [({1,3,4}) —v({1,4})] =% -(1-0) =L

= T={5} (t=1) = 4 [({1,3,5}) —v({L,5})] = 5 - (1 - 0) = §.

s T={4,5} (t=2) = 228 [v({1,3,4,5}) —v({1,4,5})]=2-(1—1)=0.
La suma interna para el escenario de P; es exactamente: 0 + % + % +0= % = %

3. Para P, aislado (R = {2} = @ = P,): andlogamente al paso anterior, la suma de las
contribuciones marginales internas ponderadas vuelve a dar exactamente %

Reuniendo todos los componentes e integrando la ponderacién externa de Banzhaf, el calculo final
para el jugador 3 es:

1 1 1 1
H3(N,U,73)=~(0+++0) =

2
4 33 3 12

Dado que los tres miembros del bloque son simétricos, sus valores individuales bajo la solucién II
son idénticos: II3(N, v, P) = II4(N, v, P) = II5(N,v,P) = &. Si sumamos el poder politico de toda la
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unién obtenemos:

El valor II cumple la propiedad de juego cociente. La suma del poder de los integrantes del bloque
coincide con el valor asignado a la unién en el juego cociente (1/2), demostrando que esta medida
mantiene la coherencia entre el nivel macroscopico y el microscépico.

Resultados y conclusiones

A través del andlisis del parlamento propuesto, se ha evaluado el comportamiento de dos indices
de poder ante una estructura coalicional fija. La comparativa entre el valor de Banzhaf-Owen (¥) y
el valor de Banzhaf coalicional simétrico (II) revela una divergencia sustancial en la distribucién del
poder politico.

Esta diferencia radica en el calculo de las probabilidades de formacién de las coaliciones a nivel
interno. En ambas soluciones, un jugador puede negociar de forma independiente con jugadores de su
propio bloque (T") y con bloques externos completos (@). Sin embargo, mientras que el valor ¥ evalia
la formacién de subcoaliciones internas asumiendo un modelo de equiprobabilidad (propio del valor
de Banzhaf), el valor II ajusta el reparto interno aplicando una ponderacién combinatoria basada
en el tamafnio de las subcoaliciones (propia de la légica de Shapley). Es precisamente este cambio
metodologico el que permite que la suma de los poderes individuales bajo el valor II coincida con el
peso macroscépico del bloque en el juego cociente, evitando la distorsién numérica que genera el valor
v,

El Cuadro 2.3 resume los resultados obtenidos para el bloque minoritario Ps.

Métrica Valor ¥ Valor II
Poder por partido i € Ps 0,250 0,167
Poder total del bloque Ps 0,750 0,500
Poder de Ps en el juego cociente 0,500 0,500
;,Cumple propiedad JC? No Si

Cuadro 2.3: Comparativa de la distribucién de poder en el bloque Ps.

En conclusion, para el andlisis de parlamentos donde los partidos operan bajo una dindmica de
bloques o pactos de gobierno estables, el valor II garantiza la coherencia estructural. Esta métrica
evita la distorsion del poder individual y resulta idénea para evaluar la influencia politica en sistemas
donde el poder se ejerce no solo de forma aislada, sino a través de alianzas jerarquizadas.



Capitulo 3

Calculo de valores generales
mediante extensiones multilineales

La caracterizacion axiomatica de las soluciones para juegos con uniones a prior: proporciona un
marco conceptual sélido sobre la equidad y la estabilidad de los repartos. Sin embargo, desde una
perspectiva computacional y aplicada, la determinacion de estos valores a través de sumatorios com-
binatorios tradicionales presenta una elevada complejidad algoritmica.

Para soslayar esta limitacién computacional, en este capitulo se desarrolla la herramienta analitica
basada en las extensiones multilineales, introducida originalmente por Owen (1972) [13]. Esta técnica
permite transformar los problemas discretos de la teoria de juegos, definidos sobre el conjunto de partes
2N en operadores diferenciables e integrables sobre el hipercubo unidad [0, 1]™.

A lo largo de las siguientes secciones, centraremos nuestra atencién en el calculo de las soluciones
definidas en el Capitulo 2: el valor de Banzhaf-Owen () y el valor de Banzhaf coalicional simétrico (II).
La ventaja fundamental de este enfoque radica en que las restricciones estructurales que imponen las
uniones a priori pueden modelizarse de forma natural mediante transformaciones algebraicas directas
sobre las variables de la extensiéon multilineal del juego. Cabe destacar que, como se establecera en
el proximo capitulo, esta base analitica también es plenamente aplicable para evaluar el indice de
Banzhaf generalizado (') a través de su juego inducido, si bien dicho enfoque indirecto conlleva una
penalizaciéon computacional al expandir artificialmente el espacio de jugadores.

Finalmente, para evidenciar el impacto practico de esta transiciéon de lo discreto a lo continuo, el
capitulo concluirda retomando el estudio de simulacion numérica iniciado en el Capitulo 1. Si en la
Seccion 1.9 se demostro la eficiencia de las extensiones multilineales frente a la explosién combinatoria
asociada al valor de Banzhaf cldsico, en este capitulo se ampliard dicho analisis empirico para cuantificar
la mejora algoritmica que proporcionan las extensiones multilineales en el célculo del valor de Banzhaf-
Owen frente a su homologo combinatorio.

35



36CAPITULO 3. CALCULO DE VALORES GENERALES MEDIANTE EXTENSIONES MULTILINEALES

3.1. Extension multilineal ante uniones a prior:

Recordemos que, para un juego cooperativo clédsico (N, v) € TU(N), su extensién multilineal (EML)
viene dada por la funcién & : [0, 1] — R definida como:

h(x1,@9,...,2,) = Z HwiH(l—aﬁj) v(S). (3.1)

SCN |ieS j¢s

Cuando el conjunto de jugadores N se encuentra regulado por un sistema de uniones P = {P,
Py, ..., Py}, la independencia probabilistica implicita en la Ecuacién (3.1) debe modificarse para
reflejar que la negociacion se articula en dos niveles. Conceptualmente, los jugadores pertenecientes
a una misma unién operan de forma coordinada frente al exterior. Analiticamente, este fenémeno se
captura forzando a que las variables asociadas a los miembros de un mismo bloque externo se comporten
de manera idéntica.

Fijemos una unién de referencia P; € P. Para capturar la interacciéon exégena, es decir, las relaciones
y alianzas que ocurren entre los bloques como si fueran entes unitarios; introducimos para cada unién
ajena P, (I # j) una variable agregada y; € [0,1]. De este modo, realizamos la sustitucién lineal:

T =y, VYkeP conl#j.

Esta transformacion da lugar a una funcién intermedia dependiente del vector de variables indivi-
duales de la unién de referencia, (z;)icp,, y del vector de variables coalicionales, (y;)1»;. No obstante,
esta sustitucién genera términos de grado superior de la forma y*(1 — y1)? debido a la estructura del
producto en la Ecuacién (3.1). Dado que en el marco multilineal se debe preservar la linealidad respecto
a cada componente (reflejo de que la probabilidad de que el bloque participe undnimemente es y;), se
define un operador de linealizacién £ que reduce los exponentes, tal que L£(yf*) = y; para cualquier
a>1.

La aplicacién de este operador permite definir formalmente la extensiéon multilineal restringida a
la estructura de uniones P desde la perspectiva de la unién P;, a la que denotaremos como:

9 ((@i)ier;, (Whizg) = L [h ((zi)ier,, (Y)i2)] (3.2)

donde y; representa el vector en el que cada componente k € P, ha sido reemplazada por la variable
comun ;.

A partir de esta funcién base g, las distintas filosoffas de reparto (tanto de poder absoluto como
de eficiencia interna) se materializan mediante la aplicacién de operadores diferenciales e integrales
especificos.

3.2. Valor de Banzhaf-Owen a través de la EML

El valor de Banzhaf-Owen (¥) extiende la filosoffa del poder absoluto al contexto de los juegos con
restricciones de cooperacion, aplicando la 1égica original de Banzhaf de forma simultédnea en los dos
niveles de la negociacién.

Desde el punto de vista analitico, la premisa fundamental de Banzhaf asume que la formacién
de alianzas constituye un escenario donde todas las coaliciones son equiprobables. En el lenguaje de
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las extensiones multilineales, esto se traduce en que no es necesario calcular integrales a lo largo del
hipercubo de juego [0,1]™ para evaluar diferentes tasas de participacién. Por el contrario, el valor de
Banzhaf-Owen se calcula fijando todas las variables en el centro simétrico del hipercubo, donde la
probabilidad de activacién de cualquier jugador es % Esta logica opera bajo dos vertientes:

= A nivel exégeno (entre bloques): se asume que la probabilidad de que las uniones rivales
decidan participar o no en una gran coalicién con la unién de referencia es equiprobable. Por
ello, las variables externas se evalian como constantes fijas: (y;)i; = (%, ey %)

= A nivel endégeno (dentro de la unidn): la negociacién entre los propios jugadores de una
union sigue esta misma naturaleza de poder absoluto. Una vez calculada la derivada parcial para
aislar la aportacion del jugador bajo estudio, el apoyo de sus companeros de bloque se evalia
también en un entorno de equiprobabilidad, fijando xy = % para todo k € P;.

El siguiente teorema (Carreras y Magana 1994 [6]) formaliza matemdaticamente este comportamien-
to, mostrando cémo el valor de Banzhaf-Owen emerge directamente al operar con derivadas parciales
evaluadas en este punto simétrico.

Teorema 3.2.1. Sea (N,v,P) € U(N) un juego cooperativo con sistema de uniones a priori. El valor
de Banzhaf-Owen para un jugador i € P; puede calcularse mediante la derivada parcial de la funcion
multilineal restringida g recogida en la Ecuacion (3.2) respecto a la variable individual x;, evaluada en

el punto de equiprobabilidad:
9 (x1) 1 1
8{131‘ k)keEP;> 9771y I

3.3. Valor de Banzhaf coalicional simétrico a través de la EML

\Ili(N7U7P) =

wk:%,Vker

A diferencia de la solucién anterior, el valor de Banzhaf coalicional simétrico (II) exige el cumpli-
miento de la propiedad de eficiencia (hace uso del valor de Shapley) dentro de la unién de referencia,
manteniendo la estructura de Banzhaf tinicamente en el nivel externo, entre coaliciones. Su determi-
nacién mediante herramientas de andlisis matemdtico se formaliza en el siguiente teorema (Alonso
Meijide 2002 [3]).

Teorema 3.3.1. Sea (N,v,P) € U(N) un juego cooperativo con sistema de uniones a priori. El valor
de Banzhaf coalicional simétrico de un jugador i € P; viene dado por el operador integral:

! 8aj

IL;(N =
l( ,U,P) o 8£EZ

(t,t,... t)dt,

donde o ((Jfk)kepj) es la funcion multilineal intracoalicional obtenida al evaluar las variables externas
de la funcion g en la Ecuacidn (3.2) en el valor constante 1/2, esto es:

Q; ((xk)kepj) =9 ((fk)kerv (;, Y ;> I > .

Demostracion. Consideremos un jugador i perteneciente a la unién de referencia P; € P y sea
h(z1,...,z,) la extensiéon multilineal original del juego (N, v) definida en la Expresion (3.1).
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Al ejecutar el proceso de sustitucion de variables de los bloques externos, x; = y; para todo
k € Pl # j, analicemos el comportamiento de los productos asociados a cualquier unién externa Pj.
Si una coalicién S C N interseca de manera parcial a la unién P, (es decir, SN P, # (0 y SN P, # 1),
el sumando correspondiente en la extensién multilineal incorporara necesariamente el término:

IT = TI -z — @ —w)Ps,
keSNP; keP\S

La aplicacion del operador de linealizacién £ sobre este producto intermedio provoca su anulacién
sistematica, puesto que:

£ [y =) P = gy =0,

Por tanto, todas las coaliciones S que dividen internamente a cualquier bloque externo se anulan
en la funcién restringida. En consecuencia, las tnicas coaliciones que sobreviven al operador £ son
aquellas que contienen a las uniones externas de forma integra o no contienen ningin elemento de
ellas. Es decir, S debe ser de la forma S = Q UT, donde T' C P; representa una subcoalicién interna

de la unién de referencia, y @ = ;e Pi es la unién exacta de un conjunto de bloques externos con
L < M\{j}.

Bajo esta restriccién estructural, la funcién multilineal restringida g se simplifica a la expresion:

g (@rers whizg) = Y > |ITax I =20 [lwe II 0 -w|e@u).

TCP; LCM\{j} | k€T  keP,\T leL 1¢LU{j}

Para proyectar esta funcion sobre la filosofia del valor de Banzhaf coalicional simétrico, evaluamos
el comportamiento externo fijando de manera homogénea la probabilidad de las uniones rivales en y; =
1/2 para todo I # j. El producto exterior resulta en un factor de ponderacién constante dependiente
del nimero de bloques excluidos:

I8 ()0

leL ~ 1¢Lu{j}

Extrayendo este factor determinista de los sumatorios, la funcién intracoalicional a;; queda definida
por:

a; ((gc,c)kepj)zzmi_1 Z Z ka H (1—a)| v(QUT).

TCP; LCM\{j} |k€T  keP,\T

Procedemos a derivar la funcién «; respecto a la variable del jugador bajo estudio i € P;. El
operador diferencial actia como un filtro que aisla las contribuciones marginales de i, reestructurando el
sumatorio sobre el espacio de subcoaliciones de la unién que no contienen a dicho jugador (7' C P;\{i}):

Do ((g;i)kef’j) _ 2ml_1 Z Z H T H (1—zx)| (QUTU{E}) —v(QUT).

TCP\{i} LCM\{j} | k€T  keP;\(TU{i})

15¢ denota el conjunto complementario de la coalicién S, esto es, N\ S.
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Finalmente, parametrizamos la trayectoria interna evaluando todas las variables restantes en el
valor continuo ¢ € [0, 1] e integramos en dicho intervalo regular:

! 30@

o Ox;

(.. t)dt = /027% S ATy y(QUT U (i) — w(QUT)) dt

TCP\{i} LEM\{j}

e X Y (] tT<1—t>Pf—T-1dt)[v(QUTu{m—v(QuT)].

TCP\{i} LEM\{j}

Reconociendo que la integral del operando temporal responde exactamente a la definicién de la
funciéon Beta de Euler, su resolucién analitica proporciona el cociente factorial cldsico del valor de
Shapley:

T s = 1T] - 1)t

1
/ (1 — )P~ 171"V gt = B(|T| + 1,p; — |T)) = 1
0 b

Sustituyendo este nucleo combinatorio en la expresion integrada, se obtiene:

[ a=gr ¥y TS guru gy - weun,

.
O LEMNG) TSP} A

lo cual coincide de forma exacta con la definicién explicita del valor de Banzhaf coalicional simétrico
ITI;(N, v, P) enunciada en el Teorema 2.5.2. Queda, por tanto, demostrada la correspondencia. O

3.4. Analisis de eficiencia computacional y simulacion numéri-
ca

Asi como las extensiones multilineales hacen maés eficiente el cdlculo del valor de Banzhaf, su
aplicacién resulta también determinante en presencia de uniones a priori. El calculo directo del valor
de Banzhaf-Owen mediante su definicién combinatoria es costoso computacionalmente. Esto se debe
a un doble factor combinatorio: la necesidad de evaluar las agrupaciones entre las uniones externas
y, de forma simultdanea, todas las combinaciones posibles de jugadores dentro de la propia unién a la
que pertenece el jugador evaluado. Con el propésito de ilustrar cuantitativamente el impacto de esta
complejidad exponencial y contrastar la eficiencia del enfoque analitico por EML, en esta seccién se
desarrolla un segundo estudio de simulacién numeérica en R.

El experimento se estructura en seis escenarios. Esto permite controlar los parametros del modelo
para evaluar de forma independiente el comportamiento del rendimiento computacional: por un lado,
incrementando el nimero de jugadores (n) mientras se mantiene constante el niimero de uniones y, por
otro, modificando la fragmentacién del juego al aumentar el ndimero de uniones prefijadas (m). Para
evaluar el desempeiio, se analizan los tiempos de ejecucién bajo la siguiente estrategia comparativa:

1. Enfoque combinatorio por definicion: computo directo del valor de Banzhaf-Owen basado
en la enumeracién exhaustiva e iterativa de las contribuciones marginales del juego, materializado
en la funcién calcular_banzhaf owen.

2. Enfoque analitico mediante EML: resolucién algebraica del valor de Banzhaf-Owen que susti-
tuye el conteo discreto por derivadas parciales continuas combinadas con programacién dinamica,
implementada en la funcién optimizada calcular _banzhaf owen mle _fast.
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3. Libreria especializada de R: uso de la funcién pi.banzhaf del paquete powerindexR. Al in-
corporar el sistema de uniones a priori como argumento, esta herramienta computa directamente
el valor de Banzhaf-Owen. Su inclusién en el experimento sirve como punto de contraste para
evaluar la eficiencia temporal de la rutina propuesta mediante EML frente a una implementacién
ya existente en la literatura que resuelve el mismo problema.

A continuacién, en el Cuadro 3.1, se recogen los tiempos de cémputo (expresados en segundos) ob-
tenidos al evaluar los seis escenarios. Las implementaciones en el lenguaje R se detallan en el Apéndice
C y el Apéndice D, respectivamente.

Jugadores (n) Uniones (m) Definicién (s) Mediante EML (s) powerindexR (s)

8 2 1,4422 1,3422 1,5640
14 2 2,2668 1,2715 1,2043
18 2 32,0748 1,1556 1,2324
18 5 9,3674 1,5430 1,2889
22 2 158,7263 1,1471 1,2548
22 6 17,9268 1,3667 1,4106

Cuadro 3.1: Comparativa de tiempos de computo para el célculo del valor de Banzhaf-Owen.

A partir de los resultados analizados y su representacion visual en la Figura 3.1 y la Figura 3.2, se
pueden extraer las siguientes conclusiones:

= Coste fijo del entorno: en escenarios de dimensiones reducidas (n = 8), las diferencias tem-
porales entre los tres métodos son marginales e inferiores a las dos décimas de segundo. Este
fenémeno evidencia la presencia de un coste fijo de inicializacién y asignaciéon de memoria inhe-
rente al entorno de R, el cual enmascara la eficiencia de las funciones en juegos pequenos.

= Crecimiento exponencial en funcién del orden del juego (n): al mantener el nimero de
uniones constante (m = 2) e incrementar el nimero de jugadores de n = 8 hasta n = 22, el
cdlculo directo se vuelve exponencialmente ineficiente, requiriendo méas de 2,6 minutos (158,73
s). En contraposicion, la rutina propuesta por EML muestra estabilidad, completando el calculo
en la franja de los 1, 15 segundos.

= Efecto de la estructura de uniones (m): esta simulacién demuestra que el problema del
cdleulo por definicién no es el ntimero total de jugadores (n), sino el tamano de la unién més
grande. Al fragmentar el juego en mds uniones (mayor m), los grupos se vuelven més pequenos
y el tiempo computacional cae; por ejemplo, en el juego de 22 jugadores, pasa de 158,73 s a solo
17,93 s.

= Eficiencia frente a otras soluciones: al contrastar los resultados, se observa que la rutina
analitica desarrollada mediante EML compite en la misma franja de tiempo (= 1,15 s) que
la funciéon empleada del paquete powerindexR. Esto confirma que la aproximacién continua
propuesta no solo evita la explosién combinatoria, sino que alcanza una eficiencia equiparable a
la de implementaciones especializadas de la literatura.
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En definitiva, los resultados numéricos expuestos corroboran que las extensiones multilineales son
una alternativa mas rapida y robusta para el cdlculo del valor de Banzhaf-Owen en juegos de gran
tamano. Este enfoque analitico supera las limitaciones del conteo discreto, garantizando la eficiencia
v la escalabilidad del modelo ante cualquier configuracion u orden de jugadores.
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Figura 3.1: Evolucién del tiempo de cémputo en funcién del niimero de jugadores (n) para una estruc-
tura de uniones fija (m = 2).
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Figura 3.2: Impacto de la fragmentacién y estructura de uniones (m) sobre el tiempo de computo para
un numero fijo de jugadores.






Capitulo 4

Valores en juegos con
configuraciones de coaliciones

En el Capitulo 2, el anélisis de la cooperacién restringida se fundamenté en sistemas con uniones a
priori, donde los jugadores se organizan en bloques de decisién estrictamente disjuntos formando una
particion del conjunto de jugadores. Sin embargo, en la practica institucional, politica y econdémica,
las dinamicas de negociacién suelen ser mas complejas. Para capturar la riqueza de estos escenarios,
en este capitulo se da un paso mas alla y se abandona la restriccion de las particiones disjuntas para
introducir las configuraciones de coaliciones (o recubrimientos), estructuras donde un mismo jugador
puede pertenecer a multiples alianzas de forma simultdnea.

El desarrollo del presente capitulo se estructura como sigue. En primer lugar, se presenta el indice
de Banzhaf-Coleman generalizado (n’) propuesto por Albizuri y Aurrekoetxea (2006) [2], una extensién
disenada para modelizar estas alianzas solapadas. Ademads se caracteriza axiomaticamente y a través
de un juego inducido se establece la relacién que lo vincula con el valor de Banzhaf-Owen (¥). A
continuacion, se analizard el comportamiento de este indice, demostrando mediante un ejemplo que
presenta una inconsistencia similar a la del valor de Banzhaf-Owen, vulnerando la propiedad de simetria
coalicional. Finalmente, para dar respuesta a esta limitacién, se propondrd y formalizard un nuevo
concepto de solucién: el valor de Banzhaf coalicional simétrico generalizado (I'). Esta nueva propuesta
combinard la légica del poder absoluto, propia del valor de Banzhaf, en la interaccién entre bloques
con la justicia distributiva interna del valor de Shapley. Se ilustrard como, en el ejemplo propuesto
para tratar la inconsistencia del indice de Banzhaf-Coleman generalizado, el valor propuesto si satisface
la simetria coalicional y de forma andloga al indice de Banzhaf-Coleman generalizado se probard la
relacién que lo vincula con el valor de Banzhaf coalicional simétrico (II).

4.1. Indice de Banzhaf-Coleman generalizado (1)

Para iniciar el estudio de las soluciones coalicionales bajo estructuras flexibles, es fundamental
abordar el marco donde la cooperacién no se restringe a bloques disjuntos. Un escenario éptimo para
ilustrar esta dindmica se presenta en los sistemas parlamentarios multipartidistas, donde los partidos
politicos articulan pactos transversales y acuerdos de geometria variable para asegurar la gobernabi-
lidad. En estos contextos, un mismo partido politico puede integrarse simultaneamente en muiltiples
bloques estratégicos, manteniendo al mismo tiempo su autonomia e identidad diferenciada frente a sus
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socios en cada uno de ellos.

Para modelizar formalmente este escenario, se emplea el concepto de configuracién de coaliciones,
donde la estructura exégena de cooperacién se establece mediante un recubrimiento del conjunto de
jugadores en lugar de una particion.

Definicién 4.1.1. Sea N el conjunto finito de jugadores. Una configuracién de coaliciones de N es una
coleccién finita de coaliciones B = { By }rens tal que | J, oy, Br = N. Denotaremos por B(N) al conjunto
de todas las configuraciones de coaliciones posibles sobre N. Asimismo, denotamos por M al conjunto
de indices de las coaliciones de la configuracién. Si B € B(N) ei € N, B' = {By, € B | i € By} denota
al conjunto de coaliciones a las que pertenece el jugador i.

A continuacién, se define la extensién natural del indice de Banzhaf para esta clase de estructuras,
conocido en la literatura como el indice de Banzhaf-Coleman generalizado. Este operador extiende la
nocién de poder absoluto midiendo las contribuciones marginales de los jugadores tanto dentro de sus
propios bloques como en las interacciones con los bloques externos en los que no participan.

Definicién 4.1.2. Sea (N,v) un juego simple, y sea B una configuracién de coaliciones sobre N. El
indice de Banzhaf-Coleman generalizado para un jugador ¢ € N, denotado por n}(N,v,B), se define
como:

ANeB = S Y S pQUT U — QU
Bre®Bi RCB TCB\{i}
RNB =0
donde m = |B| es el ntdmero total de coaliciones en la configuracién, by = |Bg| es el nimero de
miembros de la coalicién activa By, y Q = g B representa el conjunto de jugadores aportados por
los bloques externos.

Para comprender la mecénica de este indice y su similitud con el valor de Banzhaf-Owen, resulta
de gran utilidad desglosar la ecuacién en sus tres niveles de agregacién:

= Nivel de pertenencia: a diferencia de las particiones estrictas, un jugador i puede pertenecer
a varias alianzas simultaneamente. El primer sumatorio itera sobre todos los bloques By € 8B°
de los que el jugador forma parte, acumulando el poder que ejerce desde cada uno de ellos.

= Nivel macroscépico: representa la negociacién exdégena. Itera sobre todas las combinaciones
posibles de los bloques externos a los que no pertenece el jugador i (es decir, R C 9B tal que
R N B = ), aplicando la ponderacién de equiprobabilidad de Banzhaf 2%1 Esta restriccién
del sumatorio obedece a que, si el jugador i formara parte de alguno de los bloques externos
evaluados, su aportaciéon marginal se anularia al estar ya presente en la coalicion.

= Nivel microscépico: modela la dindmica interna dentro del bloque activo By. Itera sobre las
posibles subcoaliciones de companeros T, manteniendo de nuevo la filosofia de poder absoluto de
Banzhaf mediante el factor 2%%1

El corchete final evalia la contribuciéon marginal del jugador 7, calculando si su adhesion transforma
una coalicién perdedora (formada por los bloques externos ) y sus companeros internos 7') en una
coaliciéon ganadora.

Para ilustrar de forma préactica la mecanica de este indice y cémo captura el solapamiento estratégico
entre alianzas, se expone el siguiente escenario parlamentario.
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Ejemplo 4.1.3. Considérese un parlamento modelizado mediante un juego simple (N,v) con N =
{1,2,3,4}, donde las coaliciones ganadoras minimas son aquellas que disponen de al menos tres ju-
gadores (es decir, v(S) = 1si S| > 3 y v(S) = 0 en otro caso). Politicamente, supondremos que el
jugador 1 representa un partido de izquierda, los jugadores 2 y 3 representan partidos de centro, y el
jugador 4 representa un partido de derecha.

Si el juego se desarrollara bajo una premisa de libertad absoluta de asociacién (sistema de uniones
trivial P,,), el valor de Banzhaf asignarfa un poder simétrico a todos los actores de la cdmara:

3333
B(Nav) = (8’8’8’8) .

No obstante, supéngase que los partidos de centro aprovechan su afinidad ideolégica y su centralidad
politica para suscribir alianzas y pactos estables en ambos espectros de la camara, configurando un
recubrimiento dado por la configuracién de coaliciones B = { By, Bo} = {{1,2,3},{2, 3,4}}. Aplicando
el indice de Banzhaf generalizado para cada jugador, el vector de poder resultante es:

1221
'(N,u,B) = (=,2,2,2).
77( 7U7 ) <878’8’8>

Este resultado ilustra analiticamente cémo los jugadores centristas 2 y 3 logran duplicar su poder
estratégico relativo frente a los partidos periféricos 1 y 4. Al participar simultdneamente en todas las
coaliciones de la configuracién (B2 = B3 = B), el primer sumatorio de la férmula de 7’ acumula
el poder que estos jugadores ejercen de forma independiente desde el bloque By y desde el bloque
Bs, mientras que los jugadores 1 y 4 quedan restringidos a las oportunidades de una tnica alianza
institucional.

Para caracterizar axiomaticamente esta solucién en el marco de los recubrimientos, se presentan
a continuaciéon las siguientes propiedades adaptadas a las particularidades de las configuraciones de
coaliciones. Consideremos un universo infinito de jugadores . Sea f un indice de poder definido como
una aplicacion f : Uy ey (SI(N) x B(N)) — Uncy RY, tal que f(v,B) € RY para cualquier juego
simple (N,v) € SI(N) y cualquier configuracién B € B(N). Se establecen las siguientes propiedades:

= Transferencia (TR): Para todo par de juegos simples (N,v), (N,w) € SI(N) y toda configu-
racién B € B(N), se verifica que f(vVw,B)+ f(vAw,B) = f(v,B)+ f(w,B). Esta propiedad
adapta la aditividad a la estructura binaria de los juegos simples.

= Jugador dummy (JD): Si un jugador i € N es un jugador dummy en el juego (N, v) € SI(N)
(es decir, su aportacién marginal es v(SU{i}) —v(S) = v({i}) para todo S C N\ {i}) y pertenece
a una tnica alianza en la configuracién (es decir, |B¢| = 1), entonces recibe exactamente su valor

individual, f;(v,B) = v({i}) para toda B € B(N).

= Anonimidad (ANO): Sea (N,v) € SI(N) y sea m una permutacién del conjunto de jugadores
N. Definimos el juego permutado 7o tal que (7v)(S) = v(7S) para todo S C N, y la configuracién
permutada 78 = {7(By)}B,cs. Entonces, para todo i € N y para toda B € B(N), se cumple

que fi(’/T’U, %) = f7T(Z) (’U/]T%)‘

Para enunciar las propiedades relativas a la fusién o amalgamacién de jugadores, sea (N, v) € SI(N)
y supongamos que dos jugadores i, j € N se amalgaman para formar un unico jugador representativo
a ¢ N. Definimos el conjunto A = {7, j} C B, € B y el nuevo juego v4 sobre el conjunto (N\A)U{a} de
la siguiente forma: v4(S) = v(S) sia ¢ S,y va(S) = v((S\{a})U{i,j}) sia € Spara S C (N\A)U{a}.
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» Amalgamacién interna en B: Sean (N,v) € SI(N), B € B(N) y A = {i,j} C N dos
jugadores que pertenecen exactamente a las mismas alianzas (es decir, B* = B7). Si definimos
la nueva configuracion B = (B \ B) U {(Bx \ {i,5}) U {a}}, emi, se garantiza que fi(v,B) +
fi(v,B) < fo(va, ‘B) Es decir, la fusién interna no perjudica el poder conjunto de los aliados.

» Amalgamacién externa en 9B: Sean (N,v) € SI(N), B € B(N)y A = {i,j} C N. Si
existen dos alianzas unitarias By = {i} v Bs = {j} tales que estos jugadores no pertenecen a
ninguna otra alianza de la configuracion y definimos la nueva configuracién amalgamada como

B = (B \ {Bk, Bs}) U{{a}}, entonces f;(v,B)+ f;(v,B) < fa(vA,%).

= Estabilidad de amalgamacién en B: Sean (N,v) € SI(N), B € B(N)y A= {i,j} C N tales
que B = B7. La amalgamacién de estos dos jugadores no debe alterar el pago de ningtin jugador
externo a sus coaliciones. Formalmente, para todo jugador I € N \ (| BLeBi By,), se cumple que

fi(v,B) = fi(va,B).

Adicionalmente, se consideran axiomas para escenarios donde un jugador actia como el represen-
tante o duplicado estratégico de otro. Dados (N,v) € SI(N) y j,k € N, definimos el juego v_ ;
sobre N \ {k} asumiendo que el jugador k abandona el juego y sus funciones son absorbidas por j:
Vo (S) =v(S)sij ¢S, yv_p;(S) =v(SU{k})sije SparaS C N\ {k}. Asi mismo, dados
B € B(N)yj,k € N donde B NB* = (), definimos a la configuracién de coaliciones de N \ {k} como
By = (BB U{(B\ (k) U}, cone

Por otro lado, sean (N,v) € SI(N) y B € B(N) se dice que los jugadores j, k son dobles en
el juego (v,B) si cumplen dos condiciones: (1) v(S U {j}) = v(S U {k}) para todo S C N, y (2) si
SU{j} € B7, entonces ni SU{k} ni SU/{j,k} pertenecen a B* para todo S C N \ {4, k}. Bajo estas
premisas se enuncian las siguientes propiedades:

= Fusién: Sean (N,v) € SI(N) y B € B(N), si j,k son jugadores dobles en el juego (v,B),
entonces para cualquier otro jugador i € N \ {4, k}, su poder permanece inalterado: f;(v,B) =
filvorjs Bk j)-

= Fusién aditiva: Sean (N,v) € SI(N) y B € B(N), si j,k son jugadores dobles en el juego
(v,B), el jugador que asume la representacién (j) acumula exactamente el poder original de
ambos: f;(v_pj,B_;) = f;j(v,;B)+ fr(v,B).

A partir de estas propiedades, se establece el siguiente resultado de caracterizacion axiomaética. Este
teorema demuestra que el indice de Banzhaf-Coleman generalizado es, la tnica solucién que satisface
de forma simultanea el conjunto de axiomas propuestos.

Teorema 4.1.4. Un indice de poder [ :|Jycy (B(N) x SI(N)) — Uncy RY satisface las propieda-
des de transferencia (TR), jugador dummy (JD), anonimidad (ANO), amalgamacion interna en B,
amalgamacion externa en B, estabilidad de amalgamacion en B, fusion y fusion aditiva si y solo si
coincide con el indice de Banzhaf-Coleman generalizado (1').

Tras haber fundamentado axiométicamente el indice 7', una de las caracteristicas mds notables
de este indice generalizado es que puede resolverse de forma indirecta utilizando el marco conceptual
clasico de las uniones a priori de Owen, a través de un juego inducido que expande el espacio original
de jugadores mediante una técnica de duplicacién de roles independientes.

Sea (N,v) € SI(N) y B € B(N), para cada coalicién By € B, se asocia a cada jugador i € By,
un jugador ficticio e independiente (que admite la interpretacién de representante del jugador en esa
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coalicién de la configuracién a la que pertenece) al que denotamos por i(k). De esta forma, definimos
el nuevo espacio ramificado de jugadores como P = {i(k) | i € By, By, € B}. Sobre este espacio P
se construye una particién canénica (sistema de uniones) dada por B = {BF ...  BF}, donde cada
bloque disjunto viene definido por Bf = {i(k) | i € By}. Finalmente, se define el juego inducido v¥
sobre P tal que para cualquier S C P:

vP(8) =w(T), siendo T = {i € N | 3By, € B tal que i(k) € S}.

La relacién formal entre ambos modelos (juegos con recubrimientos frente a juegos con una particién
expandida) queda establecida por la siguiente proposicién que vincula el indice generalizado con el valor
cldsico de Banzhaf-Owen ().

Proposicién 4.1.5. Para cualquier juego simple (N, v) y cualquier configuracion de coaliciones B de
N, el indice de Banzhaf-Coleman generalizado de un jugadori € N equivale a la suma de los valores de
Banzhaf-Owen (¥) de sus respectivas réplicas calculados sobre el juego con uniones a priori asociado
(P,vf BF):

N v, sB Z \Ilz(k) ,%P).

Bre®Bt

La equivalencia establecida en la proposicion anterior garantiza que las extensiones multilinea-
les, que se han analizado en el capitulo anterior como herramienta clave para simplificar el calculo
combinatorio, son plenamente aplicables para evaluar este indice generalizado.

Sin embargo, este enfoque plantea un inconveniente computacional importante. Se necesita cons-
truir un juego artificial donde se replican los jugadores que forman parte de varias coaliciones. Esta
replicacién incrementa el cardinal del conjunto de jugadores (|P| > |N|), lo que eleva de forma expo-
nencial el coste computacional de los algoritmos.

M4s alld de este obstaculo puramente operativo, el hecho de que el indice 1’ se sustente analitica-
mente sobre la estructura del valor de Banzhaf-Owen (¥) determina su comportamiento matemaético.
Al heredar su metodologia, adopta también sus mismas caracteristicas estructurales, lo que implica que
no satisface determinadas propiedades axiomaéticas que pueden ser deseables en el estudio de juegos
con estructuras coalicionales.

4.2. La asimetria coalicional del indice 7/’

Como consecuencia de esta herencia metodolégica, el indice de Banzhaf-Coleman generalizado (')
presenta un comportamiento particular cuando se analiza desde una perspectiva macroscopica. Para
ilustrar esta caracteristica, resulta pertinente introducir la propiedad de simetria coalicional.

Dado que este axioma fue formulado por Albizuri et al. (2006) [1] originalmente en el dmbi-
to de los juegos TU y para particiones estrictas, denotaremos por By(N) C B(N) al subconjunto
de configuraciones que constituyen una particién (o estructura coalicional) del conjunto de juga-
dores N. Sobre este dominio, consideremos una solucién genérica f definida como una aplicacién
[ Uncu(TUN) x Bo(N)) — Uncu RY, que asigna a cada juego (N,v) € TU(N) con estructura
coalicional B € By(N) un vector de pagos f(v,B) € RY. Bajo este marco, la propiedad se enuncia de
la siguiente manera:

= Simetria coalicional: Sea (N,v) € TU(N) un juego cooperativo y B € By(N) una particién.
Si dos coaliciones By, B, € B son tales que para toda subcoleccién € C B\ {B,, By} se cumple
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la condicién

U<Bpu U BT>ZU<BqU U BT>,

B,ec B.ec

entonces la soluciéon f debe garantizar que el poder total distribuido internamente por ambas

coaliciones sea idéntico:
> fHiw,B) =Y fi(v,B).

i€B, i€Bq

Esta propiedad exige que, si dos alianzas desempenan el mismo papel estratégico frente al exterior
(son simétricas en el nivel macroscépico de la negociacién), el poder total que distribuyen a sus miem-
bros debe ser idéntico, independientemente de la estructura interna o el tamano de dichos bloques. A
continuacién, se demuestra mediante un escenario practico que el indice 1’ no cumple este principio
de equidad estructural.

Ejemplo 4.2.1. Considérese el juego de unanimidad (N,uy), con N = {1,2,3,4,5}. La funcién ca-
racteristica de este juego se define como un(S) = 1si S = N y uny(S) = 0 en caso contrario. La
configuracién de coaliciones (que en este escenario actia estrictamente como una particién) viene dada
por B = {Bl7B2} con B1 = {1,2,3} y B2 = {475}

Observamos que ambas coaliciones son simétricas puesto que las dos son necesarias para ganar. Por
otro lado, la tinica subcoleccién externa a ambas es el conjunto vacio (€ = ), y se verifica la condicidn:

UN(Bl) =0= uN(BQ).

Para evaluar el poder interno que el indice i’ distribuye, partimos de su definicién tedrica para un
jugador i € N:

AN B = Y Y Y o n(QUTUL) —un(QUT),

Bre®B? RCB TCBp\{i}
RNAB* =0

donde m = 2 es el nimero total de coaliciones en la configuracién, by, = |By| es el nimero de miembros
de la coalicién activa By, y @ = Jgeg B. Analizamos el reparto de poder sustituyendo en la ecuacién
para los integrantes de cada bloque:

= Poder distribuido por B; (b; = 3): para cualquier jugador ¢ € By, su unico bloque activo es
Bj. Para que la contribuciéon marginal no sea nula, es estrictamente necesario que participen todos
los jugadores externos (@) = Bz) y todos sus compaferos internos (T' = B; \ {i}). Sustituyendo
los pardmetros en la férmula:

HN un, B) = Sy oy o (B2 U (By \ () U (3)) — (B U (B \ ).

Agrupando los términos, observamos que se evalda la contribucién a la gran coalicién N:

11

WV ux,B) = 5 - ¢ luw(N) —un (N {i})] = £[1-0] = 0,125

La suma de las asignaciones de los tres miembros de B es, por tanto:

S (N, uy, B) = 3 x 0,125 = 0, 375,
i€By
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= Poder distribuido por Bs (by = 2): para cualquier jugador j € By, la 16gica de unanimidad
requiere la participacién del bloque externo @ = Bj y de su tnico compariero interno T' = B\ {j}.
Sustituyendo los parametros:

(N, ux, B) = s ooy lun (By U (B \ 171 U ) — un(By U (B {51)],

S 2 (V) —un (N ()] =

La suma de las asignaciones de los dos miembros de Bs es:

(N, un,B) = [1—0] =0,250.

| =

37 0N, uy, B) =2 x 0,250 = 0, 500.

JEB2

A pesar de que ambas coaliciones son simétricas, observamos una evidente discrepancia en el poder
total que distribuyen (0,375 < 0,500). De manera anéloga a lo expuesto en el Ejemplo 2.2.2 para el
valor de Banzhaf-Owen, esta divergencia pone de manifiesto que el indice generalizado ' penaliza a
los jugadores que pertenecen a coaliciones mas numerosas, reflejando una dilucién del poder individual
dentro de bloques grandes y demostrando analiticamente su falta de simetria coalicional.

Esta caracteristica estructural del indice generalizado 1’ pone de manifiesto la necesidad de plantear
una alternativa analitica capaz de evaluar el peso estratégico de las alianzas de forma equitativa e
independiente de su tamaio.

4.3. El indice de Banzhaf coalicional simétrico generalizado

(1)

Para restaurar la equidad macroscopica en el analisis de configuraciones de coaliciones, resulta
natural extender la filosoffa del valor de Banzhaf coalicional simétrico (IT), introducido en la Ecuacién
(2.2) para particiones estrictas, a este nuevo marco estructural.

Al desvincular el poder estratégico de un bloque de su cardinalidad interna, se pretende evitar la
dilucién probabilistica que penaliza a las uniones més numerosas. Como se ilustrara a continuacién, esta
correccion permite solventar la falta de simetria coalicional detectada en el indice anterior, ofreciendo
una representacion matematica més coherente de la dindmica de negociacion.

Definicién 4.3.1. Sea (N,v) un juego simple, y sea B una configuracién de coaliciones sobre N. El
indice de Banzhaf coalicional simétrico generalizado para un jugador ¢ € N, denotado por II,(N, v, B),
se define como:

1 (b —t—1)! .
mwem= ¥ S Gt b Quru ) —r@u)),
Bre®i RCB TCB\{i} M
RNB'=0D

donde m = |B| es el nimero total de coaliciones en la configuracién, b, = |By| es el nimero de
miembros de la coalicién activa By, t = |T| es el cardinal de la subcoalicién interna considerada, y
Q = Upecr B representa el conjunto de jugadores aportados por los bloques externos.

Para comprender la mecénica de este indice y su diferencia estructural con la medida 7/, se desglosa
la ecuacién en sus tres niveles de agregacion:
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= Nivel de pertenencia: al igual que en la medida anterior, un jugador ¢ puede pertenecer a
varias alianzas simultdneamente. El primer sumatorio itera sobre todos los bloques By € B* de
los que el jugador forma parte, acumulando el poder que ejerce desde cada uno de ellos.

= Nivel macroscopico: representa la negociacién exdgena. Itera sobre todas las combinaciones
posibles de los bloques externos a los que no pertenece el jugador i (es decir, R C 9B tal que
R N B = ), aplicando la ponderacién de equiprobabilidad de Banzhaf QM% Esta restriccion
en el sumatorio asegura nuevamente que, si el jugador ¢ formara parte de alguno de los bloques
externos evaluados, su aportaciéon marginal se anularia al estar ya presente en la coalicion.

s Nivel microscépico: aqui radica la diferencia fundamental con el indice generalizado 7’. Para
modelar la dindamica interna dentro del bloque activo By, se itera sobre las posibles subcoaliciones
de companeros T, pero sustituyendo la equiprobabilidad por la filosofia del valor de Shapley

mediante el factor w. Este enfoque basado en permutaciones internas garantiza que el

poder obtenido por el bloque en el nivel macroscépico se distribuya equitativamente entre sus

miembros, evitando la penalizacién por el tamano de la alianza.

De nuevo, el corchete final evaliia la contribucién marginal del jugador 4, calculando si su adhesién
transforma una coalicién perdedora (formada por los bloques externos ) y sus compaifieros internos
T') en una coalicién ganadora.

Esta propuesta permite corregir la asimetria coalicional detectada en la seccién anterior, tal y como
se comprueba al reevaluar el escenario de unanimidad.
Ejemplo 4.3.2. Retomando el escenario planteado, consideremos de nuevo el juego de unanimidad
(N,un) con N ={1,2,3,4,5} y la configuracién de coaliciones B = {B;, By} donde B; = {1,2,3} y
By = {4,5}.

Como se analiz6 previamente, ambas alianzas son coalicionalmente simétricas, ya que son estricta-
mente necesarias para alcanzar la coalicién ganadora. Ademads, se verifica la condicion:

UN(Bl) =0= ’LLN(BQ).

Calculamos el indice de Banzhaf coalicional simétrico generalizado (IT') para un jugador i € N,
para evaluar el reparto de poder interno:

1 by —t—1
(N, B) = > Y > o= ("bk )[(QUTU{z})—v(QUT)},
Bre®Bi RCB TCB\{i} ’
RNAB =0

donde m = 2 es el ndmero total de coaliciones en la configuracién, by, = |By| es el nimero de miembros
de la coalicién activa By, t = |T'| es el cardinal de la subcoalicién interna considerada, y Q = Jgcr B-

= Poder distribuido por B; (b; = 3): para cualquier jugador i € By, la tinica contribucién mar-
ginal no nula exige que participen todos los jugadores externos (QQ = Bs) y todos sus compafieros
internos (T'= B; \ {4}, por lo que ¢t = 2). Sustituyendo en la ecuacién:

1 21(3—2-1)! .
(N, B) = s 2O 22 e () (0 ),
1 2.1 1 1 1
I (N =—-—.-—[1-0]==--===~0,16T7.
Z( ) uN’ %) 2 6 [ ] 2 3 6 I
Al sumar los pagos por bloques, observamos que para la primera alianza el poder distribuido

resulta ser: 1 X
Z IT; (N, uy,B) = 3 x 5 =3 = 0,500,
i€B;
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= Poder distribuido por B, (by = 2): para cualquier jugador j € Ba, se requiere la participacion
del bloque externo Q = B; y de su unico compaiiero interno T'= By \ {j} (por lo que t = 1).

1 1(2-1-1)! .
0V, u.B) = oy L () — e (V0 31,
/ R IO
(N, uy, B) = 5 - ——[1=0] = 5 - 5 = 7 = 0,250.

Para la segunda alianza, el sumatorio resulta ser:

1 1
! — —
JjEB2

Con este resultado, >, p I (N,un,B) = EjeBz IS (N, un,B), se demuestra que el indice II'
cumple la propiedad de simetria coalicional en este escenario. Al sustituir la ponderacién de equi-
probabilidad interna por una distribucién basada en permutaciones, el poder asignado a nivel ma-
croscépico se reparte internamente de forma equitativa, garantizando que dos alianzas con idéntico
peso estratégico frente a las demds distribuyan exactamente la misma cantidad de poder, sin sufrir
ninguna penalizaciéon por su tamano.

Al igual que en la Proposicién 4.1.5 se establecié la relacion formal entre el indice de Banzhaf-
Coleman generalizado y el valor de Banzhaf-Owen, para consolidar la solidez tedrica de esta nueva
medida, establecemos a continuacién su conexién estructural con el modelo original para particiones.
El indice de Banzhaf coalicional simétrico generalizado II’ puede derivarse evaluando el valor de Banzhaf
coalicional simétrico (II) sobre el juego inducido que expande el espacio de jugadores.

Recordemos que, dada una configuracién B, se define el conjunto expandido de réplicas P = {i(k) |
i € By, By, € B} y su particién canénica asociada B, El juego inducido v* sobre P determina que el
valor de una coalicién replicada equivale al valor en el juego original de los jugadores que la conforman.
La siguiente proposicion formaliza esta equivalencia.

Proposicién 4.3.3. Para cualquier juego simple (N,v) y cualquier configuracion de coaliciones B €
B(N), el indice de Banzhaf coalicional simétrico generalizado de un jugador i € N equivale a la suma
de los valores de Banzhaf coalicional simétrico (I1) de sus respectivas réplicas calculados sobre el juego
con uniones a priori asociado (P,v" BT):

I(N,v,B) = Y Ty (Po",B").
BB

Demostracion. Fijemos un jugador ¢ € N y analicemos el valor II asignado a una de sus réplicas
i(k) € BY en el juego inducido. Partiendo de la definicién tedrica para particiones dada en la Ecuacién
(2.2), tenemos:

Mgy (Po”,B7) = Y > 2"1171 gl ;kf - [P (CUSU{i(k)}) —oT(CuUS),

CCBP\{BL} SCB{\{i(k)}
donde C = Upree BY, s =S| y bk = |Bi | = | Bi| representa el cardinal del bloque.

Podemos establecer una biyeccion entre los elementos del juego inducido y el juego original. Toda
subcoalicién S C B \ {i(k)} se corresponde con un subconjunto 7' C By, \ {i} (con [T| =t = s = |9]).
Del mismo modo, toda subcoleccién de bloques replicados C € B \ {BF} se corresponde con una
coleccién original R C 9B\ { By}, de forma que C' representa al conjunto de jugadores Q = Jgcr B-
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Por la propia definicién del juego inducido v*, el valor de una coalicién en P es equivalente al valor
en v del conjunto de jugadores originales a los que representan. Dado que las réplicas C' U S U {i(k)}
se proyectan exactamente sobre los jugadores Q UT U {i}, las contribuciones marginales resultan:

vP(CUSUi(k)) =P (CUS)=v(QUTUI) —v(QUT).

Por otro lado, veamos qué ocurre si la subcoleccién evaluada R contiene algtin bloque al que el
jugador original i ya pertenezca (es decir, R N B # ). En tal caso, el jugador i ya se encuentra
contenido en el conjunto (. Dado que la adiciéon de un elemento a un conjunto que ya lo incluye no
altera el conjunto (Q U {i} = @), su aportacién marginal es cero: v(Q UT U {i}) —v(QUT) = 0.
Esto implica que, en el juego inducido, la réplica i(k) presenta una contribucién marginal nula siempre
que la coalicién ya cuente con otra réplica del mismo jugador, anulando estos términos dentro del
sumatorio.

Por tanto, los tinicos términos no nulos son aquellos donde el jugador ¢ no pertenece a ningin
bloque de R, lo que restringe la suma externa a la condicién R NB* = ). Al aplicar esta reduccién y
sumar sobre todas las réplicas By € B*, obtenemos:

Y Lot 3= Y Y Y 2737115!([)’“;;_1)![v(QUTU{i})—v(QUT)],

B,e®Bi BreBi RCB TCB\{i}
RNB* =0

que coincide exactamente con la definicién formal de II;(N, v, B), quedando probada la equivalencia.
O

Al igual que sucedia con el indice 7/, esta caracterizacién a través del juego inducido tiene una
doble implicacién préctica. Por un lado, confirma que el calculo analitico basado en las extensiones
multilineales, desarrollado en el capitulo previo, sigue siendo perfectamente vélido para simplificar la
evaluacion de IT'. Por otro lado, reproduce el mismo obsticulo operativo, se necesita operar sobre un
espacio de jugadores expandido mediante réplicas (|P| > |N|), dispara exponencialmente la compleji-
dad algoritmica, limitando la aplicabilidad de este método de calculo indirecto en escenarios de gran
escala.



Capitulo 5

Conclusiones

En este Trabajo Fin de Master se ha estudiado el célculo y la distribuciéon de poder en el marco de
los juegos cooperativos con utilidad transferible. Para abordar este &mbito, el analisis ha conjugado el
desarrollo de los modelos tedricos de coalicién con la necesaria transicién desde el ineficiente calculo
combinatorio directo hacia enfoques analiticos continuos. Por un lado, se han analizado detalladamente
los fundamentos tedricos de la cooperacién restringida, lo que ha implicado abandonar el supuesto
clasico de asociacién totalmente libre para adentrarse en modelos organizativos mas complejos y fieles
a la realidad. Este recorrido tedrico ha permitido transitar desde los sistemas de uniones a priori, donde
los actores negocian estructurados en bloques estrictamente disjuntos, hasta las configuraciones de
coaliciones, las cuales capturan la dinamica de los acuerdos de geometria variable y el solapamiento de
alianzas. Por otro lado, el trabajo ha puesto un énfasis especial en las herramientas analiticas necesarias
para garantizar la viabilidad computacional de estos modelos. Ante la explosiéon combinatoria que
exige el cdlculo discreto de las contribuciones marginales, se ha examinado cémo la transformacion del
problema hacia un entorno analitico continuo, mediante el uso de las extensiones multilineales (EML),
se erige como un mecanismo indispensable para evaluar de forma eficiente los indices de poder en
juegos de gran dimensién.

A partir de la revisién y el anélisis desarrollado a lo largo de los capitulos, se extraen las siguientes
conclusiones tedricas y estructurales:

= Se ha abordado el estudio del valor de Banzhaf cldsico y su extensién natural a escenarios con
uniones a priori mediante el valor de Banzhaf-Owen (V). Durante este andlisis, se ha constatado
analiticamente que este valor no satisface la propiedad de simetria en el cociente. Al aplicar
un modelo de equiprobabilidad tanto en la negociacién externa como en la interna, propio del
valor de Banzhaf, el valor penaliza a los jugadores que pertenecen a coaliciones mas numerosas,
distorsionando el peso macroscépico de los bloques.

= A raiz de esto, se ha estudiado el valor de Banzhaf coalicional simétrico (IT). Se ha evidenciado
como la adopcién de un enfoque distributivo, basado en las permutaciones del valor de Shapley,
en la negociacién interna, permite preservar la simetria en el cociente. De este modo, se garantiza
que dos alianzas con idéntico peso estratégico en el juego global distribuyan exactamente la misma
cantidad de poder entre sus miembros.

= Al flexibilizar atin més la cooperacién transitando hacia las configuraciones de coaliciones, donde
se permite el solapamiento de alianzas y la geometria variable, se ha examinado el indice de
Banzhaf-Coleman generalizado ('). Se ha demostrado mediante un ejemplo préctico que este
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indice, al heredar la metodologia analitica de ¥, vulnera la propiedad de simetria coalicional,
diluyendo el poder en alianzas amplias.

Motivado por la necesidad de satisfacer dicha simetria coalicional en el escenario de las alianzas
solapadas, este trabajo aporta la propuesta formal del indice de Banzhaf coalicional simétrico ge-
neralizado (II'). Esta aportacién sienta las bases de una métrica sobre recubrimientos no disjuntos
que proyecta la filosoffa de equiprobabilidad (Banzhaf) en la negociacién externa y de distribu-
cién probabilistica (Shapley) en la negociacién interna, respetando la relevancia estratégica de
las alianzas independientemente de su tamano.

Desde la vertiente operativa y computacional, el trabajo concluye lo siguiente:

= Se ha demostrado que las extensiones multilineales (EML) no son Unicamente una construccion

tedrica elegante, sino una herramienta analitica y practica imprescindible para esquivar la explo-
sién combinatoria (O(2™)) inherente a los juegos TU. La transformacién del conteo discreto en
el calculo continuo de derivadas parciales e integrales se ha evidenciado empiricamente mediante
estudios de simulacién. Concretamente, las implementaciones desarrolladas en R confirman que
las EML proporcionan una clara ventaja algoritmica, reduciendo drasticamente los tiempos de
computo tanto para el valor de Banzhaf como para el valor de Banzhaf-Owen.

Se ha comprobado tedricamente que el célculo de los indices generalizados para configuraciones
de coaliciones (n' y el propuesto IT') es posible llevarlo a cabo utilizando las EML de ¥ y II
a través de la construccion de un juego inducido. Sin embargo, a nivel operativo, este enfoque
exige modelizar el solapamiento mediante la réplica de jugadores, generando un espacio expandido
artificialmente. En la préctica, este aumento del nimero de variables agrava el problema de la
explosién combinatoria (|N| < |P|), lo que podria debilitar la eficiencia aportada por las EML y
deja como reto abierto la buisqueda de métodos de calculo més directos.

Finalmente, a la luz de los resultados obtenidos y de las cuestiones que permanecen abiertas tras

este estudio, se proponen las siguientes lineas de investigacion y tareas futuras:

= Implementacién computacional para el valor II: llevar a la practica operativa el estudio

analitico desarrollado para el valor de Banzhaf coalicional simétrico (II). El objetivo seria realizar
un andlisis empirico anélogo al ya ejecutado con el valor de Banzhaf cldsico y el valor de Banzhaf-
Owen, implementando rutinas especificas en R para su célculo combinatorio directo y a través
de las EML. Esto permitiria profundizar en el rendimiento algoritmico mediante simulaciones
numéricas, verificando empiricamente la eficiencia temporal de la solucién continua frente a la
discreta y evaluando la escalabilidad del modelo al incrementar tanto el nimero de jugadores
como la cantidad de uniones a priori.

Desarrollo analitico de EML para indices generalizados: se plantea como desafio tedrico
fundamental superar la dependencia actual de los juegos inducidos para el cdlculo del indice de
Banzhaf-Coleman generalizado (1) y del nuevo indice propuesto (II'). El objetivo es derivar una
formulacion de las extensiones multilineales que opere directamente sobre la estructura original de
las configuraciones de coaliciones, sin necesidad de recurrir a la replicacién artificial de jugadores.
Esta aproximacion permitiria capturar el solapamiento y la geometria variable de las alianzas
dentro del propio formalismo de la EML, evitando la explosién combinatoria derivada de la
expansion del conjunto de jugadores y garantizando, una resolucion analitica eficiente y escalable
para estos modelos.

Caracterizacién axiomadtica de II': formalizar el estudio de las propiedades del indice de
Banzhaf coalicional simétrico generalizado (II') propuesto en este trabajo. El objetivo es identi-
ficar el conjunto de axiomas que satisface esta nueva métrica, tales como la simetria coalicional,
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el jugador nulo o la aditividad. Esta validacién tedrica resulta imprescindible para dotar a la
propuesta de un fundamento sélido, permitiendo analizar su comportamiento y establecer una
comparativa frente a otras soluciones de la literatura.

= Aplicaciones préacticas: resulta de gran interés trasladar los valores e indices analizados a casos
préacticos reales en diversos sectores. Se sugiere explorar las siguientes vias:

e Votaciones en bloque (Valor de Banzhaf-Owen, W ): este valor calcula el poder en dos etapas
para grupos cerrados (uniones a priori). En la vida real, servirfa para analizar asambleas o
parlamentos donde los representantes estan obligados a votar todos a una. Este escenario
ilustra de forma muy intuitiva el cdlculo del indice: el poder real de un individuo depende,
primero, de si su voto es capaz de desempatar la postura que tomard su grupo a puerta
cerrada y, segundo, de si su grupo, actuando como un unico jugador, resulta ser el voto
crucial en la votacién final de toda la camara.

o Consorcios y comités simétricos (Valor de Banzhaf coalicional simétrico, I1): a diferencia de
Banzhaf-Owen, II impone un tratamiento simétrico a los jugadores independientemente del
tamano de su unién. Una de sus aplicaciones serian los consorcios de investigacion o comités
corporativos formados por empresas de distinto tamafio (uniones disjuntas). Servirfa para
evaluar el poder de influencia real de cada directivo, garantizando que el calculo de su
capacidad de veto no se vea distorsionado por el hecho de pertenecer a un bloque mayor o
menor.

e Redes de colaboracion cruzada (fndice de Banzhaf-Coleman generalizado, n'): el indice 7’
extiende el cdlculo a escenarios donde los actores pertenecen a varias alianzas a la vez (con-
figuraciones con solapamiento). Un ejemplo claro se da en el sector tecnoldgico o industrial,
donde una misma empresa puede participar simultdneamente en distintos proyectos con-
juntos o consorcios de innovacion. Este indice permite identificar qué empresa de la red es
aquella que, por estar conectada en multiples frentes, tiene la capacidad real de hacer que
una red de proyectos compartidos salga adelante o se paralice por completo.

e Geopolitica y tratados internacionales (fndz'ce de Banzhaf coalicional simétrico generalizado,
IT’'): la nueva propuesta unifica el tratamiento simétrico con las estructuras de coaliciones
solapadas. En el mundo real, ilustra el poder de los estados en la red geopolitica actual (por
ejemplo, paises que participan simultaneamente en la UE, la OTAN y en multiples acuerdos
bilaterales). Aplicar II' permitiria descubrir qué nacién es indispensable en el tablero global;
es decir, quién posee la mayor capacidad para paralizar o habilitar acuerdos, garantizando
que este cédlculo de poder no se vea distorsionado por el tamano de los bloques a los que
pertenece el pais.






Apéndice A

Implementacion del valor de
Banzhat combinatorio

En este apéndice se detalla la implementacion disenada en el lenguaje R para el calculo del valor
y el indice de Banzhaf a partir de su definicién combinatoria tradicional, utilizada para contrastar los

tiempos de ejecucion en la simulacién numérica.

calcular_banzhaf_vector <- function(m, v) {

# Comprobacion de que un juego de n jugadores debe tener exzactamente 27n

valores
if (length(v) !'= 2°n) {
stop(paste ("Error: El vector v debe tener exactamente", 2°n, "elementos
para", n, "jugadores."))

# Generacion de la matriz de coalictones binarias
total_coaliciones <- 27n
matriz_coaliciones <- matrix (0, nrow = total_coaliciones, ncol = n)

for (i in 1:total_coaliciones) {
matriz_coaliciones[i, ] <- as.integer(intToBits(i - 1) [1:n])

}
contribuciones_totales <- numeric(n)

# Contribuciones marginales
for (i in 1:n) {
con_i <- matriz_coaliciones[, i] == 1

# Matriz sin el jugador 1
matriz_temporal <- matriz_coaliciones
matriz_temporall[, il <- 0

# Posicién en v de S \ {2}

indices_sin_i <- match(data.frame(t(matriz_temporal)), data.frame (t(
matriz_coaliciones)))

o7
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# v(S) - v(S \ {i})
contribuciones_marginales <- v[con_i] - v[indices_sin_il[con_il]
contribuciones_totales[i] <- sum(contribuciones_marginales)

}

# Valores de Banzhaf

banzhaf _absoluto <- contribuciones_totales / (2°(n - 1))

suma_absolutos <- sum(banzhaf_absoluto)

banzhaf_normalizado <- if (suma_absolutos != 0) banzhaf_absoluto / suma_
absolutos else rep(0, n)

# Devolucion de resultados

return (data.frame (

Jugador = paste("Jugador", 1:m),
Contribucion_Total contribuciones_totales,
Banzhaf_Absoluto banzhaf_absoluto,
Banzhaf_Normalizado banzhaf_normalizado

))

Listing A.1: Funcién para el calculo del valor de Banzhaf por definicion.

Para ilustrar su funcionamiento, a continuacién se presenta un ejemplo de ejecucién para un juego

de mayoria ponderada. Previamente, se define una funcién auxiliar simple_game que genera el vector
de la funcién caracteristica del juego a partir de los pesos y la cuota requerida.

# Funcidén para generar el juego simple desde un juego de mayoria ponderada
simple_game <- function(weights, quota) {

n <- length(weights)

ncoal <- 27°n

v <- numeric(ncoal)

for (s in 0:(ncoal - 1)) {
coalition <- as.integer (intToBits(s)) [1:n]
total _weight <- sum(coalition * weights)
vls + 1] <- ifelse(total_weight >= quota, 1, 0)
}

return (v)

# Ejemplo de juego de mayoria ponderada
pesos <- c(10, 20, 30, 40, 50)

cuota <- 51

n <- 5

# Juego simple asociado
v <- simple_game (pesos, cuota)

# Valor de Banzhaf del juego
Banzhaf_value <- calcular_banzhaf_vector(n, v)
print (Banzhaf _value)

Listing A.2: Ejemplo de ejecucién para el valor de Banzhaf combinatorio.



Apéndice B

Implementacion del valor de
Banzhaf mediante EML

En este apéndice se expone la implementacién desarrollada en R para obtener el valor de Banzhaf
explotando la diferenciacién analitica de la extensién multilineal (EML) propuesta por Owen. Este
algoritmo calcula las derivadas parciales en el centro del hipercubo unitario (2 U, 2)

calcular_banzhaf_eml <- function(mn, v) {

if (length(v) != 2°n) {
stop(paste ("Error: E1 vector v debe tener exactamente", 2°n, "elementos.
"))
}

# Matriz de coaliciones binartias
total_coaliciones <- 27n
matriz_coaliciones <- matrix (0, nrow = total_coaliciones, ncol = n)

for (i in 1:total_coaliciones) {
matriz_coaliciones[i, ] <- as.integer (intToBits (i - 1) [1:n])
banzhaf_absoluto <- numeric(n)

for (i in 1:n) {
suma_derivada <- 0

for (k in 1:total_coaliciones) {
coalicion <- matriz_coaliciones[k, ]

if (coalicion[i] == 1) {
elementos_restantes <- sum(coalicion[-i])
prob_coalescencia <- 0.57(n - 1)

}

x_con_1 <- rep(0.5, n); x_con_1[i] <- 1
x_con_0 <- rep(0.5, n); x_con_0[i] <- 0
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evaluar_eml <- function(x) {
resultado <- 0
for (k in 1:total_coaliciones) {
coalicion <- matriz_coaliciones[k, ]
peso <- prod(ifelse(coalicion =
resultado <- resultado + v[k] * peso

=1, x, 1 - x))

}
return(resultado)
}
banzhaf_absoluto[i] <- evaluar_eml(x_con_1) - evaluar_eml(x_con_0)
}
# Normalizacion
suma_absolutos <- sum(banzhaf_absoluto)
banzhaf _normalizado <- if (suma_absolutos != 0) banzhaf_absoluto / suma_

absolutos else rep(0, n)

return (data.frame (

Jugador = paste("Jugador", 1:mn),
Banzhaf _Absoluto = banzhaf_absoluto,
Banzhaf _Normalizado = banzhaf_normalizado

))

Listing B.1: Funcién para el calculo del valor de Banzhaf mediante extensiones multilineales.

A continuacién, se muestra un ejemplo de ejecucién de la rutina anterior partiendo del juego de
mayoria ponderada propuesto. Asimismo, se incluye una llamada a la libreria especializada CoopGame
para verificar y contrastar los resultados obtenidos.

# Valor de Banzhaf del juego utilizando extensiones multilineales
Banzhaf_value_EML <- calcular_banzhaf_eml(n, v)
print (Banzhaf _value_EML)

# Valor de Banzhaf del juego empleando la libreria de R
library (CoopGame)

v_coop <- weightedVotingGameVector(n, pesos, cuota)
Banzhaf_value_R <- banzhafValue(v_coop)

print (Banzhaf _value_R)

Listing B.2: Ejemplo de ejecucién para el valor de Banzhaf mediante EML.



Apéndice C

Implementacion del valor de
Banzhaf-Owen combinatorio

En este apéndice se detalla la implementacién desarrollada en R para calcular el valor de Banzhaf-
Owen utilizando su definiciéon combinatoria clasica. Este algoritmo evaliia de manera exhaustiva todas
las coaliciones posibles, diferenciando la evaluacion en dos niveles: las uniones externas y las subcoali-
ciones internas de los jugadores, determinando los escenarios en los que cada jugador resulta decisivo.

calcular _banzhaf_owen <- function(pesos, cuota, uniones) {
n <- length(pesos)
m <- length(uniones)

# Peso total de cada uniodn
pesos_uniones <- sapply(uniones, function(u) sum(pesos[ul]))

# Unidén a la que pertenece cada jugador

union_pertenencia <- numeric(n)

for (j in 1:m) {
union_pertenencial[uniones[[j]1]] <- j

}

bo_values <- numeric(n)

for (i in 1:mn) {
u_i <- union_pertenencialil

# Combinaciones de bloques externos
otras_uniones <- setdiff(1:m, u_i)
if (length(otras_uniones) > 0) {
combos_uniones <- expand.grid(lapply(otras_uniones, function(x) c(
FALSE, TRUE)))
} else {
combos_uniones <- data.frame (DUMMY = TRUE)

# Combinaciones de jugadores internos
otros_en_su_union <- setdiff (uniones[[u_il]l, i)
if (length(otros_en_su_union) > 0) {
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combos_internos <- expand.grid(lapply(otros_en_su_union, function(x) c
(FALSE, TRUE)))
} else {
combos_internos <- data.frame (DUMMY = TRUE)

intersecciones_ganadoras <- O
total_combinaciones <- 0

for (k in 1l:nrow(combos_uniones)) {

if (length(otras_uniones) > 0) {
uniones_activas <- otras_uniones[as.logical (combos_uniones[k, , drop
= FALSE])]
peso_externo <- sum(pesos_uniones[uniones_activas])
} else {
peso_externo <- 0

}
for (h in 1:nrow(combos_internos)) {

if (length(otros_en_su_union) > 0) {
internos_activos <- otros_en_su_union[as.logical (combos_internos[h
, , drop = FALSE])]
peso_interno <- sum(pesos[internos_activos])
} else {
peso_interno <- O

}

peso_sin_i <- peso_externo + peso_intermno
peso_con_i <- peso_sin_i + pesos[i]

# v(Q@ UTU{i}) - v(@ U T)
if (peso_sin_i < cuota && peso_con_i >= cuota) {
intersecciones_ganadoras <- intersecciones_ganadoras + 1

}

total_combinaciones <- total_combinaciones + 1

}

bo_values[i] <- intersecciones_ganadoras / total_combinaciones

# Normalizacion
bo_normalizado <- if (sum(bo_values) > 0) bo_values / sum(bo_values) else
bo_values

return (data.frame (

Jugador = 1:n,
Peso = pesos,
Union = union_pertenencia,

BO_Absoluto
BO_Normalizado

))

bo_values,
bo_normalizado

Listing C.1: Funcién para el célculo del valor de Banzhaf-Owen por definicion.



63

A continuacion, se detalla un caso practico para demostrar la utilizacién de esta funcién en un
escenario con uniones a priori.

#Ejemplo juego de mayoria ponderada con unitones a Priori
pesos <- c(10, 20, 30, 40, 50)

cuota <- 70

uniones <- list(c(1, 2, 3), c(4, 5))

# Valor de Banzhaf-Owen del juego com uniones a priori
Banzhaf _Owen_value <- calcular_banzhaf_owen(pesos, cuota, uniones)
print (Banzhaf_Owen_value)

Listing C.2: Ejemplo de ejecucién para el valor de Banzhaf-Owen combinatorio.






Apéndice D

Implementacion del valor de
Banzhaf-Owen mediante EML

En este apéndice se expone la implementacion desarrollada en R para calcular el valor de Banzhaf-
Owen explotando la diferenciacién analitica de la extensién multilineal (EML) propuesta por Owen y
adaptada por Carreras y Magana. Este algoritmo optimiza el calculo combinatorio mediante técnicas
de programacion dindmica, determinando de manera eficiente las distribuciones de pesos tanto a nivel
macroscépico (entre bloques) como a nivel microscépico (dentro de cada unién), evaluadas en el centro
del hipercubo unitario (%, ce %)

calcular_banzhaf_owen_mle_fast <- function(pesos, cuota, uniones) {

n <- length(pesos)
m <- length(uniones)

# Identificacion de pertenmencia a untones

union_pertenencia <- numeric(n)

for (j in 1:m) {
union_pertenencial[uniones[[j]1]] <- j

}

# Peso total de cada union
pesos_uniones <- sapply(uniones, function(u) sum(pesos([ul))

bo_values <- numeric(n)

# Programaction dindmica para obtener la distribucidn de pesos
obtener_distribucion_pesos <- function(pesos_elementos) {

dp <- numeric(cuota)

dp[1] <- 1.0

for (w in pesos_elementos) {
if (w == 0) next
for (i in cuota:1) {
if (dpl[il > 0) {
nuevo_peso <- (i - 1) + w
if (nuevo_peso < cuota) {
dp [nuevo_peso + 1] <- dpl[nuevo_peso + 1] + dp[i] * 0.5
}
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dp[i] <- dp[i] * 0.5
}

}
return (dp)
¥

# Indice para cada jugador
for (i in 1:n) {
u_i <- union_pertenencialil
w_i <- pesos[il]

# Distribucion de bloques externos
otras_uniones <- pesos_uniones[-u_i]
dp_macro <- obtener_distribucion_pesos(otras_uniones)

# Distribucion de jugadores internos
otros_internos <- pesos[setdiff (uniones[[u_i]], i)]
dp_interno <- obtener_distribucion_pesos(otros_internos)

# Convoluctén de ambas distribuciones
suma_derivada <- 0

for (w_m in 0:(cuota - 1)) {
prob_m <- dp_macro[w_m + 1]
if (prob_m == 0) next

max_w_in <- cuota - 1 - w_m

for (w_in in O:max_w_in) {
prob_in <- dp_interno[w_in + 1]
if (prob_in == 0) next

peso_total <- w_m + w_in
if (peso_total + w_i >= cuota) {
suma_derivada <- suma_derivada + (prob_m * prob_in)

}

}

bo_values[i] <- suma_derivada

}
# Normalizacidn
bo_normalizado <- if (sum(bo_values) > 0) bo_values / sum(bo_values) else

bo_values

return (data.frame (

Jugador = 1:mn,
Peso = pesos,
Union = union_pertenencia,

BO_MLE_Absoluto
BO_MLE_Normalizado
))

}

bo_values,
bo_normalizado

Listing D.1: Funcién para el calculo del valor de Banzhaf-Owen mediante extensiones multilineales.
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Finalmente, se expone la ejecucién del enfoque mediante extensiones multilineales. Para confirmar
la robustez de los resultados, se realiza una comparacién ejecutando la funcién equivalente provista
por la libreria powerindexR.

# Valor de Banzhaf-Owen del juego con untones a priori mediante EML

Banzhaf _Owen_value_EML <- calcular_banzhaf_owen_mle_fast(pesos, cuota,
uniones)

print (Banzhaf _Owen_value_EML)

# Valor de Banzhaf-Owen del juego con uniones a priort empleando la libreria
de R

partition <- c(1, 1, 1, 2, 2)

library (powerindexR)

Banzhaf _Owen_value_R <- pi.banzhaf (cuota, pesos, partition)

print (Banzhaf _Owen_value_R)

Listing D.2: Ejemplo de ejecuciéon para el valor de Banzhaf-Owen mediante EML.
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