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Capitulo 1

Introduccion

Las acciones y las decisiones de quienes controlan localidades o terrenos en riesgo de inundacién tienen
influencia sobre los perjuicios que la inundacién causa cuando finalmente se produce. El objetivo de
este trabajo es estudiar mediante la teoria de juegos dos problemas propios del control de inundaciones:
la construcciéon de diques y la configuracion de tierras de una cuenca fluvial.

El asunto de la construccion de diques como mecanismo de proteccién frente a inundaciones se aborda
a través del estudio teérico —tanto desde la perspectiva cooperativa como desde la no cooperativa— de
un experimento diseniado y puesto en practica por Chan, Chiang y Liao (2023). Este experimento es, en
esencia, un juego (en la acepcion coloquial) en el que tres participantes deciden a lo largo de multiples
rondas si construir (virtualmente) o no diques y después reciben pagos que dependen de sus propias
decisiones, de las decisiones de los deméas participantes, y de la magnitud de la inundacién (virtual)
que se simula en cada ronda. Un componente fundamental de la situacion es la incertidumbre: los par-
ticipantes no tienen toda la informacién que les convendria tener, mayormente porque no saben cémo
se rigen las inundaciones ni como piensan los otros jugadores que se rigen las inundaciones; esto dota
al problema de una complejidad que lleva inevitablemente a incurrir en la arbitrariedad al modelizar el
juego y al teorizar de qué maneras podrian o deberian comportarse los participantes. Por tal motivo,
el objetivo no es «resolver» el experimento, sino mas bien descubrir qué propiedades tiene desde el
punto de vista de la teoria de juegos y proponer posibles criterios de decisiéon que sean consecuentes con
ello. La razon por la que este asunto se presta a ser analizado tanto desde la perspectiva cooperativa
como desde la no cooperativa es que el experimento tiene tres modalidades distintas: una primera que
impide la comunicacién entre jugadores y reduce al minimo la informacién que se les proporciona, una
segunda que proporciona mas informacién pero sigue impidiendo la comunicacioén, y una tercera que
admite comunicaciéon y colaboraciéon entre jugadores. La primera modalidad se puede encuadrar en del
marco de los juegos no cooperativos, y la tercera, en el de los juegos cooperativos.

El asunto de la configuracion de tierras de una cuenca fluvial se trata desde el punto de vista coope-
rativo y en los términos propuestos por Alvarez, Gomez-Riua y Vidal-Puga (2019). Partiendo de la
consideracion de que los bosques de una cuenca fluvial pueden reducir el impacto que las inundaciones
tienen sobre otras tierras de dicha cuenca, se define un modelo en el que cada tierra de la cuenca
fluvial puede ser o bien un «bosque» o bien «otra cosay, de tal forma que cada bosque genera una
externalidad positiva a aquellas tierras que no son bosques y que respecto de ella estan rio abajo. Si
estas externalidades son adecuadas, los terratenientes pueden tener motivos para cooperar y negociar, o
sea, para gestionar sus tierras conjuntamente y repartir los beneficios resultantes de manera que todos
salgan ganando en comparacién con el escenario no cooperativo. Por tal motivo, uno de los objetivos
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de esta parte del trabajo es entender en qué condiciones es racional y estable esa cooperacion entre
terratenientes. Para ello se enuncian y se prueban varios de los resultados teéricos de Alvarez, Goémez-
Ria y Vidal-Puga (2019) y uno propio de este trabajo. Ademas, se estudian dos ejemplos numeéricos,
uno para complementar el proceso de modelizacién y otro més enfocado al célculo de tres reglas de
reparto estables con interpretaciones intuitivas.



Capitulo 2

Diques

2.1. El experimento de Chan, Chiang y Liao (2023)

Si bien es cierto que un dique cumple el proposito inmediato de proteger a una localidad o propiedad
de las inundaciones —siempre que estas no sean suficientemente poderosas como para sobrepasarlo o
destruirlo—, existen razones para argumentar que las construcciones de ciertos diques pueden resultar
més perjudiciales que las inundaciones que pretenden evitar. En primer lugar, segin Tobin (1995), si
un dique se construye y posteriormente se produce una inundacién que lo sobrepasa, la inundacién
puede resultar méas perjudicial de lo que habria resultado si el dique no se hubiese llegado a construir.
En segundo lugar, la construcciéon de diques en ciertos puntos de una cuenca fluvial puede tener efectos
negativos sobre el resto de la cuenca, pues, en caso de inundacion, las tierras desprotegidas reciben
dano adicional del agua que las tierras protegidas no absorben —esta consideracién es particularmente
interesante desde un punto de vista moral, por estar la construccién de un dique y las caracteristicas
del mismo sujetas a la capacidad econémica de quienes se benefician de él—.

En vista de lo anterior, una situaciéon en la que varios agentes deben decidir si construir o no diques
en sus localidades es claramente susceptible de ser analizada a través de la teoria de juegos, tanto
desde la perspectiva cooperativa como desde la no cooperativa. En Chan, Chiang y Liao (2023),
esta situacion se estudia a través de la realizacién de un experimento en el que tres agentes —tres
estudiantes universitarios— participan en un juego de veinte rondas de duracién. Cada una de las
rondas se desarrolla como sigue.

= En primer lugar, los tres jugadores reciben una cantidad fija de dinero.

= A continuacion, disponen de un periodo de tiempo para decidir si invertir o no parte de su saldo
en la construcciéon de un dique que protege su localidad. Los jugadores toman sus decisiones
independientemente.

= Una vez terminado el periodo de decision, se simula una inundacién. Estas inundaciones pueden
ser de magnitud normal —caso en el que los diques son efectivos— o extrema —caso en el que
los diques, ademas de ser inefectivos, causan perjuicio adicional a todos—. A lo largo de las
20 rondas, las inundaciones estan regidas por dos patrones distintos: durante una mitad del
experimento, la magnitud de la inundacién es puramente aleatoria, con % de probabilidad para
cada tipo; durante la otra mitad, las inundaciones se rigen por un patrén claro, alternando los
dos tipos de inundacion.

= Por iltimo, la magnitud de la inundacion se revela a los jugadores, y cada uno de estos recibe un
pago que depende de su decisiéon, de las decisiones de los otros dos jugadores, y de la magnitud
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de la inundacién.

Al término de las 20 rondas, cada jugador se lleva el dinero acumulado a lo largo del juego. La puesta
en practica del experimento de Chan, Chiang y Liao (2023) involucré en total a 76 trios de estudiantes,
aunque no todos los trios participaron exactamente en el mismo juego. Primero, porque se probaron
tres modalidades de juego distintas —una primera en la que al final de cada ronda se comunica a cada
jugador su pago pero no los pagos de los demas; una segunda en la que si se proporciona la informacion
anterior; y una tercera en la que la que se proporciona toda la informacion y, ademas, los jugadores
pueden comunicarse durante el tiempo de decision—; y segundo, porque algunos trios tuvieron las 10
rondas de inundaciones de patrén fijo antes que las 10 rondas de inundaciones de magnitud aleatoria,
y los otros trios, lo contrario. Los pagos, sin embargo, si se rigieron a lo largo de las 20 rondas por el
mismo sistema de puntuacién, detallado a continuacion.

= Al principio de cada ronda, cada jugador recibe 150 puntos, equivalentes a una cierta cantidad
de dinero.

= A cada jugador le cuesta 40 puntos construir su dique; no construirlo es gratis.
= Si se produce una inundacién normal, un jugador pierde...
e () puntos si construy6 su dique.

e 50 puntos si no construyé su dique y los otros jugadores tampoco.

55 puntos si no construyé su dique pero uno y solo uno de los otros dos jugadores si.

65 puntos si no construyoé su dique pero los otros dos jugadores si.

n Si

—

se produce una inundacién extrema, un jugador pierde...
e 70 puntos si no construyé su dique.

e 80 puntos si construy6 su dique y al menos uno de los otros dos jugadores no construy6 su
dique.

e 100 puntos si todos los jugadores construyeron sus diques.

Merece la pena notar que el experimento de Chan, Chiang y Liao (2023) esta enfocado mayormente
al estudio psicologico de las acciones de los jugadores; asi, el principal propésito de la divisién en
las tres modalidades mencionadas antes era el de responder a la pregunta de si la informacién y la
interaccion tienen relacion con las decisiones de los jugadores: json menos egoistas quienes perciben el
perjuicio que causan a los demas, especialmente si pueden comunicarse entre si? Una de las conclusio-
nes del estudio es la de que, dentro de la modalidad que permitia comunicacién entre jugadores, los
estudiantes mas comunicativos tendieron a construir menos diques, pero este resultado se interpreta
como una medida de empatia o de sociabilidad, y no se menciona que ninguna de las partidas de dicha
modalidad derivase en situaciones de cooperacién o negociacion entre jugadores. La introduccion de
dos patrones distinguidos para regir las inundaciones responde también a un interés psicologico, el de
ver como reaccionan los jugadores en cada contexto y comprobar si los comportamientos de aquellos
jugadores que se enfrentan primero al patrén fijo y después a la aleatoriedad son distintos de los de
aquellos que se enfrentan primero a la aleatoriedad y después al patrén fijo. Como en Chan, Chiang
y Liao (2023) no se estudia el experimento desde el punto de vista de la teoria de juegos, esta es una
buena ocasién para afrontar parte de esa tarea.

El objetivo principal de esta seccion es el de analizar el experimento desde la perspectiva de la teoria
de juegos no cooperativos. Conviene tener presente, primero, que el proceso de modelizaciéon que sigue
se aplica a la modalidad de experimento mas restrictiva, en la que no se habilita la comunicacion entre
jugadores ni se informa a cada jugador de las decisiones que toman los demés. Ademaés, se estudia tni-
camente la mitad del experimento en la que las inundaciones tienen magnitud aleatoria —probabilidad



2.1. EL EXPERIMENTO DE CHAN, CHIANG Y LIAO (2023) 5

% de inundacién normal, probabilidad % de inundacién extrema—, pues la inclusién de ambos patrones
anadiria una profundidad fuera de los objetivos de este trabajo. Tal como en el experimento real, se
considera que antes de empezar los jugadores conocen las reglas del juego y el sistema de pagos, pero
no tienen informacién ninguna sobre cémo se rigen las inundaciones; este factor es fundamental a lo
largo del resto de la seccion.

El primer paso es modelizar y analizar una ronda de experimento aislada, desde la perspectiva de un
participante del experimento. Por lo ya comentado, una estructura teérica apropiada debe ser compa-
tible con un contexto no cooperativo en el que las decisiones se toman simultaneamente; con esto en
mente, se introducen los juegos en forma estratégica.

Definicién 2.1. Un juego en forma estratégica G con conjunto de jugadores N = {1,...,n} es una
2n-tupla G = (X1,...,Xp, H1,...,Hy) en la que, para todo i € N, X; es el conjunto de estrategias
del jugador ¢ y H; : ] ; X; — R es su funcién de pago, que asigna a cada perfil de estrategias x € X
el pago que i obtiene si se juega de acuerdo a tal perfil.

Asi, en el caso que interesa, el conjunto de los tres participantes del experimento se identifica con
N = {1, 2,3}, siendo sus respectivos conjuntos de estrategias X; = {D, A} para cada i € N, donde D
representa «construir del dique» y A representa «abstenerse de construirlo». Teniendo en cuenta que los
jugadores tienen incertidumbre sobre la magnitud de la inundacién en la ronda genérica considerada, lo
més razonable desde sus perspectivas es identificar con un parametro p € [0, 1] la probabilidad de que la
inundacion producida sea extrema, de forma que los pagos del juego no cooperativo queden expresados
en funcion de p. Dado que las normas del juego y el sistema de puntuacién tratan del mismo modo a los
tres jugadores, resulta una situacioén simétrica, y entonces no es necesario calcular los pagos de todos
los perfiles de estrategias uno a uno, basta ver cémo varian en funciéon del ntimero de diques construidos.

Se denota con HY(x1,x2,23) el pago esperado del jugador i cuando la probabilidad de inundacion
extrema es p y el perfil de estrategias jugado es (1,22, 3), y se identifica con G? el juego resultante.
A continuacion se calculan los pagos del juego GP, obviando los perfiles de estrategias redundantes.

= Si los tres jugadores construyen sus diques, obtienen el mismo pago: para todo i € N,

HP(D, D, D) = 150 — 40 — 100p = 110 — 100p.

= Si solo los jugadores 1 y 2 construyen sus diques, estos obtienen un pago de
HY(D,D,A) = HY(D,D,A) =150 — 40 — 80p = 110 — 80p,
mientras que el jugador 3 obtiene
HY(D,D,A) =150 — 70p — 65(1 — p) = 85 — 5p.
= Si solo el jugador 1 construye su dique, obtiene un pago de
HP(D, A, A) = 150 — 40 — 80p = 110 — 80p,
mientras que los jugadores 2 y 3 obtienen

HEY(D, A, A) = HE(D, A, A) = 150 — 70p — 55(1 — p) = 95 — 15p.

= Por ultimo, si ningtn jugador construye su dique, se tiene para todo ¢ € N que

HP(A, A, A) = 150 — 70p — 50(1 — p) = 100 — 20p.



6 CAPITULO 2. DIQUES

El juego GP queda plasmado en el Cuadro 2.1. Las estrategias del jugador 1 se identifican con las
filas; las estrategias del jugador 2, con las columnas; y las estrategias del jugador 3, con la celda su-
perior izquierda. Dentro del cuadro aparecen los pagos esperados asociados a cada perfil de estrategias.

D D A

D | 110 — 100p, 110 — 100p, 110 — 100p | 110 — 80p, 85 — 5p, 110 — 80p

A 85 — 5p, 110 — 80p, 110 — 80p 95 — 15p, 95 — 15p, 110 — 80p
A D A
D 110 — 80p, 110 — 80p, 85 — 5p 110 — 80p, 95 — 15p, 95 — 15p

A 95 — 15p, 110 — 80p, 95 — 15p 100 — 20p, 100 — 20p, 100 — 20p

Tabla 2.1: Perfiles de estrategias y pagos esperados de GP.

Llegado este punto, es fundamental recordar que, como p es desconocido para los jugadores, estos
no saben exactamente «a qué juego estan jugando» y, por tanto, tampoco pueden saber cudl es su
estrategia O6ptima, si es que la hay. Sin embargo, si pueden analizar GP en general. Esto es lo que se
hace a continuacion: dentro del marco no cooperativo, se estudia, para cada p € [0, 1], como deberian
comportarse en la ronda considerada los jugadores si antes de tomar sus decisiones se les revelase que
la auténtica probabilidad de inundacién extrema es p.

Definicién 2.2. Dado un juego en forma estratégica G = (X1,..., X,, H1,..., Hy), un equilibrio de
Nash es un perfil de estrategias x € X que cumple que H;(z) > H;(x_;,x}) para todo z} € X; y todo
i € N, siendo (z_;,x}) el perfil de estrategias (z1,...,Zi—1, %}, Tit1, ..., Tn)-

En otras palabras, un equilibrio de Nash es un perfil de estrategias estable, en el sentido de que ninguno
de los jugadores puede mejorar su pago desviandose unilateralmente. A continuacién se estudia, para
cada perfil de estrategias de GP, qué valores de p lo convierten en equilibrio de Nash.

= (D, D, D). Si cualquiera de los jugadores se desvia, su pago pasa de ser 110 — 100p a ser 85 — 5p.
Por tanto, (D, D, D) es un equilibrio de Nash si y solo si

5
110 — 100p > 85 — Hp <= p < To-
= (D, D, A). Siel jugador 1 o el jugador 2 se desvia unilateralmente, su pago pasa de ser 110 — 80p

a ser 95 — 15p. Si el jugador 3 se desvia, su pago pasa de ser 85 — 5p a ser 110 — 100p. Por tanto,
(D, D, A) es un equilibrio de Nash si y solo si

110 — 80p > 95 — 15p 5 3
<~ <
85— 5p > 110 — 100p 19 13
lo cual no es posible. Merece la pena notar que la equivalencia anterior realmente es la misma

para todos aquellos perfiles de estrategias que resultan en la construcciéon de dos diques. Por
tanto, ni (D, D, A), ni (D, A, D) ni (A, D, D) pueden ser equilibrios de Nash.
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= (A, A, D). Si el jugador 1 o el jugador 2 se desvian unilateralmente, sus pagos pasan de ser
95 — 15p a ser 110 — 80p. Si el jugador 3 se desvia, su pago pasa de ser 110 — 80p a ser 100 — 20p.
Por tanto, (A, A, D) es un equilibrio de Nash si y solo si

— SPp<

95 — 15p > 110 — 80p 3
<~
110 — 80p > 100 — 20p 13

1
6’

lo cual no es posible. Por tanto, el perfil (A, A, D) nunca puede ser un equilibrio de Nash, y lo
mismo ocurre con los otros dos perfiles que identifican la construcciéon de un solo dique, (A, D, A)
y (D, A, A).

= (A, A, A). Si cualquiera de los jugadores se desvia, su pago pasa de ser 100 — 20p a ser 110 — 80p.
Por tanto, (D, D, D) es un equilibrio de Nash si y solo si

1
100 — 20p > 110 —80p += o <p.

Teniendo en cuenta que £ < 2. se puede concluir que
6 1%

19°
= sipe [0,%), hay un tnico equilibrio de Nash: (D, D, D);
= sip€ [§, 5], hay dos: (D,D,D) y (A, A, A);

msipe€ (%, 1], hay uno: (A4, A, A).

(AAA)

(I S—

IS S N

0 116 519 1

Figura 2.1: Equilibrios de Nash segtn p.

La Figura 2.1 muestra qué equilibrios de Nash tiene el juego en funcién del valor de p. En vista de las
normas del juego, es razonable que para valores suficientemente pequenos de p solo sea posible alcanzar
la estabilidad mediante la construccion de los tres diques, y que para valores suficientemente grandes de
p solo sea posible mediante la no construccion. Llegado este punto, merece la pena notar lo siguiente:
que un perfil de estrategias sea un equilibrio de Nash es una condicién necesaria pero no suficiente para
que en la préactica se autoimponga. {Cuando se autoimpone un perfil de estrategias z = (x1,...,%,)?
Cuando es el perfil de estrategias por el que tendria que optar un conjunto de jugadores racionales,
o sea, cuando la decisiéon racionalmente més beneficiosa para cada i € N es indiscutiblemente x;, lo
cual sucede si y solo si x; es la tnica estrategia de i que, jueguen lo que jueguen los jugadores de
N\ {i}, siempre reporta a i un pago no inferior (y, en al menos un caso, estrictamente superior) al
que le reportarfa cualquier otra estrategia x} € X;. A continuacion se estudia para qué valores de p se
autoimponen (D, D, D) y (4, A, A).
= (D, D, D) es equilibrio de Nash para p < 1—59. Como en GP los tres jugadores son idénticos, para
comprobar si (D, D, D) se autoimpone basta ver, desde la perspectiva de cualquiera de ellos, qué
valores de p llevan a la conclusién de que debe jugar D y no A. Eligiendo arbitrariamente al
jugador 3, se tiene lo que sigue.
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o HY(D,A,D)=110—80p > 95— 15p = HI(D, A, A) < p <
e HP(A,D,D)=110—80p > 95 — 15p = HP(A, D, A) < p <
o HY(A,A,D) =110 - 80p > 100 — 20p = HY(A, A, D) < p< L.

Por ser (D,D, D) equilibrio de Nash para p < 5, HY(D,D,D) > HE(D,D, A) para todo
5 < 15, se puede concluir que, si el el jugador 3
1

p < 5. Entonces, teniendo en cuenta que %
es racional, deberia jugar D siempre que p < 5. Como la misma logica se aplica a todos los
L Es interesante notar que, dado que

jugadores, (D, D, D) se autoimpone si y solo si p < §
110 — 100p > 100 — 20p si y solo si p < %, el perfil (D, D, D) reporta a los tres jugadores pagos
estrictamente peores que (A, A, A) para todo p > %, lo que pone de manifiesto que en el contexto
no cooperativo un perfil puede autoimponerse aunque haya otro perfil mas conveniente para
todos los jugadores.

Gl Gl

= (A, A A) es equilibrio de Nash para p > %. El estudio de este caso es analogo al de (D, D, D),
en el sentido de que, como todos los jugadores optan por A, basta estudiar a uno de ellos. Una
vez mas, se elige arbitrariamente al jugador 3.

e HY(D,A,A) =95—15p > 110 — 80p = H§(D,A,D) <= p> 3.
e HY(A,D,A) =95—15p > 110 — 80p = H5(A,D,D) <= p> 3.
e HY(D,D,A) =85—5p>110—100p = HY(D,D,D) < p> 5.

Por ser (A, A, A) equilibrio de Nash para p > £, la desigualdad H% (A, A, A) > HY(A, A, D) esta
garantizada para todo p > %. Entonces, teniendo en cuenta que % < % < 15—9, se puede concluir

que, si el jugador 3 es racional, deberia jugar A siempre que p > 15—9. Como la misma logica se

aplica a todos los jugadores, (A, A, A) se autoimpone si y solo si p > %.

En definitiva, dos perfiles de estrategias se autoimponen para ciertos valores de p: (D, D, D) para
p < % v (A A A) para p > %. Esto no quiere decir, sin embargo, que no haya manera de deter-
minar qué deberia ocurrir para los demés valores de p. Observando que, si p > é, se cumple que
HP(A, A, A) > H?(z1,29,23) para todo i € N y para todo (x1,z2,23) # (A, A, A), lo razonable es
afirmar que realmente el perfil (A, A, A) deberia ser jugado en la practica siempre que p > é7 pues
todos los jugadores tienen presente que es estrictamente el mejor resultado posible para cada uno y
que los tres saldrian perjudicados al desviarse unilateralmente de él. Asi, tiene sentido concluir que, si
los participantes del experimento pudiesen conocer el valor de p antes de jugar, seria posible que los
tres optasen por construir sus diques si p < % y por no construir sus diques en el resto de los casos.

2.1.1. To buzld, or not to build, that is the question

Con el juego GP ya analizado estratégicamente para todos los posibles valores de p, hay que recordar
que el valor empleado en el experimento real de Chan, Chiang y Liao (2023) es p = % Se sabe por el
analisis previo que, si los jugadores conocieran ese dato, optarian por no construir sus diques, pues,
para p = %, (A, A, A) se autoimpone y es un equilibrio estricto —esto es, un equilibrio de Nash tal
que cualquier desvio unilateral no solo no favorece sino que ademas perjudica al desviado—. Pero,
por supuesto, los jugadores no saben que p = %, y entonces la decision se complica. A continuacion se
propone un mecanismo para hacer frente a este problema y tratar de determinar una manera razonable
de proceder a lo largo de R rondas de experimento con inundaciéon de magnitud aleatoria.

Los participantes del experimento saben tnicamente que en cada ronda puede darse una inundacién
normal o extrema. Por tanto, desde sus perspectivas, no estd garantizado siquiera que el mecanismo
que rige las inundaciones sea el mismo en cada ronda: podria ocurrir, por ejemplo, que la probabili-
dad de inundacion extrema se incrementase al avanzar las rondas, o que no fuese posible tener dos
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inundaciones extremas consecutivamente, etc. Ante esta situacion, cualquier criterio que se proponga
para tomar la decisién en cada una de las R rondas del experimento sera inevitablemente arbitrario.
Por simplicidad y atendiendo al principio de parsimonia, podria ser natural pensar, desde el punto de
vista de los jugadores, que la magnitud de la inundacion de una cierta ronda r € {1, ..., R} es pura-
mente aleatoria y se rige por el mismo mecanismo en todas las rondas, de modo que las inundaciones
resultan independientes entre si. Pero, por ejemplo, también se puede concebir la posibilidad de que
la probabilidad de inundacién extrema no sea la misma en todas las rondas, o de que exista una cierta
relacion de dependencia entre rondas.

En definitiva, la falta de informacién hace que el camino a la decision 6éptima no sea claro. A continua-
cion se proponen tres métodos distintos para estimar p, con el fin de aplicarlos méas adelante en una
simulacion del experimento.

2.1.2. Meétodo de estimacioén I: ignorancia total sobre p

El primer método de estimacién que se propone parte iinicamente de la hipétesis de que la probabilidad
de inundacion extrema es la misma en todas las rondas del experimento. Una manera de formalizar
matematicamente este planteamiento es siguiendo la propuesta de Hall y Smith (2011), que consiste en
expresar la ignorancia total sobre la probabilidad de inundacién extrema, p, mediante la distribucion
a priori impropia dada por la funcién

1 .
flp) = {pam SOsPsL
0 en otro caso.
Definiendo para cadaronda k € {1, ..., R} una variable Y3 ~ Bernoulli(p), con Yy = 1 sila inundacion

producida al final de k es extrema y Y3, = 0 en caso contrario, la funcién de verosimilitud de p al término
de la ronda r — 1 es

r—1

Lp)=P(Yi=yi, ... Y, =yo1 | p) = [[p" (1 =p)' ¥ =p" (1—p) "7,
k=1

. —1 . . . . .
siendo e, = 271;:1 Y;. la cantidad de inundaciones extremas producidas durante las r — 1 primeras
rondas. En el momento de la toma de decisiones de la ronda r, la distribucién a posteriori de p viene
dada por la funcion

I pe7. (1 _ p)rflfe,. 17
f(p‘}/lzyh"'ayvrfl:nyl): 1 (p)f(p) p(1-p)

Sy L@ f@)dg  fy qo (1— gy i da

B peT.fl (1 _ p)rfe,.72
= — .
fO qer—l (1 _ q)r—er—2 dq

Dado que

Tle,)T(r—e.—1) (e — D (r—e.—2)!

1
e,.—1 o r—e,—2 _ _ _ — =
/0 q (1-9q) dq = B(eq, r—e. —1) T —1) (r—2)! )

se cumple que

(r—2)!
er — Dl (r—e. —2)

feIYi=u, . Yo =40) = ¢ (L= p) e
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de modo que la distribucion a posteriori de p al cabo de la ronda r — 1 es una Beta(e,., r — er — 1). Se
llega asi a que la estimacion de p al principio de la ronda r es

PY,=1[Yi=y,....Yr o1 =y1) =Ep|Yi=y, ... Vo1 =y] = re_’"l =: Py

En definitiva, la distribucion a priori propuesta en Hall y Smith (2011) conduce a una estimaciéon de p
que refleja efectivamente una ignorancia total sobre p al principio del experimento. Conviene tener pre-
sente, sin embargo, que la distribucion Beta(e,, r—er—1) no esta definida cuando e,, = 0 o cuando e, =
r—1, y entonces la distribucion a posteriori de p y la igualdad P(Y, =1 | Y1 =91, ..., Vo1 = yr—1) =
==+ solo cobran sentido a partir de la ocurrencia de al menos una inundacién de cada tipo, lo cual se
da, como muy pronto, tras dos rondas de experimento. En consecuencia, la filosofia de la ignorancia
total sobre p puede ser contraproducente si lo que se prioriza es que el criterio sea resolutivo desde
el principio, lo cual tiene bastante sentido en un juego que no se extiende mas alld de un ntimero no
elevado de rondas (en el caso del experimento real, diez).

2.1.3. Meétodo de estimaciéon II: media mévil exponencial

Esta propuesta elimina la hipotesis inicial de que la probabilidad de inundacién extrema es constante
a lo largo del experimento, y la sustituye por la suposiciéon de que las inundaciones mas recientes son
las que més informacién aportan sobre la inundacién siguiente. Para formalizar esta perspectiva, se
recurre a una media movil exponencial: para cada ronda r € {2,..., R}, se considera el estimador

b=t Lo+ (=1 ply,

con t € (0,1) y donde I._; = 1 si la inundacién de la ronda r — 1 es extrema e I,,_; = 0 en caso
contrario. Esencialmente, este estimador concede un 100 - ¢ % del peso de la estimacion de p a la es-
timacion anterior, y el 100 - (1 — t) % restante depende de la magnitud de la inundacién producida
al final de la ronda previa. Es importante notar que, como el estimador anterior se va construyendo
recurrentemente, es necesario fijar arbitrariamente el valor de pif.

2.1.4. Meétodo de estimacioén III: regla de sucesiéon de Laplace modificada

La regla de sucesion de Laplace (Laplace (1814)), partiendo de la hip6tesis inicial de que la probabilidad
de inundacién extrema es la misma en todas las rondas del experimento, supone que los dos tipos de
inundacion son posibles. Esto se formaliza fijando como distribucion a priori de p una U(0,1), lo cual
equivale a introducir a priori, como si de datos empiricos se tratasen, la ocurrencia de dos inundaciones
ficticias, una normal y una extrema. Siguiendo un razonamiento analogo al empleado para hallar la
distribucién a posteriori de p en el contexto de ignorancia total, se llega a que, segtin la regla de
sucesion de Laplace, la distribucion a posteriori de p al principio de la ronda r € {1, ..., R} es una
Beta(e, + 1, r — e,.), con funciéon de densidad

r!

fr(p) = 7 (L=p)iTen

el(r—1—e.)!
Esta propuesta tiene dos ventajas. La primera de ellas es legitima —en el sentido de que los partici-
pantes del experimento, sumidos en la més absoluta ignorancia al principio del juego, también pueden
apreciarla— y consiste en que la distribucién a priori de p y su estimador estdn bien definidos ya
desde el principio, sin necesidad siquiera de tener observaciones. La segunda ventaja, no tan legitima
—los participantes del experimento no pueden ser conscientes de que es una ventaja—, consiste en
que, casualmente, la suposicion inicial de la ocurrencia de una inundacién de cada tipo es totalmente
certera, pues en el experimento real se utiliza p = % Por este motivo, se puede argumentar que la
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regla de sucesion de Laplace es un método de estimaciéon hasta demasiado conveniente, y entonces, a
efectos de evitar el resultadismo, se propone a continuacion una alternativa quiza ain maés razonable
desde el punto de vista de quien no conoce p.

Desde la perspectiva de un participante, se podria pensar que los disenadores del experimento encajan
los pagos y el valor de p de forma que se produzcan situaciones ajustadas o polémicas. Los participantes
no saben cuanto vale p, pero pueden hacer por su cuenta el antes desarrollado estudio de GP y llegar
a la conclusion de que el valor p = % es esencialmente el que marca la frontera entre que se juegue
D y que se juegue A. Con esto en mente, lo que se propone es modificar la regla de sucesion de
Laplace para que la creencia a priori sea la de que p = é. Si la logica de la regla de sucesion de
Laplace se replicase directamente, esta propuesta consistiria en estimar p tras la introduccién a priori
de seis inundaciones ficticias: una extrema y cinco normales; sin embargo, durante las primeras rondas
del juego, las observaciones ficticias cobrarian una importancia desmedida en comparacion con las
empiricas. Para arreglar esto, lo que se propone es fijar a priori la ocurrencia de % inundaciones
extremas y % inundaciones normales, manteniendo asi la proporcién deseada e introduciendo, a fin
de cuentas, dos datos ficticios, igual que la regla de sucesiéon de Laplace original. En definitiva, la

estimacion de p al comienzo de la ronda r € {1,..., R} seria ahora

er—l—% _Ser—i—l_. Nas:

r+1  3r4+3 Pr

Tal como la regla de sucesion de Laplace, esta alternativa posee la ventaja de estar definida ya desde
el principio del juego.

2.2. Simulacién de la modalidad no cooperativa

Con el fin de entender mejor las implicaciones précticas del anélisis tedrico previo, se simula en R el
experimento a lo largo de R = 10 rondas, asignando a cada uno de los tres jugadores un criterio de
decision distinto. Se considera que todos ellos tienen presente que D es su mejor estrategia si p < % y
que A es su mejor estrategia si p > 1%, y entonces los tres adoptan criterios de decisiéon que respetan
esta nocién y basados en los estimadores propuestos antes.

= El jugador 1 estima p siguiendo el planteamiento inicial de ignorancia total. Como el estimador
pl = -7 no esta definido al comienzo del juego, al jugador 1 se le impone jugar D en la primera
ronda, simplemente porque los criterios de decision de los otros dos jugadores los llevaran a jugar
D vy, teniendo en cuenta que la ronda inicial no es representativa de la calidad de cada criterio
de decision, lo més natural es evitar que se premie o castigue al jugador 1 sin razén aparente.
Para cada r € {2, ..., 10}, el jugador aplica un criterio de decision muy simple: si p! < é, juega

D;sipl > %, juega A; en el resto de los casos, sortea su eleccion a cara o cruz.

» El jugador 2 estima p con la media moévil exponencial p/! = 0.3-I,_; +0.7-pL ., fijando pl! = %;

la logica de este punto de partida ya se argumenté en la Subseccion 2.1.4. El criterio de decision
del jugador 2 es el mismo que el del jugador 1, pero aplicando al estimador pL!.

= El jugador 3 estima p segtin la alternativa a la regla de sucesion de Laplace, o sea, con el estimador
plil = % Su criterio de decision es algo mas complejo que los de los otros jugadores. Al
principio de cada ronda r € {1, ..., 10}, la distribucién a posteriori de p desde la perspectiva del
jugador 3 es una Beta(3e, + 1, 3r — 3e, + 2). El jugador 3 utiliza esta informacion para calcular
cuél de sus dos estrategias le reporta un pago esperado mayor. ;Qué se entiende aqui por pago
esperado? Para responder a esta pregunta hay que incurrir inevitablemente en la arbitrariedad,
pues los pagos del jugador 3 estan condicionados por las decisiones de los jugadores 1 y 2. Estas

decisiones pueden ser mas o menos previsibles para el jugador 3: si, por ejemplo, al empezar
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la altima ronda se tiene que el estimador de p es pi1g = %, no es atrevido conjeturar que un

jugador racional optard por no construir su dique. Sin embargo, durante las primeras rondas
del juego —o incluso durante las tltimas, si los estimadores de p que van surgiendo no llegan
a ser suficientemente tajantes—, hay demasiado margen como para que las decisiones resulten
evidentes, lo cual representa un obstaculo considerable. Lo que se propone para tratar de salvarlo
es suponer, desde la perspectiva del jugador 3, que los jugadores 1 y 2 jugardn «como deberiany,
o sea, optando por D si p < % y por A en caso contrario. En consecuencia, el jugador 3 estima
que su pago esperado si juega la estrategia x3 € {D, A} en la ronda r € {1,..., R} es

% 1
/0 f(p) H(D, D, 23) dp + / £(p) HE (A, A, ) dp,

siendo f, la funcion de densidad de la Beta(3e, + 1, 3r — 3e, + 2), o sea,

{(3r+2)!p3“ (A—p)?®r il p€(0,1),

fr(P) — (3er)! (3r—3e,r+1)!

0 en otro caso.

Finalmente, el jugador 3 se decanta por la estrategia que segin la estimacion anterior le promete
un pago esperado mayor.

2.2.1. Simulacién con el auténtico valor de p

Tomando p = 1, tal como en el experimento real de Chan, Chiang y Liao (2023), se simulan 10000

iteraciones de 10 rondas de experimento a partir del Codigo B.2 (ver apéndice).

Al observar directamente los resultados de iteraciones aisladas —en la Tabla 2.2 se recogen, a modo
de ejemplo, los resultados de una iteracion— se puede comprobar que, en general, los jugadores 1 y
3 aprenden ya en las primeras rondas que el valor de p estd por encima de p = % Por esta razon,
es frecuente que estos jugadores no construyan ningun dique a partir de la segunda o tercera ronda;
esto solo puede evitarse si la sucesion aleatoria de inundaciones de la simulacién contiene una cantidad
anormalmente baja de inundaciones extremas. El jugador 2, l6gicamente, también es mucho mas dado
a jugar A que D; sin embargo, como su estimador es una media moévil, para jugar D en una ronda
tardia no requiere una sucesién de inundaciones tan atipica como los jugadores 1 y 3, sino que le basta
con ver pocas inundaciones extremas en las rondas maés recientes. En las primeras rondas del juego
se da a veces el fenomeno opuesto: si, por ejemplo, las tres primeras rondas producen inundaciones
normales y la cuarta produce una inundacién extrema, en la ronda 5 tanto el jugador 1 como el 3
optan por construir el dique, pero el 2 no. En cualquier caso, la conclusién principal de la observaciéon
de rondas aisladas es que los comportamientos de los jugadores son muy parecidos, especialmente los
de 1 y 3 —de hecho, es habitualmente necesario hacer varias simulaciones para encontrar una ronda
en la que difieren—, de forma que, a pequenia escala, no se puede apreciar claramente que un criterio

sea mejor que otro.

Al observar las 10000 simulaciones en conjunto si se obtienen resultados més reveladores de cara a
comparar los tres criterios. Para cada simulacion s € {1,...,10000}, se denota con p® = (p3, p3,p3) el
vector que contiene el pago total conseguido por cada jugador al término de la simulacion s. Ahora, a
partir de cada p®, se define

s __ s : s s ’ s s _ g s
¢ = <p1 min{p;}, p3 —min{p;}, p3 ggljg{pz}>
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r |y | x1 x2 x3 | pago jugador 1 pago jugador 2 pago jugador 3
111D D D 10 10 10
2101 A A A 100 100 100
3101 A A A 100 100 100
4|0 A D A 95 110 95
5|/0|A D D 85 110 110
61 0| A D D 85 110 110
7|10 | D D D 110 110 110
8 |1 |D D D 10 10 10
9111 A4 A A 80 80 80
|14 A A 80 80 80

Tabla 2.2: Resultados de una de las 10000 iteraciones simuladas.

Por tltimo, se define Qf = 22:1 q*, de forma que cada Q! puede interpretarse como la suma acumu-
lada de ganancias del jugador i respecto a los peores pagos a lo largo de las ¢ primeras simulaciones.

En la grafica de la Figura 2.2 se representan, para cada s € {1,...,10000}, las tres coordenadas de
Q@' —en rojo, la del jugador 1; en verde, la del jugador 2; en azul, la del jugador 3—. De la grafica se
puede extraer la siguiente conclusion: si los tres jugadores emplean los criterios descritos, a la larga el
criterio del jugador 2 es el menos provechoso y el criterio del jugador 3 es el méas provechoso. Era de
esperar que el jugador 2 obtuviese los peores resultados, pues, como estima p a través de una media
movil, hay determinadas sucesiones de inundaciones que lo llevan a jugar D en rondas en las que 1 y
3 ya tienen aprendida la leccion de que lo més provechoso es jugar A. En el largo plazo esto perjudica
al jugador 2 por la siguiente razén: si el perfil de estrategias jugado en una cierta ronda es (A, D, A),
los pagos resultantes son (95,110, 95) si la inundacion es normal y (80, 30, 80) si es extrema; por tanto,
como las inundaciones normales y extremas son equiprobables, el perfil (4, D, A) reporta en promedio
peores resultados al jugador 2 que a los jugadores 1 y 3.

Algo que merece la pena resaltar es que, a lo largo de las 10000 simulaciones, el jugador 3 tiene mas
probabilidad de construir su dique (26.56 %) que el jugador 1 (24.74%). En la Figura 2.3 se representa
la proporcion de veces que cada i € N juega D en cada ronda r € {1,...,10}. En primer lugar, la
grafica sirve para comprobar que, debido a las caracteristicas de los criterios de decision empleados,
las decisiones de los tres jugadores coinciden siempre en las tres primeras rondas. El efecto de que la
decision del jugador 2 venga determinada por el célculo de una media moévil se aprecia claramente en
las ultimas rondas. Un detalle digno de atencién es la disparidad que se produce entre las cantidades
de diques construidos por los jugadores 1 y 3 en la ronda 5, seguramente debida la influencia de las
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Figura 2.2: Comparacion de los tres criterios de decision a lo largo de 10000 simulaciones.

inundaciones ficticias sobre el estimador empleado por el jugador 3.

2.2.2. Simulaciones con distintos valores de p

Por el analisis previo se sabe que, si p = % y los criterios de decision utilizados los jugadores son los
propuestos, cabe esperar que el jugador que aplica el criterio de decisiéon basado en la regla de sucesion
de Laplace salga mejor parado. Esto, sin embargo, no da informacién sobre lo que ocurre cuando los
valores de p son otros. Desde la perspectiva de quien participa en el experimento, como el valor de p es
desconocido, lo ideal seria encontrar un método de decision que funcionase bien en general, no solo en
ciertas condiciones especificas no garantizadas. Este razonamiento motiva la siguiente pregunta: ;los

resultados vistos se dan exclusivamente para % o se pueden extrapolar al resto de posibles valores de p?

Con el fin de dar una respuesta, se simulan 3000 iteraciones del experimento para 201 valores distintos
de p repartidos a lo largo del intervalo [0, 1], siguiendo el Codigo B.3 (ver apéndice). Para cada valor
de p considerado, se calcula el pago final medio de cada jugador a lo largo de las 3000 iteraciones. Los
resultados se representan en la Figura 2.4. En primer lugar, salta a la vista que, cuanto mas extremo
(en el sentido de cercano a 0 o a 1) es el valor de p, mas se igualan los resultados de los tres criterios.
Sin embargo, a lo largo de casi todo el intervalo [0, 1] se aprecian diferencias. El jugador 3 es claramente
el més beneficiado desde valores muy bajos de p hasta valores superiores a 0.5, y para ningin rango de
valores sale peor parado que alguno de los otros dos jugadores. El jugador 2 es ligeramente mejor que
el 1 para valores de p entre 0.1 y 0.3, aproximadamente, pero a partir de 0.3 se revierte la tendencia.
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Figura 2.3: Proporcién de veces que cada jugador juega D en cada ronda.

Segun crece p, el jugador 1 va acercandose al 3, y para valores de p algo superiores a 0.5 la diferencia
deja de ser notable. El jugador 2, sin embargo, se mantiene por debajo hasta que se alcanzan los valores
maés altos de p, en los que los tres jugadores practicamente se igualan.

Atendiendo a la Figura 2.4, tiene sentido concluir que el criterio del jugador 3 sale ganando en la
comparaciéon global y no solo en el caso concreto de p = %, pues es el mejor para un rango considerable
de valores de p y no existe un rango de valores para el que sea visiblemente peor que alguno de los
otros dos. La ventaja del jugador 3 podria estar en que su criterio de decisiéon va un paso mas alld que
los criterios de los jugadores 1 y 2, en el sentido de que estos jugadores toman su decisién tnicamente
en funcion de sus estimaciones de p —es decir, cada uno de ellos se pregunta «con la informacion
que tengo, ja qué juego estimo estoy jugando?»—, mientras que el jugador 3 tiene en cuenta toda la
distribuciéon de p —es decir, se hace la pregunta de «con la informacioén que tengo, jcémo de probable
es cada posible pago?»—. En definitiva, si el jugador 3 considera que los jugadores 1 y 2 son capaces
de estimar p competentemente, el criterio basado en la regla de sucesion de Laplace modificada le
garantiza un pago esperado igual de bueno o mejor que el de los otros jugadores.
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2.3. Modalidad cooperativa

Tal como se explico en la Subseccion 2.1, en el experimento de Chan, Chiang y Liao (2023) también se
puso en practica una modalidad de juego en la que los jugadores tenian la posibilidad de comunicarse
antes de tomar la decision de construir o no el dique. En Chan, Chiang y Liao (2023) no se menciona que
dicha modalidad diese lugar a situaciones de cooperacién pura entre jugadores, pero la causa esté quiza
en las condiciones concretas del experimento que se llevo a cabo: el método empleado para comunicar
a los jugadores, el tiempo del que disponian para ello, la poca preparacion teédrica o estratégica de
los participantes, etc. Al margen de estas circunstancias puntuales, seria interesante saber, en general,
qué sucede cuando el experimento se trata desde el punto de vista cooperativo. La presente seccién
trata de dar una respuesta a esa pregunta, y para ello supone que los participantes del experimento
pueden comunicarse y llegar a acuerdos para tomar sus decisiones y repartir los pagos resultantes
conjuntamente.

Definicion 2.3. Un juego cooperativo con utilidad transferible —en adelante, juego TU— es un par
(N, v) donde N es el conjunto de jugadores y v : 2V — R es la funcion caracteristica del juego, de forma
que, para cada S C N, v(S) representa el beneficio conjunto que la coalicion S puede garantizarse si
sus integrantes cooperan, al margen de lo que hagan los de N \ S.

En el contexto del experimento de Chan, Chiang y Liao (2023), es evidente que el conjunto de jugadores
es N = {1,2, 3} en todas las rondas del juego, pero definir la funcién caracteristica no es trivial porque
los jugadores ignoran céomo se rigen las inundaciones y poseen distinta informacion en cada una de
las rondas. Por tales motivos, lo més razonable ahora es definir un juego TU (IV,v,.) para cada ronda
r € {1,...,10}, de forma que dos rondas distintas puedan tener funciones caracteristicas distintas. Tal
como en el contexto no cooperativo, el hecho de que los jugadores no tengan toda la informacion causa
que se puedan concebir distintas filosofias a la hora de definir la funciéon caracteristica. A continuacion
se proponen y discuten dos maneras de calcular v,, siendo r una ronda genérica y denotando con p
la probabilidad de que en tal ronda se produzca una inundacién extrema, al margen de lo que pueda
ocurrir en el resto de las rondas del experimento.

2.3.1. El enfoque mas conservador

Dada una coaliciéon S C N, el enfoque més conservador o pesimista desde la perspectiva de los inte-
grantes de S consiste en suponer que cualquier estrategia conjunta adoptada por S sera correspondida
por la combinacion menos generosa de valor de p y estrategia de N\ S. Respecto a esto, conviene tener
presentes los dos puntos que siguen.

= Por la naturaleza del juego, el peor caso posible para los jugadores de una coaliciéon S siempre
sera que los jugadores de N \ .S opten por construir sus diques.

= Todos los pagos de la Tabla 2.1 son inversamente proporcionales a p, asi que, independientemente
de las estrategias elegidas por S 'y N \ S, el peor pago conjunto de S se obtendré siempre con

p=1.

Con el fin de entender mejor cémo calcular en la practica la funcién caracteristica determinada por
este enfoque conservador, se calcula a continuacion, por ejemplo, v,.({1,2}), siendo r € {1, ..., 10} una
ronda arbitraria. Para ello, hay que ver qué pago conjunto puede garantizarse {1,2} con cada una de sus
posibles estrategias conjuntas —estas estrategias son (D, D), (D, A), (4, D) y (A, A), aunque, a efectos
practicos, (D, A) y (A, D) son equivalentes—. Dado que N \ {1,2} = {3}, el caso méas desfavorable
posible para {1,2} se obtiene simplemente suponiendo que p = 1 y que el jugador 3 elige siempre D.

= Si {1,2} opta por (D, D), puede garantizarse un pago conjunto de

H}(D,D, D)+ Hy(D, D, D) = 20.
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= Si {1,2} opta por (D, A) o (A, D), puede garantizarse un pago conjunto de

H{(D,A, D)+ Hy(D,A,D) =110 = H{(A,D, D)+ Hy(A, D, D).

= Si {1,2} opta por (4, A), puede garantizarse un pago conjunto de

H{(A, A, D)+ Hy(A, A, D) = 160.

En definitiva, los integrantes de la coalicion {1,2} pueden estar seguros de que si acuerdan jugar la
estrategia conjunta (A4, A) van a obtener como minimo un pago conjunto de v, ({1,2}) = 160.

Merece la pena notar que para este enfoque la ronda es irrelevante, pues la mentalidad méas conservadora
exige suponer siempre que la préoxima inundacién va a ser extrema, independientemente de lo que haya
pasado antes. Por esta razon, se tiene que v,, (S) = v,,(S) para cualesquiera r1, ro € {1,...,10} y
cualquier S C N. Aprovechando esto, en lo que sigue se denota la funciéon caracteristica dada por el
enfoque pesimista con v, sea cual sea la ronda r del experimento considerada. Para calcular todos los
elementos de v solo hay que aplicar al resto de las coaliciones razonamientos similares a los anteriores.
Del hecho de que los tres jugadores son idénticos se deduce inmediatamente que v({1,2}) = v({1,3}) =
v({2,3}). Ademas, como N \ S = {), basta observar que el perfil de estrategias (A4, A, A) se autoimpone
si p =1, y entonces

v(N) = H{ (A, A, A) + Hy (A, A, A) + H3 (A, A, A) = 240.

Para obtener los valores de las tres condiciones individuales basta calcular uno de ellos. Eligiendo
arbitrariamente al jugador 1, al suponer p = 1 y que tanto el jugador 2 como el 3 van a elegir D,
resulta que:

= si {1} opta por D, puede garantizarse un pago de Hi (D, D, D) = 10;
= si{1} opta por A, puede garantizarse un pago de H{ (A, D, D) = 80.

Por tanto, v({1}) = v({2}) = v({3}) = 80. Juntando todo, se obtiene que la funcién caracteristica del
juego cooperativo segiun el enfoque mas conservador es, en cualquier ronda 5 € {1,...,10},

v = [80, 80, 80; 160, 160, 160; 240).

El juego (INV,v) es, por tanto, un juego aditivo, o sea, un juego tal que v(SUT) = v(S) + v(T) para
cualesquiera S, T C N tales que SNT = (). Esto significa, esencialmente, que el juego no tiene gran
interés, pues ninguno de los jugadores tiene incentivos para cooperar con otro. Por ejemplo, para que
al jugador 1 le compensase cooperar con el jugador 2 en vez de jugar por su cuenta, el jugador 2
tendria que estar de acuerdo con que el jugador 1 se obtuviese de la cooperacién un pago superior
a v({1}) = 80; pero, como v({1,2}) = 160 = 2 - 80, el jugador 2 tendria que llevarse entonces un
pago inferior a v({2}) = 80. En conclusion: el enfoque méas pesimista no sirve realmente para revelar
informacion sobre lo que podria ocurrir en el experimento cuando los jugadores tienen la oportunidad
de cooperar.

2.3.2. Juego cooperativo basado en la estimacion de p

Una manera sencilla de reducir el quizd excesivo pesimismo del enfoque anterior es eliminando la su-
posicion de que el valor de p es el mas perjudicial posible. El problema de esta modificacion es que
conlleva introducir arbitrariedad en el calculo de la funcién caracteristica: si no se supone el valor mas
pesimista de p, entonces jqué se supone? Siguiendo la linea de las secciones anteriores, una opcién
sencilla e inmediata es estimar p y definir cada v,.(S) de forma que no refleje el pago conjunto que S
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puede garantizarse sino una estimacion del pago conjunto esperado que en vista de los datos puede
garantizarse —lo cual implica, claro, la posibilidad de que una coalicién obtenga en la practica un pago
menor que el pago conjunto esperado que podria garantizarse en vista del estimador—.

Dado que p es siempre inversamente proporcional al beneficio de los jugadores —véase, de nuevo, la
Tabla 2.1—, el nivel de optimismo de la funcién caracteristica se puede regular a través de la eleccion
del estimador de p. En la Seccion 2.2, el jugador 1 utilizaba el estimador pL = -7 a efectos de definir
la funcién caracteristica v, podria decirse que ﬁ£ es un estimador ingenuo y optimista, pues confia todo
a la muestra y no se protege de la posibilidad muy real de que p. < p. Para obtener estimadores que
no sean tan ingenuos como p. ni tan pesimistas como la suposicién de p = 1, solo habria que aplicar
un procedimiento similar al de la regla de sucesion de Laplace, o sea, imponer a priori la ocurrencia de
una cierta cantidad de inundaciones extremas ficticias —cuantas més se anadan, menos optimista sera
el estimador resultante—. Al ir pasando las rondas y aumentando el nimero de datos, la aportacion
de las inundaciones extremas ficticias al estimador va perdiendo importancia en comparacion con la
muestra, lo cual es deseable y coherente si se pretende que la funcién caracteristica no sea demasiado

ingenua ni demasiado pesimista.

Para obtener en la practica la funcion caracteristica de la ronda r € {1, ..., 10} a través de uno de
estos enfoques mas optimistas, basta tener en cuenta que, como todos los pagos del juego son de la
forma HY (z1, 22, x3) = a+bp, la estimacion del pago esperado para el jugador i y el perfil de estrategias
(xla €2, m3) €s

E[Hip(x17l'2,l'3) | Yl = T, "'7YT—1 :xf‘—l] :E[a+bp | Yl = I, "'7YT—1 :xf‘—l]
:a+bE[p|Y1=x1,...,YT_lsz_l].

Por tanto, si la distribucién a posteriori de p tras las » — 1 primeras rondas conduce al estimador
]57« :E[p | Yl =21y -0y Y;«,l :l'rfl] :]P)(Yr:]. | Y1 = L1y o0y YT,1 :xr,l),
resulta que
E [Hlp(l‘hl‘g,l‘g) | Y1 =21y ---, Y;__l = .13,__1} =a+ bﬁT = Hf’r(xl,xg,xg).
Al igual que en el enfoque mas conservador, para calcular lo que una coalicién S puede garantizarse
por s misma al margen de lo que hagan los jugadores de IV \ S, se supone que los jugadores de N'\ S se
van a comportar de la manera mas perjudicial para S. Esto se traduce siempre en que los jugadores de

N\ S construyan sus diques, independientemente de la estimaciéon de p. Con esto presente, se calcula
de nuevo, a modo de ejemplo, v,.({1,2}), con el estimador arbitrario p,.

= Si {1,2} opta por (D, D), se estima que puede garantizarse un pago conjunto esperado de

HP(D,D, D)+ HY" (D, D, D) = 220 — 200 p,.

= Si {1,2} opta por (D, A) o por (A, D), se estima que puede garantizarse un pago conjunto
esperado de

H{"(D, A, D)+ HY" (D, A, D) = 195 — 85,..

= Si {1,2} opta por (A4, A), se estima que puede garantizarse un pago conjunto esperado de

H{"(A, A, D) + HY" (A, A, D) = 190 — 30 .



2.3. MODALIDAD COOPERATIVA 19

Para hallar v,.(S) simplemente hay que determinar, en funciéon de p,, cual de las cantidades recién
calculadas es mayor. Se compara primero la estimacion para la estrategia (D, D) con la estimacion
para las estrategias (D, A) y (A, D):

. . . . 5
220 — 200 p, > 195 —85p, <= 25> 115p, < P, < %3
es decir, la estimacion del pago conjunto esperado para la estrategia (D, D) es mejor o igual que la
estimacion para las estrategias (D, A) y (A, D) siy solo si p, < 55. Se introduce ahora la estrategia
(A, A) en la comparacion:

» 220 — 2005, > 190 — 305, <= 30 > 170p, <= p, < =,

= 190 — 305, > 195 — 85p, <= 55p, =5 <= P, >

Dado que 1—11 < % < 2—53, al juntar todas las desigualdades se llega a la conclusion de que, para
maximizar la estimacion de su pago conjunto esperado, S debe optar por (D, D) si p, < %, por (A, A)
si pp > %, y por cualquiera de las dos estrategias si p, = %; este resultado queda plasmado en la
Figura 2.5. En definitiva, al aplicar el enfoque de la estimacién puntual con estimador p, se obtiene

que

220 — 2005, sipr < &,
190 — 30p,-  en otro caso.

v ({1,2}) = {

Logicamente, como los tres jugadores son idénticos, se cumple que v, ({1,2}) = v, ({1,3}) = v.({2,3})
para toda ronda r € {1, ..., 10}. Para obtener el resto de valores de la funcion caracteristica solo hay
que aplicar los mismos razonamientos a las coaliciones restantes. Para la coalicién total se tiene lo
siguiente.

= Si N opta por (D, D, D), se estima que puede garantizarse un pago conjunto estimado de

HP"(D,D, D)+ H. (D, D, D) + H." (D, D, D) = 330 — 300 j,.

= Si N opta por (D, D, A), (D,A,D) o (A,D, D), se estima que puede garantizarse un pago con-
junto esperado de

HP" (D, D, A) + HY" (D, D, A) + HY" (D, D, A) = 305 — 165 p,..

= Si N opta por (D, A, A), (A, D, A) o (D, A, A), se estima que puede garantizarse un pago conjunto
esperado de

HP" (D, A, A) + HY" (D, A, A) + HE" (D, A, A) = 300 — 110 .

= Si N opta por (A, A, A), se estima que puede garantizarse un pago conjunto esperado de

HP (A, A, A) + HE" (A, A, A) + HE" (A, A, A) = 300 — 60 p,..

Para ahora obtener v,.(IN) hay que comparar las cantidades anteriores en funcion de p,. Dado que
300—110p, < 300—60p, para todo p € [0, 1], no es necesario tener en cuenta las estrategias (D, A, A),
(A,D,A) y (D, A, A), pues nunca pueden reportar a N una estimacion del pago conjunto esperado
mayor que la que reporta (A, A, A). A continuacion se comparan entre si las demés estrategias.

= 330 — 3005, > 305 — 165, < P, < 2.
= 330 — 3005, > 300 — 60, < pr < i
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= 3300 — 609, > 305 — 165p, < pr > 5.

Dado que 21—1 < % < 2@ la estimacion del pago conjunto esperado de N se maximiza si N juega

(D, D, D) cuando p, < 3, (A, A, A) cuando p, > %, y cualquiera de las dos estrategias cuando p, = %.
Estas comparaciones quedan reflejadas en la Figura 2.5. En definitiva, al aplicar el enfoque de la
estimacion puntual con estimador p, se obtiene que

vn(N) = 330 —300p, sip, < %,
" ~ 1300 - 60 pr  en otro caso.

Para tener la funcién caracteristica v, al completo solo falta conocer el valor de las coaliciones indivi-
duales. De nuevo, por ser los jugadores idénticos, se tiene que v,.(1) = v,.(2) = v,.(3), asi que basta ver
qué ocurre con el jugador 1.

= Si {1} opta por D, se estima que puede garantizarse un pago esperado de HfT (D,D,D) =
110 — 100 ...

= Si{1} opta por A, se estima que puede garantizarse un pago esperado de Hf" (A,D,D) = 85—5p,.
Dado que 110 — 100p, > 85 — 5P, si y solo si p < 19, se llega a que

_ b ip. < 2
o({1}) = 110 = 100p, i pr < 15,
85 — 5p, en otro caso.

A partir de todo lo anterior ya se puede determinar exactamente v, en funcién de p,.. Para no
complicar la notaciéon sin motivo, como las funciones caracteristicas que aparecen son de la forma
vy = [a,a,a;b,b,b; ], se escribird simplemente v, = [a;b;c]. Asi, juntando todo y teniendo en cuenta
que % < 137 < 1—59, se obtiene que la funcién caracteristica de la ronda r del juego cooperativo segtn la

estimacion p,. es

[110 — 100 ,; 220 — 200,; 330 — 3005,] i 0 < p, < &,
. [110 — 100 pr; 220 — 200 p,; 300 — 60p,]  si § < pr < 15,
" ) [110 — 1005,; 190 — 30,5 300 — 605,]  si & < pr < 3,

[85 — 5p,; 190 — 30 py.; 300 — 60 p, ] si 3 < pr < 1.

Lo primero que vale la pena decir de los juegos cooperativos anteriores es que, a diferencia del dado
por el enfoque conservador, si tienen cierto interés, en el sentido de que los jugadores pueden tener
razones para colaborar. Por ejemplo, si p, = % € (%, %) resulta que v, = [220, "go; 290], y este es un
juego en el que hay incentivos para que los tres jugadores cooperen y se forme la coalicién total.

2.3.3. Comentarios sobre el juego cooperativo

Definiciéon 2.4. El nucleo de un juego TU (N,v), C(N,v), es el conjunto de las asignaciones que
cumplen eficiencia y racionalidad coalicional, esto es,

C(N,v):{(xh...,xn) : Z:ri:v Z‘T’/ paratodaSCN}

iEN €S

Esencialmente, un juego con ntcleo no vacio es un juego en el que existe al menos una asignacion que
no da razones a ninguna coalicion para oponerse a la formacién de la coalicion total. El juego dado por
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el enfoque conservador es aditivo, asi que estrictamente tiene nticleo no vacio, pero este esta formado
por un unico punto y ninguna coalicién tiene tampoco motivos para desear la formacion de la coalicion
total. Con los juegos que se obtienen al aplicar el enfoque de la estimacion de p no ocurre lo mismo,
pues resultan nicleos que si incentivan activamente la formacion de la coalicion total. Para entender
esto mejor, se calcula a continuacion C(N, v,) en funcion de p,.

= Sip,. € [0, %), v, = [110 — 100 p,.; 220 — 200 p,-; 330 — 300 p,-] es un juego aditivo, y entonces su
nicleo estd formado por una tnica asignacion:

C(N,v.) ={(x1,x9,23) : x1, T2, T3 = 110 — 100 p,;
r1 + o, T1 + x3, T2 + x3 = 220 — 200 P;r;
21 + 22 + 23 = 330 — 300 p,.}
= {(110 — 100, 110 — 100 ,, 110 — 100, )}.

» Sipr € (5, 1], vr = [110 — 100 ; 220 — 200 fy; 300 — 60 f,], y entonces

C(N,v.) ={(x1,x2,23) : z1, T2, T3 = 110 — 100 p,;
r1 + o, T1 + X3, T2 + x3 = 220 — 200 p;r;
x1 + 2 + x3 = 300 — 60 P, }

= {(x1,22,23) : X1, T2, x3 > 110 — 100 py;
1 + x2 + 3 = 300 — 60, }.

Dado que 3 - (110 — 100p,) < 300 — 60p, para todo p, > é, v N0 es un juego aditivo, el
nicleo contiene infinitas asignaciones, y los jugadores tienen incentivos para cooperar y formar
la coalicién total.

= Sip, € (&, 3], v = [110 = 100,; 190 — 305,; 300 — 605,], y entonces

C(N,v.) = {(x1,x2,23) : x1, T2, x3 > 110 — 100 p;-;
1+ T2, T1 + X3, T2 + T3 = 190 — 30D, ;
r1 + x2 + x3 = 300 — 60]3,«}.

Observando ahora que 2- (110 — 100p,.) < 190 — 30 p,- para todo p, > % y que % -190 — 30 p, <
300 — 60p, para todo p, < 1, el nicleo de v, vuelve a contener infinitas asignaciones y los
jugadores vuelven a tener incentivos para formar la coalicion total.

= Sip,. € (1—59, 1], v = [85 — 5p,; 190 — 30 p,; 300 — 60 p,], y entonces

C(N,v.) = {(x1,22,23) : 1, T2, T3 = 85 — 5Pp;
1+ x2, T1 + T3, T2 + 3 = 190 — 30 p,;
T1 + x9 + x3 = 300 — 60ﬁr}

Afiadiendo ahora que 2 - (85 — 5p,) < 190 — 305, y que 3 - (85 — 5,.) < 300 — 60p, para todo
pr < 1, los jugadores vuelven a tener incentivos para formar la coalicion total salvo en el caso
particular p,, = 1. Esto no debe sorprender, pues, si p,, = 1, entonces la funcién caracteristica v,
es exactamente igual a la funcidn caracteristica asociada al enfoque conservador.

En la Figura 2.6 se representan los nucleos de 201 juegos (IV,v,.) distintos, cada uno asociado a un
valor de p, —se toman 201 valores equiespaciados entre 0 y 1—. Los puntos sueltos alineados se co-
rresponden con los ntcleos de los juegos aditivos que surgen cuando p, < é. Los nicleos que tienen
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forma poligonal se corresponden con los juegos asociados a los estimadores p, € (%, 1), y se aprecia
que, seguin p, se acerca a 1, estos niicleos convergen a un punto: el ntcleo del juego aditivo asociado a
pr = 1, que coincide con el juego conservador.

De todo lo anterior se puede extraer la siguiente conclusiéon principal: en la modalidad cooperativa
del experimento de Chan, Chiang y Liao (2023), si los participantes estiman que la probabilidad de
inundacion extrema en una cierta ronda esta en el intervalo (%, 1), entonces tiene sentido afirmar que
la cooperaciéon puede resultarles més rentable que jugar por separado. Por tanto, recordando que en el
experimento real se emplea el parametro p = %, seria previsible que un grupo de participantes racio-

nales con posibilidad de comunicacién encontrase razones para colaborar.
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Figura 2.4: Pago total medio de cada jugador en funcién del valor de p.
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Capitulo 3

Juegos de inundacién

En este capitulo se aborda el asunto de la prevenciéon de riesgos a través de la reconfiguracion de las
tierras adyacentes a un rio. Para ello, se recurre a la teoria de juegos cooperativos y se sigue mayor-
mente el modelo de Alvarez, Gomez-Rua y Vidal-Puga (2019).

3.1. El modelo

El primer objetivo es definir los juegos TU a los que se va a hacer referencia durante todo el capitulo:
los juegos de inundacion. Conviene recordar que un juego TU es un par (IV,v) donde N es el conjunto
de jugadores y v : 2 — R es la funcién caracteristica, que asocia a cada coalicion S C N el beneficio
que sus integrantes pueden garantizarse si cooperan, al margen de lo que hagan los jugadores de N'\ S.
En los juegos de inundacion, el conjunto de jugadores N = {1,2,...,n} hace referencia al conjunto de
las tierras —o, equivalentemente, al conjunto de sus terratenientes, que pueden ser personas, grupos de
personas, 6rganos administrativos, etc.— de una cuenca fluvial. Para definir la funcién caracteristica
es necesario antes hablar de la naturaleza del juego.

Partiendo de la suposiciéon natural de que, cuando se produce una inundaciéon, el estado de una tie-
rra de una cuenca fluvial puede afectar a las tierras que respecto de ella estdn rio abajo pero no a
las tierras que respecto de ella estan rio arriba, la existencia de dependencia entre las tierras de una
cuenca fluvial puede modelizarse mediante un grafo G sin ciclos, en el que los nodos se corresponden
con los elementos de N y en el que un arco (i,j) aparece en G si la tierra ¢ esta rio arriba respecto
de la tierra j. En tal caso, siguiendo lo argumentado en Alvarez, Gémez-Rua y Vidal-Puga (2019),
la influencia de ¢ sobre j viene marcada por un factor crucial: los bosques retienen mejor el agua
que los demas tipos de terreno, y entonces, si la tierra ¢ es un bosque y no un terreno dedicado a
la agricultura o a cualquier otro propoésito, se reduce el impacto que una posible inundacioén tendria
tanto sobre i como sobre j. En esta nocién radica el interés y la razoén de ser del juego cooperativo:
aunque al terrateniente ¢, por si mismo, le salga mas rentable tener en su tierra algo que no es un
bosque, si coopera y negocia con otros terratenientes, es posible que alcancen una disposicién conjun-
ta en la que 7, como bosque, recibe a fin de cuentas un beneficio mayor que el que recibiria por si mismo.

Con lo anterior presente, se introduce ahora la notacién de los elementos que van a regir la funciéon
caracteristica del juego de inundacion. Se consideran, dado un conjunto de tierras N = {1,2,...,n}, los
vectores f = (fi)i; € RY y a = (a;)"=, € RY, siendo f; el beneficio individual directo que i obtiene
si es un bosque y a; el beneficio individual directo que ¢ obtiene si no es un bosque, al margen de toda

25
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posibilidad de cooperacion y negociacion con los demas jugadores. Para modelizar las relaciones entre
tierras, se utiliza una matriz B = (b;;); jen en la que b;; > 0si (i,5) € Gy b;; =0si (4,5) ¢ G; a
las cantidades b;; se les llama externalidades. El modelo de Alvarez, Gémez-Ria y Vidal-Puga (2019)
considera que para que se produzca la externalidad b;; no basta con que ¢ sea un bosque, sino que
ademas se requiere que j no lo sea. Tal consideraciéon es totalmente legitima si hay razones para pensar
que, si j es un bosque, el impacto sobre j de una inundacién no se reduce en mayor medida por el
hecho de que tierras que estén rio arriba respecto de j sean también bosques.

Definicién 3.1. Un problema de inundacién es una quintupla (N, G, f, a, B). Cada problema de inun-
dacion determina un juego de inundacion (N, v).

Dado que, para cada S C N, v(S) debe representar el beneficio que S puede garantizarse por si
misma, el calculo de v(.S) en los juegos de inundacion debe tener en cuenta la posibilidad de que los
jugadores de N \ S se dispongan de la manera menos favorable para S. Y, dentro de la estructura
recién explicada, el caso més pesimista desde el punto de vista de S serfa que no se produjese ni una
sola externalidad entre miembros de S y miembros de N \ S. Por tanto, la cantidad v(.S) debe ser la
suma de los beneficios que los terratenientes de S obtienen de sus propias tierras y las externalidades
que las tierras de S que son bosques generan a las tierras de S que no lo son:

v(S) = max U(F, S, f,a,B), donde W(F,S,f,a,B)= STfit D) ai+ > by

icF JES\F icF
JES\F

Cada una de las posibles disposiciones de las tierras de una coalicién S se denomina configuracion. Se
dice que una configuracion de S es 6ptima si reporta a S un beneficio conjunto de v(S), al margen de lo
que hagan los integrantes de N\ S. Se utiliza rg para hacer referencia a la cantidad de configuraciones
optimas de S, denotadas con OCS, r € {1,...,rg}, e identificadas, por simplicidad, con el conjunto
de tierras que en ellas son bosques; es decir: si OC? es una configuracién 6ptima de S en la que los

bosques estan, por ejemplo, en las tierras i, j y k, se escribe OC? = {i, 5, k}.

Suposicion 3.2. Es importante mencionar que, en general, el modelo de Alvarez, Gémez-Rua y Vidal-
Puga (2019) no contempla que la matriz de externalidades, B = (b;;) jen, tenga cualquier forma, sino
que introduce la suposiciéon de que, dados i, j,k € N,

(17])7(]7k) S g - (ka) € ga bzk 2 bz]

Es decir: si k esta rio abajo respecto de j y j esta rio abajo respecto de i, entonces la externalidad que
i puede generar a k no puede ser inferior a la externalidad que j puede generar a k. Segin Alvarez,
Gomez-Rua y Vidal-Puga (2019), esta suposicion esté justificada por dos motivos a la vez: por un lado,
cuanto mas rio abajo esté una tierra, mayor es el dano que cabe esperar que reciba de una inundacion;
y, por otro lado, cuanto mas rio arriba esta una tierra, més capacidad de retencion de agua cabe es-
perar de ella. Esta suposicion seré relevante en el estudio de las propiedades de los juegos de inundacioén.

Ejemplo 3.3. Se considera una cuenca fluvial en la que hay tres terratenientes distintos, N = {1, 2, 3}.
Si sus tierras son bosques, los terratenientes reciben de ellas los pagos f = (0,0,0); si sus tierras estan
dedicadas a otros usos, los terratenientes reciben de ellas los pagos a = (2,2,2). Las posibles externa-
lidades son b12 = 1, b1z = 4, bag = 3, y b;; = 0 en el resto de los casos. Como bz = 4 > 3 = b3, se
verifica la suposicién de que b;, > by si (4,7), (j, k) € G. En la Figura 3.1 se representa la situacion.



3.1. EL MODELO 27

(0,2)

Figura 3.1: Grafo, pagos y externalidades del problema de inundacion del Ejemplo 3.3.

Antes de ver el juego cooperativo, vale la pena razonar qué ocurriria si los jugadores no coopera-
sen o no tuviesen la posibilidad de cooperar. En la Tabla 3.1 se recogen los pagos que las distintas
configuraciones reportan a cada jugador, contando con que, si se produce una externalidad, esta va
integramente para el jugador que la recibe y no para el que se la genera. Igual que cuando se estudiaba
el problema de los diques desde la perspectiva no cooperativa, la fila indica la estrategia del jugador
1, la columna indica la del jugador 2, y la subtabla indica la del jugador 3. En vista de la Tabla 3.1,
los tres jugadores obtienen un pago individual estrictamente mejor si destinan sus tierras a otros usos,
independientemente de lo que hagan los otros dos jugadores. Por tanto, si no hay cooperacion entre
jugadores, lo méas previsible es que los tres decidan dedicar sus tierras a otros usos, obteniendo asf los
pagos (2,2,2).

bosque bosque | otros usos otros usos | bosque | otros usos
bosque 0,0,0 0,3,0 bosque 0,0,9 0,3,6
otros usos | 2,0,0 2,2,0 otros usos | 2,0,5 2,2,2

Tabla 3.1: Estrategias y pagos del Ejemplo 3.3

El objetivo ahora es ver qué ocurre cuando si se produce cooperaciéon entre jugadores. Para obtener la
funcion caracteristica del juego hay que calcular qué beneficio se puede garantizar cada coaliciéon por si
misma. Esto quiere decir que las coaliciones individuales no pueden contar con ninguna externalidad,
y entonces

v({i}) = max{fi,a;} = a; =2

para los tres ¢ € N. Las coaliciones formadas por dos jugadores pueden contar con las externalidades
que se producen exclusivamente entre sus dos integrantes. Por tanto:

» v ({1,2}) = max{f1 + fa, f1 + a2 + b1z, a1 + a2} = méx{0, 3,4} = 4,
= v ({1,3}) = max{f1 + f3, f1 + a3 + b13, a1 + a3z} = mdx{0,6,4} = 6,
= v ({2,3}) = max{ fo + f3, fo + az + b2z, az + az} = max{0,5,4} = 5.
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Por altimo,

v(N) =max{f1 + fo + f3, f1 + fo + a3 + bz + b3, f1 + a2 + f3 + b1z, a1 + f2 + f3,
fi+az+az +bia+ b1z, a1 + fo + az + bz, a1 +az + f3, a1 +az +as}
— m#x{0,9,3,2,9,7,4,6) = 9.

De lo anterior se extrae, ademaés, que la coalicion total tiene dos configuraciones éptimas: una en la
que el anico bosque es 1 y otra en la que tanto 1 como 2 son bosques; por tanto, se puede afirmar que
la condicién necesaria y suficiente para que IV alcance su beneficio maximo es que 1 sea bosque y 3 no.
Juntando los valores de todas las coaliciones, se llega a que la funcion caracteristica del juego TU es

v=1_2,2,2;4,6,5;9].

Tal como se justificard mas adelante, este juego tiene nticleo no vacio y se cumple que v(N) > v(S) +
v(N'\ S) para toda coalicion S C N, asi que el desenlace racional en el caso cooperativo es la formacion
de la coalicion total. En la Figura 3.2 se representan el nicleo (area encerrada por las lineas azules)
y el core-center (punto verde dentro del nicleo) de v. El core-center, definido en Gonzalez-Diaz y
Sanchez-Rodriguez (2007) como el centro geométrico del nucleo, es una soluciéon puntual, una regla
que asigna a cada juego TU con nucleo no vacio un reparto de v(N). En el caso concreto de v, se puede
comprobar con el paquete de R TUGLab (dePrado-Saborido et al. (2025)) que el core-center coincide
con al menos otras dos soluciones puntuales muy conocidas: el valor de Shapley (Shapley (1952)) y el
nucleolo (Schmeidler (1969)). La solucién que proponen es (3,2.5,3.5) > (2,2,2), es decir, asignan a
los tres jugadores un pago mayor del que obtendrian si se comportasen racionalmente en el contexto
no cooperativo; lo cual, en definitiva, pone de manifiesto la utilidad y la conveniencia de tratar el
problema de la configuraciéon de tierras de una cuenca fluvial a través del enfoque cooperativo. AN

3.2. Sobre el nicleo de los juegos de inundacién

Con los juegos de inundacion ya definidos, es natural preguntarse qué condiciones debe cumplir el
problema —o sea, cdbmo deben ser los vectores f y a y la matriz B— para que el niicleo sea no vacio.
A estos efectos, se siguen desde ahora los razonamientos de Alvarez, Gémez-Rua y Vidal-Puga (2019),
partiendo de las proximas definiciones.

Definicion 3.4. Dado un problema de inundacion con conjunto de tierras NV y grafo G, se dice que las
tierras i, j € N son adyacentes si se cumple alguna de estas dos condiciones (mutuamente excluyentes,
por ser G un grafo sin ciclos):

= (i,j) € G y no existe k € N tal que (i,k), (k,j) € G,
= (j,i) € G y no existe k € N tal que (4, k), (k,i) € G

Definicién 3.5. Un problema de inundacién es saturado si para cualesquiera tierras adyacentes ¢ y j
se cumplen estas dos condiciones:

= existe al menos una configuracion 6ptima de N en la que tanto ¢ como j son bosques,
= existe al menos una configuracion 6ptima de N en la que ni ¢ ni j son bosques.

Si (N, G, f,a, B) es un problema de inundacion saturado y (N,v) es el juego de inundacién que deter-
mina, se dice que (N,v) es un juego de inundacion saturado.
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Figura 3.2: Nucleo y core-center del juego TU del Ejemplo 3.3.

El interés de los juegos de inundacién saturados radica en que abren una via para demostrar que
los juegos no saturados tienen nucleo no vacio. El primer paso que se da en Alvarez, Gomez-Ria y
Vidal-Puga (2019) es probar el siguiente resultado.

Proposicion 3.6. Dado cualquier juego de inundacion (N,v), existe (y se puede calcular) un juego
(N, w) que

= s saturado,
= tiene un grafo asociado con no mds arcos que el asociado a (N,v),
w cumple que w(N) = v(N) y que w(S) > v(S) para toda coalicion S C N.

Ademds, si (N,v) respeta la Suposicion 3.2, puede hallarse un juego (N, w) en las condiciones descritas
y que también respeta la Suposicion 3.2.

Este resultado es interesante porque, atendiendo a la propia definicién de niicleo de un juego TU, se
cumple que C(N,w) C C(N,v); y entonces, si C(N,w) es no vacio, C(N,v) también debe serlo. Por
tal razon, lo ideal seria poder garantizar que los juegos de inundacién saturados siempre tienen ntucleo
no vacio. Desafortunadamente en Alvarez, Gomez-Riia y Vidal-Puga (2019) no se llega a demostrar tal
cosa, pero, tal como se expone a continuacion, si se ofrecen motivos para pensar que es cierta siempre
que la Suposicion 3.2 se respete.
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Afirmacion 3.7. Si un problema de inundacion saturado (N, G, f,a,B) respeta la Suposicion 3.2,
entonces se cumple exactamente una de estas dos condiciones:

1. G=0,

2. existen dos tierras adyacentes i,j € N tales que v(S) = v~ (S) para toda S C N, siendo
(N,v) el juego de inundacion determinado por (N, G, f,a, B) y (N,v=%) el juego de inundacion
determinado por (N,G\{(i,))}, f,a, B"), donde b}, = by para todo (k,1) € G\ {(4,7)}.

Aunque en Alvarez, Gémez-Ria y Vidal-Puga (2019) no se demuestra la Afirmacion 3.7, si se com-
prueba su veracidad en un conjunto de mas de 640000 juegos de inundaciéon saturados generados
aleatoriamente. A continuacion se presenta el resultado definitivo que pone de manifiesto la relevancia
de la Afirmacion 3.7.

Proposicion 3.8. Si la Afirmacion 3.7 es cierta, entonces cualquier juego de inundacion que respeta
la Suposicion 3.2 tiene nicleo no vacio.

Demostracion. Sea (N,v) un juego de inundacion que respeta la Suposicion 3.2. Por la Proposi-
cion 3.6, existe un juego de inundacion (N,w) saturado que también respeta la Suposicion 3.2 y
tal que C(N,w) C C(N,v). Sila Afirmacion 3.7 es cierta, debe darse uno de los dos casos que siguen.

= Si el grafo asociado a (IV, w) no tiene ningtin arco, entonces no se pueden producir externalidades.
En consecuencia, para cualesquiera coaliciones S,T C N con SNT = (), se tiene que v(SUT) =
v(S) + v(T), lo cual equivale a decir que (N, w) es un juego aditivo. Como los nucleos de los
juegos aditivos estédn formados por la asignaciéon que reporta a cada jugador el valor de su coalicién
individual, se cumple que ) # C(N,w) C C(N,v).

» En caso contrario, deben existir tierras adyacentes 4, j € N tales que w™% = w. Denotando con
G el grafo asociado a (N, w) y con G, el grafo asociado a (N, w~%), en G,, se cumple que i y
Jj son tierras adyacentes o, equivalentemente, que no existe otra tierra k tal que (i, k), (k,j) € Gu.
Como los grafos G, y G,,—i; solo difieren en el arco (i, 7), tampoco puede existir una tierra k tal
que (i,k), (k,7) € G5, y esto garantiza que la matriz de externalidades asociada a (N,w ™)
también respeta la Suposicion 3.2. Por tanto, al juego (N, w~%) se le puede aplicar desde cero el
mismo razonamiento que al principio de esta demostracion se aplica a (N,v). Dado que N tiene
un namero finito de jugadores, en el grafo original, el asociado a (N, v), hay una cantidad finita
de arcos, y entonces, al aplicar sucesivamente la Proposicion 3.6 y la Afirmacion 3.7, los arcos
van desapareciendo hasta que al cabo de un namero finito de iteraciones se alcanza un juego
de inundacién (N, w’) con grafo vacio y tal que C(N,w’) C C(N,v). Por ser (N,w') aditivo, se
puede concluir que § # C(N,w') C C(N,v).

O

Resumiendo: si se pudiese probar que la Afirmaciéon 3.7 es cierta, estaria demostrado que todos los
juegos que cumplen la Suposicién 3.2 tienen niicleo no vacio. En ausencia de tal certeza, el trabajo de
Alvarez, Gomez-Ria y Vidal-Puga (2019) se complementa aqui con la demostracion de que el niicleo es
efectivamente no vacio si el juego de inundacion tiene tres jugadores y respeta la Suposicion 3.2. Para
garantizar tal cosa, bastaria probar que la Afirmacion 3.7 es verdadera en el subconjunto de juegos de
inundacién considerado (ver Proposicion A.1 en el apéndice); sin embargo, el resultado que se presenta
a continuacion es mas fuerte.

Proposicion 3.9. Si un problema de inundacion (N, G, f,a, B) con |N| = 3 respeta la Suposicion 3.2,
el juego de inundacion que determina es convezo.
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Demostracion. Un juego (N, v) es convexo si y solo si
o(TU{i}) = o(T) > v(S U {i}) — ()

para cualesquiera S,T C N\ {i} con S C T y para todo i € N. Dado que el caso S = T es trivial,
para N = {1,2,3} se tendra que (N,v) es convexo si y solo si

v(N) = v({4; k}) = v({i, j}) —v({7}) (3.1)

para todas las permutaciones de 4,5,k € N con i # j # k # i. El objetivo de la demostracion es
comprobar que estas desigualdades se satisfacen. Teniendo en cuenta que N = {1,2,3} y que G no
puede tener ciclos, la estructura de G debe ser, al margen de posibles intercambios de identidad entre
jugadores, una de estas:

= G=0,

= G={(1,2)},

= §={(1,2), (1,3)},

= G={(1,3), (2,3)},

= 6={(1,2), (2,3), (1,3)}

Lo anterior implica que la estructura de la matriz de externalidades B debe ser, también al margen de
posibles intercambios de identidad entre jugadores, una de estas cinco:

1. b;; = 0 para cualesquiera 4,j € N.

2. b2 >0, b;; =0 en el resto de los casos.

3. b12,b13 > 0, b;; = 0 en el resto de los casos.

4. b1z, ba3 > 0, b; = 0 en el resto de los casos.

5. bia > 0 < bag > b3 (aplica la Suposicion 3.2), b;; = 0 en el resto de los casos.

Es importante notar, de cara a lo que sigue, que la estructura 4 es la tnica en el que puede ocurrir que
b13 < ba3; en todas las demés posibles estructuras de B, esta garantizado que b3 > bo3. A continuacion,
se prueba la convexidad del juego (IV,v) viendo que para todas las permutaciones de los jugadores de
N se cumple la desigualdad 3.1.

= (i,7,k) = (1,2,3). Hay que ver que v(N) —v({2,3}) > v({1,2}) — v({2}).

Para la coalicién {1,2} debe cumplirse una de estas dos condiciones excluyentes: o bien su tnica
configuracion optima es {1}, o bien v{1,2} = v({1}) + v({2}). Si el caso que se da es el segundo,
la desigualdad 3.1 se cumple trivialmente, pues

v({1,2}) —v({2}) = v({1}) <o) —v({2,3}).

Por tanto, queda ver qué ocurre cuando la Gnica configuracion 6ptima de {1,2} involucra exter-
nalidad positiva, o sea, cuando la tnica configuraciéon 6ptima es {1} con b13 > 0 y de tal forma
que v({1,2}) = f1 + az + bi2. La apreciacion de que bjs > 0 es relevante porque implica que la
estructura de B no puede ser la 4, y entonces esta garantizado que b1z > baz, una condiciéon que
préoximamente seré util.
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Ahora, sobre la coalicion {2, 3} se puede decir que, o bien su unica configuracion 6ptima es {2},
o bien se cumple que v({2,3}) = v({2}) + v({3}). Si el caso que se da es el segundo, entonces

v(N) —v({2,3}) = v(N) — (v({2}) + v({3}))
> (f1+ a2 +0({3}) + br2) — (v({2}) + v({3}))
= fi+az+biz —v({2}) = v({1,2}) —v({2}),

de forma que se cumple la desigualdad 3.1. Falta por estudiar qué sucede si la tinica configuraciéon
optima de {2,3} es {2}, caso en el que v({2,3}) = fo + a3 + bas. Para ello, lo que se hace es ver
qué configuraciones de N pueden ser 6ptimas y comprobar que la desigualdad 3.1 se cumple en
los casos en los que procede.

e En las configuraciones {1, 2, 3}, {2,3}, {3} y 0, el jugador 1 no produce ninguna externalidad;
y entonces, fijada la suposicion de que la tnica configuracion 6ptima de {2, 3} es {2}, ninguna
de las cuatro puede ser 6ptima.

e {2} no puede ser configuracion 6ptima de N porque el pago conjunto que reporta es estric-
tamente menor que el que reporta la configuracion {1}:

a1+ fa+ a3z + bz < ar + fa+az+ bz < fi + a2 + bia + az + b3,

donde la primera desigualdad se debe a que b1z > bo3 y la segunda se debe a la suposicién
de que la tinica configuracion 6ptima de {1,2} es {1}.

e {1,3} no puede ser configuracion 6ptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
no inferior al que reporta la configuracion {1}, y entonces, teniendo de nuevo en cuenta que
b13 > bag, se llegaria a que

Jitar+ fs+bia > fi+tas+az+bia+biz < f32a3+0bis
— fsZaz+bas = fo+ [f3 > fa+ a3+ b,
lo cual contradice la suposicion de que la tinica configuracion 6ptima de {2,3} es {2}.

e Si{1,2} es configuracion optima de N, entonces el pago conjunto que reporta no puede ser
inferior al que reporta {1}. Teniendo en cuenta que byz > bes y que v({2}) > fo, resulta que

Ji+ fotaz+biz+baz > fi+ax+az+bia+biz <= fo+baz > as+bi2
= fo+biz > ag + b2 = v({2}) + b1z = a2 + b1a.
y entonces la desigualdad 3.1 se cumple, pues

v(N) —v({2,3}) > v({1,2}) —v({2})
= fi+biz > fitaz+biz—v({2}) <= v({2})+ b1z = a2 + bra.

e Si {1} es configuracion 6ptima de N, entonces la desigualdad 3.1 se cumple si

v(N) —v({2,3}) > v({1,2}) —v({2})
> fi+ag+bia+biz— fo—baz > fi1 +az+ bz —v({2})
< biz — fo— bz = —v({2}) < b1z > baz + fo —v({2}).

Como by3 > bos v v({2}) > f2, la desigualdad 3.1 se cumple.

En definitiva, la desigualdad 3.1 se cumple en todos los casos que pueden darse si (,75, k) =
(1,2,3).
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= (i,J,k) = (1,3,2). Hay que ver que v(N) —v({2,3}) > v({1,3}) — v({3}).

Si la coalicién {1,3} tiene al menos una configuraciéon éptima sin externalidades, de tal forma
v({1,3}) —v({3}) = v({1}), se cumple trivialmente la desigualdad 3.1. Por tanto, a partir de
ahora se supone que la tnica configuracion 6ptima de {1,3} es {1}, de forma que v({1,3}) = f1+
a3+ b1z. Ahora, si la coalicion {2, 3} tiene al menos una configuracion 6ptima sin externalidades,
la desigualdad 3.1 se cumple, pues

v(N) —v({2,3}) = v(N) — (v({2}) + v({3}))
> (fi+v({2}) +as +bi3) — (v({2}) +0v({3}))
= f1+az+biz —v({3}) =v({1,3}) —v({3}).
Por tanto, a partir de ahora se supone también que la tunica configuracion 6ptima de {2,3} es

{2}, de forma que v({2,3}) = f2 + a3 + ba3. A continuacién se estudian una por una las posibles
configuraciones 6ptimas de N.

e En las configuraciones {1, 2,3}, {2,3}, {3} y 0, el jugador 1 no produce ninguna externalidad;
y entonces, fijada la suposicion de que la tnica configuracion 6ptima de {2, 3} es {2}, ninguna
de las cuatro puede ser 6ptima.

e {2} no puede ser configuracion 6ptima de N, pues el pago conjunto que reporta es inferior
al que reporta {1, 2}:
ar + fa +az + bz = (a1 + az) + (f2 + baz) < (f1 +az +biz) + (f2 + b23),

siendo la desigualdad anterior consecuencia de la suposicién de que la tnica configuracion
optima de {1,3} es {1}.

e {1,3} no puede ser configuracion éptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
conjunto no inferior al que reporta la configuracion {1}, y entonces resultaria que

fi+az+ fs+bi2 > fi +az +az + b2 + bis

— fszazt+biz <= fi+[f3>fi+az+ b,
lo cual contradice la suposicién de que {1} es la Gnica configuraciéon 6ptima de {1, 3}.
e Si {1,2} es configuracion 6ptima de N, entonces la desigualdad 3.1 es cierta:

v(N) —v({2,3}) =2 v({1,3}) —v({3}) <= f1+biz > f1+as+biz—v({3})
<~ 0>a3—v({3}) < mix{fs,a3} > as.

e Si {1} es configuracion 6ptima de N, entonces debe reportar un pago conjunto no inferior
al que reporta {1, 2}, de forma que

fi+az+az+bia+biz = f1+ fo+az+ b1z + bz < az+ b1z = fa + bas.

Por lo anterior y teniendo en cuenta que v({3}) = mdx{fs,as} > ag, se llega a que la
desigualdad 3.1 se cumple:

v(N) —v({2,3}) > v({1,3}) —v({3})
<> fi+az— fo+bia+biz —baz = fi +az + bis —v({3})
<> az +bia +v({3}) = fo + bas + as.
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En definitiva, la desigualdad 3.1 se cumple en todos los casos que pueden darse si (4,7, k) =
(1,3,2).

(i,4,k) = (2,1, 3). Hay que ver que v(N) —v({1,3}) > v({1,2}) —v({1}).

Si la coalicion {1, 2} tiene al menos una configuracion 6ptima sin externalidades, de tal forma que
v({1,2}) = v({1})+v({2}), se cumple trivialmente la desigualdad 3.1. Por tanto, a partir de ahora
se supone que la tinica configuracion 6ptima de {1,2} es {1}, de forma que v({1,2}) = fi1+as+b1a.
Entonces, si la coalicion {1,3} tiene al menos una configuraciéon 6ptima sin externalidades, la
desigualdad 3.1 se cumple, pues

v(N) —v({1,3}) = o(N) = (v({1}) + v({3}))
> (fi+az+o({3}) + bi2) — (v({1}) +v({3}))
= fi+az+bia —o({1}) = v({1,2}) —v({1}).

Por tanto, a partir de ahora se supone también que la Gnica configuracion 6ptima de {1,3} es {1},
de forma que v({1,3}) = f1 +as+b13. A continuacion se estudian una por una las configuraciones
de N.

e En las configuraciones {1,2,3}, {2,3}, {3} y 0, el jugador 2 no produce ni recibe ninguna
externalidad; y entonces, fijada la suposicion de que la tnica configuracion optima de {1, 3}
es {1}, ninguna de las cuatro puede ser 6ptima.

e {2} no puede ser configuracion 6ptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
conjunto no inferior al que reporta {1,2}, y entonces resultaria que

a1+ fo+asz+baz = fi + fo+ az + biz + bas
< a1 2 f1 +biz < a1 +a3 > f1+az+ b,

lo cual contradice la suposiciéon de que {1} es la unica configuracion 6ptima de {1, 3}.

e {1,3} no puede ser configuracion éptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
conjunto no inferior al que reporta {1}, y entonces resultaria que

fi+az+ f3+bi2 > fi+ a2+ as +bia + bis
< fy32za3+biz <= fi+ f3=f1+az+biz,

lo cual contradice la suposicién de que {1} es la unica configuracion 6ptima de {1, 3}.

e Si{1,2} es configuracion 6ptima de N, entonces debe reportar un pago conjunto no inferior
al que reporta {1}, de forma que

Jitfatas+biz+bes > fit+aztas+bia+bizs < fo+baz > az+bia.
Por lo anterior y teniendo en cuenta que v({1}) > fi, la desigualdad 3.1 se cumple:

v(N) —v({1,3}) = v({1,2}) —v({1}) <= fa+bas > fi + a2+ by —v({1}).

e Si {1} es configuracion 6ptima de N, entonces la desigualdad 3.1 es cierta:

o(N) —v({1,3}) 2 v({1,2}) —v({1}) <= a2 +bi2 > fi +az + bz —v({1})
= 0= fi —v({1}) = mix{fi,a:} > f1.
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En definitiva, la desigualdad 3.1 se cumple en todos los casos que pueden darse si (4,7, k) =
(2,1,3).

= (i,.k) = (2,3,1). Hay que ver que o(N) — v({1,3}) > v({2,3}) — o({3}).

Si la coalicion {2, 3} tiene al menos una configuracion 6ptima sin externalidades, de tal forma que
v({2,3}) = v({2})+v({3}), se cumple trivialmente la desigualdad 3.1. Por tanto, a partir de ahora
se supone que la tinica configuracion 6ptima de {2, 3} es {2}, de forma que v({2,3}) = fo+as+bas.
Entonces, si la coalicion {1,3} tiene al menos una configuraciéon 6ptima sin externalidades, la
desigualdad 3.1 se cumple, pues

v(N) —v({1,3}) = o(N) = (v({1}) + v({3}))
> (v({1}) + f2 + a3 + bas) — (v({1}) + v({3}))
= fat+asz+bas —v({3}) = v({2,3}) —v({3}).

Por tanto, a partir de ahora se supone también que la Gnica configuracion 6ptima de {1,3} es {1},
de forma que v({1,3}) = f1 +as+b13. A continuacion se estudian una por una las configuraciones
de N.

e En las configuraciones {1,2,3}, {2,3}, {3} y 0, el jugador 2 no produce ni recibe ninguna
externalidad; y entonces, fijada la suposicion de que la tGnica configuracion optima de {1, 3}
es {1}, ninguna de las cuatro puede ser 6ptima.

e {2} no puede ser configuracion 6ptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
conjunto no inferior al que reporta {1,2}, y entonces resultaria que

a1+ fo+as+baz = fi + fo+ az + biz + bas
< a1 2 f1 +biz < a1 +a3 > f1+az+ b,

lo cual contradice la suposicién de que {1} es la tnica configuracion 6ptima de {1, 3}.

e {1,3} no puede ser configuracion éptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
conjunto no inferior al que reporta {1}, y entonces resultaria que

fi+az+ f3s+bi2 > fi+ a2+ as+bia + bis
< fy32za3+biz <= fi+f3=fi+az+biz,

lo cual contradice la suposicién de que {1} es la unica configuracion 6ptima de {1, 3}.
e Si {1,2} es configuracion 6ptima de N, entonces la desigualdad 3.1 es cierta:
v(N) —v({1,3}) 2 v({2,3}) —v({3}) <= fa+bas > fo+as+bas—v({3})

<~ 0>a3—v({3}) < mix{fs,a3} > as.

e Si {1} es configuracion 6ptima de N, entonces debe reportar un pago conjunto no inferior
al que reporta {1, 2}, de forma que

Jitaztaz+bia+biz> fi+ fotasz+biz+basy < az+bia > fo+ bos.
Por lo anterior y teniendo en cuenta que v({1}) > f1, la desigualdad 3.1 se cumple:

v(N) —v({1,3}) 2 v({2,3}) —v({3}) <= a2 +bi2 > fo+ a3+ baz —v({3}).
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En definitiva, la desigualdad 3.1 se cumple en todos los casos que pueden darse si (4,7, k) =
(2,3,1).

(i,7,k) = (3,1,2). Hay que ver que v(N) —v({1,2}) > v({1,3}) —v({1}).

Si la coalicion {1, 3} tiene al menos una configuracion 6ptima sin externalidades, de tal forma que
v({1,3}) = v({1})+v({3}), se cumple trivialmente la desigualdad 3.1. Por tanto, a partir de ahora
se supone que la tinica configuracion 6ptima de {1,3} es {1}, de forma que v({1,3}) = fi1+as+bi3.
Entonces, si la coalicién {1,2} tiene al menos una configuraciéon 6ptima sin externalidades, la
desigualdad 3.1 se cumple, pues

v(N) —v({1,2}) = v(N) — (v({1}) + v({2}))
> (fi +v({2}) + a3z + bi3) — (v({1}) + v({2}))
= fi+az+biz —v({1}) =v({1,3}) —v({1}).

Por tanto, a partir de ahora se supone también que la tnica configuracion 6ptima de {1, 2} es {1},
de forma que v({1,2}) = f1+a2+b12. A continuacion se estudian una por una las configuraciones
de N.

e En las configuraciones {1, 2,3}, {2,3}, {3} y 0, el jugador 3 no recibe ninguna externalidad; y
entonces, fijada la suposicion de que la tnica configuracion 6ptima de {1,2} es {1}, ninguna
de las cuatro puede ser 6ptima.

e {2} no puede ser configuracién 6ptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
conjunto no inferior al que reporta {1,2}, y entonces resultaria que

ar + f2+ag+ bz = f1 + f2 +az + b1z + bag
< a1 2 fi+bi3 < a1 +as > f1 + a3+ bis,
lo cual contradice la suposicién de que {1} es la Gnica configuraciéon 6ptima de {1, 3}.

e {1,3} no puede ser configuracion éptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
conjunto no inferior al que reporta {1}, y entonces resultaria que

Ji+taz+ f3+bi2 > f1+azx+az+ b2+ bis
<~ fz3zazt+bis < fi+[fs 2 [i+as+bis,
lo cual contradice la suposicion de que {1} es la tnica configuracion 6ptima de {1, 3}.

e Si {1,2} es configuracion optima de N, entonces debe reportar un pago conjunto no inferior
al que reporta {1}, de forma que

fitfotas+biz+baz > fi+as+az+bia+biz < fo+bag>as+ b

Por lo anterior y teniendo en cuenta que v({1}) > fi, se llega a que la desigualdad 3.1 se
cumple:

o(N) —v({1,2}) > v({1,3}) —v({1})
< fao+az+big+bas—az—bia > f1+az+ bz —v({1})
> v({1}) + fo + b2z = f1 + az + bia.

e Si {1} es configuracion 6ptima de N, entonces la desigualdad 3.1 es cierta:

v(N) —v({1,2}) 2 v({1,3}) —v({1}) <= az+biz > fi +az+biz —v({1})
= 0= fi —v({1}) = mix{fi,a:} > f1.
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En definitiva, la desigualdad 3.1 se cumple en todos los casos que pueden darse si (4,7, k) =
(3,1,2).

= (i,5,k) = (3,2,1). Hay que ver que v(N) —v({1,2}) > v({2,3}) —v({2}).

Si la coalicion {2, 3} tiene al menos una configuracion 6ptima sin externalidades, de tal forma que
v({2,3}) = v({2})+v({3}), se cumple trivialmente la desigualdad 3.1. Por tanto, a partir de ahora
se supone que la tinica configuracion 6ptima de {2, 3} es {2}, de forma que v({2,3}) = fo+as+bas.
Entonces, si la coalicién {1,2} tiene al menos una configuraciéon 6ptima sin externalidades, la
desigualdad 3.1 se cumple, pues

v(N) —v({1,2}) = v(N) = (v({1}) +v({2}))
> (v({1}) + f2 4+ as + bag) — (v({1}) +v({2}))
= fa+az +baz —v({2}) = v({2,3}) —v({2}).

Por tanto, a partir de ahora se supone también que la tinica configuracion 6ptima de {1,2} es {1}
con by > 0y de tal forma que v({1,2}) = f1 + a2 + b12. La apreciacion de que bja > 0 vuelve a
ser relevante porque implica que la estructura de B no puede ser la 4, y entonces esté garantizado

que b1z = bag. Con esto presente, a continuaciéon se estudian una por una las configuraciones de
N.

e En las configuraciones {1, 2,3}, {2, 3}, {3} y 0, el jugador 3 no recibe ninguna externalidad; y
entonces, fijada la suposicion de que la tnica configuracion 6ptima de {1,2} es {1}, ninguna
de las cuatro puede ser 6ptima.

e {2} no puede ser configuracion 6ptima de N porque el pago conjunto que reporta es estric-
tamente menor que el que reporta la configuracion {1}:

a1+ fa+az+ b3 <ar+ fa+az+bis < fi + a2+ bia +az + b3,

donde la primera desigualdad se debe a que b1z > bo3 y la segunda se debe a la suposicién
de que la tnica configuracion 6ptima de {1,2} es {1}.

e {1,3} no puede ser configuracion 6ptima de N. Si lo fuera, tendria que reportar un pago
no inferior al que reporta la configuracion {1}, y entonces, teniendo de nuevo en cuenta que
b13 > bag, se llegaria a que

Jitax+fs+bi2=fitar+az+bia+biz < f3>a3+bis
— fsZazt+bas < fo+ f3 > fa+ a3+ b,
lo cual contradice la suposicion de que la tnica configuracién éptima de {2,3} es {2}.

e Si {1,2} es configuracion 6ptima de N, entonces el pago conjunto que reporta no puede ser
inferior al que reporta {1}. Teniendo en cuenta que byz > bag y que v({2}) > fa, resulta que

fi+ fatas+biz+baz > fi+as+as+bia+bizs < fo+baz >as+bio
- f2+b13 > as + by — v({2})+b13 > ag + bya.

y entonces la desigualdad 3.1 se cumple, pues
v(N) —v({1,2}) > v({2,3}) —v({2})

> fot+az+biz+baz —as — b2 = fo+asz+baz —v({2})
< b13 — Qg — b12 > —U({2}) < ’U({Q}) + b13 > as + b12.
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e Si {1} es configuracion 6ptima de N, entonces la desigualdad 3.1 se cumple si

v(N) —v({1,2}) > v({2,3}) —v({2})
< ag+big > fo+as+b —v({2}) < biz = baz+ fo —v({2}).

Como b1z > baz y v({2}) = fo2, la desigualdad 3.1 se cumple.

En definitiva, la desigualdad 3.1 se cumple en todos los casos que pueden darse si (i,j,k) =
(3,2,1).

En vista de todo lo anterior, se verifica que

v(N) —v({4, k}) = v({i, 5}) —v({i})

para todas las permutaciones de i,j,k € N con i # j # k # i. Por tanto, se puede concluir que el
juego (INV,v) es convexo.
O

Como consecuencia de la Proposicion 3.9 y de lo expuesto en Shapley (1971), se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.10. Si un problema de inundacion (N,G, f,a,B) con |N| = 3 respeta la Suposicion 3.2,
el juego de inundacion que determina tiene nicleo no vacio y el valor de Shapley pertenece a él.

3.3. Soluciones puntuales

Una vez discutida la existencia del niicleo en juegos de inundacion, lo natural es preguntarse de qué
manera concreta se deberian o podrian repartir los beneficios de la cooperacion. Por el Corolario 3.10
se sabe que el valor de Shapley debe pertenecer al niicleo de los juegos de inundacion de tres jugadores
que respetan la Suposicion 3.2, pero esto puede no ser cierto para conjuntos de jugadores mas grandes,
tal como se pone de manifiesto en Alvarez, Gomez-Ria y Vidal-Puga (2019) al mostrar un juego de
cinco jugadores que respeta la Suposicién 3.2 y que tiene un nucleo no vacio que no contiene el valor
de Shapley. En consecuencia, si los terratenientes de una cierta cuenca fluvial saben de antemano que
la regla por la que el beneficio total se va a repartir es el valor de Shapley, podria darse el caso de que
alguna coalicion tuviese incentivos para actuar por si misma en vez de colaborar con el resto de juga-
dores, lo cual evitaria la formacion de la coaliciéon total. Aunque la Afirmacion 3.7 no esta demostrada
en general, las méas de 640000 comprobaciones empiricas de Alvarez, Gomez-Ria y Vidal-Puga (2019)
llevan a pensar que es cierta o, como minimo, «suficientemente cierta» como para que valga la pena
estudiar qué ocurriria si lo fuera. Siguiendo este razonamiento, si todos los juegos de inundacién que
respetan la Suposiciéon 3.2 tienen nicleo no nulo, siempre es posible encontrar en ellos un reparto de
beneficios que ninguna coalicién tenga motivos para rechazar, y entonces es razonable buscar reglas de
reparto que siempre estén en el nucleo.

A tales efectos, en Alvarez, Gomez-Ria y Vidal-Puga (2019) se proponen tres reglas de reparto que,
de ser cierta la Suposiciéon 3.2, producen siempre repartos estables, en el nicleo. La primera regla de
reparto esté basada en los razonamientos que se utilizan para probar la Proposicion 3.6 —cuya demos-
tracion se omite en este trabajo— y la Proposicién 3.8 —demostrada en la Secciéon 3.2— y definida
mediante un algoritmo que favorece todo lo posible, en la medida en la que la estabilidad lo permite,
a los terratenientes que estdn maés rio arriba. La segunda regla es andloga y beneficia todo lo posible
a los terratenientes que estan mas rio abajo. La tercera regla se obtiene simplemente promediando las
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dos primeras, asi que puede entenderse como una solucién de compromiso, y su pertenencia al ntcleo
esta garantizada por ser combinacion convexa de dos elementos del niicleo. Para de ver como se aplican
los algoritmos de Alvarez, Gomez-Rua y Vidal-Puga (2019) se recurre al siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.11. Se considera el problema de inundaciéon (N, G, f, a, B) con
= N={1,2,3,4};

g ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3)};

= f=1(0,2,4,0);

= a=(2,2,0,0);

m bio=2,bi3=05,bu=2,by3=4,yb; =0si(i,j) ¢G.

En el primer grafo de la Figura 3.3 se representa el problema descrito. Vale la pena observar que se
satisface la Suposicion 3.2, pues la tGnica desigualdad que exige en este caso concreto es b3 > bog, lo cual
es cierto. Para obtener la funcion caracteristica del juego de inundacion asociado, (N, v), simplemente
hay que repetir los razonamientos del Ejemplo 3.3; de esta forma se llega a que la tinica configuracion
6ptima de N es {1,2} y se obtiene la funcion caracteristica

v=1[2,2,4,0;4,6,2,6,2,4;:11,4,7,6;13).

Con el paquete TUGLab se puede comprobar que este juego es convexo, asi que, por Shapley (1971), se
sabe que el nucleo de (NNV,v) es no vacio y que el valor de Shapley pertenece a él. El objetivo ahora
es calcular la solucién de Alvarez, Gomez-Ria y Vidal-Puga (2019) que favorece todo lo posible a los
agentes que estan mas rio arriba. Para ello, se sigue el Algoritmo A.2 (ver apéndice).

= El punto de partida es el primer grafo de la Figura 3.3. En él hay tres pares de nodos adyacentes:
(1,2), (1,4) y (2,3). Se elige arbitrariamente el par (1,2). Se tiene que

— u(N) — i U(F, N B)=0
a=v(N) . (F,N, f,a,B)

y que

B=uv(N)— FcN;rgg?m}:@qj(F’ N, f,a,B)=5> b1a

asi que se redefine ag < as + b1a = 4 y se elimina el arco (1,2).

= Ahora se parte del segundo grafo de la Figura 3.3. En él hay tres pares de nodos adyacentes:
(1,3), (1,4) y (2,3). Se elige arbitrariamente el par (1,2). Se tiene que

=v(N) — A U(F, N B) = b
Q@ U( ) FCNI:n{ai),(S}CF ( ’ 7f5a7 ) 3< 13,

asi que se redefinen f; < f1 +a =3y b1z + b1z —a = 2, de forma que se obtiene el tercer grafo
de la Figura 3.3. Ahora resulta que

=v(N)— A U(F, N B)=5>0b
ﬁ U( ) FCN:I}}I%?LS}:(D ( ) afaav ) > 013,

asi que se redefine ag < az + b3 = 2 y se elimina el arco (1, 3).

= Ahora se parte del cuarto grafo de la Figura 3.3. En él hay dos pares de nodos adyacentes: (1,4)
y (2,3). Se elige arbitrariamente (1,4). Se tiene que

=o(N) — A U(F,N B)y=2=1b
« U( ) FCNIZH{%),EI}CF ( ) 7f7a7 ) 14,

asi que se redefine f1 <— f1 4+ bi4 = 5 y se elimina el arco (1,4).
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= Ahora se parte del quinto grafo de la Figura 3.3. En él hay un tnico par de nodos adyacentes:
(2,3). Se tiene que

a=v(N) max U(F,N, f,a,B) =2 < bas,

FCN:{23}CF

asi que se redefinen fo < fo +a =4y bag < bog — a = 2, de forma que se obtiene el sexto grafo
de la Figura 3.3. Ahora resulta que

5:1)(‘]\[) méx \I/(F,N,f,a,B)ZZ:b23,

B FCN:Fn{2,3}=0

asi que se redefine ag < a3 + bas = 4 y se elimina el arco (2, 3). Se obtiene asi un grafo sin arcos,
el dltimo de la Figura 3.3.

= Como ya no se pueden quitar més arcos, el algoritmo termina. A cada jugador se ¢ € N se le
asigna la cantidad z; = méx{f;,a;}, asi que el reparto estable que en cierto sentido beneficia
todo lo posible a los terratenientes rio arriba es

z = (5,4,4,0).

Para obtener la solucién propuesta por el otro algoritmo, el que favorece lo méaximo posible a los
terratenientes rio abajo, simplemente hay que repetir los pasos anteriores pero calculando £ antes que
a en cada iteracion. De esta manera se llega al reparto

y=1(2,4,7,0).

El tercer y tltimo reparto propuesto en Alvarez, Gomez-Riia y Vidal-Puga (2019) se obtiene prome-
diando los dos anteriores:

Tty

= (3.5,4,5.5,0).

z =

En la Figura 3.4 se representan el conjunto de asignaciones que satisfacen eficiencia y racionalidad
individual (volumen encerrado por las lineas negras) y el nicleo (volumen encerrado por las lineas
azules) del juego (N,v). Los puntos verdes que estan en el interior del nicleo se corresponden con
el valor de Shapley y el core-center. Los puntos rojos son los repartos x, y, z. La representacion de
la izquierda es geométricamente fiel a la realidad, y la de la derecha es una proyecciéon sobre las
tres primeras coordenadas. En ambas representaciones se puede apreciar que las soluciones z, y, z se
encuentran sobre una de las caras del nucleo; esto se debe a que ninguna de ellas asigna una cantidad
positiva al jugador 4. Ademas, al ser z el promedio de z e y, las tres aparecen alineadas. La solucién x
se encuentra sobre el punto medio de la arista del ntcleo en la que se maximiza la suma de los pagos
de los jugadores 1 y 2, mientras que y se encuentra sobre el punto medio de la arista en la que se
maximiza la suma de los pagos de los jugadores 2 y 3. En definitiva, la Figura 3.4 sirve para confirmar
que los repartos resultantes hacen justicia a sus razones de ser. A
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grafo 1

grafo 2 grafo 3
(2,4) (2,4)

grafo 4 grafo 5
(2,4) (2,4)

(4,2) (5,2) (4,2)

(0,0)
grafo 6 grafo 7
(4,4) (4,4)
2 ©
(5.2) (4,2) (5.2) (4.4)
(0,0) (0,0)

Figura 3.3: Evolucién del algoritmo del Ejemplo 3.11.
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Figura 3.4: Nucleo y varios repartos relevantes del juego del Ejemplo 3.11.



Capitulo 4

Conclusiones

Holgara decirlo, pero este trabajo no pretende, ni mucho menos, reducir el término «control de inun-
daciones» a los problemas estudiados. El Capitulo 2, de hecho, esta construido sobre unos cimientos
extremadamente particulares, las condiciones concretas de un experimento como cualquier otro; sin
embargo, se podria argumentar que su mayor interés no reside en las conclusiones précticas que se
puedan extraer sobre el experimento de los diques sino en el testimonio de que es posible recurrir a la
teorfa de juegos para ordenar y aclarar parcialmente una situacién que a simple vista no puede desci-
frarse. El hecho de que a los participantes del experimento les falte informacién hace que sea inevitable
introducir arbitrariedades para avanzar en la modelizacion. Esto tiene la desventaja de que somete la
fiabilidad de las conclusiones a la sensatez de las arbitrariedades introducidas, pero también da lugar a
la libertad que se requiere para considerar varios caminos en cada parte del proceso: métodos de esti-
macién basados en diferentes creencias a priori, criterios de decision mas o menos complejos, distintas
interpretaciones de lo que debe representa el juego cooperativo. En definitiva, aunque el experimento
sobre el que se construye el Capitulo 2 es particular, las ideas y los razonamientos que se le dedican
son generales y extrapolables.

Al margen de lo anterior, del Capitulo 2 cabe destacar el haber comprobado que el juego cooperativo
maés conservador es aditivo —de tal forma que, si los participantes son todo lo pesimistas que pueden
llegar a ser, no advierten beneficio ni perjuicio en cooperar— y, sobre todo, el hallazgo de que otros
enfoques menos conservadores conducen a ntuicleos no triviales y, por ende, a situaciones en las que la
cooperacion se convertiria en un desenlace racional y estable. De cara al futuro, quiza seria interesante
profundizar en el estudio de este juego cooperativo considerando otras interpretaciones. Se podria tra-
tar, por ejemplo, el caso de que los participantes tuviesen grados distintos de optimismo, de aversién
al riesgo, etc., pues esto es algo que ocurre en la vida real y, sin embargo, el analisis del Capitulo 2
supone implicitamente que los participantes comparten predisposiciones.

En lo que respecta al Capitulo 3, gran parte del trabajo estd dedicada simplemente a entender y ex-
plicar los razonamientos expuestos en Alvarez, Gomez-Ria y Vidal-Puga (2019). Estos razonamientos
van encaminados a probar que el nicleo de un juego de inundacién tiene que ser no vacio siempre que
se respete la Suposiciéon 3.2, pero tal cosa no estara garantizada hasta que se tenga una demostracion
formal de la Afirmacion 3.7. Para contribuir a la causa, en este trabajo se prueba que los juegos de
inundacion de tres jugadores que respetan la Suposicién 3.2 son convexos, una condicién méas fuerte
que la existencia de nicleo. Finalmente, en el Ejemplo 3.11 se ejecuta paso a paso el algoritmo de
Alvarez, Gomez-Rua y Vidal-Puga (2019) para asi obtener tres repartos con significados intuitivos.
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Por ultimo, ya desde el punto de vista méas personal, este trabajo también sirve como confirmacion
de que el tiempo y los esfuerzos invertidos en el paquete TUGLab de R no son en vano. El paquete es
constantemente 1til al lidiar con juegos TU, pues permite obtener de inmediato propiedades, niicleos,
soluciones puntuales, etc. Las representaciones graficas de juegos TU presentadas en este trabajo estan
hechas con TUGLab, y es posible replicarlas ejecutando el Codigo B.4 (ver apéndice).



Apéndice A

Demostracion redundante y algoritmo

A.1. Afirmacioén 3.7 en problemas de tres jugadores

La Proposiciéon 3.9 garantiza la convexidad de los juegos de inundacion de tres jugadores que respetan
la Suposicion 3.2, y su Corolario 3.10 asegura que sus niicleos son no vacios y contienen a sus respectivos
valores de Shapley. Como la convexidad es mas fuerte que la existencia de nicleo, una vez garantizada
la convexidad, la Afirmacion 3.7 deja de ser relevante. No obstante, pensando en la utilidad que podria
tener de cara a ampliar la demostracion de la Afirmacién 3.7 a un conjunto més grande de juegos, se
presenta a continuacion la demostracion de que la Afirmacion 3.7 es cierta si se anade la hipotesis de
que el juego tiene tres jugadores.

Proposicion A.1. Si un problema de inundacion saturado (N, G, f,a,B) con |[N| = 3 respeta la
Suposicion 3.2, entonces se cumple exactamente una de estas dos condiciones:

1. G =0,

2. existen dos tierras adyacentes i,j € N tales que v(S) = v~ (S) para toda S C N, siendo
(N,v) el juego de inundacion determinado por (N, G, f,a, B) y (N,v=%) el juego de inundacion
determinado por (N,G\{(i,))}, f,a, B"), donde b}, = by para todo (k,1) € G\ {(4,7)}.

Demostracion. Si (N,G, f,a, B) es un problema de inundaciéon saturado con |N| = 3 que respeta la
Suposicion 3.2, la estructura de G debe ser igual o anédloga a una de las siguientes cinco: G = (),

g= {(172)}7 g= {(172)7 (1a3)}a g= {(172)a (372)}7 g= {<132)7 (273)a (173)}

Si G = (), se satisface trivialmente la primera condicion de la Proposicion A.1; para el resto de los
casos, partiendo de que las tierras de los jugadores 1 y 2 son adyacentes y siempre es 1 el que genera
externalidad a 2, se comprueba a continuacién que v~12(S) = v(S) para cualquier coalicion S C N.

= Si{l,2} ¢ 5, la existencia del arco (1,2) es irrelevante en el calculo del valor de v(S), de forma
que v12(9) = v(9).

= Si § = N, suponer que v~ 12(S) # v(S) significa suponer que toda configuraciéon 6ptima de
N utiliza el arco (1,2). Esto implica que 1 € ('Y, OC,, y entonces no puede existir ninguna
configuracién éptima de IV en la que 1 no sea un bosque, lo cual es incompatible con la hipotesis
de que v es saturado.

= Si S ={1,2}, suponer que v~12(S) # v(S) significa suponer que toda configuracién éptima de S
utiliza el arco (1,2). Si a esto se anade que el jugador 3 nunca puede generar externalidad positiva
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al jugador 1 —el arco (3,1) no esta presente en ninguno de los grafos— y que la externalidad
que el jugador 2 genera al jugador 3 nunca es superior a la que el jugador 1 genera al jugador
3 —en el tnico grafo en el que el arco (2, 3) existe, la Suposicion 1 impone que b1z = bog—, se
llega otra vez a la conclusion de que 1 € ('Y, OC,, lo cual es incompatible con la hipotesis de
que v es saturado.

Por tanto, si G # (), resulta que v~12(S) = v(S) para toda coalicion S C N. Como las tierras 1 y 2 son
adyacentes, se satisface la segunda condiciéon de la Proposicion A.1.
O

A.2. Algoritmo para calcular el reparto estable méas beneficioso
para los terratenientes rio arriba

Se presenta a continuacion, tal y como aparece en Alvarez, Gémez-Ria y Vidal-Puga (2019), el algo-
ritmo que calcula el reparto en el nucleo que mas beneficia a los terratenientes que estan rio arriba.

Algorithm 1 Optimal sharing rule for upstream agents
1: Input: Landflood problem (N, G, f,a, B)
2: Output: z € RV
3: while G # () do
4: for each (i, j) adjacent in G do

5: Oé<—’l)(N) —méngN:{i,j}gF \II(F,N,ﬁa,B)
6: if @ > 0 then

7 if a > bij then

8: Ji < fi+bij

9: remove arc (i,7) from G

10: else

11: fi+ fit+a

12: bij — bij -«

13: end if

14: end if

15: ﬁ <—’U(N) —méngN:Fn{m}:@ \:[/(F‘7 N, f,a7B)
16: if 8 > 0 then

17: if ﬁ > b” then

18: a; < aj + bij

19: remove arc (i,7) from G

20: else

21: a; < a; + ﬁ

22: bij — bij — 6

23: end if

24: end if

25: end for

26: remove arc in G unused by any coalition S C N

27: end while

28: for each i € N do
29: Ty < méx{fi, CLZ‘}
30: end for

31: present x as solution.




Apéndice B

Codigo de R

B.1. Matriz de pagos esperados del juego de diques

p <- 1/2

( matriz <- matrix(c(110-100%p,110-100%p,110-100*p, 110-80%*p,85-5%p,110-80%*p,
85-5%p, 110-80%p, 110-80%p, 95-15%p,95-15%p,110-80%p,
110-80%p, 110-80%p,85-5%p, 110-80%p,95-15%p,95-15%p,
95-15%p,110-80%p,95-15%p, 100-20%p,100-20%p, 100-20%p) ,
nrow=4,ncol=6,byrow=TRUE) )

B.2. Simulacién de RR iteraciones de una partida de R rondas
del juego de diques

B S S S S 22
# Simulacién de RR iteraciones de una partida de R rondas #
HHH

set.seed(13)

R <- 10

RR <- 10000

pagos.RR <- matrix(0,ncol=3,nrow=1)
decisiones.cum <- matrix(0,nrow=R,ncol=3)

for (m in 1:RR) {
inundaciones <- sample(c(0,1),size=R,replace=TRUE)
decisiones <- matrix(0,nrow=R,ncol=3)
pagos <- matrix(0,nrow=R,ncol=3)

for (r in 1:R) {

if (r==1) {
e_r <- 0
} else {
e_r <- sum(inundaciones[1:r-1])

}
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R
### decisidn jugador 1 ###
HEHHHHH R R
if (r==1) {
phat.1 <- 1/6
} else {
phat.1 <- e_r/(r-1)
X
if (phat.1 <= 1/6) {
dique.1l <- 1

} else if (phat.1 >= 5/19) {

dique.1l <- O
} else {

dique.l <- sample(c(0,1),size=1)

3

decisiones[r,1] <- dique.1

HHHH
### decisidn jugador 2 ###
HEHHEHEEHEEHHA AR

if (r==1) {
phat.2 <- 1/6
t <- 0.3

} else {

phat.2 <- t*inundaciones[r-1]+(1-t)*phat.2

X
if (phat.2 <= 1/6) {
dique.2 <- 1

} else if (phat.2 >= 5/19) {

dique.2 <- 0
} else {

dique.2 <- sample(c(0,1),size=1)

}

decisiones[r,2] <- dique.2
HHHHHHH SRR HHH S HEHH TS
### decisidn jugador 3 ###
HHEGHHHH TSRS GRS RS R HH

alpha <- 3%e_r+1
beta <- 3*r-3xe_r+2

f <- function(p) {

APENDICE B. CODIGO DE R

coef <- factorial(alphatbeta-1)/(factorial(alpha-1)*factorial(beta-1))

coef * p~(alpha-1)*(1-p)~(beta-1)

3

DDD <- function(p) {
(110-100%p) *£ (p)
}



B.2. SIMULACION DE RR ITERACIONES DE UNA PARTIDA DE R RONDAS DEL JUEGO DE DIQUES49

AAD <- function(p) {
(110-80%p) *£ (p)
}
pago.3.D <- integrate(DDD,lower=0,upper=1/6)$value + integrate(AAD,lower=1/6,upper=1)$value

DDA <- function(p) {
(85-5%p) *f (p)
}
AAA <- function(p) {
(100-20%p) *£ (p)
}
pago.3.A <- integrate(DDA,lower=0,upper=1/6)$value + integrate(AAA,lower=1/6,upper=1)$value

dique.3 <- 0

if (pago.3.D > pago.3.A) {
dique.3 <- 1

}

decisiones[r,3] <- dique.3

A
### pagos ##t#
I

if (inundaciomes[r]==1) {
if (sum(decisiones([r,])==3) {
pagos[r,] <- rep(150-40-100,3)
} else if (sum(decisiomes[r,])==2) {
if (decisiones[r,1]==0) {
pagos([r,] <- ¢(150-70,150-40-80,150-40-80)
} else if (decisiomes[r,2]==0) {
pagos[r,] <- c¢(150-40-80,150-70,150-40-80)
} else {
pagos[r,] <- c(150-40-80,150-40-80,150-70)
}
} else if (sum(decisiones[r,])==1) {
if (decisiones[r,1]==1) {
pagos[r,] <- c(150-40-80,150-70,150-70)
} else if (decisiomes[r,2]==1) {
pagos[r,] <- c(150-70,150-40-80,150-70)

} else {
pagos([r,] <- ¢(150-40-80,150-70,150-70)
}
} else {
pagos([r,] <- rep(150-70,3)
}
} else {

if (sum(decisiones([r,])==3) {
pagos([r,] <- rep(150-40,3)
} else if (sum(decisiomnes[r,])==2) {
if (decisiomnes[r,1]==0) {
pagos[r,] <- c(150-65,150-40,150-40)
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} else if (decisiomes[r,2]==0) {
pagos[r,] <- c(150-40,150-65,150-40)
} else {
pagos[r,] <- ¢(150-40,150-40,150-65)
}
} else if (sum(decisiomes[r,])==1) {
if (decisiomes|[r,1]==1) {
pagos[r,] <- c(150-40,150-55,150-55)
} else if (decisiomes[r,2]==1) {
pagos[r,] <- ¢(150-55,150-40,150-55)

} else {
pagos[r,] <- c(150-55,150-55,150-40)
}
} else {
pagos[r,] <- rep(150-50,3)
}
}

decisiones.cum <- decisiones.cum+decisiones
pagosfinales <- colSums(pagos)
pagos.RR <- rbind(pagos.RR,pagosfinales)
if (mw==1) {
pagos.RR <- pagos.RR[-1,]
}
}

B.3. Simulacién de RR iteraciones de las partidas asociadas a
multiples valores de p

222
# Simulacién de RR iteraciones de las partidas asociadas a maltiples valores de p #
B S S i

set.seed(13)

R <- 10

RR <- 3000

ps <- seq(0,1,length.out=200+1)
pagos.p <- matrix(0,ncol=3,nrow=1)

for (p in 1:length(ps)) {

pagos.RR <- matrix(0,ncol=3,nrow=1)
decisiones.cum <- matrix(0,nrow=R,ncol=3)

for (m in 1:RR) {
inundaciones <- sample(c(0,1),prob=c(1-ps[pl,ps(pl),size=R,replace=TRUE)
decisiones <- matrix(0,nrow=R,ncol=3)
pagos <- matrix(0,nrow=R,ncol=3)



B.3. SIMULACION DE RR ITERACIONES DE LAS PARTIDAS ASOCIADAS A MULTIPLES VALORES DE P51

for (r in 1:R) {

if (r==1) {
e_r <- 0
} else {
e_r <- sum(inundaciones[1:r-1])

}

R
### decisidn jugador 1 ###
S

if(r==1) {
phat.1 <- 1/6
} else {
phat.1 <- e_r/(r-1)
}
if (phat.1 <= 1/6) {
dique.1l <- 1
} else if (phat.1 >= 5/19) {
dique.1 <- 0
} else {
dique.l <- sample(c(0,1),size=1)
}

decisiones[r,1] <- dique.1

HEHHHH B R
### decisidn jugador 2 ###
A

if (r==1) {
phat.2 <- 1/6
t <- 0.3
} else {
phat.2 <- t*inundaciones[r-1]+(1-t)*phat.2
}
if (phat.2 <= 1/6) {
dique.2 <- 1
} else if (phat.2 >= 5/19) {
dique.2 <- 0
} else {
dique.2 <- sample(c(0,1),size=1)
}

decisiones[r,2] <- dique.2
HHHBHHH A
### decisidn jugador 3 ###
HEHFHH BB

alpha <- 3*e_r+1
beta <- 3*r-3*e_r+2

f <- function(p) {
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coef <- factorial(alphatbeta-1)/(factorial(alpha-1)*factorial(beta-1))
coef * p~(alpha-1)*(1-p)~(beta-1)
}

DDD <- function(p) {
(110-100%p) *£ (p)
}
AAD <- function(p) {
(110-80%p) *£ (p)
}
pago.3.D <- integrate(DDD,lower=0,upper=1/6)$value + integrate (AAD,lower=1/6,upper=1)$value

DDA <- function(p) {
(85-5%p) *f (p)
}
AAA <- function(p) {
(100-20%p) *£ (p)
}
pago.3.A <- integrate(DDA,lower=0,upper=1/6)$value + integrate(AAA,lower=1/6,upper=1)$value

dique.3 <- 0

if (pago.3.D > pago.3.A) {
dique.3 <- 1

}

decisiones[r,3] <- dique.3

HHHHHHA
### pagos ###
i

if (inundaciomes[r]==1) {
if (sum(decisiones[r,])==3) {
pagos[r,] <- rep(150-40-100,3)
} else if (sum(decisiones([r,])==2) {
if (decisiomes[r,1]==0) {
pagos[r,] <- ¢(150-70,150-40-80,150-40-80)
} else if (decisiomnes[r,2]==0) {
pagos([r,] <- c(150-40-80,150-70,150-40-80)
} else {
pagos[r,] <- c(150-40-80,150-40-80,150-70)
}
} else if (sum(decisiomnes[r,])==1) {
if (decisiomnes[r,1]==1) {
pagos([r,] <- c(150-40-80,150-70,150-70)
} else if (decisiomnes[r,2]==1) {
pagos[r,] <- ¢(150-70,150-40-80,150-70)
} else {
pagos([r,] <- c(150-40-80,150-70,150-70)
}
} else {
pagos[r,] <- rep(150-70,3)
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}
} else {
if (sum(decisiones[r,])==3) {
pagos[r,] <- rep(150-40,3)
} else if (sum(decisiomnes[r,])==2) {
if (decisiones[r,1]==0) {
pagos([r,] <- c(150-65,150-40,150-40)
} else if (decisiomnes[r,2]==0) {
pagos[r,] <- c(150-40,150-65,150-40)
} else {
pagos[r,] <- c(150-40,150-40,150-65)
}
} else if (sum(decisiomnes([r,])==1) {
if (decisiomes[r,1]==1) {
pagos[r,] <- c(150-40,150-55,150-55)
} else if (decisiomes[r,2]==1) {
pagos([r,] <- c(150-55,150-40,150-55)
} else {
pagos([r,] <- c(150-55,150-55,150-40)
}
} else {
pagos[r,] <- rep(150-50,3)

decisiones.cum <- decisiones.cum+decisiones
pagosfinales <- colSums(pagos)
pagos.RR <- rbind(pagos.RR,pagosfinales)
if (m==1) {
pagos.RR <- pagos.RR[-1,]
}
}
pagos.p <- rbind(pagos.p,colMeans(pagos.RR))
if (p==1) {
pagos.p <- pagos.p[-1,]
}
}

B.4. Representaciéon de nitcleos con el paquete TUGLab

library(TUGLab)

g g g g g G S g g g g
# Representar niicleo del juego de inundacién con estimacién phat #
HEHHHHHHHH AR R R R R R R R

phat <- 1/2
if (0 <= phat && phat <= 1/8) {
vr <- c(rep(110-100*phat,3),rep(220-200*phat,3),330-300*phat)
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} else if (1/8 < phat && phat <= 3/17) {

vr <- c(rep(110-100*phat,3),rep(220-200*phat,3),300-60*phat)
} else if (3/17 <= phat && phat <= 5/19) {

vr <- c(rep(110-100%*phat,3),rep(190-30*phat,3),300-60*phat)
} else if (5/19 < phat && phat <= 1) {

vr <- c(rep(85-5*phat,3),rep(190-30*phat,3),300-60*phat)
} else {

vr <- NA
}

plotcoreset (vr,solutions=c("corecenter"))

g L s s s s s s s s s s s
# Representar niicleos de los juegos de inundacidén asociados a distintas estimaciones de p #
G R g g g R g R G g T G g g e

phats <- seq(0,1,length.out=15+1)
for (phat in phats) {
if (phat==0) {
vrs <- rep(0,7)
}
if (0 <= phat && phat <= 1/8) {
vr <- c(rep(110-100*phat,3),rep(220-200*phat,3),330-300*phat)
} else if (1/8 < phat && phat <= 3/17) {
vr <- c(rep(110-100*phat,3),rep(220-200*phat,3),300-60*phat)
} else if (3/17 <= phat && phat <= 5/19) {
vr <- c(rep(110-100*phat,3),rep(190-30*phat,3),300-60*phat)
} else if (5/19 < phat && phat <= 1) {
vr <- c(rep(85-5*phat,3),rep(190-30*phat,3),300-60*phat)
} else {
vr <- NA
}
vrs <- rbind(vrs,vr)
if (phat==0) {
vrs <- vrs[-1,]
}
}

plotcoresets(vrs, imputations=FALSE)

B S 2
# Representar niicleos y soluciones puntuales del Ejemplo 2.11 #
A

x <- c¢(5,4,4,0)

y <- ¢(2,4,7,0)

z <- (x+y)/2

plotcoreset(c(2,2,4,0,4,6,2,6,2,4,11,4,7,6,13),
solutions=c("shapleyvalue","corecenter"),
allocations=rbind(x,y,z))

plotcoreset(c(2,2,4,0,4,6,2,6,2,4,11,4,7,6,13),
solutions=c("shapleyvalue","corecenter"),
allocations=rbind(x,y,z),
projected=TRUE)
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