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Resumen

Resumen en espanol

En este trabajo abordaremos el problema de estimacién no paramétrica de conjuntos de nivel desde
diferentes perspectivas. Comenzaremos con una revision bibliografica de algunas de las metodologias
propuestas en la literatura para la reconstrucciéon de conjuntos de nivel partiendo de una muestra
aleatoria simple generada a partir de una funcién de densidad desconocida. En este contexto, los
clusters son definidos como las diferentes componentes conexas que forman los conjuntos de nivel y uno
de los objetivos principales del trabajo serd estimar el nimero de componentes conexas de los conjuntos
de nivel poblacionales a través del niimero de componentes conexas de las estimaciones obtenidas a
partir de los métodos revisados. Posteriormente, se realizard un estudio de simulacién sobre distintos
modelos de datos con distribucién conocida para analizar el comportamiento de las estimaciones del
nimero de componentes conexas. Finalmente, se presenta una aplicacién de los diferentes métodos de
estimacion sobre dos conjuntos de datos reales de seismos que han tenido lugar en Grecia.

English abstract

In this paper, we will address the problem of non-parametric estimation of level sets from different
perspectives. We will begin with a literature review of some of the methodologies proposed in the
literature for the reconstruction of level sets based on a simple random sample generated from an
unknown density function. In this context, clusters are defined as the different connected components
that make up the level sets, and one of the main objectives of this paper will be to estimate the number
of connected components of the population level sets based on the number of connected components in
the estimates obtained using the methods reviewed. Subsequently, a simulation study will be carried
out on various data models with known distributions to analyse the behaviour of the estimates of
the number of connected components. Finally, an application of the different estimation methods is
presented using two real-world datasets of earthquakes that have occurred in Greece.
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Capitulo 1

Introduccion

Hay muchas ocasiones donde nos interesa tener una idea de como se distribuye un cierto fenémeno
en el espacio de cara a hacer prevencién o para saber como repartir unos ciertos recursos, como por
ejemplo dénde se dan las mayores lluvias o en qué zonas se detectan el mayor nimero de temblores
terrestres. Por eso es relevante saber las zonas mas afectadas o, visto de otro modo, con mayor densidad
de sucesos mediante estimaciones de conjuntos de nivel. Un ambito donde es importante la deteccién
de zonas de alta densidad es para ver los puntos més afectados por terremotos ya que construir sin
tomar medidas preventivas en zonas con alta actividad sismica podria danar infraestructuras y poner
en peligro muchas vidas.

Un terremoto o sefsmo es un temblor en la tierra que se produce como resultado de un movimiento
global de las placas tectonicas. Todo el subsuelo terrestre estd dividido en diferentes placas tecténicas
tal como se comenta en Bird (2003) y se puede observar en la Figura 1.1. Estas se encuentran en
constante desplazamiento, por lo general de forma lenta, lo cual da lugar a choques suaves. Pero no
siempre ocurre de esta forma. En ocasiones, cuando dos placas chocan, una de ellas se desliza por
encima de la otra de forma que se produce un terremoto. Debido a ello es esperable que las zonas
con mayor concentracién de seismos sean aquellas donde limitan dos placas téctonicas. Es decir, si
nos fijamos en la Figura 1.1, serfan los lugares en los que aparece una linea negra. Otras zonas con
abundantes terremotos se encuentran donde existe una falla, esto es, en lugares en los que haya tenido
lugar una rotura de las placas. Esta situacién es otra de las causas de los sefsmos, ya que al haber una
divisién de placas pueden ocurrir desplazamientos como los comentados. Se puede consultar Kanamori
y Brodsky (2004) para ampliar la informacién sobre esta temadtica.

La Geologia es la ciencia encargada de estudiar los terremotos, siendo estos uno de los campos
de investigacién mas interesantes debido a que ser capaces de predecirlos ayudaria a que los efectos
negativos de los sefsmos fueran menores. Como se ha comentado previamente, las zonas mas afectadas
son aquellas que se encuentran en el limite de dos placas como es el caso de Grecia, pais en el que se
centrard el estudio de los terremotos en este trabajo.

Grecia es un pais formado por multitud de islas y, debido a la particularidad de su situacién
tectdnica, se han producido un gran numero de seismos de diferentes intensidades a lo largo de los
anos. Por ello, Grecia se sitia como el pais europeo y el sexto a nivel mundial que mas danos sufre
debido a terremotos. Tal como se ve en la Figura 1.2', este pais se encuentra sobre dos placas tecténicas:

ILas Figuras 1.1 y 1.2 se han elaborado a partir de bases de datos que se encuentran en distintas librerfas del software

libre “R. Concretamente se ha empleado la base worldMapEnv del paquete maps (Becker et al, 2023) para el mapa mundial
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Figura 1.1: Divisién en placas tecténicas (negro) de la superficie terrestre.

la euroasiatica en la parte superior y la del mar Egeo cubriendo la mayoria de las islas que forman el
pafs, tal como se detalla en Bird (2003). Asi, se puede observar que el pais se encuentra muy cercano
a cuatro limites entre placas: la euroasiatica con la del mar Egeo en el norte, la euroasidtica con la
africana en el noroeste, la africana con la del mar Egeo en el sur y la del mar Egeo con la Anatolia en
el este. De esta forma se tiene una justificacién geoldgica para la numerosa cantidad de seismos que
ocurren en este pais en base a lo comentado anteriormente.

N

Figura 1.2: Divisién en placas tecténicas (negro) en la superficie de Grecia y alrededores.

y platesf del paquete ks (Duong, 2024) para la reconstruccién de las placas tecténicas.



En el presente trabajo se obtendrdn estimaciones de los conjuntos de nivel para distintos umbrales
de la funcién de densidad de los terremotos de magnitud en escala de Richter mayor que cuatro que han
tenido lugar desde 1972 hasta 1992 (observaciones histéricas) y desde el 2003 hasta 2023 (observaciones
actuales), donde todos los afios mencionados estédn incluidos. El objetivo serd contabilizar las zonas de
alta concentracién de terremotos tras la reconstruccion de los conjuntos de nivel con distintos métodos
y observar si el patrén es estable a lo largo del tiempo empleando los dos periodos temporales en
estudio comentados. Los datos que se van a utilizar se presentan y detallan en la siguiente seccién.

Dada una funcién de densidad f de un vector aleatorio X con valores en R?, se define un conjunto
de nivel de un cierto nivel ¢ > 0 como un subconjunto del dominio donde la densidad supera o iguala
ese valor especifico t. Esto es, dado un nivel ¢ > 0 definimos el conjunto de nivel como:

G(t) ={x e R?: f(zx) >t}

Elegir el valor de t puede resultar complicado en la practica. Como alternativa podemos fijar un
contenido en probabilidad minimo 1 —7 con 7 € (0, 1) que debe tener el conjunto de nivel con respecto
a la distribucién inducida por f, evitando de esta forma el problema de qué umbral seleccionar.

La estimacion de conjuntos de nivel es una pequena parte dentro del estudio de la reconstruccién de
conjuntos a partir de una muestra de una variable o vector aleatorios. En particular, tomaremos una
muestra de observaciones independientes e idénticamente distribuidas X,, de una variable aleatoria
d—dimensional X absolutamente continua con funcién de densidad f. La geometria tiene un papel
importante en este problema, el cual se ird desarrollando en capitulos posteriores. En particular, a
lo largo de este trabajo se abordara el problema de forma no paramétrica ya que no habrad ninguna
suposicion sobre la funcién de densidad del vector aleatorio de partida. En funcién de las hipétesis que
se hagan sobre la forma de los conjuntos de nivel las estimaciones se pueden obtener empleando tres
metodologias distintas en las que se profundizard en el Capitulo 2.

Uno de los objetivos generales de la estimacién no paramétrica de conjuntos de nivel es la biisqueda
de grupos, que se denotaran por clisters, los cuales se identifican con las zonas de alta densidad de los
datos. Estos grupos coinciden con las componentes conexas del conjunto de nivel tal como se comenta
en Hartigan (1975). Esto relaciona el problema presentado con el aprendizaje no supervisado como
se menciona en Biau et al (2007) siendo de gran utilidad en multitud de d&mbitos como el estudio
de enfermedades (Saavedra, 2014), fenémenos naturales o el comportamiento de especies animales
(Saavedra y Crujeiras, 2022).

Los contenidos del trabajo se distribuiran de la siguiente manera. Al comienzo del Capitulo 1 se ha
motivado el trabajo anadiendo una pequena introduccién de lo que se va a realizar y los objetivos de
este. En la seccién siguiente se presentara una base de datos con localizaciones de una especie de planta
caracteristica de Australia que se empleard para ilustrar los diferentes métodos y un segundo conjunto
de datos con informacién de terremotos en Grecia para hacer estimaciones no paramétricas de datos
reales. La tltima seccion del presente capitulo contiene una explicacién de los diferentes conceptos
matematicos que serdn necesarios para el desarrollo del Capitulo 3, incluyendo las definiciones de
condiciones geométricas y distancias entre conjuntos.

En el Capitulo 2 se realiza una revision bibliogréafica de las distintos métodos que se han desarrollado
en la literatura para la estimacion no paramétrica de los conjuntos de nivel. Se presentaran las tres
formas de estimacién principales con sus suposiciones y dentro de ellas algunos de los métodos de
calculo de componentes conexas mas destacados y utilizados.

En el Capitulo 3 se haran simulaciones con distintos tamanos de muestra de cuatro modelos en los
cuales conocemos el nimero de componentes conexas que hay para conjuntos de nivel con distintos
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niveles. Asi podremos testear el funcionamiento de la metodologia revisada para la estimacion del
nimero de grupos comprobando asi el rendimiento de los métodos en diferentes escenarios

Finalmente, en el Capitulo 4 se aplicaran los diferentes métodos sobre datos reales como son las
coordenadas donde tienen lugar los seismos mas fuertes en Grecia en dos intervalos temporales. Con
eso se verd su evolucion con el paso del tiempo mediante la comparacion de los conjuntos de nivel.

1.1. Presentacion de los datos

En lo que resta de capitulo y el Capitulo 2 se introducen diferentes definiciones y se presentan las
metodologias de la estimacién no paramétrica de conjuntos de nivel ademads de las bases de datos que
mencionamos en la seccién anterior. Para ilustrar y aclarar los conceptos y resultados se empleard una
base de datos denominada grevillea extraida de la librerfa ks de “R (Duong, 2024). Esta contiene
222 observaciones de una planta conocida como Grevillea uncinulata, una especie propia del suroeste
de Australia. En la base de datos se incluyen la longitud y latitud de las distintas plantas observadas
medidas en coordenadas decimales simples en el ano 2016. Una primera visualizaciéon de los datos se
muestra en la Figura 1.3 donde se muestra la localizacién de cada observacion en todo el territorio de
Australia (izquierda), y restringidos tinicamente al suroeste del pais (derecha).

o

¥

Figura 1.3: Mapa de Australia con las observaciones de Grevillea uncinulata (izquierda) y zoom sobre
la zona propia (derecha).

Ademsés de los datos anteriores, en el Capitulo 4 se tratard de estimar el niimero de componentes
conexas de conjuntos de nivel para distintos a través de la reconstruccion de las curvas de nivel de dos
muestras de datos reales relativos a terremotos en la zona de Grecia empleando diferentes métodos y
con la ayuda del software libre “R. La base elegida se ha encontrado en kaggle? cuyos datos han sido
actualizados en Junio de 2024 y la versién descargada es de Octubre de 2024. Este conjunto de datos
recoge como observaciones los 285.118 seismos de diferentes magnitudes que han ocurrido en Grecia
desde 1965 hasta 2023 (ambos incluidos) y para cada uno de ellos se tiene registrada la siguiente
informacién:

2S¢ puede acceder a ella mediante el siguiente enlace https://www.kaggle.com/datasets/nickdoulos/
greeces-earthquakes.


https://www.kaggle.com/datasets/nickdoulos/greeces-earthquakes
https://www.kaggle.com/datasets/nickdoulos/greeces-earthquakes

1.1. PRESENTACION DE LOS DATOS
= DATETIME: Hora, dia, mes y ano en que ha sucedido.

= LAT y LONG: Latitud y longitud en coordenadas decimales simples del lugar donde ha tenido lugar.
= DEPTH: Profundidad (en kilémetros) a la que ha ocurrido.

= MAGNITUDE: Magnitud medida en escala de Richer del terremoto.

Cada observacion se trazard sobre el plano empleando la latitud, representada en el eje de abscisas,

y la longitud, representada en el eje de ordenadas. Asi, se trabajard sobre un espacio bidimensional
euclideo donde los conjuntos de nivel se denotaran por curvas de nivel. Para tener una idea mas realista
de las ubicaciones de los terremotos, las observaciones se mostraran sobre un mapa con la frontera de
Grecia, el cual se presenta en la parte derecha de la Figura 1.4. Se ve la coincidencia de estos bordes del
pais con el mapa real de Grecia que se recoge a la izquierda de la Figura 1.4%. Para dibujar la frontera de

Grecia se ha extraido una base de datos en formato gjson del sitio web https://gisdata.mapog.com/

y con “R se ha trazado el mapa que se usara a lo largo de todo el trabajo.
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Figura 1.4: Mapa politico (izquierda) y frontera (derecha) de Grecia.

La base de datos que se ha introducido contiene observaciones de seismos de todas las magnitudes
posibles pero en este trabajo se restringird el andlisis a aquellos terremotos de magnitud mayor que
cuatro. Se ha seleccionado ese limite inferior porque son los seismos de méas de cuatro en escala Richter
aquellos que pueden generar danos y son sentidos por las personas. El conjunto de datos resultante
se dividira, como dijimos, en dos subconjuntos: el primero tomando las observaciones que han tenido
lugar entre 1972 y 1992 y el segundo con los terremotos ocurridos entre 2003 y 2023. De esta forma,
pretendemos chequear si hay un cambio de patrén en la situacién de los terremotos entre finales del
siglo pasado y las dos primeras décadas de este. En la Figura 1.5 se observan los seismos del conjunto

de datos histéricos, en azul, y del conjunto de datos actuales, en gris. Las zonas mas afectadas en

ambos casos parecen las islas de la parte oeste del pais, conocidas como islas jonicas y las del sureste
de Grecia.

3La imagen de la parte izquierda se ha extraido en la pégina web https://ontheworldmap.com/greece/
greece-regions-and-capitals-map.html con ultimo acceso a 18 de octubre de 2024.


https://gisdata.mapog.com/
https://ontheworldmap.com/greece/greece-regions-and-capitals-map.html
https://ontheworldmap.com/greece/greece-regions-and-capitals-map.html
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Figura 1.5: Observaciones de terremotos de magnitud mayor que cuatro entre 1972 y 1992 (izquierda)
y entre 2003 y 2023 (derecha).

Las estimaciones de las curvas de nivel con distintos umbrales junto con un mayor anélisis de los
datos se realizaran en el Capitulo 4. Se tomaran valores de 7 = 0.3, 0.5, 0.8 para tener una representa-
cién de niveles mas altos y bajos y ver la evolucion de la distribucién de los seismos en los dos periodos
mencionados.

1.2. Preliminares matematicos

En los procedimientos de estimacién de conjuntos es natural suponer condiciones geométricas.
Algunas de las restricciones de forma méas empleadas se presentan en esta seccién para su utilizacién
en los capitulos posteriores. Se define también el concepto de componente conexa ya que la estimacion
del nuimero de estas serd la finalidad tras la construccion de los conjuntos de nivel en los Capitulos 3
y 4. Se introduce ademads en cada definicién la notacién que se empleara a lo largo del trabajo para
hacer referencia a cada concepto. Ademads, dado un conjunto S, denotaremos a la frontera del conjunto
por 95, a su interior por Int(S) y a su complementario por S¢.

Definicién 1.1 Se define una bola abierta de centro a y radio v en el espacio R? como el conjunto de
puntos que estin a una distancia de a menor que el radio. Es decir, B(a,r) = {x € R?/d(z,a) < 7},
donde d(-,-) es una distancia definida sobre el espacio RY. Una bola cerrada se define de manera
andloga con la unica diferencia que los puntos que pertenecen a ella son aquellos que estdn a distancia
menor o igual que el radio. Esto es, Bla,r] = {x € R%/d(z,a) < r}.

A lo largo de este trabajo se emplears la distancia euclidea sobre R? que se define a continuacién:

Definicién 1.2 Dados dos puntos © = (z1,72) e y = (y1,v2) en R?, se define la distancia euclidea
entre los dos puntos en el plano como:

Da(z,y) = /(21— y1)? + (w2 — 12)?

Introducimos también la distancia Hausdorff entre dos conjuntos que se empleara en el Capitulo 2
para el cédlculo del parametro éptimo en el método de suavizado granulométrico.
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Definicién 1.3 Sean dos conjuntos Si, S, € R% compactos y no vacios, se define la distancia Haus-
dorff como:
dp(S1,S2) = max{ sup d(s1,S52), sup d(s2,S51)}
$1€51 52€852

donde dado un punto s; € R y un subconjunto no vacio Sy C RY, d(s1,S2) = inf{Ds(s1, 52), 82 € Sa}.

Una interpretacion de esta distancia es como la méxima distancia euclidea que existe entre un
punto de un conjunto para desplazarse al otro conjunto. Notemos asi que la distancia Hausdorff entre
dos conjuntos compactos siempre serd mayor que cero a no ser que los dos conjuntos sean exactamente
el mismo.

Ademids, también necesitaremos para el método del suavizado granulométrico la suma de Minkowski
que presentamos a continuacion:

Definicién 1.4 Dado un subconjunto A C S y compactos y no vacios, se define la suma de Minkowski
se define como:
A®rB= U Blz,r|={z € S: Blz,r] ¢ A°}
z€A

Una de las condiciones geométricas que se pediran sobre los conjuntos de nivel en los siguientes
capitulos es la convexidad definida a continuacién:

Definicién 1.5 Un conjunto S C RY se dice que es convero si para todo A € [0,1] y para cada par de
puntos X,y € S se cumple que Xx + (1 — N)y también pertenece a S.

Esto es, todas las combinaciones convexas de dos puntos de S pertenecen al propio conjunto o,
visto de otra forma, si se unen dos puntos cualesquiera de S con una linea recta, esta se encuentra
contenida en su totalidad dentro de S. En la Figura 1.6 se muestran ejemplos de conjuntos convexos
(los dos primeros) y no convexos (los dos tltimos).

~ N

Figura 1.6: Ejemplos de conjuntos convexos (parte izquierda) y de conjuntos no convexos (parte dere-
cha).

Definicién 1.6 Dado un conjunto S C R%, se define la envoltura convexa de S como el menor conjunto
convezo que contiene a S y se denota por conv(S).

Siempre se verifica que S C conv(S) cumpliéndose unicamente que S = conv(S) cuando S es
convexo. En la Figura 1.7 se muestra las envolturas convexas de los conjuntos no convexos de la Figura
1.6 donde se ha anadido la zona rayada al propio conjunto. Para los conjuntos convexos, la envoltura
convexa es el propio conjunto.
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Figura 1.7: Envoltura convexa de los conjuntos no convexos de la Figura 1.6 donde se ha anadido la
zona rayada en cada caso.

La condicién de convexidad es dificil que se cumpla en muchas situaciones reales, especialmente si
esperamos que haya varios grupos de observaciones. La r—convexidad, definida a continuacién, es una
condiciéon més flexible y aplicable.

Definicién 1.7 Dado un conjunto cerrado S C R? y un radio r > 0, definimos la envoltura r—conveza
de S como:
Cr(S) = n B(x,r)c,
{B(z,r):B(z,r)NS=0}

donde recordemos que B(x,r) es la bola abierta de centro x y radio r y B(x,r)¢ su complementario.

Esta definicién no es mas que una interseccion de complementarios de bolas abiertas de un radio
dado r > 0. En R? los bordes de la envoltura estdn formados por arcos de ciruferencias de radio r
donde los centros de estas se encuentran fuera de la envoltura.

Definicién 1.8 Un conjunto cerrado S C R? se dice que es r—convexo para un cierto radio v > 0 si
el propio conjunto coindice con su envoltura r—conveza, esto es: S = C.(S).

Notemos que un conjunto convexo es también r—convexo para cualquier r > 0 pero no al contrario.
En la Figura 1.8 se muestra un conjunto que es r—convexo para valores de » menores que 7’ pero que
sin embargo no es convexo.

Figura 1.8: Ejemplo de un conjunto no convexo pero si r—convexo para valores de 7 mas pequeiios que

r'.

En ‘R se usa la libreria alphahull (Pateiro-Lépez y Rodriguez-Casal, 2022) para el célculo de
la envoltura r—convexa, pudiendo elegir cualquier valor del radio. la Figura 1.9 podemos ver en la
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izquierda la envoltura convexa de grevillea quitado un outlier en la parte superior derecha, y en la
parte derecha de la figura, la envoltura r—convexa para tres valores de r: r = 1.8 en rojo, r = 3 en
verde y r = 8 en azul. Asi vemos que a mayor valor de r, més se parece la envoltura r—convexa a la
envoltura convexa.

RO
. H .
. L] -
. 3 :_0.':.. .
.
..,
. . . o. e oo
\\:.{o% - >

Figura 1.9: Envoltura convexa de la base de datos de grevillea (izquierda) y envoltura r—convexa
con valores de r = 1.8 (rojo), r = 3 (verde) y r = 8 (azul) .

La ultima condiciéon geométrica que se va a emplear en los métodos hibridos es la siguiente:

Definicién 1.9 Sea S C R? un conjunto cerrado y un valor r > 0. Se dice que una bola de radio r
rueda libremente en S si para cada punto frontera b € 0S existe un x € RY tal que b € Blz,r] C S.

En la Figura 1.10 tenemos un ejemplo de un conjunto que verifica la condicién de que existe una
bola que rueda libre a la izquierda, mientras que a la derecha tenemos un conjunto para el que no
se cumple esta propiedad debido a que los bordes no son suaves. Por lo tanto cuando pidamos esta
condicién a un conjunto no estaremos suponiendo otra cosa distinta a que el conjunto tenga bordes
suaves.

Figura 1.10: En la parte izquierda un conjunto para el que se verifica la condicién de bola de radio r
que rueda libre, tanto para r como para los radios menores que él y a la derecha un conjunto en el que
no se cumple la condicién .

Uno de nuestros objetivos serd ver cuantos grupos forman el conjunto de nivel y para ello los
conceptos que se definen a continuacién son de gran relevancia.



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Definicién 1.10 Un conjunto S es conexo si, siempre que se pueda escribir como la union de dos
conguntos abiertos disjuntos, uno de ellos debe ser vacio.

De forma intuitiva, un conjunto conexo es aquel que no se puede dividir en partes separadas.
Ejemplos de distintos conjuntos conexos y no conexos estdn en la Figura 1.11: las dos de la izquierda
son conexos; ademds, el de la parte superior es convexo mientras que el de la inferior no lo es. Por otro
lado, los conjuntos de la derecha no lo son, sino que estan formados a su vez por subconjuntos que
definimos a continuacion.

Figura 1.11: En la parte izquierda dos conjuntos conexos mientras que en la derecha dos conjuntos no
CONexos.

Definicién 1.11 En un conjunto S, se define una componente conera como un conjunto mazimal
conexo. Esto es, si C C S es una componente conexa, se cumple que:

= C es coneza.

m 51 C5 es conexo y C C Cy entonces C = Cs

Notemos que un conjunto es conexo si y solo si estd formado por una tnica componente conexa.
En la Figura 1.11 ya mencionamos que los dos conjuntos presentados a la izquierda son conexos y por
lo tanto estan formados por una componente conexa. En la parte derecha, tenemos en la zona superior
un conjunto formado por tres componentes conexas y en la inferior por dos.

La obtencién del nimero de componentes conexas esta muy relacionada con la obtencién de clusters
y la deteccion de modas por lo que es de gran interés la estimacion de estas en numerosos ambitos. Por
ejemplo, si sabemos que hay una Unica componente conexa, podemos evitar el uso de metodologias
computacionalmente costosas y emplear un camino més sencillo que nos proporcione buenos resultados.
Debido a la importancia de la obtencién del nimero de componentes conexas, en este trabajo se
proporcionan varias formas de estimarlas.



Capitulo 2

Estimacion no paramétrica de
conjuntos de nivel

En este capitulo se revisaran distintos métodos que se han desarrollado en la literatura para la
estimacién no paramétrica de conjuntos de nivel. En cada seccién se profundiza en una de las tres
metodologias existentes para resolver el problema mencionado. Para ilustrar los conceptos y métodos
que se incluyen se empleard la base de datos grevillea presentados en el capitulo anterior. Las
referencias principales que se han seguido para el desarrollo de este capitulo son Saavedra (2014),
Rodriguez-Casal y Saavedra (2022), Cuevas et al (2000), Azzalini y Menardi (2014) y Bolén et al
(2024).

Para la estimacién no paramétrica de conjuntos de nivel se parte de un conjunto de observa-
ciones independientes e idénticamente distribuidas (iid) &, = {Xi,...X,,} de una variable aleatoria
d—dimensional X absolutamente continua con funcién de densidad f. En ocasiones, hay zonas del
soporte de X que apenas tiene observaciones por lo que estimar este puede no tener gran interés.
Por ello, el objeto de estudio sera la estimacion de conjuntos de nivel para reconstruir aquellas zonas
donde la densidad de datos es substancial. Algunas referencias de la estimacién del soporte son Rényi
y Sulanke (1963), Rényi y Sulanke (1964) y Devroye y Wise (1980) ya que esta temdtica no se tratard
en este trabajo.

Recordemos el concepto de conjunto de nivel. Dado un nivel ¢ > 0 se define el conjunto de nivel ¢
como

G(t) = {z e R: f(z) > t}. (2.1)
Es decir, el conjunto de nivel ¢ de una funcién de densidad f es un subconjunto del dominio donde f

supera el valor especifico t.

Como el rango de valores razonables de ¢ no siempre es conocido se presenta una definicién alter-
nativa en la cual se fija un contenido en probabilidad minimo 1 — 7 con 7 € (0,1) que debe tener el
conjunto de nivel. Asi, tal como se menciona en Hyndman (1996), dado un valor 7 € (0,1), se define
la region de alta densidad como:

L(r)={zeRe: f(z) > f,}. (2.2)

11
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donde

fT=sup{y€(0»O<>): f(t)dt>1—7}~

G(y)

Entonces f. es el mayor valor no negativo que verifica P(X € L£(7)) > 1 — 7 siendo esta tltima
la probabilidad inducida por la funcién de densidad f. Nétese que dado un valor 7 € (0,1), £(7) se
puede reescribir como G(f;).

Claramente los conjuntos de nivel seran diferentes en funcién del valor de ¢ (de igual manera sucede
con 7): a mayor valor de ¢, equivalentemente a mayor valor de 7, el conjunto de nivel serd més pequeno
ya que el contenido en probabilidad requerido serd menor. Lo contrario ocurre para valores pequenos
de t y 7. Esto se ilustra en la Figura 2.1 con los datos de grevillea donde se muestran estimaciones
de conjuntos de diferente nivel. A la izquierda se ha tomado el valor 7 = 0.1, en el centro 7 = 0.5 y a
la derecha 7 = 0.8. Se ve de esta forma que al aumentar el valor de 7 se obtienen conjuntos de nivel
mas pequenos. Por tanto, para valores mas altos de 7 se estiman las modas mas relevantes; con 7 mas
baja, estamos mas cerca al soporte efectivo.

Figura 2.1: Estimacién de los conjuntos de nivel para los datos de grevillea para distintos valores de
7: 7 = 0.1 (izquierda), 7 = 0.5 (centro) y 7 = 0.8 (derecha).

El nimero de componentes conexas también varia en funcién del nivel pero en este caso no existe
una relacién mondtona entre el valor de 7 y el niimero de componentes conexas en el sentido de que
a mayor 7 estas aumenten o disminuyan. Puede verse esto de nuevo en las Figuras 2.1 y 2.2. En la
primera de ellas se muestra que para 7 = 0.1 y 7 = 0.8 se tienen dos componentes conexas mientras
que para 7 = 0.5 hay cuatro. Una forma mas sencilla de ilustrarlo es con una funcién de densidad
unidimensional de una mixtura de dos normales como la de la Figura 2.2. Para el menor valor de 7 se
estd considerando que no hay dos modas separadas apareciendo una uUnica componente conexa; para
7 = 0.5 se consiguen ver las dos modas existentes (dos componentes conexas) y para el valor més alto
de 7 se capta un unico grupo de la moda principal. Por tanto, se observa que no existe la relacién de
monotonia que se comentaba.

En la practica solo se dispone de una muestra X, y la funcién de densidad f es desconocida, por lo
que es necesario realizar estimaciones. Para realizarlas se emplean tres metodologias que se presentan
a continuacion y en las que se profundiza en las diferentes secciones del presente capitulo:

= Plug-in: No se incluyen asunciones geométricas sobre el conjunto de nivel. Se trata de estimar
f usando un estimador no paramétrico f,, generalmente tipo kernel, que depende de una matriz
definida positiva H que sea la matriz de suavizado. Asi, se sustituye f por su estimador en la
definicién de conjunto de nivel en (2.1).
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Figura 2.2: Conjuntos de nivel para la mixtura de dos normales para distintos valores de 7: 7 = 0.3
(izquierda), 7 = 0.5 (centro) y 7 = 0.9 (derecha).

= Exceso de masa: A priori se asume alguna condicién geométrica del conjunto de nivel que se
va a estimar y se incluye en el procedimiento de estimacién, que consiste en maximizar el exceso
de masa empirico (ver Seccién 2.2). Aqui no hay estimacién no paramétrica de la funcién de
densidad.

= Hibridos: Se estima f de forma no paramétrica (como en la primera metodologia) y se asume
alguna condicién geométrica sobre el conjunto de nivel (como en la segunda). Dentro de este
grupo, en funcién de las restricciones geométricas que se anadan, surgen diferentes métodos.

2.1. Plug-in

Los métodos plug-in se emplean cuando no se tiene ninguna informacién a priori de la geometria
del conjunto que se pretende estimar. Una idea natural para la estimacion de los conjuntos de nivel
es a partir de una estimacion no paramétrica de la funcién de densidad. Esta se denotara por f, y se
sustituird por f en las ecuaciones (2.1) o (2.2), resultando:

L(r)={z €R: fulz) > fr}

donde fT es un estimador del umbral a superar f.. En Hyndman (1996) se comentan dos formas de
obtener fT:

1. Mediante integracién numérica tras la obtencion del estimador f,, resolviendo la ecuacién en ¢

/ falx)de=1—-171
{fa>t}

El coste computacional de este método se incrementa a medida que aumenta d, la dimensién del
espacio.

2. Obtener fT como el cuantil 7 de la distribucién empirica de f,,(X1), ..., fn(X,) tras construir el
estimador no paramétrico de la densidad. Aqui el coste computacional es mucho menor.

Por estas razones, serd el segundo método, propuesto en Hyndman (1996) el que se empleard en
los Capitulos 3 y 4 para obtener f, a la hora de estimar los conjuntos de nivel.
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La estimacién de f se suele realizar mediante la construccion de un estimador tipo niticleo de la
siguiente manera:

fule) = = " Kne - X)

donde
Kp(u)=|H |K(H *u)

es el kernel reescalado, siendo H una matriz simétrica, definida positiva de dimensién d x d que se
denota por matriz ventana y K : R — R es una funcién de densidad d-dimensional denominada
funcién kernel®.

Como mostraremos en la subseccién siguiente, la eleccién de la matriz de suavizado H es muy rele-
vante, mientras que el kernel apenas tiene efecto (véase Wanli (2020)). En el Apéndice A se muestran
algunos de los kernels unidimensionales y multidimensionales més empleados. En el caso de emplear
datos en dimensiones mayores de uno, en este trabajo siempre vamos a usar el kernel normal multi-
dimensional ya que en “R la funcién principal que empleamos es kde, la cual no permite cambiar el
nucleo. Esto no supone ningin problema ya que a continuacién veremos que apenas hay cambios al
hacer estimaciones con otro kernel. Para ilustrar el escaso efecto de la eleccién del ntcleo tenemos la
Figura 2.3 donde se muestra la diferencia entre las estimaciones usando los kernels unidimensionales
presentados en el Apéndice A. Se pretende estimar la densidad unidimensional exacta que se muestra
en la Figura 2.2 usando n = 1000 puntos y el valor de la ventana por defecto en la funcién density.
Se observa que, a excepcién del nicleo uniforme, todos proporcionan una estimaciéon bastante similar.
La diferencia del niicleo uniforme se debe a la forma de construir con segmentos de rectas el estimador
siendo el resultado una estimacién discontinua. A la vista de este ejemplo parece claro que podemos
concluir que la eleccién del kernel no sera del todo importante mientras sea uno distinto al uniforme.
Para ver con mas detalle la influencia del kernel en el error de estimacién pueden consultarse Silverman
(1986) o Hall y Marron (1987).

El calculo del pardametro de suavizado se puede realizar como en la estimacién no paramétrica de
la densidad de manera que se minimice algin error de la estimacién por ejemplo mediante plug-in o
validacién cruzada. En Saavedra (2014) se mencionan algunos métodos de obtencién de H especificos
para la estimacién de conjuntos de nivel como los presentados en Baillo y Cuevas (2006) o Samworth
y Wand (2010) que pueden ser de interés pero no se empleardn en este trabajo. Otras referencias
posteriores son Chacén y Duong (2018) y Qiao (2020).

2.1.1. Efecto del parametro de suavizacién

Tal como se ha comprobado anteriormente, el nicleo usado no tiene gran efecto a la hora de hacer
las estimaciones de la densidad o de los conjuntos, sin embargo el valor de la matriz ventana H si que
es muy relevante, tanto para la estimacion de los conjuntos, como para el calculo de las componentes
conexas. Para ver cémo afecta el valor de H se tiene la Figura 2.4 donde de nuevo se usa la base de
datos grevillea para estimar los conjuntos de nivel para los valores de 7 de 0.9, 0.6 y 0.1 con dos
matrices H distintas.

'En el caso unidimensional se define el estimador como fy(z) = % 7, Kn(z — X;), siendo Kp(u) = h™ K (%)
una funcién kernel K : R — R reescalada por h. Recordemos que h es un nimero real positivo que determina el grado
de suavizacién, asi valores inapropiadamente grandes de h nos llevan a estimadores sobresuavizados con mucho sesgo y
poca varianza mientras que valores demasiado pequenios resultan en estimadores infrasuavizados con poco sesgo y mucha

varianza. La matriz H seria en este caso H = h2
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Figura 2.3: Estimaciones de la densidad tedrica representada en la Figura 2.2 empleando los seis kernels
mencionados en el Apéndice A con n=1000 puntos.
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Figura 2.4: Estimacién de los conjuntos de nivel para 7 = 0.9 (rojo), 7 = 0.6 (naranja) y 7 = 0.1 (azul)
de los datos de grevillea usando la matriz de suavizado H (izquierda) y la matriz de suavizado Ho

(derecha).

A la izquierda se han empleado la matriz ventana obtenida mediante plug-in, véase Duong y
Hazelton (2003), que nos proporciona por defecto la funcién kde de “R y a la derecha se ha tomado
como matriz de suavizado la obtenida por plug-in restringida a que sea diagonal, es decir, que cualquier
valor que no se encuentre en la diagonal de la matriz sea cero. Como resultado se obtienen las matrices

de suavizaciéon Hy y Hs siguientes:
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0.0585  —0.0446 0.0349 0
H1 = H2 =

—0.0446  0.0791 0 0.0399

El resultado es que el niimero de componentes conexas varia en funcién de la matriz H para los
distintos valores de 7. En la parte izquierda de la Figura 2.4, para 7 = 0.1 se tienen dos componentes
conexas; con el mismo contenido en probabilidad en la parte derecha el niimero de componentes conexas
asciende a tres aunque vemos que la superficie es bastante similar en ambos casos. Al tomar 7 = 0.6,
para la matriz Hy, hay dos componentes conexas, ambas en el interior de la mayor de las modas
de 7 = 0.1. Por otro lado, para la matriz Hs aparecen cuatro componentes conexas, cubriendo una
superficie diferente que en el caso de la matriz H;. Por ultimo, para 7 = 0.9 tenemos una moda para
ambas matrices y ademés ambas ocupando una superficie muy similar. Por tanto vemos que la eleccién
de H no solo afecta al nimero de componentes sino también a la drea geogréfica que estas ocupan.

La matriz de suavizado que se va a obtener para las estimaciones de los conjuntos de nivel es
siempre la que nos proporciona por defecto la funcién kde de “R obtenida mediante plug-in.

2.1.2. Estimacion del nimero de componentes conexas

Una vez hemos estimado ﬁ(T), el conjunto de nivel para un cierto valor de 7, mediante métodos
plug-in, nos interesa determinar el nimero de componentes conexas existentes. Esto no es tan sencillo
porque la geometria de E(T) no es obvia a partir de su definicién. Las componentes conexas constituyen
regiones de alta densidad de observaciones para los diferentes valores de 7. Cada parte separada del
conjunto de nivel estimado se identifica asi con una componente conexa. En este trabajo se presentan
dos métodos para obtener el nimero de componentes conexas. El primero de ellos lo denotaremos
por 'CFF’| siglas obtenidas a partir de los autores Cuevas, Febrero y Fraiman de Cuevas et al (2000)
para estimar el nimero de clisters a partir de distancias entre las observaciones de ﬁ(T); el segundo
método serd haciendo uso de la libreria de “R, pdfcluster, que usa las observaciones de ﬁ(T) junto
con técnicas de geometria computacional.

CFF

El primer método, como hemos comentado, se propone y desarrolla en Cuevas et al (2000). Parti-
mos de un conjunto de nivel £(7) y tenemos como objetivo estimar el nimero de componentes conexas
distintas que lo forman, pardmetro al cual denotaremos por T'(£). Como el conjunto de nivel hemos
tenido que estimarlo como explicamos a lo largo de esta seccién, realmente tenemos el conjunto es-
timado no paramétricamente ﬁ(T) En vez de emplear este directamente para estimar el nimero de
componentes que lo forman, vamos a considerar las observaciones de la muestra X, pertenecientes
al conjunto de nivel estimado X; € ﬁ(T),i = 1,...,k donde suponemos, sin pérdida de generalidad,
que estas observaciones son las primeras y definiremos un estimador significativamente méas simple del
conjunto de nivel:

k
S = BlXi ],
=1

donde € se considera un pardmetro de suavizado?. La razén de usar S en vez de la estimacién no

2Cumpliendo ciertas condiciones, cuanto menor sea el valor que toma e, mds componentes conexas distintas se
calculardn, aunque no puede ser arbitrariamente grande ya que para estimar bien el nimero de componentes conexas
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paramétrica del conjunto de nivel directamente es, tal como explican en Cuevas et al (2000), debido a
la simplicidad de calcular el niimero de componentes conexas en una unién finita de bolas cerradas. En
la Figura 2.5 se puede observar el conjunto S para una muestra trimodal de 500 observacionesy 7 = 0.5
con tres valores distintos de ¢ = 2.5,1,0.1. Podemos ver la funcién de pardametro de suavizado de ¢: a
la izquierda, para el mayor valor tenemos una tnica componente; al tomar un € mas bajo se muestran
tres componentes distintas como vemos en el centro. Por ltimo si tomamos un valor excesivamente
pequeno como en la parte derecha de la Figura 2.5 vemos que se crean muchos grupos pequenos.

Figura 2.5: En negro, puntos de una muestra trimodal y en rojo, representacién del conjunto S en
rojo para la muestra, 7 = 0.5 y distintos valores de ¢, a la izquierda € = 2.5, en el medioe =1y a la
derecha ¢ = 0.1.

Para obtener el estimador T'= T'(S) se emplea un algoritmo que presenta a continuacién. Se basa
en la idea de que dos observaciones X;, X; € ﬁ(T) pertenecen a la misma componente si y solo si la
distancia euclidea entre ellas es menor o igual que dos veces . El procedimiento se puede ver en el
Algoritmo 1.

Una vez presentado el algoritmo que se va a emplear, solo nos falta estimar el parametro de
suavizacion e. Llegar a un valor 6ptimo de este es complejo ya que hay que encontrar un equilibrio
entre un valor lo suficientemente bajo como para que sea capaz de separar componentes conexas pero
que sea lo bastante grande como para que los puntos cercanos estén en el mismo clister. De nuevo
Cuevas et al (2000) propone un método para obtener valores de ¢ para los que se consiguen buenos
resultados a la hora de estimar componentes conexas tal como veremos en el capitulo 4. También vamos
a proponer otra opcién mencionada en Cuevas et al (2000) cuyo funcionamiento veremos que es muy
mejorable.

Para comenzar con el método de obtencién de €, tenemos que dividir la muestra de ﬁ(T) en clusters
usando el método de las distancia minima de manera que cada grupo contenga al menos el 5% del
total de observaciones de ﬁ(T) Una vez los tenemos, vamos a calcular dos tipos de distancias: por un
lado la distancia interna que denotaremos por A, y por otro la distancia externa, A\,. La interna es el
percentil 1 — 5 de todas las distancias euclideas Dy (X;, X;) de los X; y X; que pertenezcan al mismo
grupo generado, donde S es un parametro entre 0 y 1 que podremos elegir. La externa es la minima
distancia entre clusters, es decir, min D5 (X;, X;) cuando X; y X; pertenecen a distintos grupos; en el
caso de que el numero de clusters sea solo uno, se toma A, = oo. Los valores de 5 que se van a tomar
son 8 = 0.05,0.1,0.2 que nos indican cuantas distancias entre observaciones del mismo grupo se van a

debe ser menor que la mitad de la distancia minima entre las componentes conexas del conjunto de nivel.
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Algoritmo 1 Estimacién del niimero de componentes conexas CFF

Entrada: Observaciones X; € £(7), parametro &
Salida: T
1: T+ 0
2: Marcar todos los puntos X; como no seleccionados
3: while existan puntos no seleccionados en £ do

4: PASO 1: Elegir un centro X; € £ no seleccionado previamente
5: Calcular r; = ml’anEAj?,51 Dy (X1, X;)

6: Marcar X1, X2 como seleccionados

7: C «+ {)(17 X2}

8: m <+ 1

9: PASO 2:
10: if r1 > 2¢ then
11: T+ T+1
12: volvemos al PASO 1
13: si no
14: X3 eargminxjgc minx,cc D2 (X, Xj)
15: T2 <—mfn{D2(X1,X3), DQ(X27X3)}
16: Marcar X3 como seleccionado
17: C+CuU {X3}
18: m < 2

19: end if
20: PASO 3:
21: while r,, < 2¢ do

22: Xmy1 < arg ml’nxjgc minx,ec D2(X;, X;)
23: Tm %mfn{Dz(Xm_‘_l,Xi) 1= 1,...,777,}
24: if 7, < 2¢ then

25: Marcar X,,4+1 como seleccionado

26: C+ CU{Xm+1}

27: m<+—m+1

28: end if

29: end while
30: T+T+1
31: end while
32: devolver T'

tener en cuenta para el calculo de la distancia interna. A mayor valor de 3, menor es el de ¢ y, por
tanto, el nimero de componentes conexas aumenta. Una vez tenemos las distancias interna y externa
calculadas, obtenemos el valor de € como se indica en Cuevas et al (2000):

Dy

Ap — Dy Dy
€méX{Aw+l):3,095(Ab2)},Ab<OO 5:3T7Ab:00.

A partir de este punto se emplea la notacién siguiente: se denotara por €; cuando 8 = 0.05, €2
cuando 8 = 0.1y €3 cuando 8 = 0.2.

Una alternativa que se ofrece pero cuyo funcionamiento no es demasiado bueno en la préctica, tal
como veremos a continuacién es tomar € como la menor distancia que conecta cada X; con su vecino
mas cercano, esto es:

e = méxmin Do (X;, X;)/2

i jF
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Se denotard por €4 a este ultimo pardmetro y por €5 a el doble del valor €4 ya que el primero
de ellos suele ser demasiado pequeno y genera demasiadas componentes conexas por no ser capaz de
agrupar correctamente las observaciones.

Vamos a aplicar esta metodologia sobre los datos de grevillea. Para ello vamos a considerar el
valor de 7 = 0.2 y tras obtener los cinco valores de € en cada uno de los casos, veremos el nimero
de componentes conexas que se obtienen en cada caso. Estos se muestran en la Tabla 2.1. Los grupos
resultantes se pueden ver graficamente en la Figura 2.6.

Pardmetros ¢ 0.6612 | 0.6152 | 0.5045 | 0.1915 | 0.3830

N© componentes conexas estimadas 4 4 4 12 5

Tabla 2.1: Valores del pardmetro € y el niimero de componentes conexas estimadas mediante la meto-
dologia CFF para 7 = 0.2.

En la parte superior izquierda de la Figura 2.6 se muestran en rojo todos los puntos cuya densidad
estimada estd por encima de f, para 7 = 0.2; el resto de representaciones tienen en distintos colores
los puntos que pertenecen a la misma componente conexa. Vemos asi que para los tres primeros valores
de ¢ el numero de componentes conexas es el mismo aunque los grupos formados no sean exactamente
iguales. Sin embargo 4 nos genera un nimero de componentes conexas mucho mas elevado debido a
ser un valor mucho mas conservador y demasiado pequeno. Esto se arregla ligeramente con 5 pero
aun asi vemos que la distancia ¢ sigue siendo pequena. Tras ver estos resultados, en los dos capitulos
restantes tinicamente se empleard 5 ya que las diferencias no son significativas en las estimaciones con
los parametros €1 y €3 y €4 y €5 no tienen un buen funcionamiento en la préctica.

PdfCluster

Como segundo método para el cilculo de componentes conexas una vez hemos estimado ﬁ(T) se
presenta la metodologia que denominaremos ’pdfcluster’ debido al nombre del paquete de “R en el
que estd implementada. Las ideas de esto se encuentran en Azzalini y Menardi (2014), siendo este un
resumen de las dos referencias principales Azzalini y Torelli (2007) y Menardi y Azzalini (2014) y se
basan en técnicas de geometria computacional. En particular, se va a seguir lo presentado en Azzalini
y Torelli (2007) e implementado en “R donde se emplean diagramas de Voronoi y la triangulacién
de Delaunay. Posteriormente, en Menardi y Azzalini (2014), ya no se hace uso de la triangulacién de
Delaunay sino que se busca una alternativa que no se trata en este trabajo.

Tras elegir un valor 7 € (0,1), y dada una muestra X,,, obtenemos, tal como se ha explicado
previamente, £(7) = {x € X : f,(x) > f-} y nos vamos a fijar, como antes, en aquellas observaciones
de este conjunto muestral. Sobre la muestra completa X, se calcula el diagrama de Voronoi para,
a partir de ella, obtener la triangulacién de Delaunay. Este diagrama, en R2?, se define como una
subdivisién del espacio en tantas regiones como observaciones hay en la muestra. La forma de hacer
las divisiones es empleando la distancia euclidea de la Definicién 1.2 de manera que cada una de las
regiones estan formadas por aquellos puntos del plano con menor distancia euclidea a cada observacion.
Notemos que las fronteras de las regiones estan formadas por aquellos puntos que se encuentran a
igual distancia de las dos observaciones de la muestra incluidas en las regiones que comparten lado. A
partir de este diagrama obtenemos la triangulacién de Delaunay como la unién mediante segmentos
de aquellas observaciones que comparten un lado en el diagrama de Voronoi. Para el calculo en “R de
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Figura 2.6: Representacién de los puntos de £(f;) para 7 = 0.2 (superior izquierda) y componentes
conexas estimadas con el método de CFF con los distintos valores de €: €1 = 0.6612 (superior derecha),
€2 = 0.6152 (centro izquierda), e3 = 0.5045 (centro derecha), €4 = 0.1915 (inferior izquierda) y
€5 = 0.3830 (inferior derecha).

la triangulacién y el diagrama asociado, se emplearan las librerfas interp (Gebhardt et al, 2024)
y tripack (Gebhardt et al, 2024). En la Figura 2.7 se muestra tanto el diagrama de Voronoi a la
izquierda como la triangulacién de Delaunay a la derecha de la muestra de grevillea. En la parte
izquierda vemos que aparece el espacio dividido en regiones y cada uno de los puntos que se muestran
son los vértices de los poligonos que forman el diagrama conocidos como celda de Voronoi. Estos
no coinciden con las observaciones sino que son puntos del plano que se encuentran equidistantes a
tantas observaciones como aristas se junten en ellos. Por otro lado, en la parte derecha, aparece la
triangulaciéon de Delaunay; en este caso los puntos en rojo si coinciden con las observaciones de la
muestra y estan unidas a otras formando tridngulos segin lo explicado previamente.
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Figura 2.7: Diagrama de Voronoi (izquierda) y triangulacién de Delaunay (derecha) obtenidos sobre
la muestra de grevillea.

Tal como mencionan en Azzalini y Menardi (2014) se puede obtener directamente la triangulacién
de Delaunay sin necesidad de calcular el diagrama de Voronoi completo que puede llegar a ser com-
plejo computacionalmente. Una vez tenemos la triangulacién hecha nos vamos a quedar solo con las
observaciones pertenecientes a ﬁ(T), es decir, se eliminan las observaciones con densidad menor que
el umbral fT y todos aquellos segmentos pertenecientes a la triangulacion de Delaunay que tuvieran
como inicio o fin alguna de esas observaciones. Asi, nos quedamos solo con los puntos de mayor den-
sidad estimada y segmentos de la triangulacién que unen a dos de estos puntos. A partir de esto, dos
observaciones de ﬁ(T) formaran parte de la misma componente conexa si y solo si, hay una arista de
la triangulacion de Delaunay uniéndolas. De esta manera podemos formar poligonos queddandonos solo
con las rectas que unan puntos de [:(7’) Cada una de las figuras que se formen independientes, es decir,
que no tengan ninguna arista en comun, sera una componente conexa. Notemos que en el caso de que
haya algin punto aislado no se considerara una nueva componente conexa sino que formara parte de
la més cercana. Todo este procedimiento esta implementado en la funcién pdfcluster. Notemos que
esta tiene por defecto un factor hmult = 0.75 por el que se multiplica cada elemento de la matriz
H obtenida mediante plug-in a la hora de la estimacién no paramétrica de la densidad f,. Asi, a la
hora del célculo de componentes conexas vamos a emplear la matriz H que se nos da por defecto en
la funciéon pdfcluster. Cabe destacar que, tras diversas pruebas que no se incluyen en el trabajo,
cuando se toma el valor hmult = 1 se obtienen, en general, menor niimero de componentes conexas
que al tomar los parametros por defecto, por lo que vemos que, de nuevo, la matriz de suavizado tiene
un papel importante.

Veamos esto graficamente con los datos de grevillea y para el conjunto de nivel con 7 = 0.2 en
la Figura 2.8. En la parte izquierda tenemos los puntos que se han obtenido con densidad estimada
mayor que fT con 7 = 0.2 segin la funcién pdfcluster con los valores por defecto. En azul estdn
dichas observaciones y en rojo el resto. A la derecha de ella estian esas mismas observaciones de mayor
densidad divididas en dos grupos que forman las dos componentes conexas: uno en la parte izquierda
superior formado por las observaciones en azul claro y otro de mayor tamano en verde. De nuevo, en
rojo, se muestran las observaciones con menor densidad estimada.
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Figura 2.8: Representacion de los puntos de grevillea con densidad estimada mayor que fT con
7 = 0.2 obtenidos con pdfcluster (izquierda en azul) y clusters formados (derecha en verde y azul
claro).

No coincide lo obtenido con el método CFF para los distintos valores de £ con el nimero de
componentes conexas calculadas con este método. Por ello en el capitulo siguiente se compararan los
resultados obtenidos tras realizar estimaciones con diferentes metodologias, umbrales y distribucién de
las observaciones de la muestra.

2.2. Exceso de masa

Otra metodologia para estimar conjuntos de nivel se ha estudiado bajo la premisa de que el conjunto
de nivel a estimar G(¢) cumpla alguna condicién geométrica. Un ejemplo podria ser asumir que el
conjunto de nivel fuese convexo. En este método, a diferencia de los anteriores y de los métodos
hibridos, no hay estimacién de la funcién de densidad. Las referencias empleadas son Hartigan (1987)
o Polonik (1995)

Se emplea el hecho de que G(t), el conjunto de nivel ¢, maximiza el funcional de exceso de masa
siguiente
Hy(B) = P(B) — tu(B)

donde B es un conjunto de Borel, P es la medida de probabilidad inducida por f y p es la medida de
Lebesgue. La ventaja de H; es que se puede estimar empiricamente mediante

Hyi(B) = Pu(B) — tu(B)

donde IP,, denota la probabilidad empirica inducida por la muestra X,,. De esta forma tenemos, asumien-
do una condicién geométrica sobre el conjunto G(t) podemos obtener un estimador G(¢) maximizando
el exceso de masa empirico H,, ; anterior.

En la Figura 2.9 se tiene una representacion del funcional exceso de masa unidimensional en gris
para un cierto nivel ¢. En la zona inferior, en naranja, se muestra tu(B). En este caso el conjunto de
nivel estaria compuesto por una tinica componente conexa.

Al igual que en la Seccién 2.1 podemos cambiar ¢ por un valor f. que asegure que el conjunto
contenga contenido en probabilidad minimo 1 — 7, 7 € (0, 1).
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Figura 2.9: Representacién de Hy(B) (gris) y tu(B)(naranja) para un cierto nivel ¢ y una distribucién
unidimensional normal.

Debido a que las condiciones geométricas en R? pueden ser muy diversas, esta metodologia tini-
camente se menciona pero no se va a aplicar a lo largo del documento. En el articulo Griibel (1988)
se trata el problema de exceso de masa asumiendo convexidad en R; en Hartigan (1987) se proponen
métodos en el caso bidimensional bajo la hipdtesis de convexidad. Para ver resultados asintéticos de
la estimacién por exceso de masa se puede consultar Polonik (1995).

2.3. Métodos hibridos

La ultima metodologia que se presenta es la hibrida en la cual se usa tanto la estimacién no
paramétrica de la funcién de densidad f como la asuncién de condiciones geométricas a priori en el
conjunto de nivel £(7).

A pesar de que existen mas métodos hibridos en la literatura en este trabajo trataremos tres: el
método de la envoltura convexa (véase Walther (1997)), el método de la envoltura r—convexa con r
dependiente de los datos desarrollado en Rodriguez-Casal y Saavedra (2022) y un método de suavizado
granulométrico con un valor de r también seleccionado de la muestra presentado en Boldn et al (2024).

Al igual que en el plug-in, dada una muestra X, se realiza una estimacién no paramétrica de la
densidad f, a partir de la que se construyen los siguientes conjuntos tras calcular el umbral f, que se
emplearan para la estimacién de los conjuntos de nivel:

Xn,—i—(ff) = {x €, : fn(x) > f'r} Xn,—(fT) = X71\Xn,+(f7—>'

En el primero de los métodos se asume que el conjunto de nivel es convexo, lo cual es bastante



24 CAPITULO 2. ESTIMACION NO PARAMETRICA DE CONJUNTOS DE NIVEL

restrictivo como veremos a continuacién; en el segundo suponemos que £(7) es r—convexo para algin
r < 0 y el mayor problema es obtener un valor de r éptimo que nos separe de manera correcta las
posibles modas; en el tltimo de los métodos se asume que una bola de radio r rueda libremente dentro
de £(7). De nuevo nos encontramos con el problema de obtener un radio r con el que podamos construir
un estimador de £(7) aceptable.

2.3.1. Meétodo de la envoltura convexa

Tal como comentabamos previamente en esta metodologia asumimos la convexidad del conjunto
de nivel £(7). Los pasos a seguir son los siguientes:

1. Se calcula un estimador no paramétrico de la densidad f,, y calculamos el conjunto X, 4 ( fT) =
{z € X, : fu(x) > f;} donde el umbral f, se estima se estima como el cuantil de orden 7 de

fn(Xn) = {f(l)’vf(n)}?)

2. Una vez tenemos el conjunto X, 1 (f;), obtenemos la estimacién del conjunto de nivel como la
envoltura convexa del conjunto anterior, esto es:

L(r) = conv(Xy 1(f7))

Notemos que debido a la condicién de convexidad, el nimero de agrupaciones de grupos que se
van a estimar es siempre una, lo que en muchos casos puede ser muy restrictivo. Aplicado a los datos
de grevillea tenemos la representacion del conjunto de nivel obtenido mediante este método para
7 = 0.2 en la Figura 2.10. Vemos que tal como adelantdbamos solo hay una componente conexa y
ademads hay muchos puntos que forman parte de &}, _ en el interior del conjunto de nivel. Por lo tanto
no serd un método que funcione bien en la mayoria de los casos y por ello no se aplicara en los préximos
capitulos.

2.3.2. Meétodo de la envoltura r—convexa

La condicién de convexidad es restrictiva en muchos casos por lo que una alternativa mas aplicable
y que permite la obtencién de méds de una componente conexa es usar como restricciéon de forma la
r—convexidad. La forma de obtener el conjunto de nivel estimado £(7) es mediante los siguientes pasos:

1. Se elige un valor de r > 0.

2. Se calcula un estimador no paramétrico de la densidad f, y calculamos el conjunto X, 4 ( fT) =
{z € X, : fu(z) > f;} donde el umbral f, se estima se estima como el cuantil de orden 7 de

3. Una vez tenemos el conjunto X, 1 (f;), obtenemos la estimacién del conjunto de nivel como la
envoltura r—convexa del conjunto anterior (ver Definicién 1.7), esto es:

L(r) = Cr( X4 (fr))

3Una vez ordenados de forma creciente todas las evaluaciones fy(z),z € X, sobre la muestra, f(k) es el valor que
ocupa la posicién k—ésima; esto es, f(1) serfa el menor y f(,) el mayor.
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Figura 2.10: Representacién de los puntos de grevillea (negro), el conjunto X, 1+ (rojo) y el conjunto
de nivel estimado por el método de la envoltura convexa (gris).

En este caso, tenemos mas flexibilidad pero se anade una nueva dificultad: la obtencién del pardme-
tro r. En el caso de que r sea muy pequeno, se formaran numerosos grupos pequenos mientras que si
r es muy grande el conjunto de nivel estimado se parecerd cada vez mas al obtenido con la envoltura
convexa.

En la Figura 2.11 tenemos el conjunto de nivel estimado para 7 = 0.2 de los datos de grevillea

4, r = 0.4, generando 6

para cuatro valores distintos de r: a la izquierda arriba un valor muy pequeno
componentes conexas, a la derecha arriba un valor un poco superior, r = 0.6, dividiendo el conjunto
de nivel estimado en 4 componentes conexas, y en la parte inferior dos valores més grandes: r =1 a la

izquierda y r = 4 a la derecha, que en ambos casos solo dan lugar a una componente conexa.

Asi, vemos que para los valores pequenos de r se nos generan grupos de unas pocas observaciones
o incluso un tnico punto aislado y a medida que aumentamos el valor de r, el niimero de grupos
disminuye hasta que para un valor alto, como puede ser en este caso v = 4, el conjunto de nivel
estimado con el método r—convexo se parece mucho al obtenido con la metodologia de la envoltura
convexa que se muestra en la Figura 2.10.

Por tanto ya hemos visto la importancia de tener un valor adecuado para r. A continuacién se
presenta la obtencién de un valor éptimo que se desarrolla en Rodriguez-Casal y Saavedra (2022).

Eleccion 6ptima del parametro r

Primero se introduce la idea que hay detras de la eleccion del valor 6ptimo de r y después se
presenta el algoritmo empleado en la aplicacién y simulaciones, todo extraido de Rodriguez-Casal y
Saavedra (2022). Si conociésemos la funcién de densidad f, podriamos definir el valor 6ptimo de r
como se muestra en la Definicién 2.1.

4Notemos que un mismo valor de r puede ser grande para un conjunto de datos y pequefio para otros; por ejemplo
si tenemos por un lado la ubicacién de una especie de flor en una parcela y por otro la ubicacién de esta misma especie
en toda una provincia, un valor de r que en el caso de la parcela sea grande, puede ser pequefio a nivel provincial.
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Figura 2.11: Representacion de los puntos de grevillea (negro), el conjunto &, + (rojo) y los conjuntos
de nivel estimados por el método de la envoltura r—convexa (azul) para cuatro valores de r: r = 0.4
arriba a la izquierda, » = 0.6 arriba a la derecha, r = 1 abajo a la izquierda y » = 4 abajo a la derecha.

Definicién 2.1 Sea G(t) un conjunto de nivel compacto, no vacio, no convexo y r— convexo para algin
r > 0. Se define el parametro optimo como:

ro(t) = sup{y > 0: C,(G(1)) = G(1)}

Notemos que se pide no convexidad del conjunto de nivel porque en ese caso el valor de rq seria
infinito y la envoltura r—convexa seria igual a la convexa pudiéndose aplicar directamente el método
desarrollado en la Seccion 2.3.1 con lo que el coste computacional seria mucho menor y se ahorraria
tiempo de ejecucién.

El supremo de la definicién anterior es un méaximo bajo la siguiente propiedad geométrica:

(R}): Una bola cerrada de radio A > 0 rueda libremente en G(t) y una bola cerrada de radio r > 0
rueda libremente en G(t)°.

Claramente, obtener 7y no es realista en la practica ya que no vamos a conocer la funcién de
densidad f y por tanto tampoco G(t). As{ que tendremos que obtener un estimador del ry anterior.
Para la obtencién del estimador de ry vamos a utilizar un estimador piloto de f al que denotaremos
por g,° y asumimos que el conjunto

Gu(t) ={r eR?: g, >t}

5Notemos que el estimador piloto g, es diferente al estimador f, calculado para reconstruir el conjunto de nivel.
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sea lo suficientemente suave para asegurar que
rn(t) = sup{y > 0: C,(Gn(t)) = Gp(t)}

esta bien definido. El estimador g,, debe verificar ciertas condiciones para que se cumpla lo anterior.
Primeramente, la condicién A. que se desarrolla a continuacién, junto con que sea una funcién C? con
matriz hessiana acotada. También, al igual que f, serd un estimador nicleo para el que debemos elegir
una matriz (o pardmetro en el caso unidimensional) de suavizado a partir de la muestra y ademas, el
nicleo ® debe verificar la condiciéon K. para asegurar que g, es suficientemente suave para que g, y
Vg, estiman uniformemente f y V f. El kernel gaussiano satisface K. por lo que seré el empleado para
estimar g,.

A. 1. El umbral t de G(t) pertenece a [I,u] donde —oco < I < u < sup(f) < oo

2. f € CP(U),p > 1 donde U es un conjunto abierto y acotado que contiene a G(I — () \
Int(G(u + ¢)) para algin ¢ > 0, donde G(u + () es acotado.

3. El gradiente de f, V f, satisface |V f| > m > 0 y la condicién Lipschitz en U:

Dy(Vf(x),Vf(y)) < kDa(x —y) para z,y € U

K. El nticleo ® esta dado por ®(x1,...,x4) = ]_[Z:1 ¢r(zy). SIBC" denota la coleccién de funciones
con derivadas continuas y acotadas hasta el orden r, se supone que ¢ € BC?, con todas las derivadas
hasta el orden 2 anuldndose en el infinito. También se asume que ¢ es no negativa, integra uno, el
primer momento es cero, [ zdy(x)dx =0, y el segundo es finito, [ z2¢y(z)dz < co.

La condicién (R}) asegura que {y > 0 : C,(G,(t)) = G,(t)} es no vacio para n grande y con
probabilidad uno. Ademas, considerando la condicién A. sobre la funcién de densidad f, se garantiza
que el conjunto G(t) es compacto, no vacio y verifica (R}), para r = A = m/k  Vt € [I,u] tal como
se desarrolla en el Teorema 2 de Walther (1997). Por tanto vamos a asumir que f también cumple la
condicién A.

En Rodriguez-Casal y Saavedra (2022) se encuentran diversos resultados que garantizan que 7,,(t)
estd bien definido, acotado y es un buen estimador de rg.

Por lo tanto tenemos resultados que aseguran que r, seria un gran candidato de radio para la
metodologia de la envoltura r—convexa pero calcularlo no es tarea ficil en la practica. Por ello, en vez
de r,, se va a emplear el estimador 7, presentado en (2.3) que, como comentan en Rodriguez-Casal y
Saavedra (2022), también cumple estar bien definido, acotado y ser un buen estimador de r¢ bajo las
mismas condiciones que 7,.

P = sup{y > 02 Cy (X, 4 () N Ay, (1) = 0} (2.3)

donde
Xy, +(t) ={z € X : gu(x) > t} Xy, ,—(t) = X \ Xy, 4+ (1)

El céalculo de 7, es mucho més sencillo en la préactica, por lo que serd este el que se va a calcular
en este y los proximos capitulos.

La forma de calcular 7, es mediante un algoritmo iterativo. Iremos aumentando el valor de r hasta
encontrar un r’ para el que se verifique C/.(X,,, 1 (t))NX,, _(t) # 0°. Esta forma de proceder es posible

6Tal como se va a comentar en el algortimo, el valor de t depende del conjunto de nivel y serd ﬁ- dado 7 € (0,1),
donde 1 — 7 es el contenido en probabilidad minimo del conjunto de nivel a estimar.
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gracias a la monotonia de la envoltura r—convexa en r; es decir, a medida que aumentamos el radio,
también lo hace el drea que ocupa y con ello el contenido en probabilidad. De esta forma nos quedamos
con el valor de r anterior a ' que consideraremos como el mayor radio para el que se verifica

Cr (X, (1) N Xy, () = 0.

El algoritmo para obtener el conjunto de nivel mediante el método de la envoltura r—convexa con
r 6ptimo explicado en Rodriguez-Casal y Saavedra (2022) se presenta en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Método r—convexo
Entrada: Valor 7 € (0,1) y muestra iid X, = {X1,...,X»n}

Paso 1: Estimacion de la densidad y umbral

Obtener el estimador no paramétrico f, a partir de X,

Calcular f; = fo(X;) paral <j<n

Obtener f, como el cuantil de orden 7 de fa(Xn) ={fay, -, fim)}
Calcular los conjuntos X+ (fr) y Xn.— (f-)

Paso 2: Bisqueda del radio 6ptimo 7,
Obtener g, a partir de la muestra

Calcular Xgn,+(f7) y X, n,,(ff)

Inicializar r < 0.05, ps < 0.005

: while Cr (X, 1 (f)) N Xy, (fr) # 0 do

T <471+ ps

10: end while

11: 7p <1 — ps

Paso 3: Estimacién del conjunto de nivel
12: Caleular Cr, (X 1 (fr))
13: if Cr, (X1 (f-)) N Xn._(f-) = 0 then
14 L(7) ¢ Cr (X (F))
15: si no
16: Sea f(i) = fT
17: if 3je{i+1,...,n} tal que P(C;n(f(j))(Xn_gr(f(j)))) <1-7 then

18: L min {5 > 02 P(Cr, (1) (Xt (i) 17}
19: fr fa-y

20: si no

21: fr f(n)

22: end if

2 £(r) & Cr, (X (1))

24: end if

Salida: Estimacién del conjunto de nivel £(7)

Notemos que el pardmetro ps y el valor con el que inicializamos 7 en la linea 7 del Algoritmo 2
se pueden modificar en funcién de la escala de los datos para asi disminuir el tiempo de ejecucién del
algoritmo y obtener un estimador r adecuado.

En el paso 3 estamos comprobando que el r éptimo obtenido en el paso 2 reconstruya el conjunto
de nivel de manera que tenga el porcentaje de datos que debe tener y no exista otro radio mayor con
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el que se pueda construir otro conjunto de nivel que contenga una proporciéon de puntos 1 — 7. Esta
comprobacién se realiza porque los conjuntos utilizados para estimar 7, (Xg, 4, X, —) no coinciden
con el que se usa para obtener el conjunto de nivel L(7) que es X, 4.

En la Figura 2.12 tenemos el conjunto de nivel estimado para 7 = 0.2 usando el método de la
envoltura r—convexa con el parametro 6ptimo calculado 7, = 0.615. El resultado es un valor de r
intermedio entre todos los que se usaron en la Figura 2.11 y un conjunto de nivel estimado formado
por tres componentes conexas.

Figura 2.12: Representacién de los puntos de la muestra de grevillea del conjunto &, (negro), del
conjunto X, + (rojo) y el conjunto de nivel estimado por el método de la envoltura r—convexa con el
r estimado siguiendo el Algoritmo 2: 7, = 0.615 (azul).

Calculo del niimero de componentes conexas

Para el calculo de grupos en dos dimensiones vamos a hacer uso de la forma que toman las compo-
nentes gracias a calcular el conjunto de nivel como una envoltura r—convexa. Las componentes conexas
que tenemos estan formadas por complementarios de bolas por lo que los bordes van a ser arcos de
circunferencia. Cabe destacar que en el caso de otras dimensiones de los datos este procedimiento no
serfa véalido.

Vamos a calcular los puntos que forman la frontera del conjunto de nivel y a partir de ellos se
detectan los ciclos” que se forman y ademés habra que comprobar si alguno de los que se han obtenido
estan en el interior de un ciclo més grande. En caso de que eso ocurriese, no se podria contabilizar ya
que no daria lugar una componente conexa nueva, sino que formaria parte de una ya existente. De esta
forma obtendriamos el nimero de componentes conexas como el ntimero de ciclos formados menos el
de ciclos internos. Notemos que en esta forma de contabilizar componentes, un tnico punto aislado
puede formar un grupo por si misma.

Si nos fijamos en la Figura 2.11, el nimero de componentes conexas varia en funcién del radio
considerado. En la imagen de arriba a la izquierda se calculan 6 componentes conexas, una grande, dos
medianas, dos pequenas y una formada por un punto aislado que se ve en rojo. A su derecha se tienen

7Cuando hablamos de ciclo nos referimos a una unién de arcos cuyo punto inicial y final es el mismo.
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4 componentes conexas, una grande, dos medianas y de nuevo un punto aislado. Para los valores mas
altos tenemos una componente conexa en cada caso. Posteriormente podria modificarse el método para
que no tuviera en cuenta estos puntos aislados y los incorporase a la componente conexa mas cercana.

2.3.3. Meétodo del suavizado granulométrico

Este método es el hibrido clasico que ya fue propuesto a finales del milenio pasado en Walther
(1997). Para este método la condicién geométrica asumida es que una bola de radio r ruede libre en el
conjunto de nivel y en la clausura de su complementario. Es decir, en otras palabras, pedimos que sea
un conjunto con bordes suaves. La forma de obtener ﬁ(T) empleando esta metodologia es mediante los
siguientes pasos:

1. Se elige un valor de r > 0.

2. Se calcula un estimador no paramétrico de la densidad f,, y calculamos el conjunto X, 1 (f-)
{r € X, : fu(x) > f;} donde el umbral f, se estima como el cuantil de orden 7 de f,(X,)

{fays- - fo}

3. Una vez tenemos los subconjuntos anteriores obtenemos la estimacion del conjunto de nivel como
la unién de bolas de radio r cuyos centros son aquellas observaciones de X, 1 (f-) que distan més
de r de las observaciones de X, _(f;):

L(7) = (X1 (fr) N (Xo—(fr) @ rB)°) @ 7B = U B[Xi,r].

Xi €X7L,+(ft)
B[Xivr]m‘)(ﬂ-,—(f‘r):m

De nuevo aqui tenemos el problema de elegir el pardmetro r éptimo aunque en este caso es un
radio contenido en el conjunto de nivel, no como en el método anterior. La idea es conseguir un radio
fijo que sea lo suficientemente bueno para tener un buen estimador del conjunto de nivel, para lo que
necesitaremos un r lo suficientemente grande pero no demasiado ya que en algunos casos donde r tome
un valor alto, el conjunto de nivel podria ser vacio.

En la Figura 2.13 se muestra la unién de bolas que da lugar al conjunto de nivel estimado empleando
este método para los datos de grevillea y 7 = 0.2 para tres valores distintos de r. En la parte
izquierda tenemos un valor de r pequeno, r = 0.1, donde se tiene que el nimero de centros es elevado y
el conjunto de nivel esta formado por numerosos grupos ya que con el valor pequeno de r no se logran
formar agrupaciones. En la parte central se ha tomado un valor de r intermedio, r = 0.25, donde se
ve que el nimero de centros ha disminuido pero ya podemos distinguir cuatro clusters formados por
uniones de bolas que no se cortan. Por tltimo, a la derecha, tenemos un valor alto de r, r = 0.65 y
vemos que existen muchos menos centros que en los casos anteriores. Resalta que una gran parte de la
muestra X, 4 no estd contenida en el conjunto de nivel estimado. Ademads, Ginicamente tenemos una
componente conexa en aquella zona con mayor cantidad de observaciones de X, ;.

Fijémonos ademdas en que, tal como dice la definicién, las bolas que forman el conjunto de nivel
no contienen a puntos de la muestra X, _, y no necesariamente tienen que contener a todas las
observaciones de &), ;. Si escogiésemos un valor de r aun més grande obtendriamos un conjunto de
nivel que serfa el conjunto vacio ya que no podriamos construir bolas de un radio tan amplio que no
contengan puntos de &, _.
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Figura 2.13: Representacién de los puntos de grevillea, en gris las observaciones de la submuestra
X,,—, en azul los centros, en negro el resto de puntos de &), 1 que no son centros y en rojo las bolas que
forman los conjuntos de nivel estimados por el método de suavizado granulométrico para tres valores
de r: r = 0.1 (izquierda), r = 0.25 (centro) y r = 0.65 (derecha).

Con este ejemplo hemos visto la importancia de 7. Por ello introducimos un radio obtenido a partir
de la muestra de datos que da lugar a estimaciones adecuadas de los conjuntos de nivel.

Eleccion del parametro r a partir de la muestra

La elecciéon del radio r partir de las observaciones de la muestra que vamos a presentar es la intro-
ducida en Bolén et al (2024). Lo denotamos por r,p, y serd un estimador del radio ry que obtendriamos
si conociésemos el conjunto de nivel real £(7):

ro =sup{r >0:dy (L(T)N(L(T)" DrB)°, L(T)) <7}

Tomariamos como radio el mayor r que cumple que la distancia Hausdorff entre el conjunto de
nivel y los puntos de la interseccion del conjunto de nivel y el complementario de la unién de bolas de
radio r y centro los puntos el complementario del conjunto de nivel sea menor que r.

Empleando las submuestras X, + y X, — como sustitutos de £(7) y L(7)° respectivamente, la
definicién del radio éptimo es la siguiente:

Fopt = SUD {r >0:dy (Xn,+(ff) N (X (f,) @ rB)°, Xn,+(f;)) <r+ hn} (2.4)

donde h,, es una secuencia de valores que dependen de la muestra. Su funcién es minimizar el error que
se comete por usar X, + y Xy, — en vez de el conjunto de nivel desconocido. En Bolén et al (2024) se pro-
ponen dos opciones: h, = 1/log(n) y h,, = 0,/ log(n) donde o, = 2n"1(n—1)"1 Di<icj<n D2(Xi, X5)
en el caso de datos bidimensionales. En la segunda opcién se estd teniendo en cuenta la escala de los
datos y, tras haber probado ambos al realizar las simulaciones, esta segunda proporcionaba resulta-
dos mas cercanos a los valores reales sin aumentar el coste computacional, por lo que serd la que se
empleard en lo que resta de trabajo.

La interpretacién de 7,y es el mayor radio que nos permita reconstruir desde el interior con bolas
de radio 7oyt el conjunto de nivel de manera que todos los puntos de X, ; estén contenidos en el
conjunto de nivel estimado. Asi estarfamos evitando quedarnos con un valor pequeno como ocurria a
la izquierda en la Figura 2.13. Ademas, gracias a que se pide que la distancia Hausdorff entre X, 4
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y la interseccién entre la submuestra anterior y el complementario de la unién de bolas de radio r y
centro los puntos de &), _ (primer conjunto de la distancia Hausdorff de 2.4) sea menor que r sumado
a un factor, nos aseguramos que el radio no puede ser tan grande como para que se queden puntos de
X+ fuera de la estimacién del conjunto de nivel. Asi estamos evitando que ocurra lo que vefamos en
la parte derecha de la Figura 2.13.

El procedimiento a seguir es el siguiente: partimos de &), + y X,, — y nos quedamos con las minimas
distancias euclideas de cada observacién del primero a los puntos del segundo subconjunto. Estos
minimos seran los radios candidatos a 6ptimo. Iremos testeando si cumplen la condicién de la definicién
en 2.4 y entre todos los que la verifiquen nos quedaremos con el mayor. Cabe destacar que el conjunto
X 4 (fr) N (X, _(fr) ® rB)¢ disminuye a medida que r aumenta ya que el conjunto X, _(f,) ®rB es
més grande y por tanto el complementario serd mds pequeilo de manera que el conjunto A, 4( f;) N
(X, —( fT) @ rB)¢ estard formado por menos puntos de X, 4 segin aumentamos el radio.

En el Algoritmo 3 se encuentra el procedimiento que acabamos de comentar y que se sigue para
obtener la estimacién del conjunto de nivel siguiendo lo presentado en Boldn et al (2024).

Algoritmo 3 Método del suavizado granulométrico
Entrada: Valor 7 € (0, 1) y muestra iid X, = {X1,...,Xn}

Paso 1: Estimacién de la densidad, umbral y submuestras X,y y &, —
1: Obtener el estimador no paramétrico f,, a partir de X,
2: Tomar f, como el cuantil de orden 7 de f,,(X,) = {fw, - foy}
3. Calcular los conjuntos X, 1 (fr) v Xn,— (fr)

Paso 2: Biusqueda del radio 6ptimo 7,
4: Calcular la matriz de distancias D entre X, + y X, —

5: Para cada k € 1,...,n4, ny = n® de observaciones X, 1 se elige la minima distancia rg, k € 1,...,n4 a
Xn,—.

6: Se ordenan los rx de manera ascendiente: (1), ..., Tn

7: Calculamos h,, a partir de X,.

8 for ke {l,..,ny —1} do

9:  Caleulamos X, (f,) N (Xn,_(fr) ® r(yB)° y du (Xn,+(f7) N (X (fr) @ r<k)3)c,xn,+(f7))

10:  if dg (Xn,+(f7) N (X (fr) @ r<k)B)C7Xn,+(fT)) < 7(x) + hn then

11: Anadimos 7y conjunto de radios factibles
12: end if
13: end for

14: ropt = méax{radios factibles}
Paso 3: Estimacion del conjunto de nivel
15: Se calculan los centros de las bolas como: Centros={X; € X, +(f-) tal que B[Xi, ropt] N Xn,—(fr) = 0}

16: EA(T) = UCGCentros B[O7 TOPt]

Salida: Estimacién del conjunto de nivel £(7)

Si obtenemos el radio a partir de la nuestra muestra de grevillea siguiendo los pasos anteriores,
llegamos a 7oy = 0.321. El resultado del estimador del conjunto de nivel es el que se muestra en la
Figura 2.14 con el que obtenemos tres componentes conexas.
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Figura 2.14: Representacion de los puntos de grevillea, en gris las observaciones de la submuestra
X,,—, en azul los centros y en rojo las bolas que forman los conjuntos de nivel estimados por el método
de suavizado granulométrico con r éptimo, rop: = 0.321.

Calculo del nimero de componentes conexas

Una vez hemos realizado la estimacién del conjunto de nivel con el método anterior y teniendo
un valor de radio 7,,: podemos obtener el nimero de componentes conexas en las que estd dividido
el conjunto de nivel estimado ﬁ(r) Para ello vamos a usar que la estimacién es una unién de bolas
de radio fijo 7oy y por lo tanto, dos puntos contenidos en el conjunto de nivel pertenecerdan a la
misma componente conexa si se encuentran a menos de dos veces el valor del radio r,p; en caso
contrario, perteneceran a dos componentes conexas distintas. Graficamente cada componente conexa
estard formada por una uniéon de bolas que se cortan. En “R haremos uso de la libreria igraph;
primero vamos a obtener los bordes del conjunto de nivel empleando los centros de las bolas y el radio
fijo rope y a partir de estos bordes podemos crear un grafo al que se le pueden calcular las componentes
conexas gracias a la funcién components(). Esta forma de estimar componentes conexas es igual a la
presentada en CFF pero automatica con funciones de “R, la diferencia es la estimacién del conjunto
de nivel.

Asi, graficamente podiamos saber el nimero de componentes conexas de los conjuntos de nivel
estimados en la Figura 2.13 tal como comentabamos previamente: en la parte izquierda hay once
grupos, en el centro cuatro y en la derecha tnicamente uno.
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Capitulo 3

Estudio de simulacion

Tras presentar diferentes métodos de estimacién de componentes conexas, interesa saber cémo de
bien funcionan en diferentes casos. Para ello, vamos a elegir cuatro modelos para los que conozcamos el
numero real de componentes conexas en funcién del valor de 7 y para distintos tamanos de muestra n
se hara un estudio del funcionamiento de los métodos. Los procedimientos para calcular componentes
conexas elegidos son algunos de los presentados en el Capitulo 2: el primero de ellos serd el método
CFF con valor de € = e5(8 = 0.1); se ha elegido tinicamente este por simplicidad en la presentacién
de los datos, ya que tras realizar las simulaciones, los resultados para €1 y €3 son muy similares.
En segundo lugar la metodologia basada en pdfcluster tomando como matriz de suavizado H por
defecto. Después tenemos el método de la envoltura r—convexa con el valor de r seleccionado con los
datos y por tltimo, el método del suavizado granulométrico con el valor de r» también dependiente de
la muestra. Los modelos sobre los que se van a aplicar estos procedimientos son mixturas de normales
con distinto nimero de modas y diferentes separaciones entre ellas, que representamos de la forma:

k
2 2
ZwiN(MilaHiQ; 031,052, Pi)
i1

donde w; es el peso que tiene la normal i—ésima en el modelo, donde Zle w; = 15 w1y pie las
componentes del vector de medias de la normal i—ésima; 02 y 02, son las componentes de la diagonal
de la matriz de covarianzas de la i—esima normal y p; es la correlacién de la normal i—esima Todos
los modelos, junto con la notacién empleada estdan sacados de Wand y Jones (1993) con ligeras modi-
ficaciones en el segundo de los modelos para que tenga una distribucion similar a los datos de seismos.
Para més informacién de los modelos se puede consultar Wand y Jones (1993). Definimos los modelos
que se van a emplear en la Tabla 3.1.

El primero y segundo de los modelos estan formados por la mixtura de dos normales, el segundo de
ellos con las modas ubicadas de forma similar a los conjuntos de datos de seismos que se van a emplear
en el Capitulo 4. El tercer modelo es una mixtura de tres normales y el cuarto de cuatro. En la Figura
3.1 podemos ver una representacién tridimensional de cada una de las densidades que nos hacen intuir
que el nimero de modas de cada una es igual al niimero de normales que se han mezclado. También
en la Figura 3.2 tenemos una representacion bidimensional de los conjuntos de nivel de los distintos
modelos para los valores 7 = 0.8,0.5,0.3 que sera para los que se calculard el niimero de componentes
conexas. Cuanto mas oscura sea la zona implica que hay mayor concentracién de puntos, y es por ello
que a mayor valor de 7 nos quedamos con menos partes claras y predominan las zonas de colores mas
0SCuros.

35
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Modelo Yoy wi N (pins pia, 0%, 0%, pi)

Bimodal I %N(—l,O,%.%,O)-‘r%N(l,O,%,%,O)

Bimodal II IN(-3,2,3,4,-0.3) + 2N (3,-2,1,2,0.35)
Trimodal IN(0,0,1,1,0.8) + 2N(6,0, 3,1, - 1) + IN(3,6,1,1,0)

Quadrimodal  JAN(-1.2,1.5,3,2,2) + sV (1.2, 15,3, 2, 2) + N (1.2,-1.5, 4,2, - 5) + 2N (1.2,1.5, 4,2, -3)

10

Tabla 3.1: Modelos empleados para las simulaciones.

BIMODAL |

BIMODAL Il

TRIMODAL QUADRIMODAL

1
i
[}
:

Figura 3.1: Representacion tridimensional de los cuatro modelos definidos que

se emplean en el estudio
de simulacién.
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BIMODAL | BIMODAL II

05

05

03

TRIMODAL QUADRIMODAL

@

Figura 3.2: Representacién bidimensional de los conjuntos de nivel para los cuatro modelos definidos
y valores de 7 = 0.8,0.5,0.3.

Adema3s en la Figura 3.2 se pueden ver el nimero de componentes conexas reales que hay para los
diferentes contenidos en probabilidad y modelos. En la Tabla 3.2 se resumen las componentes reales
en cada uno de los casos que se van a estudiar. Estos seran los valores con los que compararemos los
resultados de las simulaciones.

En total se realizardn 300 simulaciones de los modelos anteriores con cada uno de los tamanos
muestrales siguientes: n = 100, 200, 500, 1000. Se estimaré el conjunto de nivel para los valores de 7
mencionados y usando los métodos presentados se obtendra un estimador del nimero de componentes
conexas para cada una de las simulaciones. Como resultado, para cada valor de 7 y cada modelo, se
mostrard una tabla con la media del nimero de componentes conexas calculadas y, entre paréntesis,
la desviacién tipica del conjunto. Con estas tablas tendremos una idea de qué metodologia es la mas
acertada en cada caso y compararemos su funcionamiento para los distintos modelos y veremos cémo
afecta el tamafio muestral y los valores de 7. Asi, en un caso como en el del capitulo siguiente en el
que no conocemos el niimero real de componentes conexas podriamos tener una guia del método que
mejor nos podria funcionar y de su variabilidad.
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0.8 05 0.3

Bimodal I 2 1 1

Bimodal II 1 2 2
Modelos

Trimodal 3 3 3

Cuadrimodal 4 4 2

Tabla 3.2: Numero de componentes conexas tedricas que hay para cada uno de los modelos segin el
contenido en probabilidad 1 — 7 considerado.

Tras esta introduccién, se exponen y comentan los resultados obtenidos tras la realizacién de las
simulaciones presentados en multiples tablas.

Comenzamos con el primer modelo: BIMODAL I. En la Tabla 3.3 tenemos los resultados para
7 = 0.8. Lo primero que llama la atencién son los 20 grupos detectados por CFF para n = 100. Esto es
asi porque empieza con esos 20 grupos iniciales pero seguramente debido al pequenio tamano muestral,
el método no es capaz de agrupar. Sin embargo para n mayores las estimaciones mejoran y a medida
que aumenta el tamano muestral se va ajustando mas la media al valor real 2 y disminuyendo la
desviacion tipica. Esto ocurre de igual modo para el resto de métodos pero vemos que mientras que los
tres primeros se quedan en general por debajo del valor real, el suavizado granulométrico sobreestima
para muestras pequenas y medianas y es el que mayor desviacién tiene a excepcién de para n = 1000.
En el otro lado, CFF es la de menor variabilidad teniendo en cuenta todos los valores de n.

BIMODAL I 7=0.8
n CFFeq pdfCluster r—conv suav-gran || Real
100 20(0) 1.63(0.58) | 1.45(0.74) | 2.31(1.67)
200 | 1.98(0.67) | 1.79(0.61) | 1.58(0.66) | 2.22(1.43) )
500 | 1.86(0.40) | 1.97(0.49) | 1.75(0.53) | 2.13(0.91)
1000 | 1.93(0.28) | 2.03(0.41) | 1.86(0.40) | 2.04(0.34)

Tabla 3.3: Nimero medio y desviacién tipica de las componentes conexas estimadas con 300 simula-

ciones para n € 100,200,500, 1000 y 7 = 0.8 en el modelo BIMODAL I.

Seguimos con el mismo modelo pero para 7 = 0.5, es decir, conjuntos de nivel con mayor contenido
en probabilidad que en el caso anterior. El nimero real de componentes conexas es una a diferencia
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de antes y los resultados de las simulaciones se pueden ver en la Tabla 3.4. De nuevo tenemos que
la desviacién disminuye a medida que se aumenta el tamano muestral para todos los métodos. En
este caso vemos que el método que més se ajusta a la realidad es el de la r—convexidad con valores
muy cercanos a uno en la media y los méas bajos en desviacion; en el lado contrario, es el suavizado
granulométrico, de nuevo, el que presenta desviaciones més altas. En general, las estimaciones son
mejores para 7 = 0.5.

BIMODAL I 7=0.5
n CFFey pdfCluster | r—conv suav-gran || Real
100 | 1.55(0.54) | 1.16(0.38) | 1.10(0.36) | 1.15(0.82)
200 | 1.32(0.49) | 1.14(0.35) | 1.08(0.33) | 1.21(0.61) .
500 | 1.17(0.38) | 1.04(0.22) | 1.03(0.23) | 1.14(0.37)
1000 | 1.07(0.25) | 1.03(0.17) | 1.01(0.10) | 1.13(0.34)

Tabla 3.4: Ntumero medio de componentes conexas estimadas con 300
100, 200, 500, 1000 y 7 = 0.5 en el modelo BIMODAL I.

simulaciones para n €

Por dltimo tenemos los resultados para 7 = 0.3, donde estimaremos los conjuntos de nivel con
mayor contenido de los que vamos a considerar. Los resultados de las simulaciones estan en la Tabla
3.5. Se puede ver como estamos ante las desviaciones mas bajas de entre todas las simulaciones del
Modelo BIMODAL I, llegando a ser cero en los tamafios muestrales més elevados. Esto se debe a
que hay maés observaciones de la muestra X,,,+ que se pueden emplear y por lo tanto més precisas
seran las estimaciones. En este caso, el método de pdfCluster es el que mejor ajusta el nimero de
componentes conexas al tener una media casi perfecta y la desviacién mas baja. De nuevo, el suavizado
granulométrico es la metodologia que presenta mayor varianza excepto para n = 1000.

BIMODAL I 7=0.3
n CFFeq pdfCluster | r—conv suav-gran || Real
100 | 1.23(0.43) | 1.02(0.14) | 1.03(0.26) | 1.14(0.60)
200 | 1.09(0.30) | 1.01(0.08) | 1.01(0.12) | 1.06(0.49) .
500 | 1.02(0.15) | 1.00(0.08) 1.00(0) 1.02(0.29)
1000 1.00(0) 1.01(0.08) 1.00(0) 1.00(0)

Tabla 3.5: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300
100, 200, 500,1000 y 7 = 0.3 en el modelo BIMODAL 1.

simulaciones para n €
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De esta manera finalizamos la presentacién de resultados para BIMODAL I donde hemos visto que
a medida que el contenido en probabilidad aumenta, esto es, 7 disminuye, las estimaciones son mejores.

Pasamos ahora al segundo modelo: BIMODAL II. Para 7 = 0.8 tenemos que el nimero de com-
ponentes conexas real es uno y los resultados de las simulaciones se muestran en la Tabla 3.6. Para
n = 500 y n = 1000 se estima 1 componente en todos los casos para pdfCluster, el método de la
r—convexidad y el suavizado granulométrico. CFF también proporciona buenos resultados pero peores
en todos los casos que el resto de métodos. En este caso es el método hibrido de la r—convexidad el
que mejor estima el nimero de componentes conexas.

BIMODAL II 7=0.8
n CFFeq pdfCluster r—conv suav-gran || Real
100 20(0) 1.06(0.23) | 1.04(0.20) | 1.13(0.56)
200 | 1.33(0.64) | 1.02(0.12) | 1.00(0.06) | 1.06(0.23) .
500 | 1.01(0.11) 1.00(0) 1.00(0) 1.00(0)
1000 | 1.01(0.11) 1.00(0) 1.00(0) 1.00(0)

Tabla 3.6: Ntumero medio de componentes conexas estimadas con 300 simulaciones para n €

100, 200, 500, 1000 y 7 = 0.8 en el modelo BIMODAL II.

Tomando 7 = 0.5 y 7 = 0.3, el nimero real son dos componentes conexas y los resultados de
las simulaciones se pueden ver en las Tabla 3.7 y 3.8 respectivamente. La metodologia que menos
desviacion tipica presenta y mejor ajusta el niimero de componentes conexas es pdfCluster para ambos
umbrales, llegando a realizar las estimaciones en las 300 simulaciones correctamente para los mayores

BIMODAL II 7=05
n CFFeq pdfCluster | r—conv suav-gran || Real
100 | 1.88(0.43) | 1.79(0.41) | 1.71(0.69) | 2.37(1.20)
200 | 1,96(0.26) | 1.92(0.28) | 1.91(0.43) | 2.34(0.78) )
500 | 2.00(0.13) | 2.00(0.08) | 2.03(0.21) | 2.33(0.56)
1000 | 2.01(0.08) 2.00(0) 2.01(0.16) | 2.30(0.46)

Tabla 3.7: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300
100, 200, 500,1000 y 7 = 0.5 en el modelo BIMODAL II.

simulaciones para n €
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tamanos muestrales. Los métodos hibridos son los que dan lugar a mayor varianza: el método del
suavizado granulométrico en el primer caso y el segundo para los dos valores mayores de n y r—convexo
para los n méas pequenos . Ademas, al igual que anteriormente, para 7 = 0.5, a medida que aumentamos
n se disminuye la varianza pero es llamativo como en 7 = 0.3 y la metodologia CFF, la varianza oscila
entre 0.16 y 0.17 sin importar el tamano muestral. Es senal de que esa varianza probablemente no
disminuiria aunque aumentdsemos el valor de n.

BIMODAL II 7=0.3
n CFFey pdfCluster r—conv suav-gran || Real
100 | 2.03(0.16) | 1.97(0.16) | 1.99(0.86) | 2.26(0.64)
200 | 2.03(0.17) | 2.00(0.06) | 2.04(0.62) | 2.18(0.55) )
500 | 2.03(0.16) 2.00(0) 2.05(0.30) | 2.10(0.31)
1000 | 2.03(0.17) 2.00(0) 2.02(0.22) | 2.08(0.28)

Tabla 3.8: Ntumero medio de componentes conexas estimadas con 300
100, 200, 500,1000 y 7 = 0.3 en el modelo BIMODAL II.

simulaciones para n €

Pasemos ya al tercer modelo y comenzamos con el valor de 7 = 0.8, cuyos resultados se muestran
en la Tabla 3.9. Vemos que para n = 100 el nimero medio de componentes que se estima se queda
muy por debajo del nimero real. Esto se va compensando en todos los métodos a excepcién de CFF
al aumentar el tamano muestral, ademas de disminuir la desviacién. El método que mas se acerca al
valor real 3 es el suavizado granulométrico aunque su desviacién es a su vez la méas alta excepto para
el valor mas alto de n. Llama la atencién lo comentado sobre CFF que no aumenta el nimero medio
de componentes estimados ni disminuye la desviacién por lo que es probable que esta metodologia no

realizarfa buenas estimaciones aunque sigamos aumentando el tamano muestral.

TRIMODAL 7=0.8
n CFFeq pdfCluster r—conv suav-gr Real
100 20(0) 1.74(0.58) | 1.85(0.66) | 2.33(0.90)
200 | 2.39(0.75) | 1.98(0.58) | 2.03(0.69) | 2.52(0.82) ;
500 | 2.33 (0.66) | 2.16(0.45) | 2.13(0.69) | 2.59(0.71)
1000 | 2.34(0.71) | 2.26(0.36) | 2.27(0.67) | 2.62(0.55)

Tabla 3.9: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300
100, 200, 500,1000 y 7 = 0.8 en el modelo TRIMODAL.

simulaciones para n €
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En las Tablas 3.10 y 3.11 tenemos los resultados de las simulaciones para el modelo TRIMODAL
y los umbrales 7 = 0.5 y 7 = 0.3 respectivamente. Podemos ver que las estimaciones del nimero
de componentes conexas son mucho mas cercanas al valor real tres que para el umbral 7 = 0.8. La
metodologia pdfCluster es capaz de estimar perfectamente en todas las simulaciones con n = 1000 para
ambos umbrales y con n = 500 para el 7 méas pequeno. Adem4s es el de menor desviacién para 7 = 0.5,
mientras que el suavizado granulométrico lo es para 7 = 0.3 los dos tamanos muestrales menores. El
método con mayor desviacién tipica es para ambos umbrales el de la envoltura r—convexa. Por ltimo
resaltamos que aunque CFF no realizaba buenas estimaciones para 7 = 0.8, estas mejoran para los
valores de 7 = 0.5y 7 = 0.3.

TRIMODAL 7=0.5
n CFFey pdfCluster | r—conv suav-gr Real
100 | 2.80(0.53) | 2.70(0.47) | 2.43(0.72) | 3.02(0.72)
200 | 2.97(0.37) | 2.88(0.33) | 2.35(0.69) | 3.09(0.43) ;
500 | 3.01(0.17) | 2.99(0.08) | 2.64(0.67) | 3.04(0.19)
1000 | 3.04(0.19) | 3.00(0.00) | 2.76(0.55) | 3.01(0.09)

Tabla 3.10: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300 simulaciones para n €

100, 200, 500, 1000 y 7 = 0.5 en el modelo TRIMODAL.

TRIMODAL T=0.3
n CFFeq pdfCluster | r—conv suav-gr Real
100 | 3.01(0.23) | 2.52(0.59) | 2.48(0.82) | 3.02(0.14)
200 | 3.03(0.17) | 2.89(0.32) | 2.59(0.79) | 3.02(0.13) ;
500 | 3.04(0.20) 3.00(0) 2.70(0.65) | 3.01(0.10)
1000 | 3.05(0.22) 3.00(0) 2.90(0.42) | 3.00(0.06)

Tabla 3.11: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300 simulaciones para n €
100, 200, 500,1000 y 7 = 0.3 en el modelo TRIMODAL.

Por 1ltimo tenemos las simulaciones realizadas con muestras del modelo QUADRIMODAL que
parael casode 7 = 0.8 y 7 = 0.5, son los resultados de las Tablas 3.12 y 3.13. El nimero de componentes
conexas reales es el mayor de todos los modelos: cuatro. Vemos que en ambos casos las estimaciones
del ntimero de componentes se encuentran por debajo del valor real, siendo la diferencia mayor para

el valor més alto de 7. El método que mayor desviacién presenta y el que resultados mas cercanos a
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cuatro estima para 7 = 0.8 es el suavizado granulométrico. Para 7 = 0.5 sigue siendo el suavizado
granulométrico la metodologia que se queda mas proxima a cuatro pero es CFF para todos los tamanos
muestrales excepto para n = 100. En ambos casos la menor desviaciéon ha sido de las estimaciones con
pdfCluster aunque el nimero medio de componentes es el que mas se aleja del real para 7 = 0.8 y es
el segundo mejor para 7 = 0.5.

QUADRIMODAL T=0.8
n CFFeq pdfCluster | r—conv suav-gran || Real
100 20(0) 2.18(0.68) | 2.27(0.91) | 2.99(1.24)
200 | 3.04(0.85) | 2.79(0.75) | 2.91(0.93) | 3.28(1.21) A
500 | 3.43(0.68) | 3.42(0.58) | 3.48(0.68) | 3.81(0.90)
1000 | 3.70(0.58) | 3.77(0.43) | 3.83(0.45) | 3.95(0.59)

Tabla 3.12: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300 simulaciones para n €

100, 200, 500, 1000 y 7 = 0.8 en el modelo QUADRIMODAL.

QUADRIMODAL 7=05
n CFFeq pdfCluster | r—conv suav-gran || Real
100 | 2.98(0.94) | 3.08(0.86) | 2.86(0.94) | 3.49(1.07)
200 | 3.30(0.94) | 3.71(0.56) | 3.21(0.80) | 3.93(0.73) A
500 | 3.52(0.90) | 3.91(0.30) | 3.38(0.62) | 3.99(0.48)
1000 | 3.70(0.74) | 3.98(0.14) | 3.50(0.56) | 4.02(0.29)

Tabla 3.13: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300 simulaciones para n €
100, 200, 500,1000 y 7 = 0.5 en el modelo QUADRIMODAL.

Por ultimo tenemos los resultados para 7 = 0.3 en la Tabla 3.14 donde vemos que el nimero de
componentes reales es dos. Lo primero destacable es que usando pdfCluster, a medida que aumenta el
tamano muestral también lo hace el niimero de componentes conexas estimadas alejandose del valor
real aunque la desviacién disminuye. En el resto de metodologias, para n = 100 el nimero medio de
componentes estimadas es alto y va bajando al aumentar el tamano muestral, al igual que la desviacién.
El método de la envoltura r—convexa es el de menor desviacién en este caso ademas de que es el que
mas ajusta el nimero de componentes conexas estimadas al valor real para n = 100,200, 1000. En el
lado contrario, la metodologia CFF es la que més desviacién presenta.
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En general, para este modelo QUADRIMODAL se han obtenido los resultados con las desvia-
ciones més elevadas para todos los contenidos en probabilidad.

QUADRIMODAL T=0.3
n CFFeq pdfCluster | r—conv suav-gran || Real
100 | 2.53(1.13) | 2.14(0.82) | 2.32(0.72) | 2.97(0.96)
200 | 2.32(1.11) | 2.63(0.73) | 2.31(0.58) | 2.92(0.81) )
500 | 1.9(1.03) | 2.79(0.60) | 2.22(0.45) | 2.86(0.67)
1000 | 1.48(0.86) | 2.74(0.62) | 2.20(0.49) | 2.71(0.59)

Tabla 3.14: Numero medio de componentes conexas estimadas con 300 simulaciones para n €
100, 200, 500,1000 y 7 = 0.3 en el modelo QUADRIMODAL.

Tras analizar los resultados, podemos concluir varias cosas. Primeramente, notamos que, en gene-
ral, las desviaciones disminuyen al aumentar el tamano muestral y ademds, en muchos casos son mas
altas para mayor valor real de niimero de componentes conexas y, dentro de un mismo modelo e igual
valor real, a mayor contenido en probabilidad, menor es la desviacion, es decir, més exactas son las
estimaciones. Esto lo podemos ver en los resultados de los dos primeros modelos donde vemos que
se alcanza la desviacién nula en varias ocasiones. Comparando modelos, pdfCluster es el que mejo-
res resultados proporciona en general pero para n grande, el suavizado granulométrico lo supera en
numerosas ocasiones. Sin embargo este ultimo, es el que tiene en la mayoria de los casos las desvia-
ciones mas elevadas. El método con la desviacién maés estable independientemente del modelo es el
de la envoltura r—convexa. La metodologia CFF no tiene un correcto funcionamiento para tamanos
muestrales pequernios (n = 100) y valores de 7 altos pero si proporciona resultados correctos en el resto
de casos, en especial, en los dos primeros modelos con menor nimero de componentes conexas reales
para tamanos muestrales distintos de n = 100.



Capitulo 4

Aplicacion a datos reales

Una vez hecho el estudio de simulaciones presentado en el capitulo anterior y obtenidos los resulta-
dos sobre las estimaciones del nimero de componentes conexas, es interesante realizar una aplicacién
de los procedimientos testeados sobre muestras de datos reales como pueden ser los seismos expuestos
en el primer capitulo. Se aplicaran los cuatro métodos de reconstruccién de conjuntos de nivel y obten-
cién de componentes conexas que se pusieron a prueba en las simulaciones: plug-in usando el contador
de componentes conexas de CFF y pdfCluster, el método de la envoltura r—convexa y el del suavizado
granulométrico. Los valores de 7 para los que se van a obtener los conjuntos de nivel son los mismos
que en el Capitulo 3: 7 = 0.8,0.5,0.3 y las dos muestras sobre los que se calculan seran, por un lado, los
terremotos que han tenido lugar en Grecia entre 1972 y 1992 (antiguos, S.XX) y por otro, los ocurridos
entre 2003 y 2023 (actuales, S.XXI). La primera de las muestras tiene un total de 1284 observaciones
mientras que la segunda 1430 y de todas las variables que se presentaron en el Capitulo 1 solo se van
a utilizar las coordenadas de los terremotos. Notemos que el nimero de observaciones es similar al
mayor tamano muestral que usamos en las simulaciones y con el que teniamos unos resultados muy
cercanos al valor real en media y con una desviacién tipica pequena. Por lo tanto se podria esperar
que los métodos también proporcionen buenos resultados sobre ambas muestras.

Obtenemos la funcién f;,, usando un kernel normal bidimensional, y para cada valor de 7 mencio-
nados anteriormente y cada muestra calculamos el estimador f, correspondiente obteniendo:

Datos S.XX: fo.s = 0.104 fo.s = 0.0529 fo.3 = 0.0343
Datos S.XXI: fo.s = 0.0898 fo.5 = 0.0489 fo.3 = 0.0294

Podemos ver como en todos los casos, el umbral estimado es ligeramente menor para la muestra
de datos actuales pero los valores son bastante similares para ambas muestras. Asi, con estos valores
podemos obtener el conjunto de X; tales que f,,(X;) se encuentra por encima del umbral para cada una
de las muestras y 7, es decir, los puntos de la muestra pertenecientes a ﬁ(T) 0, siguiendo la notacién
de los métodos hibridos, el conjunto &, . La representacién de estas observaciones se encuentran
en la Figura 4.1: En la parte superior se muestran en rojo los puntos por encima del estimador del
umbral para la muestra de los datos del siglo pasado para, de izquierda a derecha, 7 = 0.8,0.5,0.3. En
la parte inferior tenemos lo mismo en color azul para los datos actuales. En primer lugar, a medida
que disminuye 7, mayor numero de observaciones estaran contenidas en el conjunto de nivel; por eso
de izquierda a derecha vemos que las zonas coloreadas aumentan. En segundo lugar se puede comparar
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Figura 4.1: Observaciones por encima de fT con 7 = 0.8,0.5,0.3 de izquierda a derecha para los datos
de sefsmos en Grecia entre 1972 y 1992 (parte superior, en rojo) y entre 2003 y 2023 (parte inferior,
en azul).

lo obtenido para los datos del siglo XX. con los actuales. Se puede observar que para 7 = 0.8 hay tres
zonas coloreadas de las cuales dos coinciden en ubicacion y la que esta en el medio es la que difiere: en
los datos antiguos se encuentra méas a al este que en los actuales. Para 7 = 0.5 podemos ver para las
dos muestras que hay una zona coloreada al sureste del pais y otra ubicada en el centro y noroeste.
Por tanto vemos que son bastante similares los resultados para ambas. Al tomar 7 = 0.3, laz zonas de
alta densidad para los datos del siglo XX. se encuentran en el sur, y hacia el norte, mientras que en
los del siglo XXI no alcanzan zonas tan al norte pero en compensacién las islas situadas al este estan
afectadas por mayor numero de seismos.

Una vez tenemos esta idea inicial y hemos obtenido las observaciones pertenecientes a L(7) (segin
la notacién de plug-in) y a X, + (siguiendo la notacién de los métodos hibridos) para cada umbral,
vamos a estimar el nimero de componentes conexas usando las metodologias mencionadas

4.1. CFF

Al igual que en las simulaciones unicamente se va a emplear el pardmetro e para estimar compo-
nentes. Asi, para los diferentes umbrales 7 y las dos muestras de seismos, se obtienen los valores de e
que se muestran en la Tabla 4.1. Como era de esperar el valor de € aumenta a medida que 7 disminuye.
Esto es, estarifamos estimando el nimero de componentes conexas generadas por una union de bolas
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de un radio mas grande a medida que hay mayor contenido en probabilidad en el conjunto de nivel, es
decir, menor 7.

Valor de &5

T 0.8 0.5 0.3

Muestra S.XX | 0.2499 1.0892 2.8709

Muestra S.XXI | 0.3022 1.2518 2.4850

Tabla 4.1: Valores del pardmetro o para las dos muestras de terremotos y los tres umbrales: 7 =
0.8,0.5,0.3.

Una vez tenemos el valor de € para cada caso se pueden estimar el nimero de componentes conexas
siguiendo los pasos del Algoritmo 1. El resultado de los grupos formados se muestra gréficamente en
la Figura 4.2 y el nimero de componentes estimadas se puede consultar en la Tabla 4.2.

NO de componentes conexas estimadas

T 0.8 0.5 0.3
Muestra S. XX 3 3 2
Muestra S.XXI 4 2 2

Tabla 4.2: Nimero de componentes conexas estimadas para las dos muestras de terremotos y los tres
umbrales: 7 = 0.8,0.5,0.3 empleando el método CFF con el pardmetro e5.

Vemos que unicamente coinciden para 7 = 0.3, donde el niimero de componentes conexas estimadas
es dos. Fijandonos en la parte inferior de la Figura 4.2 se tiene que hay un grupo en el sureste del pais y
otro mas hacia el norte en ambos casos. La mayor diferencia es que las islas del este estdn mas afectadas
en la actualidad formando parte del conjunto de nivel estimado mientras que a partir de los registros del
siglo XX, estas zonas no formarian parte del conjunto de nivel. Para 7 = 0.5 tenemos tres componentes
conexas para la muestra del siglo XX y dos para la actual. La diferencia esta, tal como vemos en las
dos imagenes centrales de la Figura 4.2, en que las zonas de alta densidad situadas en la zona norte,
en el caso de la muestra del siglo pasado forman parte de dos componentes conexas distintas mientras
que en la actual todas las observaciones estdn en una tnica. Por ultimo, las componentes conexas
estimadas para 7 = 0.8 son tres para los datos histéricos y cuatro para los actuales. Fijandonos en la
Figura 4.2, en la muestra del siglo pasado, las componentes conexas coinciden en localizaciéon con las
obtenidas para 7 = 0.5. Esto no ocurre para los datos actuales donde se tienen cuatro agrupaciones de
observaciones, una en el sur y otras tres bastante cercanas en la parte noroeste; en la zona donde, para
mayor contenido en probabilidad, tenfamos una tnica componente conexa, tomando para 7 = 0.8 se
han estimado tres de menor tamaio.
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Figura 4.2: Grupos formados usando el método de estimacién del nimero de componentes conexas

CFF para los datos de sefsmos en Grecia entre 1972 y 1992 (izquierda

En la fila superior estan los resultados para 7 = 0.3, en el medio, 7

(derecha).

y entre 2003 y 2023

)

=0.8.

= 0.5 y en la inferior 7



4.2. PDFCLUSTER 49

4.2. pdfCluster

Para este segundo método vamos a necesitar la triangulacion de Delaunay calculada para ambas
muestras. Estas se pueden ver en la Figura 4.3, a la izquierda la obtenida para la muestra de sefsmos
del siglo pasado y a la derecha la del actual.

Figura 4.3: Triangulaciéon de Delaunay obtenida a partir de la muestra de sefsmos registrados entre
1972 y 1992 (izquierda) y entre 2003 y 2023 (derecha).

Tras aplicar el método mediante la funcién pdfCluster de “R sobre ambas muestras con los valores
de 7 anteriormente mencionados, se han estimado el nimero de componentes conexas que se muestra
en la Tabla 4.3 en cada caso. Ademds, los grupos generados se pueden observar graficamente en la
Figura 4.4 donde tenemos a la izquierda los grupos para la muestra de seismos en el siglo XX para
7 = 0.3 arriba, 7 = 0.5 en el centro y 7 = 0.3 en la parte inferior; en la columna derecha se encuentra
lo mismo pero para la muestra de datos del siglo XXI.

N® de componentes conexas estimadas

T 0.8 0.5 0.3
Muestra S. XX 3 2 2
Muestra S.XXI 2 2 2

Tabla 4.3: Numero de componentes conexas estimadas para las dos muestras de terremotos y los tres
umbrales: 7 = 0.8,0.5,0.3 mediante el método denotado por pdfCluster.
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Figura 4.4: Grupos formados usando el método de estimacion del niimero de componentes conexas
pdfCluster para los datos de sefsmos en Grecia entre 1972 y 1992 (izquierda) y entre 2003 y 2023
(derecha). En la fila superior estdn los resultados para 7 = 0.3, en el medio, 7 = 0.5 y en la inferior
7=0.8.
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Vemos como en este caso, excepto para la muestra antigua y 7 = 0.8, los grupos generados son dos:
uno en la zona noroeste y otra en la sureste. Las principale diferencia con el método anterior es que
para 7 = 0.5 y la muestra antigua, el grupo maés situado al norte estaba dividido en dos y para 7 = 0.8
y la muestra actual el grupo que se encuentra en el noroeste estaba dividido en tres.

4.3. Método de la envoltura r-convexa

Ahora pasamos ya a los métodos hibridos, comenzando con el método de la envoltura r—convexa.
Para cada muestra y cada valor de 7 debemos calcular el valor del radio éptimo obtenido mediante el
Algoritmo 2. Los resultados para cada muestra y umbral se pueden ver en la Tabla 4.4. Vemos que el
valor de r varia segin el umbral; en este caso, el mayor valor se alcanza para ambas muestras para
7 = 0.8 y el menor para 7 = 0.5. Asi, con estos valores de los radios se puede estimar el conjunto de
nivel como la envoltura r— convexa de la muestra &, ; y a partir de ella calculamos el nimero de
componentes conexas por las que estd formado el conjunto estimado. Los resultados se pueden ver en
la Tabla 4.5 y graficamente en la Figura 4.5.

Radio éptimo

T 0.8 0.5 0.3

Muestra S.XX | 1.645 0.17 0.255

Muestra S.XXI | 0.44 0.195 0.375

Tabla 4.4: Radios 6ptimos obtenidos a partir de las muestras de seismos en Grecia entre 1972 y 1992
(arriba) y entre 2003 y 2023 (abajo) para el método de la envoltura r—convexa con los diferentes
valores de T.

N° de componentes conexas estimadas

T 0.8 0.5 0.3
Muestra S.XX 3 9 8
Muestra S.XXI 3 8 8

Tabla 4.5: Nimero de componentes conexas estimadas para las dos muestras de terremotos y los tres
umbrales: 7 = 0.8,0.5,0.3 mediante el método de la envoltura r—convexa con r éptimo.

Como vemos los resultados para los conjuntos de nivel con mayor contenido en probabilidad no
se parecen a los obtenidos para los métodos de estimacién de componentes conexas que no tenian en
cuenta condiciones de forma. En este caso los conjuntos de nivel estimados estan formados por un
mayor nimero de componentes conexas y eso se debe a la restriccién sobre el conjunto de nivel de que
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Figura 4.5: Grupos formados usando el método de estimacién de conjuntos de nivel y componentes
conexas de la envoltura r—convexa con r 6ptimo para los datos de sefsmos en Grecia entre 1972 y 1992
(izquierda) y entre 2003 y 2023 (derecha). En la fila superior estédn los resultados para 7 = 0.3, en el
medio, 7 = 0.5 y en la inferior 7 = 0.8.En rojo los puntos de X}, ; y en azul los conjuntos de nivel.
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que contenga todas las observaciones de la submuestra &), ; pero que ningin punto de X, _ se en-
cuentre en su interior. Asi, para los valores 7 = 0.8 tenemos para ambas muestras tres componentes
conexas; la situada en el sureste y en el oeste coinciden pero la restante se ubica en lugares distintos.
Para 7 = 0.5 tenemos 9 componentes conexas para la muestra de terremotos del siglo pasado y 8 para
las del actual. En el caso de la primera, tal como vemos en la parte central izquierda de la Figura 4.5,
solo dos de las componentes conexas se encuentran en la parte sur y una de ellas es un punto aislado;
sin embargo en la muestra del siglo XXI la parte del sureste esta dividida en tres zonas en vez de estar
todos los seismos concentrados en la misma. Esto deja de ocurrir para 7 = 0.3 que las diferencias se
encuentran mas en la zona norte aunque el nimero de componentes conexas estimadas coinciden. Se
puede observar en la parte superior de la Figura 4.5 como las zonas de alta densidad de sefsmos se han
desplazado hacia el este en la zona norte en la muestra del siglo actual frente al pasado.

4.4. Meétodo del suavizado granulométrico

El dltimo método también forma parte de las metodologias que asumen condiciones de forma y en
este caso asumimos que el conjunto de nivel estd formado por bolas de radio fijo. Para cada muestra y
cada valor de 7 tenemos un radio distinto que se muestran en la Tabla 4.6. Al igual que ocurria antes,
los valores del radio no siguen una distribucién monétona sino que, como se ve en la Tabla 4.6, pueden
tomar un valor més alto para 7 = 0.8, diminuir para 7 = 0.5 y volver a aumentar cuando 7 = 0.3. Los
resultados del nimero de componentes conexas se pueden ver en la Tabla 4.5 y graficamente en 4.6.

Radio obtenido a partir de los datos

T 0.8 0.5 0.3

Muestra S.XX | 0.20 0.12 0.20

Muestra S.XXI | 0.08 0.06 0.095

Tabla 4.6: Radios 6ptimos obtenidos a partir de las muestras de seismos en Grecia entre 1972 y 1992
(arriba) y entre 2003 y 2023 (abajo) para el método del suavizado granulométrico con los diferentes
valores de T.

N® de componentes conexas estimadas

T 0.8 0.5 0.3

Muestra S. XX 3 7 5

Muestra S.XXI 3 8 11

Tabla 4.7: Numero de componentes conexas estimadas para las dos muestras de terremotos y los tres
umbrales: 7 = 0.8,0.5,0.3 mediante el método del suavizado granulométrico con r éptimo.
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Figura 4.6: Grupos formados usando el método de estimacién de conjuntos de nivel y componentes
conexas de la envoltura r—convexa con r obtenido a partir de la muestra para los datos de sefsmos
en Grecia entre 1972 y 1992 (izquierda) y entre 2003 y 2023 (derecha). En la fila superior estdn los
resultados para 7 = 0.3, en el medio, 7 = 0.5 y en la inferior 7 = 0.8. En azul los centros de las bolas,
en negro las observaciones de X, ;, en gris las de &}, _y en rojo los conjuntos de nivel.
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Este método, al igual que el anterior, estima un nimero de componentes conexas alto y, de nuevo,
esto puede ser consecuencia de la cercania de los puntos de la muestra &, _ a las observaciones de
X, +. Para 7 = 0.8 se estiman tres componentes conexas para cada muestra y coinciden en espacio
con las estimadas mediante el método de la envoltura r — convexa. En el caso de 7 = 0.5 tenemos
siete componentes conexas en el caso de los datos de seismos del siglo XX y ocho en las del siglo
actual. Para la primera muestra tenemos dos componentes menos que para el método de la envoltura
r—convexa y esta diferencia viene dada por dos puntos aislado que siguiendo la metodologia de esta
seccién forman parte de una componente conexa de mayor tamano cercana. Para la muestra de datos
del siglo XXI se estiman el mismo niimero de componentes conexas y cada una estd formada por el
mismo conjunto de observaciones que usando la envoltura r—convexa. Por tdltimo, para 7 = 0.3 hay
una gran diferencia en las componentes estimadas: para la muestra del siglo XX se tienen cinco y para
el del actual once. Para la primera muestra tal como vemos en la parte superior izquierda de la Figura
4.6 tenemos una componente conexa en el sureste (al igual que en todos los métodos anteriores) y una
de las diferencias se encuentra en la zona norte: usando la envoltura r—convexa teniamos tres puntos
aislados que empleando esta metodologia forman parte de una componente conexa cercana de mayor
tamano, igual que para 7 = 0.5. La mayor diferencia viene en la muestra actual. Probablemente debido
a la cercanfa de las observaciones de la muestra &), _, el radio 6ptimo es pequenio y eso lleva a una
estimacién de un mayor nimero de componentes conexas.

4.5. Conclusiones

Tras aplicar los diferentes métodos a dos bases de datos reales y de gran tamano, podemos concluir
varias cosas.

Primero presentamos las conclusiones acerca de las metodologias. Vemos como los métodos hibridos
para valores de 7 = 0.5, 0.3 estiman un mayor nimero de componentes conexas que los contadores que
no tienen en cuenta condiciones geométricas. Sin embargo para 7 = 0.8 los tres métodos tienen unos
resultados practicamente iguales, de tres componentes para la muestra de seismos del siglo XX para
todos los métodos y entre dos y cuatro para la otra muestra. Por tanto hemos visto la importancia de la
distancia entre los puntos de &;,  y X, _ en los métodos hibridos ya que de esta depende el radio éptimo
estimado en ambos. Podriamos pensar que debido a la pequena distancia entre las dos submuestras
mencionadas se esta sobreestimando el niimero de componentes conexas con los métodos hibridos pero
esto no se detectaba en el estudio de simulacién. Otra opcién serfa que los dos primeros métodos
estuvieran estimando un nimero de componentes por debajo del real y no son capaces de diferenciar
todos los grupos correctamente. Podria ser interesante para futuros trabajos ver si la distancia entre
las submuestras influye a la hora de sobreestimar el niimero de componentes conexas.

Por 1ltimo, tenemos la conclusion sobre la evolucién de las zonas de alta densidad de seismos.
Fijandonos en los lugares més afectados (7 = 0.8), tenemos que tanto las islas del oeste del pafs como
las del sureste eran zonas muy afectadas segin la muestra del siglo XX y lo siguen siendo actualmente.
La diferencia estd en el centro del pais, al oeste de Atenas. En los registros del periodo entre 1972 y
1992 se tenia esa zona como un lugar con alta densidad de terremotos y sin embargo en la muestra de
sefsmos entre 2003 y 2023 esa zona de alta densidad se ha desplazado hacia el oeste y ha disminuido
considerablemente su tamano. Si tomamos un umbral méas bajo como 7 = 0.5 tenemos varias zonas
de alta densidad; de nuevo las islas del oeste y del sureste son las zonas principales pero se une a
estas la zona central del pais. Ademads, segiin la muestra de datos del siglo XX tenemos alguna isla
pequena del este también se encuentra en peligro pero esto no ocurre en la actualidad sino que es la
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costa al este de Atenas la zona afectada. Por ltimo, fijaAndonos en lo obtenido para 7 = 0.3, notamos
algunas pequenas diferencias. Por un lado que las islas situadas al este del pais estdn méas afectadas
por los terremotos en la actualidad de lo que lo estaban segiin la muestra del siglo XX, por lo que
deberian tomarse nuevas medidas de seguridad en ellas. Por otro lado, parece que ahora los seismos
se concentran ademads en la franja central, en especial las islas del oeste, y en el sureste mientras que
para la muestra obtenida en el perfodo entre 1972 y 1992 se detectaba una zona con gran ntmero de
sefsmos en el norte, cercano a la zona centro de Macedonia. En la muestra del siglo XXI esto no ocurre,
siendo una regién sin excesivo peligro.

En general no se detectan grandes variaciones en los seismos en Grecia entre las dos muestras de
datos salvo las comentadas previamente y donde destacan la menor afectacion del oeste de la capital
del pais (7 = 0.8) y el aumento de los seismos registrados sobre las islas del este mds cercanas a Turquia
(r=0.3).



Apéndice A

Funciones Kernel unidimensionales
y multidimensionales

1. Kernels unidimensionales

Kernels unidimensionales

Kernel K(u)
Uniforme 21(Jul £ 1)
Triangular (1= Ju])L(ul <1)

Epanechnikov 31— u?)1(Jul £ 1)

Biweight 12(1—u?)?1(jul < 1)
Gaussiano \/% exp(—3u?)
Coseno Teos(5)1(Jul <1)

Tabla A.1: Funciones kernel unidimensionales més empleadas para la estimacién tipo nicleo de la
densidad.

2. Kernels multidimensionales

Kernel normal d—dimensional: K (u) = (27)~%?ezp(—iuTu)

Kernel multiplicativo: K (u) = [[", #(u;), donde (-) es un kernel unidimensional
de los que se han definido previamente.

o7
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