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Resumen

Resumen en espanol

El objetivo de la presente memoria es el estudio del célculo del core-center en problemas del
aeropuerto. Se analizan los métodos exactos existentes para su célculo, ademés de proponer un
algoritmo basado en una teselacién exterior que relaciona el propio juego con su dual. Por otro
lado, se analiza el comportamiento del niicleo en situaciones determinadas, como puede ser la
presencia de jugadores simétricos, para conseguir la zona indispensable del niicleo y descartar
la redundante. Asi, aplicando ciertos métodos de estimacién, se consigue una aproximacién
adecuada del core-center, el fundamento tedrico de esta estimacién se basa tinicamente en el
caracter ecuanime de esta solucién. El algoritmo utilizado es el método de caminos aleatorios
Hit-and-Run, que abre las puertas a la estimacion del core-center para otras clases de juegos
equilibrados.

También se pone a disposicién del lector los comandos de la programacién realizada en el
lenguaje R, para la utilizacién de todos los métodos tratados en este trabajo.

English abstract

The goal of this memoir is the study of the calculation of the core-center in the airport
problem. Exact methods are analyzed for its computation, as well a new algorithm based on an
external tessellation that relates the game itself to its dual. On the other hand, the structure
of the core is explored when there are symmetric players. Our approach identifies the essential
areas within the core and discards the redundant ones. Thus, by applying certain estimation
methods, a reasonable approximation of the core-center is achieved. The theoretical basis of
this estimate is only based on the fairness of this solution. The algorithm used is the Hit-and-
Run method. Furthermore, this procedure opens the door to core-center approximation for
other kinds of balanced games.

The R scripts for the methods discussed in this work are also provided to the reader.
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Prefacio

El problema del reparto de costes consiste en distribuir los costes comunes que se gene-
raron al cooperar diversos agentes en un proyecto comtn. Un caso particular es el problema
del aeropuerto, en el que varias aerolineas utilizan conjuntamente la pista de aterrizaje, el
objetivo es repartir el coste de mantenimiento de la pista entre todas las companias que la
utilizan, teniendo en cuenta que cada una de ellas tiene diferentes necesidades (por ejemplo,
los aviones pequenos necesitarian una pista mas corta para aterrizar). El juego del aeropuerto
fue introducido por ( ), es un problema clasico de asignacién de
costes al que se le asigna un juego cooperativo para asi encontrar una soluciéon y designar los
costes a cada jugador o aerolinea.

Existen varias soluciones, entre las mas importantes se encuentran el valor de Shapley y
el nucleolo, pero por las buenas propiedades del core-center, este se convierte en una soluciéon
de interés en los juegos cooperarivos, en particular en los de aeropuerto. Esta solucién fue
introducida por ( ) v consiste en promediar de
forma ecudnime todos los repartos estables del nicleo. De forma intuitiva, el nicleo de un
juego cooperativo consta de aquellos repartos en los que ningiin jugador tiene incentivos para
desviarse.

En ( ) se obtienen expresiones explicitas del core center para
el juego del aeropuerto. Una de las expresiones desarrolladas es el cociente de volimenes,
especificamente el core-center se corresponde con la razén entre el volumen del nicleo del
juego con un jugador clonado y el volumen del nicleo del juego original. En el articulo, a
partir de esta idea, desarrollaron una férmula para el cdlculo del core-center en problemas
de aeropuerto, pero en el presente trabajo hemos estudiado otros algoritmos para el calculo
exacto de volimenes de politopos, construyendo asi otras formas de calcular esta solucidn.

El calculo de volimenes es un clasico problema matemaético, presentandose en aplicacio-
nes econdmicas, de andlisis complejo, modelizacion con sistemas lineales e incluso aplicaciones
estadisticas. Los autores ( )y ( )y ( ) de-
mostraron que el cdlculo de volimenes exactos es un problema NP-Hard, incluso para los
politopos que definen el nicleo de un juego del aeropuerto. Por este motivo una parte de
nuestro estudio se centrd en conseguir posibles estimaciones del core-center para dimensiones
elevadas. Antes de escribir esta memoria analizamos brevemente la eficacia de diversos algo-
ritmos de estimacién para volimenes de politopos con el objetivo de aproximar el core-center
como cociente de volimenes, pero para reducir el error en la estimacién propusimos aproxi-
mar el core-center simulando de una muestra uniformemente distribuida en el nicleo del juego
asociado, y tomando como estimacion la media muestral, esto lo podemos hacer utilizando su
caracter ecuanime, por la propia definicion del core-center: se corresponde con el centro de
gravedad del ntcleo si consideramos que su masa esta uniformemente distribuida.
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X1V PREFACIO

Con esta idea detallaremos cada algoritmo de estimacién y posteriormente recogeremos
las diferencias principales entre cada uno de ellos. Ademds, compararemos el método exacto
original con los que proponemos en esta memoria.

En el Capitulo 1 se presenta el problema clasico de aeropuerto, se explican las principales
reglas de reparto y las propiedades que verifican cada una de ellas.

A continuacién, en los Capitulos 2 y 3 se estudiardan procedimientos aproximados, desde
los métodos tradicionales como el método de aceptacién y rechazo o el método de inversion,

hasta el método de caminos aleatorios, hit-and-run ( ( )
( )), v procedimientos exactos para el cédlculo del core-center, entre estos destacamos el
algoritmo por via de volimenes, en el que utilizamos el método de ( ) para el

calculo del volumen, y algoritmos basados en la teselacién tanto interna como externa.

En el capitulo 4 nos centramos en la estimacién del core-center para un caso particular,
el problema del aeropuerto con la presencia de agentes simétricos. Este caso tiene gran im-
portancia puesto que la dificultad principal para el calculo exacto del core-center en ejemplos
reales es la dimension elevada, pero esto deriva de la cantidad de grupos simétricos que existen
en el problema de estudio, como es el ejemplo original ( ).

Por ltimo, en el capitulo 5 generalizamos el método de caminos aleatorios para poder
estimar el core-center en otras clases de juegos y no restringirnos a los problemas del aero-
puerto. Para estudiar la eficacia del método elegimos ejemplos de hasta 4 jugadores, debido a
que se tiene una férmula explicita para el calculo exacto de esta solucién y podemos calcular
el error cometido en las estimaciones, ademas utilizamos caracteristicas de la propia solucion
para poder comprobar que su estimacién es correcta en juegos de mas de 4 jugadores.

Estos algoritmos se han programado en R para la futura creacién de un paquete a la
disposicién de los usuarios. En los Anexos de esta memoria, se encuentran los codigos de cada
algoritmo junto con la ayuda correspondiente para su uso.



Notacion

Conjunto de jugadores.

Vector de costes asociado a cada jugador de N.

Cardinal del conjunto de jugadores, normalmente la denotaremos por n.

Vector de costes asociado a cada jugador de N\{i}.

Conjunto de aplicaciones N — RV en las que cada coordenada se corresponde con la

solucién asociada a cada agente.

Subconjunto de RV, con todas las coordenadas positivas o nulas.

Subconjunto de R, con todas las coordenadas estrictamente positivas.

Suma de todas las coordenadas correspondientes a los jugadores de S, i.e. z(S) = Z;qxl
i€

Conjunto de juegos del aeropuerto con conjunto de jugadores N.

Solucién para el juego del aeropuerto ¢ € CV.

Conjunto de imputaciones del juego del aeropuerto ¢ € CV.

Niicleo del juego del aeropuerto ¢ € CN.

Ntcleo proyectado sobre el jugador i-ésimo de un juego del aeropuerto con vector de cos-

tes c € CV.

Ntcleo proyectado sobre el tltimo jugador de un juego del aeropuerto ¢ € CV.

En ocasiones, cuando no haya maés vectores de costes involucrados lo denotaremos por C.
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Capitulo 1

Introducciéon al problema del
aeropuerto

Nuestra area de trabajo serd un subdominio de problemas de asignacion de costes, conocido
como problemas del aeropuerto, que inicialmente aparecié en ( ).
Varios enfoques de este problema son presentados en ( ).

Una pista de aterrizaje, utilizada conjuntamente por diversas aerolineas, genera un coste
de mantenimiento que debe repartirse entre todas las companias aéreas, pero cada aerolinea
tiene diferentes necesidades: una compania con aviones grandes utilizara un trozo mas grande
de la pista de aterrizaje y a su vez este trozo servird para todas aquellas companias con aviones
mas pequenos. Asi la pista debe cubrir todas las necesidades, es decir, atender la exigencia
de aquella aerolinea con aviones mas grandes. Pero, jcémo repartir este coste entre todas las
companias que utilizan la pista? Este es el denominado “problema del aeropuerto”.

I ] ] ] ]

i T T T 1
Compania 1 Compania 2 Compania 3 cee Compania n

Otros problemas siguen la misma estructura, un ejemplo puede ser el problema originado
del reparto del coste mensual de la seguridad de un centro comercial, o de cualquier servicio
conjunto, donde cada tienda de dicho centro necesita esa seguridad o servicio por un periodo
de horas a lo largo del dfa. Con estas exigencias, se tiene que contratar ese servicio por el
tiempo maximo para satisfacer todas las necesidades.

10:00 13:00 16:00 e 22:00

T T T
Tienda 1 Tienda 2 Tienda 3 s Tienda n

Otra ilustraciéon podria ser el reparto de responsabilidades, este enfoque se presentd y
se estudi6 en ( ). Imaginemos un accidente de coche, debido a que un
conductor estaba ebrio, el otro conductor queda herido y se llama una ambulancia, esta por
falta de preparacién llega tarde y provoca que la salud del conductor empeore. Una vez
en el hospital, el médico que lo atiende tiene una negligencia en la operaciéon lo que causa
la amputaciéon de una pierna del conductor. ;Quién tiene la “culpa”? ;Cdémo repartimos la
responsabilidad?



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL PROBLEMA DEL AEROPUERTO

Realmente el que tiene mas peso de “culpa” es el conductor ebrio, pues su acto propicid
todos los hechos posteriores, y, siguiendo este razonamiento, el que tendria menor peso seria
el médico. En un juicio, los abogados podrian usar razonamientos similares para paliar la
compensacién econémica al conductor que ha quedado invalido. De forma lineal podemos
representar la cantidad de “culpa” de cada agente de menor a mayor de forma andloga de los
ejemplos anteriores.

Amputacién Salud empeorada Accidente

T T 1
Negligencia médica Retraso en ayuda Conductor

Incluso, sin desviarnos demasiado del ejemplo original, si en vez de considerar companias
aéreas, consideramos cada uso de la pista de aterrizaje (despegue o aterrizaje) como un agente
que necesita un trozo determinado de la pista, podemos tener el problema de repartir el coste
de la pista entre todos los despegues y aterrizajes realizados, ver Figura 1.1.

S

C1

Cn

Figura 1.1: Coste asociado a cada avién dependiendo del tramo que utilizan.

En general, cualquier problema donde los agentes estdn organizados linealmente de for-
ma que al cubrir las necesidades de uno, también se satisfagan los agentes con necesidades
menores, lo trataremos como un problema del aeropuerto.

Este problema de asignacién de costes tiene varias lineas de generalizacién, como pueden
ser los problemas de costes en autopistas, introducidos por ( ), permitiendo
asignar costes a segmentos determinados, sin necesidad de que todos los tramos compartan el
inicio (ver Figura 1.2), como ocurre en el problema del aeropuerto.



Agente 3
Agente 1
—_—
Agente 2
—
r 01 T c2 T C3 T 1

Figura 1.2: Coste asociado a cada segmento.

Otra posible extension es la suma de problemas de aeropuertos con los problemas de
mantenimiento, contruyendo asi un juego de coste de infraestructuras donde se estudia el
reparto del coste de construccién y de mantenimiento del servicio comun, (

(2000)).

Volviendo a nuestro tema de estudio, mas formalmente, tenemos que un problema del
aeropuerto es un par (N, c) siendo N = {1,...,n} el conjunto de todas las companias aéreas
que operan en el aeropuerto, ordenadas segin la necesidad de la pista de menor a mayor, y
cc ]Rf el vector donde cada componente se corresponde con el coste de construccion de la
pista de aterrizaje de cada agente. Es decir, cada compaiiia, ¢ € IN, se caracteriza por el coste
de construccién del tramo de pista necesario, el i-ésimo elemento del vector c, ¢;. Suponemos,
sin pérdida de generalidad, que ¢; < co < --- < ¢y

Noétese que servir las necesidades del agente ¢ implica cubrir a todos los agentes con coste
de construccién menor o igual que el coste ¢;. Asi el coste total de construccién coincide con
el maximo coste que cumpla todas las necesidades, max;cn ¢;, por como hemos ordenado a
los agentes este maximo se corresponde con el coste del ultimo agente, c,,.

I ] ] ] ]
i T T T 1

C1 Co C3 cee Cn

Una solucién al problema del aeropuerto consiste en encontrar divisiones del coste de
construccion de la pista de aterrizaje entre las distintas aerolineas que operan en el mismo.

Sea CY el conjunto de problemas de aeropuerto, cada uno de estos problemas, ¢ € CV,
tiene asociado un juego de costes equivalente, (IV, ¢), de forma que para cada coalicién S C N,
¢(S) representa el coste de construir la pista asociada a la coalicién S, es decir el coste de
cubrir las necesidades de todos los agentes de S, este coste se correspondera con:

¢(S) = méx¢;
€S
Antes de mencionar las principales soluciones de este tipo de problemas, definiremos con-
ceptos basicos de la teoria de juegos a los que haremos referencia a lo largo de esta memoria.
Un reparto x € RY de un juego cooperativo de costes (N, c) es un vector donde cada
componente, x;, se corresponde con la cantidad a abonar impuesta al agente ¢ € N.



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL PROBLEMA DEL AEROPUERTO

Definicién 1.1. Sea x € RY un posible reparto, se dice que x es individualmente racional
si y sélo si la cantidad a sufragar por cada agente es menor o igual al coste que tendria de
forma individual, es decir, x; < ¢;, Vi € N

Definicién 1.2. Sea x € RY un posible reparto, se dice que x es eficiente si y sélo si
la cantidad conjunta a sufragar coincide con el coste total que se quiere repartir, es decir,

> ien Ti = Cn.

Definicién 1.3. El conjunto de imputaciones de un juego (N, c¢) se define como el conjunto
de los repartos individualmente racionales y eficientes, se denota por I(N,c).

I(N,c) = {XGRf: x; < (1), sz :c(N)}

1EN

X1

Figura 1.3: Conjunto de imputaciones del juego de costes (IV, ¢) para 3 agentes y su proyeccion
en el plano (X7, X2)

Graficamente se puede ver en la Figura 1.3 el conjunto de imputaciones de un juego
cooperativo de costes con tres jugadores, también se representa su proyeccién en el plano
(X1, X>2). Por su propia definicién, con cualquier reparto en este conjunto todos los agentes
estarfan satisfechos individualmente.

Definicién 1.4. El core o nicleo ( ( ), ( )) de un juego (N,c) es
el conjunto de imputaciones que cumplan la racionalidad coalicional, es decir, que el reparto
conjunto de toda coalicién sea a lo sumo el coste de la misma, y se denota por C(N,c).

C(N,c) ={x € I(N,c): z(S) <¢(S), VS C N}



donde z(S) denota la suma de las coordenadas correspondientes a los jugadores de S, i.e.

z(S) = .

€S
Ahora si podemos empezar a definir las principales soluciones:

Definicién 1.5. El valor de Shapley ( ( )) de un juego de costes (o de beneficios)
(N, c) es el reparto que promedia los vectores de contribuciones marginales, m, asociados a
todas los 6rdenes posibles de los agentes, ITV.

1 ™
Sh(N, ¢) = a > mT(N,c)
wellN

Definicién 1.6. El nucleolo ( ( )) de un juego de costes (o de beneficios) (N, ¢)
es el reparto que hace que las quejas de las coaliciones sean lo més pequenas posibles en el
sentido lexicografico!.

n(N,c) ={x € I(N,c): 6(z) <p, 0(y), para todo y € I(N,c)}

n .
donde 0(x) € R?" se corresponde con los excesos? que presenta x respecto a cada posible
coalicién en orden descendiente.

Definicién 1.7. El core-center ( ( )) se define como
el centro de gravedad del nicleo, si consideramos que su masa esta uniformemente distribuida.
Siendo asi una solucién ecudnime que promedia todos los posibles repartos del nticleo.

Sea mp—1(C(N,c)) la medida de Lebesgue (n — 1)-dimensional correspondiente al nicleo
del juego, se tiene que

1 (C(N, ¢)) = / dm,_y = i dimn 1 = /i m 1 (CIN, )
C(N,c) C(N,c)
Asi el core-center se define como el reparto que a cada jugador i € N le asigna
1 / 1
—_— i dmy—1 = A/ TidMp_1.
mn—l(C(N7 C)) C(N,c) mnfl(C(Nv C)) O(ch)

En su propia expresiéon vemos que se corresponde con promediar los repartos del nicleo
proyectado, hablaremos més adelante de esta proyecciéon (no nos afecta hablar del proyectado
pues, al ser eficiente, nos basta conseguir el reparto en esta dimensién).

pi(N,c) =

Por 1ultimo, antes de entrar en el caso particular del problema del aeropuerto, hablare-
mos de las propiedades bésicas que se pretenden cuando se propone una solucién como las
mencionadas anteriormente.

Formalmente, sea G el conjunto de juegos TU, una soluciéon o un reparto se corresponde
con una aplicacién ® : G — RIN! donde a cada juego (N, ¢) le asocia un vector | N|-dimensional
cuyas coordenadas estan indexadas por V.

!'Dado dos vectores x, y € R", decimos que x es menor estrictamente que y en el sentido lexicogréfico,
r <, Yy, si existe un nimero natural k € N, tal que 1 < k < n y se cumpla que las coordenadas predecesoras
coincidan para ambos vectores, x; = y; para todo i < k, pero que en la coordenada k-ésima exista la desigualdad
estricta correspondiente, zr < yg.

Ademas, decimos que x <y ysix =y oz < y.

2Los excesos de una coalicién se corresponden con la diferencia entre el valor de dicha coalicién y la asignacién
correspondiente a la misma, e(S,z) = v(S) — z(5).
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Definicién 1.8. En un juego (N, ¢), dos jugadores i,j € N son simétricos si tienen la misma
aportacion al resto de jugadores,

c(SU{i}) =c(SU{j}) para toda coaliciéon S C N\{i,j}

Definicién 1.9. En un juego (N,c¢), un jugador i € N se dice jugador titere si no aporta
beneficio adicional a los demas jugadores,

c(SU{i}) =c(S) +c(i) para toda coalicién S C N\{i}

Si este jugador ademds tiene coste nulo, c(i) = 0, entonces decimos que es un jugador
nulo.

Dado un juego (N, ¢), sea una solucién ® (N, ¢), entonces algunas de las propiedades bésicas
para esta solucién serian

Eficiencia. Se debe repartir el total del coste entre todos los agentes, > ;- ®i(N,c) =
¢(N).

Simetria. Dados dos jugadores simétricos su reparto coincide. Si dos jugadores i, € N
son intercambiables en el juego deben abonar el mismo coste, ®;(N,c) = ®;(N,c).

Seleccién en el core. La solucién se encuentra en el nicleo, ®(N,c) € C(N,c).
Covarianza. Un juego al presentar una traslacién y/o un cambio de escala, entonces el
reparto sufrird los mismo cambios.

Dados (N,c¢) y (N,d) juegos, r > 0 un ndimero real positivo y a € R” tales que
d(S) =rc(S)+ > ,cq @i, para toda coalicién S € N. Entonces ®(N, ) = r®(N,c) + a.

Jugador nulo. Dado un jugador nulo, ¢ € N, entonces su reparto correspondiente es
nulo, ®;(N,¢c) = 0.

Jugador titere. Aquellos jugadores titeres, i € IV, obtendran como reparto su propio
coste asociado, ®;(N,c) = c(i).

Monotonia coalicional débil. Dados dos juegos (N, ¢) y (N,¢') y T C N una coalicién
tal que ¢(T) > ¢(T) y d(S) = ¢(S) para toda coalicién S # T, entonces el reparto
conjunto de la coalicién T del juego (N, ') debe ser mayor o igual al del juego (N, c¢).

> wi(N. ) =D (N, e)

i€T €T

Es decir, la coalicién T' debe abonar con la asignacién de la regla en el juego ¢/, al menos,
el mismo coste que la asignacién en el juego c.

De las propiedades mencionadas el valor de Shapley verifica la eficiencia, la covarianza, el
jugador nulo y la simetria. Por lo que respecta al nucleolo, este cumple covarianza, simetria



y monotonia coalicional débil. Por dltimo el core-center cumple la eficiencia, seleccién en el
niicleo, covarianza, simetrfa, jugador nulo y titere y la monotonia coalicional débil3.

Volviendo a nuestro caso en particular, para el problema del aeropuerto podemos simpli-
ficar y reescribir las expresiones de los conceptos bésicos que hemos visto. En la Figura 1.4
se puede ver el core o ntcleo de un juego del aeropuerto de tres jugadores, ademas de su
proyeccién. Cualquier reparto en este conjunto satisface colectiva e individualmente a todos
los agentes.

Xo

X1

Figura 1.4: Nicleo de un juego de costes para 3 agentes
En particular se trata de un problema del aeropuerto.

Analizamos en detalle el nicleo de un juego de aeropuerto. Sean un problema del aero-
puerto ¢ € CV y (N, ¢) su juego de costes asociado donde ¢(S) = max;cs c;, VS C N.

C(N,¢)=C(c) =<{x e RY: r; <maxc;, VS C N, Ti=c
( ) () + iezsz_ies 7 = iEZNz n

Matricialmente podemos expresarlo de la siguiente forma:

3No entraremos en las propiedades que las diferencian, por ejemplo el valor de Shapley cumple aditividad,
lo que no ocurre con las demas soluciones. O bien, el nucleolo cumple consistencia, que tampoco presentan esta
propiedad los otros dos repartos.
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.
100 0 1 1
110 0 T2 C2
Cle) = {xeRY: |1 1 1 ... 0 3 | S| ,Zmi:cn (1.1)
1EN
111 .- 1 Tp—1 Cn—1
= {xeR¥: Za:jgciVi<n, z(N) = ¢y (1.2)
J<i

Por eficiencia podemos centrarnos en los n — 1 primeros jugadores, es decir, trabajar en el

core proyectado, lo denotaremos C'(c) cuando se trate de un juego del aeropuerto o bien por

C(N,c) en el caso general, asi la componente del n-ésimo jugador se calcularia completando
el coste total.

Cle) = XERN\{”}:XZO,ijgciW<n (1.3)

J<i

Reescribimos esta definicién para obtener la forma matricial del core proyectado, asi esta
se corresponderia a la siguiente expresion:

1 00 0 1 c1
110 0 T2 C2
Cle) = {xeRVMMM 11 1 1 ... 0 23 | S| ¢35 |2 =>0Vie N\{n}

_In—l
= x € RVM7} . x<b

A/

donde I,—1 € M(;,_1)x(n—1) €s la matriz identidad, que se asegura repartos positivos, A €
M(n—1)x(n—1) se corresponde con la matriz triangular inferior de unos vista en las otras



expresiones y b = (0, (7?._.1), 0,c_p), con c_, el vector de costes de los n— 1 primeros jugadores
(quitamos el n-ésimo elemento). Resumiendo tenemos que

~

Cle) = {x e RV Ax < b} (1.4)

n—1

donde b = (0,71, 0,c_,) y A=
Al

X

Para tres jugadores tendriamos los cortes ’
de los ejes impuestos por las desigualdades de
la matriz —Is (el reparto tiene que ser po-
sitivo) y, ademds, tendremos dos cortes maés:
los correspondientes a la matriz A’, 71 < ¢y y
1+ < co. Graficamente observamos la pro-
yeccién de la Figura 1.4, obteniendo el grafico
de la derecha.

@)

T+ 2Ty =0C

I = C1

Aunque no podamos ver el nicleo de un
juego de cuatro jugadores, si que podemos ha-
cerlo con la representacién de su nicleo pro-
yectado en 3D. En este caso, tenemos los cor-
tes de los ejes por la imposicion de un re-
parto positivo y tres desigualdades, z1 < ¢,
1+ 29 < coy 21+ 22 + x3 < c3. Cada hi-
perplano que limita el niicleo proyectado, en
el caso de 4 agentes, define un plano.

Xq

Existen varias caracteristicas que relacionan el nicleo real con el proyectado. Con la efi-
ciencia podemos calcular todos los repartos posibles del nicleo real teniendo un reparto en
el niicleo proyectado. La relacién entre los voliimenes es la siguiente* (Ver en

(2016))

Vol(C) = v/nVol(C) (1.5)

4Se ha detallado la expresién en la definicién del core-center, hay que tener en cuenta que el volumen no es
mas que la medida de Lebesgue.
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~

donde Vol(C') denota el volumen del nicleo y Vol(C) el volumen del nicleo proyectado,
que para juegos del aeropuerto, en particular, lo designaremos con el vector de costes y la
dimensién de la medida, VOI(C') =Vpo1(c1, oo yen—1).
Formalmente podriamos proyectar respecto a cualquier jugador. Sea la aplicacién proyec-
cion:
I;: RV — RN
(1.6)

x_i = I, (x=) = (z1,...,%i—1, 0 — ©(N\{3}), Tit1,. .., 2pn)

donde x_; = (®1,...,%—1,%it1,...,%n). Definimos el core proyectado respecto al jugador i
como la imagen inversa del core original,

Fundamentalmente utilizaremos la proyecciéon respecto al ultimo agente por lo que sim-
plemente la denotaremos sin el superindice, es decir, C (N,c) = C’”(N ,¢). Ademds, por como-
didad, nos referiremos al nicleo proyectado como C.

Otro aspecto importante a estudiar del nicleo proyectado son sus caras. Los juegos de

las caras fueron introducidos en ( ) para juegos
convexos y extendidos para juegos equilibrados en ( ). Para el problema
del aeropuerto, en ( ), se estudiaron las caras principales Fj, es decir

aquellas correspondientes a igualar cada condicién impuesta por las filas de la matriz A’,

E:éﬁ{XERN\{"}: le:ci} Vi=1,...,n—1
=1

Asimismo definimos las caras secundarias, Fy;, aquellas donde se saturan las condiciones
impuestas por la matriz —1I,_1,

FOiZC’ﬂ{XGRN\{"}t z; =0t Vi=1,...,.n—1

En ( ) exponen que la cara principal i-ésima se puede descomponer
como producto cartesiano de dos nicleos de juegos de aeropuerto reducidos. El primer factor se
corresponde con el nicleo real (no proyectado) del juego del aeropuerto con costes (ci, ..., ¢;)
y el segundo factor con el core proyectado de juego con costes (¢j+1 — ¢, ..., ¢ — ;). Asi los
primeros 7 jugadores se reparten el coste ¢; y el resto de los agentes se reparten el residuo,
Cp — Cj.

F,=C(ciy...,¢) XCA'(cHl—ci,...,cn—ci) Vi=1,...,n—1 (1.7)

Por otro lado, la cara secundaria i-ésima se corresponde con el nucleo proyectado del
mismo juego pero asignandole al jugador i-ésimo el coste nulo, asi los que entran en juego son
los demés jugadores con sus costes determinados.

F()i = {0}{1} X C’(cl,. c ey Ci—1,Ci4 1, - - ,Cn) Vi = 1,...,77,—1 (18)
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En las Figuras 1.5 y 1.6 podemos ver a qué parte del nicleo proyectado de un juego de 4
jugadores nos referimos cuando hablamos de las caras principales y secundarias, respectiva-
mente.

X3

Q

¢ —ci,c3—c,c4—c1) ?/(01702) Cles — cayca — )

k*

— = Xo Xo
X, =
X1 Xl
X1
Figura 1.5: Caras principales de un juego del aeropuerto de 4 jugadores
X3
X3
7Q/1 }{1} X 6(02,03704) X 0(61,63,04) "4 = {0} X 0(61762,64)
X2 X2
%, 4B
X1
X1

Figura 1.6: Caras secundarias de un juego del aeropuerto de 4 jugadores

A partir de la definicién de las caras, de las expresiones (1.7) y (1.8), y de la relacién entre
el volumen real del nicleo y el correspondiente a su proyeccién, (1.5), podemos conseguir una
expresién para el volumen de cada cara

~

Vol(F;) (1:7) Vol(Cl(ei, ..., ¢)) X Vol(C(¢ig1 — Ciy v oy Cn — ¢))

(125) ViViaa(en,. oy e) X Vol(Cleigt = € 0n = €3))

= ViVici(ety ooy ciz1) X Vs (Gt = Ciy e oy Cam1 — €5)
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VO](FOZ') (1:8) VOI({O}{Z}) X VOl(C(Cl, Y & J [ 7 I, [ ,Cn))

= Vn_2(017...,0i_1,0i+1,...,Cn_l)
Asi tenemos que el volumen de cada cara viene dado por

VO](Fl) = \/ZTVtLpl(Cl, Ce ,Cifl) X Vn,i,1(61+1 —Cijy.ev.yCp—1 — Ci) Vi = 1, N 1 (19)

VO](F(M) = Vn72(61, o3 Ci—15Cig 1y - - .,Cnfl) Vi = 1, ey — 1 (1.10)

Por otro lado, tenemos que mencionar que las soluciones més importantes presentadas
anteriormente para cualquier juego, fueron reescritas para el caso particular del problema del
aeropuerto, obteniendo expresiones més simples. Una de las soluciones principales propuestas
para este juego fue el valor de Shapley ( ( ), ( ) desarro-
llaron la férmula en el caso especifico del juego del aeropuerto. Esta solucién divide el coste
de cada segmento entre el nimero de agentes que utilizan dicho tramo de la pista.

Sea un juego del aeropuerto definido por su vector de costes ¢ € CV, el reparto sugerigo
por el valor de Shapley vendria dado por:

C1
Sh = —=
1(c) -
C1 Co — C1
Sh = —=
2(¢) n * n—1
c1 Ccy — Cq C3 — C2
Sh = —=
3(¢) n + n—1 n—2
C1 C2 —C1 C3 —C2 Cn — Cp—1
Sh = — P e it
n(€) n+n—1+n—2+ - 1
Otra de las soluciones destacables fue el nucleolo ( ( )). En este caso la
féormula para el juego del aeropuerto se desarroll6 en ( ).
m(e) = ml’n{c—1 2 s C”_l}
2 ) 3 ) 4 Y ) n
o) - mpd2mmE) G- o=l
2 3 n—1
m(c) = mind 3= m(e) =m(e) a1 =mle) ~m(c)
2 n—2
) — )~ sl
n—1

m(e) = cn— Y milc)

i=1
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Se calcula de forma recursiva. El agente de menor coste paga el minimo de los costes
de cada segmento, entendiendo que cada tramo se reparte entre los predecesores de forma
individual y el resto de forma conjunta, es decir, el tramo ¢ se dividira entre ¢+ 1 agentes. Una
vez calculado el reparto del jugador con menor coste, tenemos que repetir el procedimiento al
problema en el que ya se le asigné al primer jugador la cantidad 7;, este nuevo juego tendra
como vector de coste (ca — n1,...,cn—1 — 12). Repetimos el procedimiento hasta acabar el
reparto.

Por 1dltimo, al igual que para las otras soluciones, el core-center tiene una expresion explici-
ta para los problemas de aeropuerto.

Sea V,,_1(c_y) el volumen del core proyectado del juego del aeropuerto con costes ¢ (sin
tener en cuenta el ultimo coste, cy,)

c1 fC2—T1 [C3—T1—T2 Cn—1 *Z?;f x;
Vi1 (et ent) = / / / / dip_i...desdz,  (111)
o Jo 0 0
En el articulo ( ) se obtuvo que
N Vn(cl,...,Cj,Cj,...,Cn_l) .
i(c) = Vi<n 1.12
fije) | (T < N J ( )
Viler, .o yen)
nlC) = 1.13
a ( ) Vn—1<clv---7cn—1) ( )

donde el volumen el nticleo proyectado se puede calcular de forma recursiva mediante la
siguiente expresion

)
c1 si k=1

Vi(er, ..o ex) = %_@ si k=2 (1.14)
& ok _ o \k—itl .
= s T sy Viaen o an) st k23

Luego el reparto asignado a un agente es la razén entre el volumen del ntcleo de un
problema de aeropuerto con un clon de ese agente y una cara en particular de dicho niucleo,
que se corresponde con el ntcleo del juego original. Podemos interpretar ese ratio como el
cambio que experimenta el nicleo cuando se clona a cada jugador con respecto al original.

Tomemos un ejemplo ilustrativo, supongamos que tenemos un juego del aeropuerto, cuyo
core proyectado se corresponda con el siguiente conjunto
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X9

X4

Para el jugador 1,
tendriamos que clonar di-
cho agente y medir cudnto
cambiaria el nicleo del nuevo
juego, ¢’ = (c1,¢1,¢9,c3). Al
tener jugadores simétricos la
estructura del nicleo es mas
simple. La cara oscurecida
se corresponde con el nucleo
original.

Para el jugador 2, volve-
mos a clonar este agente y
medimos cudnto cambiaria el
ntcleo del nuevo juego, ¢/ =
(c1,¢2,c2,c3). Este nicleo se
vuelve a simplificar por la si-
metria. De forma andloga al
caso anterior, ilustramos el
nucleo original como la cara
oscurecida.

Ir1 = C1

r1+ T2 = Co

Formalmente la cara que coincide con el nicleo original en el calculo de la asignacién del
jugador j, pj, es el hiperplano definido por ;41 = 0, es decir la cara secundaria Fy(;41).
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Graficamente vemos que se corresponde con la cara que sefiala la aportacién del jugador
J a los demaés jugadores, es decir, en el caso del primer jugador tenemos que se corresponde
con la cara que relaciona el primer jugador y el tercero del nuevo juego (c1, ¢, c2,¢3), que no
es més que la relacién entre el primer jugador y el segundo del juego original (¢1,c2,c3). En
el caso del segundo jugador clonado, vemos que la cara se corresponde con la que relaciona
este jugador con el primero del nuevo juego (c1, co, 2, ¢3), 1o que nos vuelve a dejar la relacién
entre el primero y segundo del juego original (cy, co,c3).

Veamos que realmente también se podria definir como el hiperplano x; = 0, Fp;, esto se
debe a la simetria entre los jugadores j y j+ 1. Este hecho se puede observar en los siguientes
graficos, para el calculo de la asignacién para el jugador 1, Figura 1.7, las caras Fp; y Foz nos
conceden el nicleo del juego original, pues la relacién entre el primer jugador y el tercero es la
misma que la del segundo jugador y el tercero en el nuevo juego (ci, c1, c2, ¢3). Si recordamos
la expresién de volimenes de las caras secundarias (1.10) comprobamos que

Vol(Fy1) = Va(er, e2) = Vol(C ey, ¢a, ¢3))

~

VOI(FOQ) = VQ(Cl, 02) = VOI(C(Cl, C2, 63))

Andlogamente, si nos centramos en el grafico para el cdlculo del reparto del jugador 2,
Figura 1.8, para obtener el nicleo del juego original podriamos tomar la cara definida por
Fp2 o bien Fys. La relacién que hay entre el segundo jugador y el primero coincide con la
relacién entre el tercero y el primero del nuevo juego (c1, ¢2, ¢2, ¢3). Volviendo a hacer uso de
las expresiones de los volimenes también lo comprobariamos:

Vol(Fya) = Va(cy, ea) = Vol(C(e1, ca, ¢3))

Vol(Fp3) = Va(cr, ea) = Vol(C ey, ca, ¢3))

X3

Figura 1.7: Core proyectado del juego original con el primer agente clonado

La zona sombreada corresponde con el core proyectado del juego original
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X3

Figura 1.8: Core proyectado del juego original con el segundo agente clonado

X1

La zona sombreada corresponde con el core proyectado del juego original

Esta solucién cumple propiedades de interés, vamos a reescribir algunas vistas anterior-
mente para el caso de problemas de aeropuerto y también definiremos algunas propiedades
nuevas. Sea un ¢ € CV y ®(c) una solucién, entonces de dice que este reparto cumple:

Simetria. Cuando dados dos jugadores simétricos su reparto coincide. En el problema
del aeropuerto dos jugadores ¢, j € IN son intercambiables en el juego si ¢; = c;, entonces
estos jugadores deben abonar el mismo coste, ®;(c) = ®;(c).

Jugador nulo. En el problema del aeropuerto, los jugadores titeres coinciden con los
jugadores nulos, aquellos que no aporten beneficio adicional a los demés agentes y por si
solo no tenga ningun coste ¢ € N tal que ¢; = 0, entonces su reparto es nulo, ®;(c) = 0.

Monotonia de coste individual. Dados dos juegos de aeropuerto c,c’ € CV que se
diferencien en el coste de un jugador i € N, de tal forma que ¢, > ¢; y Vj € N\{i},
cj = cj. Entonces, ®;(c’) > ®;(c).

Preservacién del orden. Suponemos que el vector de costes ¢ € CV estd ordenado de
forma creciente, asi que los jugadores también lo estaran, se dice que una regla cumple la
preservacion del orden cuando el reparto mantiene dicho orden entre jugadores. Dados
i,j € N tales ¢; < ¢j, entonces ®;(c) < ®;(c).

Aditividad en el coste del tltimo agente. Sean dos juegos del aeropuerto c,c’ € CV
y sea 7 > 0, tales que para todo agente i € N\{n} ¢; = ¢} y ¢, = ¢/, + 7. Entonces
®,(c) = ®,;(c’) para todo i € N\{n} y ®,(c) = ®,(c') + 1.

Igual beneficios entre los dos tiltimos agentes. Sea un juego del aeropuerto ¢ € CV,
entonces ¢, — P, (c) = ¢p—1 — Pp_1(c).

Monotonia decreciente en costes mayores. Dado dos juegos del aeropuerto ¢, c’ €
C", y dado un agente i € N, si ¢, > ¢; y los demés costes se mantienen iguales, c} = ¢j
para todo j € N\{i}. Entonces, ®;(c’) < ®;(c) siempre y cuando ¢; > ¢;.
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Monotonia creciente en costes menores. Dado dos juegos del aeropuerto c, ¢’ € CV,
y dado un agente ¢ € N, si ¢} > ¢; y los demds costes se mantienen iguales, c} = ¢; para
todo j € N\{i}. Entonces, ®;(c’) > ®;(c) siempre y cuando ¢; < ¢;.

Gi

Cota inferior igualitaria. Dado un juego del aeropuerto ¢ € CV, entonces ®;(c) > o

para todo i € N.

La propiedad de aditividad en el coste del ultimo agente facilitan el estudio de estos
problemas, de ahora en adelante supondremos que los ultimos jugadores son simétricos, y le
asignaremos automaticamente el coste v = ¢,—1 — ¢, al ultimo jugador.

Por dltimo, cabe destacar que existe una propiedad que relaciona el core center con el
valor de Shapley y el nucleolo, pero antes tenemos que definir un orden para poder comparar
repartos en un hiperplano.

Definicién 1.10. Dado dos repartos x,y € RY con coordenadas ordenadas, i.e. z; < --- < x,

vy < -+ < yp, se dice que x es mayor que y con el orden de Lorenz, x > y, si para todo
r=1,...,n—1secumple Y x> > yr vy z(N)=y(N).
k<r k<r

Definicién 1.11. Dado un problema del aeropuerto, ¢ € CV, una solucién ® domina en el
sentido de Lorenz a otra @' si y solo si ®(c) =1, ®'(c).

El siguiente teorema caracteriza la solucion core-center por la centralidad con respecto al
valor de Shapley y al nucleolo.

Teorema 1.12 ( ( )). Dado un problema del aeropuerto, el core center
domina al valor de Shapley y es dominado por el nucleolus en el sentido de Lorenz.

n=r i Sh (1.15)

Estas y otras propiedades del core-center se pueden ver con mas detalle en
( ) y de las demads soluciones en ( ). Vamos a ilustrar la
relacion entre las soluciones en un pequeno ejemplo.

Ejemplo: Relacién entre las reglas
Sea un problema del aeropuerto con N = {1,2,3} el conjunto de jugadores y ¢ = (1,2,3) €
CN el vector de costes.

Sustituyendo en las expresiones explicitas del valor de Shapley y del nucleolo, se obtiene
que el nucleolo seria:

137
n(c) = <2, T 4) = (0.5,0.75,1.75)

El valor de Shapley seria

1 5 11

Para el calculo del core-center utilizamos la expresién (1.12) y (1.13).
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Va(er, e, c2) _ V3(1,1,2)
Va(et, c2) Va(1,2)

‘/?3(617 62702) _ ‘/é(la 27 2)
Va(et, e2) V2(1,2)

pi(e) =

p2(c) =

n3(c) = 5 — p(c) — palc)
Para el cdlculo del volumen de los distintos juegos de aeropuertos que estan en juego
utilizamos (1.14).

c co —c1)? 1 3
V2(Cl702) 22_(221) _2_525
Vi(c1) =c1 =1
3 3 2 3
_ 6 (e—a)’ (e—ca) 2% 1 1 2
Valenene) =g = =~ M@ =F 57373
3 (ca—c1)®  (c2—c2)? 25 1 7
V?»(CLC%CQ):?%!— TR V1(C1):E—6:6

Ahora sustituyendo en las expresién de p tenemos

~ V3(1,1,2)  2/3 4

S T A

CVs(1,2,2)  7/6 7

n() = e “33 9
u3(0)=c3—/~61(c)_“2(°):3_g_g:§

Es decir,

4 7 16
=|=,=-,— | =(0.44,0.77,1.77
o) = (5 5:g ) = (044,077,177

Vemos que el valor de Shapley favorece a los agentes con menor coste, el nucleolo

los perjudica y el core-center cumple centralidad entre ellos, segin el orden de Lorenz,
n =L p =L Sh

¢) = 0.44 > Sy (c) = 0.33
.25 > /Ll( ) +/J2( ) =1.21> Shl(c) + ShQ(C) =1.17

ZSh )=rc3=3

iEN 1€N iEN

Representamos el nicleo para este juego y los distintos repartos para apreciar que el
core-center (punto blanco) se encuentra entre las otras dos soluciones (puntos naranja y
negro).
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CAPITULO 1. INTRODUCCION AL PROBLEMA DEL AEROPUERTO



Capitulo 2

Métodos aproximados

El objetivo de este capitulo es obtener métodos aproximados para la estimacién del core-
center en los juegos de aeropuerto.

La estimacién de las soluciones en teoria de juegos es una investigacién clasica, otros
autores han estudiado cémo aproximar valores para determinados juegos, empezando
( ) que sugiere la estimacién del valor de Shapley para juegos de votacién
ponderados. Mas recientemente, ( )y
( ) que generalizaron la estimacion del valor de Shapley para juegos TU usando simulacién
con reemplazamiento. Por ultimo, ( ) quien logra aproximar el valor de
Owen y el valor de Banzhaf-Owen basandose también en la simulacién.

En nuestro estudio, para estimar el core-center podriamos partir con la idea de aproximar
el volumen de un ntcleo proyectado de este tipo de problemas, pero como ya hemos comentado
se trata, en general, de un problema NP-hard ( ( )). Asi que nos centramos en el
caracter ecudanime de la solucién, de este modo nuestro propédsito sera conseguir una muestra
uniformemente distribuida en el nticleo y estimar el core-center con la media muestral de esta
muestra.

Empezaremos con métodos tradicionales expuestos en ( )y ( ).
El primer método utilizado es el de aceptacion-rechazo, que se basa en la comprobacién de
pertenencia al nicleo, detallaremos mas este método en la seccién 2.1. En ( )
se estudia precisamente la complejidad computacional de los juegos cooperativos. Ademas en
( ) nos senala la “maldicién de la dimensién” también conocida como el
efecto Hughes, al analizar y organizar datos de espacios de multiples dimensiones se generan
ciertos fenémenos a tener en cuenta, esto ocurre en diversos campos de la matemadtica, entre
ellos se encuentra el muestreo. La problematica al aumentar la dimension surge debido a que el
volumen del espacio aumenta exponencialmente haciendo que los datos se vuelvan dispersos.
Como sabemos la dispersién es una dificultad para cualquier método que requiera significacion
estadistica. En la simulacién, este problema incita a aumentar el tamano muestral también
exponencialmente junto con la dimensionalidad.

Nuestro objetivo es estimar el cor-center para poder trabajar con ejemplos reales donde
la dimensién es significativamente grande, para ello, en el presente capitulo, estudiaremos
varios métodos tradicionales incluyendo el método de caminos aleatorios basado en cadenas
de Markov, una de las técnicas utilizadas para mitigar parcialmente el efecto Hughes.
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2.1. Meétodo de aceptacion-rechazo

Uno de los métodos tradicionales es el de aceptacion-rechazo. Para poder utilizarlo necesi-
tamos conocer la funcién de densidad de la muestra que queremos obtener. Dado un punto de
dicha muestra x € R", su funcién de densidad se denota por f(x), en nuestro caso se trata de
la funcién de densidad de una uniforme distribuida en el niicleo. Este método unidimensional
se basa el siguiente resultado:

Teorema 2.1 (de aceptacién/rechazo). Sea X una variable aleatoria con funcion de densi-
dad f y sea U otra variable aleatoria, independiente de la anterior, con distribucion uniforme
U(0,1). Entonces, para cada a > 0, la variable aleatoria bidimensional (X,a-U-f(z)) = (X,Y)
tiene distribucidn uniforme en el recinto A = {(z,y) € R?: 0 <y < af(z)}. Reciprocamen-
te, si dada una funcion de densidad f, un vector aleatorio (X,Y) tiene distribucion uniforme
sobre el conjunto A, entonces, su primera componente, X, es una variable aleatoria unidi-
mensional con funcion de densidad f.

El método de aceptacion-rechazo utiliza el reciproco del Teorema 2.1, se basa en generar
una muestra bidimensional uniforme en el hipografo A y quedarse con la primera coordenada.
Para generar esta muestra se utiliza el teorema en sentido directo con una funcién auxiliar g,
mas sencilla y con la condicién de que exista un ntmero real a > 0 tal que

f(z) <a-g(x), para todo z € R

La mecanica del método es la siguiente:
Primero generamos una muestra bidimensional uniforme en el hipografo

Aag = {(x7y) €R’: 0 <y< ag(x)}

para ello utilizamos el sentido directo del Teorema 2.1: generamos T' con funcién de densidad
g vy una uniforme U ~ U(0, 1), entonces (T,a - U - g(T)) serd uniforme sobre el conjunto Agg,
y nos quedamos con aquellos puntos que estén en el hipografo

Ap={(z,y) eR*: 0<y < f(z)}

es decir, aquellos puntos cuya ordenada sea menor que la densidad en la abscisa correspon-

diente, asi tendriamos una muestra (7,Y"), (r¥)ea; uniformemente distribuida en A y, por el

teorema, la primera componente tiene funcién de distribucién f.

Algoritmo 1 Método de aceptacién/rechazo

. function ACEPRECH(f, g, a) > Funciones de densidad deseada y auxiliar y a
U < runif(0,1)
T < con densidad g
fori=1...ndo > n denota el tamano muestral
while ¢- U - ¢(T') > f(T') do > Verificamos si (7,Y) ¢ Ay
U < runif(0,1)
T < con densidad g
end while
return X = rbind(X,T) > Almacenamos la primera componente
10: end for
11: end function > Nos devuelve la muestra X
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Para el estudio de la eficiencia estadistica en ( ) se calcula el nimero medio
de las comparaciones necesarias hasta obtener una simulaciéon de la muestra deseada X. La
probabilidad de aceptacién (7,Y") € Ay viene dada por

area(Ay) [ f(z)de 1

- area(Aqg)  [ag(z) dr  a

Por la condicién impuesta del nimero a, integrando en ambos miembros de la desigualdad
f(z) <a-g(x), se tiene que a > 1. Ademds, para que se cumpla la igualdad, ambas densidades
tendrian que corresponder a la misma distribucién, por tanto podemos asumir que a > 1.

Sea N el ntimero de pruebas necesarias hasta obtener el primer éxito, es decir, la primera
simulacidén en el recinto, entonces N sigue una distribuciéon geométrica con probabilidad p, asi
el nimero medio de simulaciones necesarias para obtener el primer punto en el recinto seria

E(N)=-=a (2.1)

p
Por la relacién directa entre la constante a y la eficacia del método debemos elegir el
6ptimo. La condicién antes mencionada f(z) < a - g(z), para todo = € R, se puede reescribir
como a > % para todo z en el soporte de g que contiene al de f, asi nuestra constante tiene

que cumplir a > méx,. 4(z)>0 RACORS o) o6ptimo se alcanzaria en el menor de los posibles valores

g(x)
de a

Qopt = MAEX J@) (2.2)
z: g(z)>0 g(x)

Ahora veamos nuestro caso particular, la primera diferencia es que nosotros hablaremos
de variables multidimensionales, pero la idea es la misma que en el caso unidimensional,
trabajando con funciones auxiliares multidimensionales también.

Buscamos una muestra aleatoria uniformemente distribuida en el ntcleo proyectado, es
decir, sea un problema del aeropuerto c € CV y C (c) su nicleo proyectado asociado, buscamos
una muestra con funcién de densidad

ﬁ si x S C’(C)
FX) = f@renn aq) = ooy (2.3)
0 si x ¢ C(c)

Tomamos como funcion de densidad auxiliar, g, la correspondiente a una uniforme en el cu-
bo que contenga el nicleo proyectado, es decir, {x ER":0<y; <gVie{l,...,n— 1}}
g serd la funcién de densidad de una uniforme multidimensional U ([0, ¢1] %[0, c2] X - - x[0, ¢p—1])

TIC' si x € [O, C]_] X [07 02] X - X [O, Cn_l]
9(x) = g(z1,...,251) = { M= (2.4)
0 si x¢[0,¢1] x [0,¢2] X -+ % [0, cp_1]
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La constante optima, aqy, indicada en (2.2) seria

1 -1
f(x) Vn71(01,...,cn71) _ H?:l Ci

Gopt = MAEX = =
ort z: g(x)>0 g(m) ; Vn—l(cla cee 7Cn—1)

y la condicién de aceptacién se reduce a

c-U-g(T) < f(T) (2.5)
an_ll Ci 1 1

J U Lo oxlowe (T) < 1-(T) (2.6

Vn—l(clw-- 7Cn—1) H?;ll C; [0,ca}---x[0, n_l]( ) Vn—l(cla- . '7cn—1) C( ) < )

U Loe)xx[0.en1)(T) < 14(T) (2.7)

Al tratarse U de una uniforme U(0, 1) entonces la condicién anterior equivale a
1[0751}><"'><[0,cn,1}(T) = 1C(T)

es decir, la condicién exige que el punto esté en el nicleo proyectado, T € C.

Por todo esto se tiene un método més sencillo para nuestro caso particular.

El algoritmo comienza generando una uniforme en el cubo [0, ¢1] X [0, 2] X -+ x [0, ¢p—1],
y bastaria comprobar que el vector simulado se encuentra en nuestro politopo, C (c). Nos
quedaremos con el vector si se cumple esa condicién.

Algoritmo 2 Core-center de un juego de aeropuerto por medio del Método de aceptacién/

rechazo
1: function CCACEPRECH((c1,...,cp)) > Partimos del vector de costes
2: X <NULL > Inicializamos la muestra
3: T < uniforme en el cubo [0, ¢1] X [0,co] X « -+ X [0, ¢pp—1]
4: fori=1...ndo > n denota el tamano muestral
5: while T ¢ C do
6: T < uniforme en el cubo [0,¢1] X [0,co] X -+ x [0, ¢pp—1]
T end while
8: return X = rbind(X,T) > Almacenamos la primera componente
9: end for
10 X  cbind(X, ¢, — colSums(X)) > Por eficiencia el resto lo paga el agente n
11: corecenter < colMeans(X) > Core-center estimado
12: end function > Nos devuelve la muestra X y el corecenter

Veamos un par de ejemplos gréaficos donde aplicamos este método para 3 y 4 jugadores.

Cabe destacar que al ilustrar los siguientes casos se realizé una tnica vez el algoritmo,
pero en caso generales el programa nos permite repetir un nimero determinado de veces el
mismo algoritmo para tomar la aproximacion del core-center por medio de Monte Carlo.
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Ejemplo: 3 Agentes

Como ya vimos en el capitulo introductorio, para tres agentes tenemos que el nicleo proyec-
tado se corresponde con un politopo en 2 dimensiones. Graficamente, el algoritmo consiste
en generar un punto uniformemente distribuido en el cubo [0, ¢1] X [0, c2], si este punto se en-
cuentra en el nicleo proyectado, nos quedamos con él como nuevo valor de la muestra, si no
pertenece al politopo volvemos a generar otro punto en dicho cubo hasta que se encuentre
dentro. Repetimos este procedimiento hasta obtener un tamano muestral deseado.

Para el vector de costes que se utilizé, ¢ = (1,2, 3), el core-center real, como hemos visto
en detalle en el Capitulo 1, es

= (0.444,0.777,1.777)

y con el programa en R donde se implementé este algoritmo se obtuvo la siguiente aproxi-
macién de la solucién con tamano muestral de 1000 puntos,

=~ (0.4438496, 0.7583426, 1.7978078)

C_hat del juego
3 jugadores

2.0
|

Ptos simulados
#*  Core center

15

1.0

05
]

00
1

T T T T T T
0.0 02 04 06 08 1.0
Simulacién de una muestra uniforme en el nicleo proyectado del juego con vector de coste
c=(1,2,3)

Ejemplo: 4 Agentes

Para el caso de cuatro agentes tenemos que el nicleo proyectado se corresponde con un
politopo en 3 dimensiones. Esta vez, el algoritmo consiste en generar un punto uniforme-
mente distribuido en el cubo [0,c;1] X [0,c2] X [0, c3]. Andlogamente al ejemplo anterior,
generamos estos puntos hasta conseguir alguno que se encuentra en el nticleo proyectado
para quedarnos con él como nuevo valor de la muestra, este procedimiento lo repetimos
hasta tener tantos puntos como queramos.
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1 080604020 C_hat del jusgo

Simulacién de una muestra uniforme en el niicleo proyectado del juego con vector de coste
c=(1,2,3,4)

Para el vector de costes que se utilizo el core-center real es
p = (0.421875,0.671875,0.953125,1.953125)

y con el programa en R donde se implemento este algoritmo se obtuvo la siguiente aproxi-
macion de la solucién con tamano muestral de 1000 puntos,

w~ (0.4122610,0.6710808, 1.0071562, 1.9095020)

En los célculos que realizamos para utilizar este método, para nuestro caso particular,
obtuvimos el valor éptimo de a, que viene dado por la siguiente expresién

Qopt = H?:_11 G
anl(Cl, PN Cnfl)

Luego, dependiendo de las dimensiones y del vector de costes, esta constante tendrda un
valor muy elevado, recordemos que este valor coincidia en el nimero medio de repeticiones
hasta encontrar un punto dentro de nuestro nticleo proyectado, y ese mismo valor se tendra que
repetir en cada punto de la muestra que estamos creando. Por esto, una de los inconvenientes
mas relevantes de este método es que para dimensiones elevadas este algoritmo resultard
muy lento. Por ejemplo, para el primer ejemplo con 3 agentes con vector de costes ¢ =
(1,2,3) tendriamos aqp = 4/3 ~ 1.33, pero si subimos el nimero de jugadores para el vector
de costes ¢ = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), tenemos que por cada punto que queramos simular
uniformemente distribuido en nuestro ntcleo proyectado se tendria que realizar una media de
aopt = 5584.598 simulaciones en el bloque [0, 1] x [0,2] x - - - x [0, 10]. Si a esto le anadimos que
necesitamos un tamano muestral razonable y ademas que utilizamos Monte Carlo, lo que nos
obliga a repetir la muestra otro nimero razonable de veces, el algoritmo es realmente lento
incluso para dimensiones no tan elevadas.
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2.2. Método Grid

El siguiente método que estudiamos es el método Grid ( ( )), que extiende la
idea del método de aceptacién-rechazo utilizando una malla del cubo que contiene nuestro
politopo.

Como hemos visto en el método anterior, dado un problema del aeropuerto de n jugadores
y con vector de costes (ci,. .., cp—1), €l cubo en el que vamos a construir la malla es [0, ¢1]x- - - X
[0, ¢p—1]. Denotamos por Nj; el nimero de intervalos que deseamos en la i-ésima coordenada,
cont=1,...,n—1.

Una vez dividido cada lado del cubo en los intervalos deseados, tendremos una malla regu-
lar donde cada elemento o rectangulo se clasificara, dependiendo de su posicién. Diremos que
son rectangulos buenos aquellos que se encuentran contenidos en nuestro ntcleo proyectado,
rectangulos malos los que cortan al politopo, y los rectangulos inutiles que se corresponden
con los elementos que estén fuera del politopo. Podemos ver en la Figura 2.1 la malla generada
para un caso particular, ademas observamos que, por ejemplo, el rectangulo 1 se clasificaria
como bueno, el 8 seria malo y el 12 seria el tinico rectdngulo inttil en esta malla.

X9
X9 2R B
Co 7|8
4]5/6
1 1112 Sl

Figura 2.1: Tlustracién de la malla (N; = 3 y No = 4). Los rectangulos malos estédn representados con
color rojo y los buenos con verde.

Después de generar la malla tenemos que clasificar los rectangulos. Para ello, aprovechando
la estructura de nuestro nicleo, optamos por seguir el siguiente procedimiento:

1. Empezamos estudiando el ultimo elemento (en el caso del ejemplo seria el rectangulo 12
(Ver Figura 2.1)). Comprobamos si el vértice con valor maximo en cada coordenada, al
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que denominaremos como vértice superior, pertenece a nuestro politopo (en dimensién
2, se corresponde con la esquina superior derecha).

Pueden ocurrir dos casos:

a) Que NO pertenezca al conjunto (como es el caso del elemento 12). Entonces pro-
cederiamos a comprobar si el vértice con valor minimo en cada coordenada, que
denominaremos como vértice inferior, (esquina inferior izquierda) pertenece o no
al politopo, y volvemos a tener dos posibilidades:

1) Si NO pertenece al conjunto, entonces el rectangulo estd totalmente fuera
de nuestro ntcleo proyectado y estariamos hablando de un elemento inutil
(como es el caso del elemento 12).

2) Si pertenece al conjunto, entonces podemos decir que este elemento corta al
politopo y podemos categorizarlo como rectangulo malo (como puede ser el
caso del elemento 11).

b) Que si pertenezca al conjunto, en este caso tenemos la certeza de que todo el
rectangulo estd contenido en el politopo, por lo que podemos clasificarlo como
elemento bueno. En este iltimo caso, aprovechamos la forma de nuestro ntcleo
proyectado, puesto que sabemos que si un vértice superior estd contenido, entonces
todos los elementos que se encuentren por debajo de él, también son rectangulos
buenos, especificamente todos los elementos cuyo vértice superior sean menores
que el vértice comprobado. En el ejemplo de 3 jugadores, si verificamos que el
vértice superior del elemento 7 esta contenido en nuestro politopo, entonces todos
los elementos con vértice superior situados por debajo de él, también seran buenos
elementos (Ver Figura 2.2).

Xo

C2
D91 112

I Tzl
415|6
1123 X4
<« Cl

Figura 2.2: Seleccion de los elementos buenos al clasificar el séptimo rectangulo.



2.2. METODO GRID 29

2. Una vez clasificado el dltimo elemento (en este caso el 12), procedemos a repetir el paso
1 con el siguiente elemento (en nuestro ejemplo serfa el 11) y asi sucesivamente hasta
haber clasificado todos los elementos de la malla.

Al clasificar todos los elementos de la malla ignoramos aquellos clasificados como inutiles y
empezariamos con la esencia del método. Seleccionamos de forma aleatoria un rectangulo entre
los elementos no intutiles, simulamos un punto uniformemente distribuido en ese rectangulo
y si estamos en un rectangulo bueno, nos quedamos con ese punto, sino estarfamos en un
elemento malo y tendriamos que verificar si el punto pertenece o no al nicleo proyectado, si
este punto estd contenido, nos quedamos con ese punto en nuestra muestra, sino volvemos
a simular un punto uniformemente distribuido en el rectangulo seleccionado hasta que se
encuentre en nuestro politopo.

Asi vemos que si no creamos malla, es decir V; = 1 para todo i =1,...,n — 1, el método
se reduce al de aceptacién-rechazo, en el que el rectangulo considerado seria clasificado como
malo.

Esquematizamos el método grid como algoritmo:

Algoritmo 3 Core-center de un juego de aeropuerto por medio del Método Grid

1: function CCGRID((c1,...,¢n) (N1,...,Np—1)) > Partimos de los costes y nimero de
particiones

2: X «+NULL > Inicializamos la muestra
3: fori=1...ndo > n denota el tamano muestral
4: z + rectangulo aleatorio

5: T <+ uniforme en el cubo z

6: if z es bueno then

7: return X = rbind(X,T) > Almacenamos la primera componente
8: else

9: while T ¢ C do
10: T < uniforme en el cubo [0, 1] % [0, ] X -+ x [0, ¢p—1]
11: end while
12: return X = rbind(X,T) > Almacenamos la primera componente
13: end if
14: end for
15: X  cbind(X, ¢, — colSums(X)) > Por eficiencia el resto lo paga el agente n
16: corecenter < colMeans(X) > Core-center estimado
17: end function > Nos devuelve la muestra X y el corecenter

A continuacién, ilustramos con el ejemplo para 3 jugadores utilizado en la seccién anterior:

Ejemplo: 3 Agentes
Graficamente, el algoritmo consiste en construir una malla y generar un punto en cada
rectangulo elegido aleatoriamente. Si este punto se encuentra en un rectangulo bueno o
bien en el niicleo proyectado, en el caso de ser malo, nos quedamos con él como nuevo valor
de la muestra, sino volvemos a generar otro punto en el rectangulo malo hasta que dicho
punto se encuentre dentro.

Repetimos este procedimiento eligiendo al azar otros rectangulos hasta obtener el ta-
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mano muestral deseado.

C_hat del juego C_hat del juego C_hat del juego
3 jugadores 3 jugadores 3 jugadores

Se utiliz6 el vector ¢ = (1,2, 3) como vector de costes con diversos tamanos de malla.
Para el vector de costes que se utilizd, el core-center exacto es
= (0.444,0.777,1.777)

y con el programa en R donde se implementé este algoritmo se obtuvo la siguiente aproxi-
macion de la solucién con tamano muestral de 1000 puntos,

A (0.4435174,0.7730290, 1.7834536).

En dos dimensiones o incluso en tres no se aprecia el beneficio que tiene este método frente
al método de aceptacion y rechazo, pero veamos el ejemplo de 10 jugadores y vector de costes
c=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), donde el método de aceptacién y rechazo tiene un nimero medio
de simulaciones para obtener un punto dentro de nuestro politopo de 5584.598, recordemos
que este valor se corresponde con el cociente de volimenes, la razoén entre el volumen del
cubo en el que simulamos y el correspondiente al niicleo proyectado. Este método elimina los
elementos inutiles disminuyendo asi el volumen del recinto en el que simulamos y por tanto
también disminuye el cociente.

Supongamos que dividimos en tres segmentos cada lado del cubo donde simulamos, [0, 1] x
-+ x [0,10], tendremos 3° = 19683 elementos de los cuales

2.3. Meétodo de inversion

La base tedrica de este método se fundamenta en el siguiente resultado:

Teorema 2.2 (de inversién). Sea X una variable aleatoria unidimensional con funcion de
distribucion F, continua e invertible. Entonces, la variable aleatoria U = F(X), transformada
de la original mediante su propia funcion de distribucidn, tiene distribucion uniforme U(0,1).
Como consecuencia, si U ~ U(0,1) entonces la variable F~1(U) tiene funcion de distribucion
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F (la misma distribucion que la de X ).

En este método a partir de la funcién de densidad f, se calcula la funcién de distribucion
F', que sigue una distribucién uniforme, es decir, U = F ~ U(0,1), por el teorema anterior
se sabe que F~1(U) tiene como funcién de distribucién F. La idea seria generar puntos
uniformemente distribuidos, u, en el intervalo (0,1) y devolver F~!(u) como simulacién.

Este método estd disenado para problemas univariantes, pero en nuestro caso podemos uti-
lizarlo aplicando la regla del producto para una variable n-dimensional. Sea x € R”, entonces
su funcion de densidad se puede factorizar como

f(@1, e m) = fi(z1) - fa(zelmr) - fa(@s|(z1,22)) - oo fr(@n/ (21, o0y Tpo1))

donde f;(x;|(x1,...,2,-1)) denota la funcién de densidad de z; sabiendo las coordenadas
predecesoras.

El procedimiento a seguir seria calcular la funcién de densidad del primer jugador y, por
medio del método de inversién, obtener una muestra aleatoria de x1, para cada valor de esta
muestra repetiremos el proceso pero con la funcién de densidad condicionada fao(za|z1), ¥
continuariamos el proceso hasta obtener la muestra completa.

El quid de este procedimiento es conocer la distribucién marginal de X; y las distribuciones
condicionadas del tipo X;|(X1,...,X;—1) para i = 2,3,...,n. Estudiemos las funciones de
distribucién de nuestro caso particular del problema de aeropuerto.

Estamos trabajando sobre el nicleo proyectado, C , por tanto solo nos interesa los primeros
n— 1 agentes, lo que quiere decir que estaremos trabajando en un espacio (n— 1)-dimensional.
Dado un problema del aeropuerto con vector de costes ¢ € CV, el ntcleo proyectado viene
dado por

C(c) = x € RN\{"} . x>0, ijgc,»vmn (2.8)
j<i
Ademas sabemos que la funciéon de densidad conjunta se corresponde a una uniforme en
dicho politopo, es decir,

1 R
i U C 2.9
Vn_l(cl,...,cn_l) o (1131, & 1) < ( )

f(ZL‘l, Ty v ,:En,1) =

Veamos la expresién de la funcién de densidad marginal del primer jugador. Para recorrer
todo el politopo, dada una asignacién al primer jugador, z1 € [0, ¢1], los demds jugadores iran
eligiendo su reparto por orden de los costes asociados a cada agente.

Sea 0 < x1 < ¢1, entonces

C2—T1 [C3—T1—T2 Cn—1 72?;12 x4
fl(xl) = / / / f(g:l,...,xn) dTp_1...dxs
0

/02 x1 /03 x1—T2 /%1-2?:_12 T 1
= B dl’n,1 d,IQ
Vfl(cl,,. Cn 1)
/62 x1 /63 T1—T2 /Cn 1= 2y
= dTn—1...dxs
anl(clv"' Cn— 1 0

1
N CQ —T1,C3 —T1y...,Cn-1 — T
Vi1(ct, .. en1) Vi—2(c2 1,€3 1y+++,Cn—1 1)
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En la ultima igualdad se utilizé la expresién del volumen (1.11) que proporcionamos en el
Capitulo 1.
Calculemos ahora su funcién de distribucién, para cada z; € [0, ¢1]

P Vp_o(ca — U, 03 — Uy .. Cpo1 — W)
F = n ? ) 1] d
l(xl) /0 Vn_l(cl,...,cn_l) w
1 1
Vn—l(cl,... Cp— 1 / n- 2(62 u, €3 — , Cn—1 ’Ll,) u
1 c3—u—x2 en—1—u—S"" 2 x;
B - dn1 ... dzod
Vn_1(617... Cp— 1 / / / / Ln—1 To2aU
1
= Va— e Cpe
Vii(et, oo eno1) 1(@1, €2,€3 - €n1)

En conclusién tenemos que las funciones de densidad y de distribucién marginal del jugador
1 serédn:

Vo—a(ca —x1,c3 — x1,...,Cp1 — T1)

T conl<z<ec 2.10
fl( 1) Vn—l(cla---acn—l) ! ! ( )
Fi(z1) Vs, a3 Cna) con0 <z <y (2.11)

Vn—l(cla---acn—l)

Podemos observar, por la funcion de densidad, que hay mas peso para los valores cercanos
a cero, lo que era de esperar pues el jugador 1 preferird repartos més préximos a este valor.

Si seguimos este procedimiento podemos calcular todas las funciones de densidades con-
dicionadas, f;(x;|z1,...,2;-1) parai=2,...,n— 1.

Fijados x1,...,x;—1 tales que 0 < x; < ¢j con j =1,...,i— 1, entonces para z; tal que
0<x; <c— Zj 1 xj tendriamos

fi,i(2, . xg)

f].,...,i*l(xla CE) 1‘1;1)

filxilxy, ... xim1) = (2.12)
Calculamos de forma separada cada funciéon de densidad.
El numerador depende de si estamos en el tltimo caso i = n — 1 o0 no, asi que hacemos esa
distensién:

Casol) i<n-—1

Cit1— 1%5 Cn—1— Z] 1 Tj
fl,...,i(l'l» ey l‘l) = / . / f(l‘l, e ,{L‘n) d:l?nfl e dl‘i+1

0 0

Cit+1— 7 1 I] cn—rZ}Zf Tj 1
= N dl‘n_l e dxH_l
0 0 Vi-a(et, ... Cn 1)

1 Cit1— Yy T en1— 0
= / . / drp_1...dzi4
anl(cl,...,cn,l) 0 0

) )
1
= % anifl Ci+1 — LjyeoeyCn—1 — Zj
nealen, o eno) jzzl ]Zzl

-y Cn—1
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Caso2) i=n—1

1
Viei(et, ..o enm1)

(@, m) = fion—1(@, . 2pm1) =

En lo que respecta al denominador tendremos la misma expresién para ambos casos:

szzz;ll zj cnfle?;f xj
f17_”7i_1($1,...,13i_1) = / / f(a;l,...,a:n) dl’n_l da:,
0 0

i—1

Ci— 1% Cn—1*2?:712 Zj 1
= / / da;n_l...dxz-
0 0 Va-1(e1, oy enm1)

1 01—2;;11 zj cnfl—zgl:_f zj
Va—i(ets - sena1) Jo 0

1 i—1 i—1
= ani C; — E LjyeoeyCp—-1 — E ZTj
Vi—i(el, ..y Cne Jrer J

n 1( 1 s “n 1) j=l ].21

Volviendo a la ecuacién (2.12) tenemos la funcién de densidad condicionada

7 7
Vioio1 (1= 3051 @joCn—1-225 2, %)

si 1<n-—1

O S B
filwil(z1, .o 2im)) = L O e e L (2.13)
1 s
I COEES sy si 1=n-1

Teniendo en cuenta que el volumen de dimensién 1 se corresponde con el propio coste,
entonces

n—2 n—2
Vileno1— E Tj| =cp-1— E x;
=1 j=1

A continuaciéon procedemos a calcular su funcién de distribucién diferenciando ambos
casos:

Casol) i<n—1

i—1 i—1
/wi Vi—i-1 (Ci-l—l - ijl Tj = Uevey Cp1 — ijl xTj— U)
0

Fi(zi|(71,...,2i-1)) = i1 i—1 du
Vi—i (Ci = D=1 g Cnml — D5y xj)
i—1 i—1 n—2
@i (CiHL— 5 Tj—U Cn—1=D 51 T U5 T
B 7 o fO dxp_1...dzi1du
i—1 i—1
Vih—i (Ci - Zj:l LjyeooyCn—1 — Zj:l xj)
i—1 i—1
_ Vi, Cip1 — ijl LjyeeeyCn—1— Zj:l ;)

i—1 i—1
Vi (Ci - ijl LjyeeeyCn-1— Z]‘:l $J’)
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Caso2) i=n—1

Tn—1 1
Fn,1($n,1|(f£1, . ,l'nfg)) = / n_o du
0 Cn1= 2 j=1 Tj
Tn—1

n—2
Cn—1 — Zj:l Ly

En resumen, tenemos las siguientes funciones de densidades y de distribuciones

Vo—a(ca — 21,63 —21,...,Cn1 — T1)
fi(z1) = con0 <z <c (2.14
( ) Vn—l(cl7---acn—1) ( )
Vn—i—l(CHl—Z;:l zj,...,cn_l—Z;zl a:j)

(oS N1 Si 7/ <n-— ]_
fi(xi\xl, e :ci_l) = V"*Z(Cl 2 T Cn—1— 200 :c]) (2'15)

1 .
——n—2 si 1=n-—1
cn_lfzg.l:lzxj

Va_1(x1,c0,¢3,...,Cp_
Fi(z1) = - ‘;( 1’(;’ % . ’IT)L ) con 0 < z1 < ¢ (2.16)
n— yenny Cr
Ve i (ZisCit1 =2 Tyt — >t @ .
v (I(Ztlzgf;lz] . - 712:?2_:1];;]) si i<n-—1
Fi($i|$1,...,l’i,1) = A =18l g=1" (217)
Tn—1

—_— si i=n-—1
—2
Cn—1—200 1 T

—1
con 0 < z; < ¢ — 23‘:1 z;.

Una vez que conocemos la funcién de distribucion marginal y las condicionadas tendriamos
que calcular su funcion inversa y aplicarsela a una muestra uniforme.

Algoritmo 4 Core-center de un juego de aeropuerto por medio del Método de inversién

1: function CCINVERSION((cy,...,¢y)) > Partimos del vector de costes
2 U < uniforme en el cubo [0, 1]"~! > Generamos un vector n — 1-dimensional
3: fork=1...K do > Donde K denota el tamano muestral deseado
4 fort=1...n—1do

5 nuestra i—ésima coordenada serd x; = F; *(u;) > Funcién inversa marginal o

condicionada.

6: end for

& Guardar el punto x en la muestra X

8: end for

9: X  cbind(X, ¢;, — colSums(X)) > Por eficiencia el resto lo paga el agente n
10: corecenter < colMeans(X) > Core-center estimado

11: end function > Nos devuelve la muestra X y el corecenter
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Ejemplo: 3 agentes
Para 3 jugadores tendriamos que calcular fi(z1) y fo(z2|z1), pues la tercera componente
se obtendria por eficiencia.

Sea Vol el volumen del nicleo proyectado (estimado o exacto), se tiene que

o0 c2=r1 ] Co — X1
= d = —d = < <

fi(z1) /_Oo f(z1, x2)dxo /0 Vol r2 Vol 0<z1 <
f(z1,22)

1
T 1
Vol
xo|T = = = 0<z9< g —2x
fa(w2|z1) Fi(z1) e 2 S C— 1

Para utilizar el método de la inversién tenemos que calcular la funciéon de distribucion

> 1 cg — 1 x2
Fi(z1) = / fi(u)du = /0 2Vol du = Vel (cle — 21> 0<z < (2.18)
)

F2($2|$1) - 2 — 1 0 S T S Co — I (219)

Veamos que con las férmulas calculadas, (2.14), (2.15), (2.16) y (2.17), también tenemos
el mismo resultado

_ Vi(ea — 1) _ G-
2.14) Va(ci,e2) (1.a) Vol

1 1
Rlwln) S Ve —a) do @ —n

fi(x1)

2
_ Wl@,e) <CQ$1_%>
2.16) Va(c1,c2) (1b) Vol
o Vi(xe)  m
2.17) Vi(ca — 1) (La) 2 — 21

Fl (561)

Fg(xg‘xl)

(1.a) El volumen de dimensién 1 se corresponde con la longitud del segmento, que
coincide con el coste del juego.

2
Ahora tendriamos que simular un nimero determinado de valores uniformes u ~ U([0, 1]?)
e igualar cada coordenada a la expresién correspondiente, (2.18) y (2.19). Para cada punto,
despejando x1 y x2, tendriamos la simulacién deseada y nuevamente calculariamos la media
muestral para estimar el core-center.
La primera ecuacién seria

-
i = uy < 2c0m1 — 27 — 2Volug = 0 & i C2_\/¢%_Zﬁ“1

(1.c) En realidad serfa z1 = cg + /c3 — 2V ol uy, pero nos quedamos con el signo negativo
porque sino nos saldriamos de nuestro politopo.

(1.b) El volumen de dimensién 2 se corresponde con Va(cq,c2) = <0201 - i)
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Una vez calculada la primera coordenada se calcula la segunda, pues recordemos que
utilizamos la funcién de distribucién condicionada.

Z2

= Uy &< Ty = ’LL2(C2 — 331)
Cy — X1

C_hat del juego
3 jugadores

= *  Ptos simulados
®  Core center

20

1.0 15

Jugador 2

05

00

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Jugador 1
Se utilizé el vector ¢ = (1,2,3) como vector de costes

Recordemos que para el vector de costes ¢ = (1,2, 3) el core-center es
= (0.444,0.777,1.777)

y con el programa en R donde se implementé este algoritmo se obtuvo la aproximacion de
la solucién con un tamano muestral de 1000 puntos,

1~ (0.4369994, 0.7739617, 1.7890389)

El mayor inconveniente de este método es que las funciones de distribucién, al depender
de los volimenes, sigue siendo un problema NP-Hard. Ademads este método se puede compli-
car al intentar calcular las inversas de funciones relativamente complejas, dejando de tener
expresiones explicitas de la inversa como en el ejemplo de 3 agentes. En la programacion de
R hemos utilizado la funcién uniroot que calcula los ceros de una funcién utilizando a su vez
funciones de Fortran, este recurre a técnicas de analisis numérico. Esto lo convierte en un
procedimiento méas complejo y por lo tanto mas lento, se ha programado en R el algoritmo
para el caso general utilizando directamente la expresién del volumen expuesta en el Capitulo
1, (1.11).
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Ejemplo: 4 agentes

Para 4 jugadores tendriamos que calcular fi(z1), fa(z2|z1) v f3(xs|(x1,x2)), para ello uti-
lizamos directamente las férmulas calculadas, (2.14),(2.15) y sus respectivas funciones de
distribucién con ayuda de (2.16) y (2.17).

file) = Ple—Tues—o) (2.20)

Va(c1, c2, c3)
Vi(c3 —x1 — x2)
= 2.21
fa(walz1) T P— (2.21)
1
f3($3|$1,$2) = - (2.22)

C3 — X1 — X2

Vs(z1, 2, ¢3)
F = = 2.2
(@) Vs(ci, c2, c3) (2.23)
Va(zo,c3 — 1)
F = 2.24
2(2]21) Vo (cg — x1,c3 — 1) (2.24)
x
Fy(z3|x1, w2, 03) = m (2.25)

Este caso es mds complejo para obtener las expresiones explicitas de las funciones in-
versas. Como mencionamos anteriormente el programa calcula automaticamente las coor-
denadas x; sin necesidad de calcular dicha expresién explicita.

, 08 060402 ¢

I" ‘ C_hat del juego

Se utiliz6 el vector ¢ = (1,2,3,4) como vector de costes
El core-center del juego utilizado tiene un valor exacto de
= (0.421875,0.671875,0.953125,1.953125)

Y con este método obtuvimos una muy buena aproximacion a pesar de realizar el algoritmo
una unica vez y no utilizar Monte Carlo.

w~ (0.4122708,0.6668361, 0.9370668, 1.9838263)
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2.4. Método Hit-and-Run (Golpea y Corre)

Por 1ltimo concluiremos con el método de caminos aleatorios Hit-and-Run, centrandonos
en el algoritmo por direcciones de coordenadas, existen otras variantes para este método pero
hay estudios que garantizan los beneficios, en particular la rapidez, al utilizar las direcciones
de coordenadas en altas dimensiones. En todo caso, las demés variantes se pueden consultar
en Smith (1984).

Este método consiste en generar la muestra uniformemente distribuida en el politopo,
esto se hace a través de una cadena de Markov. Mas detalladamente elegimos un punto
inicial que pertenezca al interior del conjunto y a partir de este generamos el préximo punto,
eligiendo una direccién d uniformemente distribuida en el conjunto de direcciones posibles, en
nuestro caso se corresponden con las coordenadas, {ei}izl’._.,n. Una vez que tenemos el punto
y la direccion, estos definen una recta, que denotaremos por r, y tomamos como préximo
elemento un punto uniformemente distribuido en el segmento interseccién de la recta r y
nuestro politopo. Volvemos a repetir el procedimiento hasta conseguir el tamano muestral
deseado. Por tultimo, como en los casos anteriores, tomariamos la media muestral de esta
simulacién para aproximar el core-center.

X2 X,

X

Figura 2.3: Ilustracién del método Hit-and-Run.
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A partir del punto inicial, Py y de la eleccién de la direccién e; para algin i =1,...,n—1
(tomamos n — 1 por ser la dimensién en la que se encuentra nuestro niucleo proyectado),
tenemos que calcular el segmento interseccién entre la recta y nuestro politopo, el ntcleo
proyectado, para ello calculamos los puntos extremos del segmento. En la Figura 2.3 estos
puntos se representan con pinf Y Psup-

Antes de detallar el procedimiento, recordemos que nuestro nicleo proyectado lo podemos
escribir como C' = {x eR"!: Ax < b}, ver expresién (1.4).

Por la naturaleza de nuestro nicleo proyectado, en particular por la submatriz de A que
se corresponde con —1I,,_1, sabemos que el extremo inferior es aquel punto, p;,f, que coincide
con el punto anterior Fy en todas las coordenadas excepto en la i-ésima que se anula. En caso
de generalizar el método, como ocurrird en los proximos capitulos, tendriamos que calcular el

punto pin .
Con respecto al extremo superior del segmento, ps.p, este debe pertenecer a la recta con
vector director e; para algin 7 = 1,...,n — 1, es decir psp = Py + Ae;, ademds también

debe pertenecer a la frontera del politopo, en este caso nos quedamos con A’, la submatriz
triangular inferior de unos, por esta tltima condicién se tiene que

A= méx{reR: A(Py+re) <c_,} (2.26)
= mix {r ER: APy+rAhe < c,n} (2.27)
= mix{reR: rAl; <c_, — AR} (2.28)

donde A’l denota la columna i-ésima de la matriz A’.

Entonces, el extremo superior se encontrard en una de las caras del nticleo proyectado, asi
que existira un [ € {1,...,n — 1} tal que se obtenga la igualdad en la cara definida por la fila
[ de la matriz A, es decir AE’:(PO + Ae;) = (c—p);, asi tenemos que

(C*n)l - A;,:PO

JNe{l,....n—1}: A=
Ay

En la practica, calculamos los A’s correspondientes a cada cara. Existen algunas caras a
las que serd imposible llegar, por ejemplo, si nos fijamos en la Figura 2.4 vemos que partiendo
del punto Py con ese vector director, eq, se puede cortar con dos rectas definidas por las caras
Fy y F5. Pero en la Figura 2.5 desde el punto Py con es como vector director, solo se podra
llegar a la cara Fb, serd imposible cortar con la recta correspondiente a Fj.

Entonces, de todos los valores reales de A’s nos quedaremos con el menor valor positivo
(pues si consideramos también valores negativos llegariamos al extremo inferior que ya lo
conocemos). Si tenemos en cuenta los positivos, podremos llegar a varias caras diferentes,
pero solo un valor de A nos proporcionard un punto extremo ps,, que pertenezca al nicleo
proyectado, este serd el minimo. Para ilustrar esta eleccién nos fijamos en la Figura 2.4, nos
quedariamos con el A correspondiente para llegar a la cara F}, la més cercana, esta cara se
corresponde con la saturacién de la primera restriccion A1 ..

Una forma para agilizar el método que se propone en ( ) es
tener en cuenta que una vez calculado el primer punto, este solo difiere del anterior en una
coordenada, asi se puede reescribir la expresion de A, (2.26).
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Xy Al.imi=a

X1

/
A2,: X1+ X9 = cCo

Figura 2.4: Tlustracién de la eleccion de A como valor para llegar a la cara mas proxima, All,:'

Xy Al.imi=a

/ . —
A2,: X1+ X9 = cCo

Figura 2.5: Ilustracion de la eleccién de A con caras imposibles de llegar, All,:'

Supongamos que queremos simular el punto P», una vez obtenido P;. Para simular el
punto P; se partié del punto Fy, se eligié al azar una direccién que denotaremos por e;,, se
calculé el segmento, obteniendo el extremo superior con su A correspondiente,’ y se simuld
un punto uniformemente distribuido en dicho segmento. Entonces podemos escribir el punto
simulado en funcién del punto anterior por medio del paso t, P = Py + te;,. Para simular
el segundo punto, P», tenemos que elegir una direccién al azar e; y posteriormente calcular
el extremo superior utilizando la informacién del paso anterior (Py, e;, y t) y obteniendo el

'Para calcular el extremo superior encontramos el A que maximice la siguiente condicién: Ml <con—
A’ Py, esto nos obliga a calcular c_,, — A’ P,.



2.4. METODO HIT-AND-RUN (GOLPEA Y CORRE) 41

nuevo valor de A\

A = mix{reR: A (P +re) <cp}
max {r e R: A'Pi+rA'e;<c_,}
= max {r eR: rAfji <c_,— A'Pl}
= max{reR: rdl; <c_,—A(Py+tey)}

a

—
=

= méx{reR: rAl; <c_,— AP — tAf’iO}

En la igualdad (a) se utilizé la relacién con el punto anterior P, = Py + te;,, donde ¢
denota el paso entre ambos puntos.

Aunque sigamos teniendo que maximizar, el nimero de cuentas a realizar es menor puesto
que el valor de c¢_, — A’Py ya lo tendriamos calculado del paso anterior. Al igual que antes,
recorremos todas las caras y tomamos como A al minimo valor que iguale la condicién.

(C*n)l - A;,:Pl

Ne{l,....,.n—1}: A=
Ay

(C—n)l — A;7:P0 + tAE,io
Ay

Ne{l,. .. ,n—1}: A=

Como c_,,— A’ Py ya lo tenemos de antemano, en la practica se resume a localizar el minimo
de un cociente en todas las caras. En cambio en el primer paso, obligatoriamente se tiene que
calcular c_,, — A’Py. Al aumentar la dimensién, aumenta el tamano de la matriz A’, y por
tanto, también aumenta el nimero de operaciones, se ralentizaria el proceso si tuviéramos que
calcular este valor en todos los pasos.

Asi creamos una cadena de Markov que ulitiza la informacién del punto anterior para
simular el siguiente. El primer punto por tanto debe ser generado uniformemente en el nicleo
proyectado, asi los puntos sucesores tendran la misma propiedad. La demostracién de que
esta sucesién de puntos constituye una muestra uniforme en nuestro politopo se encuentra
més detalladamente en ( ).

Utilizamos la programacién implementada en R para la aproximacién del core-center en
los ejemplos que utilizamos en secciones anteriores.

Ejemplo: 3 agentes

En la programacion de este método se tomé como punto inicial un punto uniformemente
distribuido en el niicleo proyectado, simulado utilizando uno de los métodos detallados en
este capitulo, el método de inversion.

Tomamos como vector de costes ¢ = (1,2,3) y definimos nuestro niicleo proyectado
como el siguiente conjunto

Cle) = {xeR?: A'x<c_3, x>0} con A= y C_3= (2.29)
11 2

Dado el punto inicial y la seleccion de forma aleatoria de la direccion, se calcula el
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segmento de interseccion entre la recta con dicho vector director y el nicleo proyectado,
el extremo superior del segmento se obtiene a partir de la matriz A’ y el extremo inferior
depende unicamente de la condiciéon de repartos positivos.

Como en los demas ejemplos de 3 agentes, al trabajar con el mismo vector de costes, el
core-center exacto es

= (0.444,0.777,1.777)

y con el programa en R donde se implemento este algoritmo se obtuvo la siguiente aproxi-
macion de la soluciéon con un tamano muestral de 1000 puntos,

p == (0.4470267,0.7964091, 1.7565642)

aaaaaaaa

Se utiliz6 el vector ¢ = (1,2,3) como vector de costes

Ejemplo: 4 agentes

Para 4 jugadores tomamos como vector de costes ¢ = (1,2,3,4) y definimos nuestro
nicleo proyectado como el siguiente conjunto

100 1

Cle)={xeR?: A'x<c_y, x>0} con A=|1 1 o| veua=|2| (230
1 11 3

El core-center exacto de este juego es
p = (0.421875,0.671875,0.953125,1.953125)

y con el programa en R donde se implementé este algoritmo se obtuvo la siguiente aproxi-
macién de la solucién con un tamano muestral de 1000 puntos,

w~ (0.3958748,0.7347167,0.9037074, 1.9657011)
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C_hat del juegao
1 080604020 - v

Se utiliz6 el vector ¢ = (1,2,3,4) como vector de costes

Algoritmo 5 Core-center de un juego de aeropuerto por medio del Método Hit-and-Run

1: function CCHITRUN((cy, ..., ¢,)) > Partimos del vector de costes
o

2: PyeC > Partimos de un punto interior

3: for k=1..K do > K denota el tamafio muestral deseado

4: ee{l,...,n—1} > Direccién elegida al azar

5: if K =1 then

6: A = méx {)\ eR: NAl, <c— A’Po} > Calculamos A

7: I=(0,Pyc+ ) > Definimos intervalo de la coordenada e

8: Py con coordenada e uniformemente distribuida en [

9: Ph=P > Actualizamos el punto
10: Prod < ¢ — APy > Guardamos lo que necesitamos para la iteracién siguiente
11: e0 + e direccion utilizada
12: t + paso desde Py hasta P;

13: else

14: A = méx {)\ eR: )\Af’i < Prod + tA{,eO} > Calculamos A

15: I=(0,Pyc+A) > Definimos intervalo de la coordenada e

16: Py con coordenada e uniformemente distribuida en [

17: Ph=P > Actualizamos el punto

18: Prod < Prod — tA! > Actualizamos lo que necesitamos para la iteracion
siguiente

19: e0 < e direcciéon utilizada

20: t < paso desde Py hasta P;

21: end if

22: Guardar el punto Py en la muestra X

23: end for

24: X  cbind(X, ¢;, — colSums(X)) > Por eficiencia el resto lo paga el agente n

25: corecenter < col Means(X) > Core-center estimado

26: end function > Nos devuelve la muestra X y el corecenter
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2.5. Comparacion entre los métodos de aproximaciéon

Para todos los métodos se ha utilizado Monte Carlo con el objetivo de mejorar la aproxi-
macién. En esta tltima seccion pretendemos esquematizar los cuatros algoritmos descritos a
lo largo de este capitulo, compararlos brevemente y sefialar las virtudes de cada uno.

Con respecto al primer algoritmo, el método de aceptacién-rechazo, cabe destacar que se
trata de un método mas robusto y que crea una simulacién excesiva, con lo que en dimensiones
elevadas suele ser muy lento y costoso computacionalmente. Por otra parte, simula puntos en
el cubo (n — 1)-dimensional y selecciona aquellos que se encuentren en el nicleo proyectado,
esta condicién se evalia a partir de la matriz A que define el nicleo, por lo que, para casos
generales, en cualquier juego TU equilibrado, podriamos calcular el rango de las variables y
generar puntos en el cubo definido por esos rangos que contendria al ntcleo de dicho juego.
Obtendriamos una muestra uniforme en el nicleo proyectado evaluando la condicién para la
matriz A que defina el nicleo del juego en cuestién. Es decir, este método podria generalizarse
para la aproximacién del core-center para cualquier juego cooperativo con ntcleo no vacio.

El siguiente método, el método grid, mejora el anterior puesto que al realizar una malla
podemos eliminar los elementos inttiles y acotar mejor nuestro politopo en dimensiones ele-
vadas. Al igual que antes, hace uso de la matriz A que define el ntcleo y, siguiendo el mismo
razonamiento, este podria generalizarse para otra clase de juegos equilibrados.

El tercer método que estudiamos fue el de inversién, aunque es un método bastante reco-
nocido por su eficacia, en nuestro caso particular, el principal inconveniente es su dependencia
con el volumen de politopos, 1o que nos devuelve al problema inicial de tener que calcular el
volumen de recintos en dimensiones elevadas. Si bien resulta un método natural y rapido para
la aproximacién del core-center para juegos del aeropuerto.

Por tdltimo tenemos el método de caminos aleatorios Hit-and-Run que no depende del
volumen ni genera una simulacién excesiva como en los métodos anteriores, por lo tanto, este
algoritmo tiene a su favor la implementacién para otros juegos cooperativos con nucleo no
vacio, ademés al hacer los cambios pertinentes propuestos en ( )
se obtuvo un método mas rapido computacionalmente, aprovechando los cdlculos del paso
anterior para no tener que repetir ciertas operaciones en cada iteracion.

Por las ventajas que hemos mencionado, este tltimo método lo utilizaremos tanto para el
caso particular de juegos con jugadores simétricos, como para la posible generalizacién para
otras clases de juegos equilibrados. Ambos estudios tiene gran importancia, el primero nos so-
lucionaré el problema de la dimensién elevada, puesto que la mayor parte de los problemas del
aeropuerto tienen una gran cantidad de agentes simétricos, y el segundo estudio nos permite
estimar el core-center incluso para clases de juegos de los que no tienen expresiones explicitas
para calcular esta solucién. Ambos temas se detallan en el capitulo 4 y 5 respectivamente.

Presentamos en las Figuras 2.6, 2.7, 2.8 y 2.9 los diagramas de flujo de los diferentes
algoritmos presentados en este capitulo.
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s D

c= (Cla"'vcn)
K tamafio muestral
J{: iteraciones MonteCarlo)

(~. ., N
Simulacién de un punto, p, en

[0,c1] x -+ % [0, cp—1]
¥
No
|
I
Si
¥
Introducir el punto en la muestra
X =XU{p}
No

Oh

No Si

Y

Calcular el core center
u =media(X)
Introducir core center en la muestra MC
MC =MCU{u}
v

4(_/3—

Calcular aproximacién
p =media(MC)

@

Figura 2.6: Diagrama de flujo del algoritmo de Aceptacion-Rechazo
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@= (@ilyoo00qECp)
K tamafio muestral
k iteraciones MonteCarlo
N:(Nl"”yanl)

Generacién de la malla
Clasificacién de los elementos de la malla

[Seleccién de un elemento aleatorio, r]}

Simulacién de un punto uniformemetew
distribuido en 7, p J |

;1 bueno? No ——>

|
Si
A2

Introducir el punto en la muestra
X =X U{p} Si

|

No

Si
¥
Calcular el core center
u =media(X)

Introducir core center en la muestra MC
MC = MCU{u}

No ‘L

Si
¥
Calcular aproximacion
E w =media(MC) }

=D

Figura 2.7: Diagrama de flujo del algoritmo Grid
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c=(c1,...,cn)
K tamafio muestral
k iteraciones MonteCarlo
A 4

—Simulacién de u, uniforme en
[07 1]7171
—> —Calculo de la primera coordenada
21 = F ' (w)
=

@_

[Célculo de la coordenada i € {1,...,n — 1}}

s = Fi_l(ui|x1, . 7351’—1)

09

Si
¥
[Introducir el punto en la muestra}

X :XU{(xl,...,ZL‘n—l)}

COMPARACION ENTRE LOS METODOS DE APROXIMACION

No

09

No
Si
Calcular el core center
w =media(X)

Introducir core center en la muestra MC
MC = MC U {u}

‘e

1
Si
Calcular aproximacién
w =media(MC)

@

Figura 2.8: Diagrama de flujo del algoritmo de Inversién
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c=(c1,...,¢Cn)
K tamafio muestral
k iteraciones MonteCarlo

|

(Considerar un punto interior, Fp
L Inicializar ¢ =0

Seleccién de una direccién aleatoriaw

e
vector director de la recta r J

A = méx; {/\ ER: M <c— A’PO}
I=(0,Pye+A)
—Simulacién de la coordenada e sobre I,

— Céculo del segmento de la coordenada e, r N c

cambiamos la coordenada e de Py por dicha simulacién

— Caculo del segmento de la coordenada e, r N @
A = méx {/\ €R: NAl; < prod+ tAf,eO}
I= (OaPO,eJF/\)
—Simulacidn de la coordenada e sobre I,
cambiamos la coordenada e de Py por dicha simulacién

5'—‘— No >

Guardar argumentos
€p=¢€
prod = c— A'Py
t paso entre Py y F,..,

Actualizacién de los argumentos
€eyg =€
prod = prod + tA!
t paso entre Py y P,,.,

Introducir el punto en la muestra
X =XuU{p}

_’@

Si
A 2
Calcular el core center
p =media(X)

Introducir core center en la muestra MC
MC = MC U {u}

’f

Si
Calcular aproximacién
u =media(MC')

:

Figura 2.9: Diagrama de flujo del algoritmo de Hit-and-Run
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Error de Aproximacion (n° iter MonteCarlo=30, tamaiio muestral=1e3)

0.05
I

———- Acep-Rech
—-==- Grid

Inversa

0.04
I
|
|
|

Hit&Run

Error
0.03
1

0.02
I

0.01
I

0.00
I

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 55 6.0

Ne° jugadores

Figura 2.10: Error de aproximacién de 3 a 6 jugadores.

Fijados el tamano muestral y el nimero de iteraciones MonteCarlo.

En el anterior grafico, Figura 2.10, tenemos el error de aproximacién para varios juegos
del aeropuerto con costes asociados correspondientes a la secuencia de ¢ = (1,...,7) donde
7 denota el numero de jugadores que varfan entre 3 y 6 agentes. Se considera como error a
la distancia euclidea entre el punto real y la aproximacién obtenida. Podemos observar que
todos los errores son pequeitios, pero como ya hemos mencionado al introducir este capitulo, la
”maldicién de la dimension” nos obligara a aumentar el tamano muestral mientras aumentamos
el nimero de jugadores, es decir, la dimensién.

Al usar todos los métodos vimos que el tiempo de ejecucién para cada juego, corres-
pondiente a cada numero de jugadores, tiende a aumentar significativamente a medida que
anadimos agentes, lo que ya esperdbamos por el efecto Hughes, esto le ocurre a los primeros
tres métodos (aceptacién-rechazo, grid e inversién). Pero el tiempo de ejecucién del algorit-
mo de caminos aleatorios no se ve tan perjudicado. El uso de las cadenas de Markov mitiga
parcialmente este efecto.

El que menos tarda con diferencia es el método de caminos aleatorios Hit-and-Run, asi
que podemos concluir que al aumentar la dimensién, su tiempo de ejecuciéon nos permite
aumentar el tamano muestral y asi mejorar el error que se comete sin perjudicar el tiempo
del proceso, ademads esta rapidez nos lleva a pensar que se trata de un buen método para la
posible generalizacién.

La estimacién que hemos tomado en cada simulaciéon de Monte Carlo, 1 € R™ es la media
muestral para los n — 1 primeros jugadores (el iltimo reparto se obtiene por la eficiencia),
tomando como muestra nuestra simulacién uniformemente distribuida en el niicleo proyectado.
Este estimador, para los primeros n— 1 agentes sigue asintéticamente una distribuciéon normal



50 CAPITULO 2. METODOS APROXIMADOS

fiep ~ Np_1 (un,l, %E) donde p_, es el valor real del core-center sin considerar el tltimo
agente y m es el tamano muestral, que en nuestro caso seria m = 1000. A partir de esto
podemos definir el error cometido para cada jugador como E = ji_, — p—, que seguird una
distribucion asintéticamente normal N,,_1(0, %Z) Comparemos, en el caso de 3 jugadores, si
la matriz de varianzas y covarianzas muestral del error cometido se asemeja al real.

Empezamos calculando la matriz de varianzas y covarianzas real del error que es propor-
cional a la matriz de varianzas y covarianzas de la propia muestra uniforme en C.

C1 [C2—x1

x dydr 1ci(—3c2 + 2¢1)

p = 0 _
Va(ei, e2) 3“2+
by — 061 002—-731 y dyd.T _ EC% — 3c1c0 + 303
V2(017 02) 3 —262 + C].
o2 = E(mQ) 2= 001 0027351 z? dydx 2 icf(c? — 6c1co + 6¢3)
1 b Vae 1T (Cata)r
o2 = E(yQ) . MQ _ OC1 062—w1 y2 dydx B M2 _ ic% _ 66%02 + 120%6% B 120163 n 60%
i ? Va(er, c2) 27 18 (Z2e2 + 1)?
c1 [C2—1 9/ 9 )
2 0_Jo ry dydx 1 (2 —6eren + 663)
- E - = - e
Oig (xy) — pap2 Valerca) iy = g
Entonces
1 C%(C%—ﬁqcz-‘rﬁc%) 1 C%(C%—Gclcgﬁ-&%)
v | B (Peta) %6 (Bemre)?

7Lc%(c%—60102+6c%) ic‘%—ﬁc‘i’cg—i—l?c%cg—1201c%+603
36 (7262+01)2 18 (7202+Cl)2

Sea un juego del aeropuerto con vector de coste ¢ = (1,2, 3), entonces la matriz de varianza
y covarianzas de una variable aleatoria uniforme en el ntcleo proyectado de este juego es:

0.0802469 —0.0401235 v 8.02469 x 1075  —4.01235 x 10~°

1000
—0.0401235 0.2283951 —4.01235 x 107° 2.283951 x 104

Realizamos 1000 simulaciones Monte Carlo para aproximar el core-center con los 4 métodos
estudiados a lo largo de este capitulo. Calculamos el error coordenada a coordenada cometido
al aproximar en cada simulacién, ¥ = ji_p, — pi—p.

Le aplicamos el test movn del paquete MVN de R para contrastar la normalidad mul-
tivariante, esta funcion incluye diversos test de normalidad, entre ellos el de Mardia. Para
las muestras simuladas con los cuatro métodos se aceptan la normalidad con un nivel de

significacién del 5 %.
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Ahora calculamos la matriz de varianzas y covarianzas muestral para todos los métodos y
obtenemos:

8.044 x 107  —3.666 x 107° 7315 x 1075  —4.113 x 107°
Eacep ~ Egrid ~

—3.666 x 107°  2.047 x 10~* —4.113 x 107°  2.409 x 10~*

7.264 x 1075 —4.354 x 107° 8.024 x 107°> —4.113 x 107°
Yine A Yihit &

—4.354 x 107°  2.2232 x 104 —4.113x 107  2.284 x 10~*

Y contrastamos la igualdad de las matrices de varianza y covarianzas, Hy : Yetodo =
3/1000, con un nivel de significacién del 5%, aceptamos la hipétesis nula para todas las
muestras de cada uno de los métodos estudiados en este capitulo.
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Capitulo 3

Métodos exactos

En este capitulo describiremos los algoritmos exactos del cédlculo del core-center para
problemas de aeropuerto. Como vimos en el Capitulo 1, ( ) obtuvieron
expresiones del core-center de juegos de acropuerto como cociente de determinados volimenes,
con lo que a partir de esta idea construimos el primer método propuesto, calculando el volumen
de forma recursiva. Posteriormente desarrollaremos otro método definiendo una teselacién
interior basada en conos y relacionando el core-center de nuestro ntcleo con el core-center
de cada cono que forma parte de dicha teselacién del politopo. Por 1ltimo, proponemos una
teselacién exterior de un conjunto maximal que contiene al niucleo en estudio, de modo que
promediando el centroide de cada elemento de la teselacion podremos obtener el core-center
de nuestro nticleo proyectado.

3.1. Algoritmo via volimenes

En ( ) se consiguié una expresién explicita de esta solucién, el
cociente de volimenes que se detallé en el capitulo 1, donde teniamos que el core-center se
puede obtener a partir de las siguientes expresiones

N Vn(cl,...,Cj,Cj,...,Cn_l) .
i(c) = Vi<n 3.1
M]( ) Vn—l(cly--'acj7---;cn—1 J ( )
Viler,.ooyen)
n{C) = 3.2
a ( ) Vn—l(Chn-,Cn—l) ( )

y el volumen del nicleo proyectado se podia calcular de forma recursiva mediante la siguiente

expresion
(
cl si k=1
Viler, o yer) = ?—M si k=2(33)
k ok _ e yk—itl .
G- lagph s eV (e, ) st k>3

La idea principal es conseguir otra expresién para obtener el volumen y seguir utilizando
la expresién (3.1) para calcular de forma exacta el core-center.

93
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Lasserre desarroll6 el siguiente método ( ( )), donde calcula el volumen de un
politopo convexo a partir de un método recursivo y relacionandolo con el volumen de sus
caras.

Sea P = {x € R": Ax < b} un politopo convexo. Supondremos que el sistema Ax < b
que lo define estda depurado, es decir, que no hay inecuaciones redundantes en el sistema.
Denotamos por V' (n, A, b) el volumen del politopo P y por Vj(n—1, A, b) el volumen asociado
al politopo de la cara i, P;, es decir, donde se iguala la inecuacién correspondiente a la fila
i-ésima de la matriz A. La definicién formal de este politopo serfa P; = {x € P: A;.x = b;},
donde A;. es la i-ésima fila de A, nétese que todas las caras corresponderan con conjuntos
(n — 1)-dimensionales.

Con esta notacién, el algoritmo se basa principalmente en el siguiente resultado

Teorema 3.1. Sean A una matriz de dimensiones m x n, b € R™ un vector y el politopo

definido como P = {x € R" : Ax < b}. Si el sistema estd depurado, V(n, A, b) > 0, entonces
I~ b

V(n,Ab) == Viln —1, A, b) (3.4)

En nuestro caso particular, la matriz que define el nucleo proyectado ya se encuentra
depurada, y partimos de un politopo (n — 1)-dimensional.

A —dn-1
C(c) = {x e RV Ax < b} con A= (3.5)
A/
-1 0 0 10 0
0O -1 --- 0 11 0
donde b = (0, (’?T}),O,c,n)l, I, 1= y A =
0 0 - -1 11 - 1

Ademas, sabemos por el teorema 3.1 que aquellas caras correspondientes a b; = 0 no afec-
tan al sumatorio, asi que podemos prescindir de ellas, quedandonos con el nicleo proyectado
a partir de las caras relevantes, es decir, con la submatriz A’.

10 0

R 11 --- 0

C(c) = {x eR" L. Ax < C_p,X > 0} con A = (3.6)
11 1

'Recordemos que dado x € RY, denotamos por x_; € RY M} ] vector obtenido tras eliminar la coordenada
i de x, es decir, X—; = (X1,%2,. .., Ti1, Titl,y--.,Tn)
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El algoritmo aplicado de modo recursivo terminara al llegar al cdlculo de voliimenes de
politopos con dimensién 1, es decir, segmentos cuyo volumen se calcula como la longitud de
los mismos.

En la préctica, para calcular Vj(n — 2, A,b) tenemos que calcular el volumen de otro
politopo con una dimensién menos. Al tratarse de otro politopo podemos volver a utilizar
este algoritmo, pero con un nuevo sistema asociado. Este nuevo sistema se construye a partir
del anterior, teniendo en cuenta que se obtuvo una igualdad en la fila i-ésima, por lo que
podemos despejar una variable, ponerla en funcién de las demds coordenadas y sustituirla en
el sistema original creando el nuevo. Nétese que para poder despejar una variable su coeficiente
asociado tiene que ser no nulo. Una vez substituida la variable seleccionada, creamos el nuevo
sistema que define el politopo P; = {x € P: Ax < B}

En el primer paso, partimos de un juego del aeropuerto, y para cada cara i € {1,...,n—1},
donde se satura la inecuacién definida por la fila i-ésima de la matriz A’,

i
Al x=c & E T; = .
=1

Sabemos que el coeficiente A;Z es no nulo, por la definicién de la matriz, entonces podemos
despejar la variable x;,
i—1
T; = C; — Z .%'j
j=1

Si substituimos esta variable en el sistema original A’x < c_,,, tenemos que

0 I C1

0 1) C2
Ax<c_p,= (i) <

1,1

) i—1

1 Ci = -1 % ¢

1 Tn—1 Cn—1

Si quitamos la fila y la columna i-ésimas, tenemos que sea k € N\{i}

= Si k < 7 entonces la nueva inecuacién serd como la anterior, pues la variable x; no les
afecta a estas inecuaciones, es decir, ) " ;23 < ¢, VEk <.

s Si k£ > i las inecuaciones serian

k i—1 k
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. i—1
y substituyendo z; = ¢; — 22:1 x7, entonces tenemos que

i—1 i—1 k
Z:Ul-l-ci—z.rl-l- Z r, < ck
=1 =1 I=i+1
lo que es equivalente a
k
Z T < o (3.7)

l=i+1

Luego, el nuevo politopo sera definido por x_; € R"72, x_; > 0, tales que

10 0 0 0 0 1 c1
11 0 0 0 0 i) C9
(i—1,i—1)
- - 1 1 ... 1 0 0O ... 0 Ti—1 Ci—1
Ax_;<b= . < (3.8)
(i+1,i+1)

0 0 ... 0 1 0O ... 0 Ti+1 Ci+1 — G

0 0 ... 0 1 1 ... 0 Ti+2 Ci+2 — C;

00 ... 0 1 1 ... 1 Tp—1 Cn—1 — C;

Ademads tenemos la siguiente relacion entre el volumen de la cara y el volumen del nuevo
politopo que acabamos de definir
| Ai. ||
| Al

Viln—1,A,b) = Vol;(n — 1, A,b) (3.9)

donde Vol;(n — 1, A, B) es el volumen del nuevo politopo, podriamos calcularlo con la misma
funcién, pero ponemos el subindice ¢ para identificar qué cara estamos estudiando.

Por ser una funcién recursiva tendriamos que volver a simplificar este sistema respecto a
cada fila, se haria de forma semejante, pues aunque esta vez no tenemos el sistema que define
el core de un juego del aeropuerto, si nos queda el producto de dos niicleos de estos juegos.
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En este caso las matrices triangulares inferiores de la unidad se encuentran en A(y.;_1) (1:1-1)

Y A(i+1:n—1),(i+1:m—1) correspondientes a los juegos del aeropuerto que se generan en la cara
2
.

1 0 0 0 0 T C1
1 1 0 0 0 €To C9
|
(i—1,i—1)
11 1 | 0 0 Ti-1 Ci—1
< (3.10)
(i41,i+1)
0 0 ... 0 I 1 ... 0 Ti41 Ci+1 — C;
0 0 ... 0 1 o1 Tn—1 Ch—1 — C;

Asi que trabajariamos individualmente con cada submatriz como lo hicimos para la matriz
original y las agrupariamos.

El algoritmo entonces se basa en el Teorema 3.1 y la expresién (3.9) para asi calcular el
volumen del politopo a partir de la siguiente expresién

V(n—1,A,b) n_lz|A”|vO1 —2,A,b) (3.11)

En nuestro caso, la diagonal de la matriz se corresponde con la unidad. Por lo tanto, en
nuestro caso

Vioi(c_p) =V(n—1,4,b) Vol;(n — 2, A, b) (3.12)

En el ultimo paso, tenemos que calcular la longitud de un segmento definido por Ax < f),
donde A y b son vectores, por lo tanto la longitud se calcula como

méix{0, [nin (b;/A;) — méx(bi/A1)]}

Una vez que tenemos un algoritmo para calcular el volumen del ntcleo proyectado de
cualquier juego del aeropuerto, podemos utilizar la formula del cociente de volimenes para
calcular el core-center del juego, (3.1).

2Expresién matricial de la definicién de las caras relevantes, (1.7), dada en el capitulo 1.
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Algoritmo 6 Volumen Algoritmo de Lasserre

1: function VLASSERRE(n, A, b) > Partimos del sistema que define C, Ax < b
2: if length(b) = 2 then > Si tenemos un segmento
3: Vol = max{O [mln (bi/A;) — max(bl/Al)}} > Calculo de su longitud
4: else

5: fori=1,.,n—-1do > Vol = n1211|Ai Vi(n —2,A,b)
6: Caculo del nuevo sistema Ax < b

7: Vol = Vol + \Am\ VLasserre(n —2,A,b) > Funcién recursiva
8: end for

9: Vol = -Yel
10: end if
11: end function > Nos devuelve el volumen del core proyectado

Algoritmo 7 Core-center de un juego del aeropuerto via volimenes

1: function CCLASSERRE((c1,...,¢p)) > Partimos del vector de costes
2 Célculo de A, b > Célculo del sistema que define C
3 fori=1,..,n—1do > Célculo del core-center por coordenadas
4 Definir el juego para el jugador i (c1,...,¢, ¢y ..., Cn)

5: Célculo de nuevo sistema Alx < bt

6 Wi = “// LLG(ZZ’S;:,??L??;B) > Utilizamos la funcién del volumen
7 end for

8 n = Cp — Z?;ll i > Calculo por eficiencia del reparto al tltimo agente
9: end function > Nos devuelve el Core-center
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Seguiremos con los ejemplos del capitulo anterior, aunque sdlo ilustraremos el de 3 agentes,
para mas jugadores se razonaria de forma andloga.

Ejemplo: 3 agentes
Para el caso de 3 jugadores tenemos el vector de costes ¢ = (1,2, 3), con nicleo proyectado
asociado

) 10 1
C(c) = {X eRI2: A'x <c_g, x> 0} con A= y C_3= (3.13)
11 2
o equivalentemente
Cle) = {x eRUD . 2 <1, 2y +ap <2, x> 0} (3.14)

Calculemos el volumen del niicleo proyectado del juego original con ayuda del algoritmo
de Lasserre, (3.12)

2
1 o
VQ(Cl,Cg):V(2,A/,C_3) = 2202'\/011'(1,14,]3) (3.15)

1 o o

- 5(Voll(l,A,lo)+2V012(1,A,lo)) (3.16)
1 .

= 5(1+2Vc>12(1,A,lo)) (3.17)
1

— S (142 3.18

= S0+ (3.18)
3

= =15 (3.19)

En la igualdad (a) se utiliza el hecho de que al igualar z; = ¢; = 1, entonces en el
sistema sélo nos queda la condicién z1 + x2 < c¢o, es decir, zo9 < co — ¢q, por tanto el
volumen del segmento [0, co — ¢;] coincide con ¢g —¢; =2 —1=1.

En la igualdad (b) nos vamos a la segunda cara relevante, x1 + x9 = cg, asi tenemos
Unicamente como condiciones del sistema x; < ¢; y que ambas variables sean positivas.
Que la segunda variable sea positiva o > 0, implica que z1 < ¢, puesto que al despejar en
la igualdad tenemos xs = co — 1, pero esta desigualdad ya se verifica con la condicién de
x1 < ¢1, por lo que para esta cara tenemos como segmento [0, ¢;] y tendra longitud ¢; = 1.

Ahora calculamos el reparto correspondiente a los dos primeros agentes como cociente
de volimenes, (3.1), y por eficiencia calculariamos el dltimo reparto.

= Asignacién al jugador 1

(c) = Blevenea) _ Vs(1,1,2)
& Va(er, e2) Va(1,2)

(3.20)

s Asignacién al jugador 2

(c) = Blevenca) _ Vs(1,2,2)
e Va(er, e2) Va(1,2)

(3.21)
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» Asignacién al jugador 3

2
pa(c) =cs — Y pi(c) (3.22)
=1

Para el volumen del numerador se vuelve a utilizar el algoritmo de Lasserre.
Con el programa de R, donde implementamos el algoritmo, se obtiene el valor del core-
center exacto

= (0.444,0.777,1.777)

3.2. Algoritmo via conos

Este método se basa en una teselacién ya comentada en ( ) que
divide el nicleo proyectado de un juego del aeropuerto en conos con vértices en el origen,
dado que el origen siempre esta en el nicleo proyectado del juego. El hecho de que el centro
de un cono se puede escribir en funcién del centro de la cara (base del cono) permite obtener
una expresion del core-center en funcién de los juegos de las caras.

X3
Xo

K,

Xo
Kl X1

X1

3 agentes 4 agentes

Figura 3.1: Teselacion interior del core proyectado con conos.

Formalmente podemos definir para cada cara relevante, F;, un elemento de la particion
como el cono con vértice el origen y base dicha cara.

Vie N\{n} Ki={\z: 0<\<1,ze€lF} (3.23)

Proposicién 3.2. Sea ¢ € CV el vector de costes de un problema de aeropuerto y sea i €
N\{n} un jugador. Entonces
Ci
V(K;,)) = ——=V(F; 3.24
(K) = 5V (3.24)

psKs) = " L(R) Vi€ Nin) (3.25)
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. i
Demostracion. Los conos K; tienen vértice en el origeny baselacara F; = (x e C': Y xj=¢
=1

podemos recorrer dicho cono con cortes paralelos a la base (ver Figura 3.2). Para todo
i

t € [0,¢;] denotamos por f; a la interseccién del cono con el hiperplano ) z; = t, es decir,
j=1

i

ft = {x eK;: Y zj= t}. Nétese que f.; = F; y que nos encontramos en una dimensién me-
Jj=1

nos, el hecho de que se sature la siguiente condicion 23:1 x; = t, implica que z; = t—z;;ll xj,

y por lo tanto podemos prescindir de una coordenada quedando solo en juego n — 2 agentes.

Debido a que f., = F; podemos decir que f; = gFZ-, de donde se sigue directamente que

p(fe) = Lp(F).
Seax € fi CR" 2 eyc F; C R" 2 tenemos

n—2
Ci Ci C;

y con esta transformacién, la relacion entre las medidas seria la siguiente:

n—2 n—2
Mmp—2(ft) = - dr = /E <;> dy = <;> Mp—2(F;)

Xg X2

Ji Fy

Co | Fl X1 ¥ ‘ X1

Figura 3.2: Tlustracién de los cortes para los conos (3 agentes)

Ahora al calcular el volumen del cono obtendriamos la primera expresién que buscdbamos
demostrar:

¢ ¢ n—2
maca () = [ it = /0 () o (F)dt = —Smn o(F) (3.26)
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tenemos que calcular volimenes en la misma dimensién, recordemos que la medida de la cara
es de dimensién n — 2 y la del cono es n — 1, asi que para calcular el volumen de la cara en la
dimension deseada tenemos que dividirlo entre la raiz del nimero de agentes implicados, es
decir, v/i. Asi obtenemos la expresién del enunciado

Ci

TR

V(F;)

Por otro lado tendriamos

M1 (K i (Ki) = /qun—z(ft)ﬂj(ft)dt

; n—1
C;g t
5 /O <c> M —o(Fy) i (F;)dt

C;
= 5mn—2(Fi)Mj(Fi)

en la igualdad (a) se tiene en cuenta la relacién que hay entre las medidas y el centro de cada
[t respecto a la base del cono, F;. Por tltimo, utilizando ahora la expresién (3.26) conseguimos
la segunda expresién de la proposicion

Mmoo (K (K = “mao(F s (F) (3.27)
nc_ilmnﬂ(ﬂ)uj(fﬁ) = %mnfz(Fz-)uj(Fi) (3.28)
ni(Ki) - = n,_lluj(Fz-) (3.29)

O]

Corolario 3.3. Sea c € CV el vector de costes de un juego de aeropuerto. Entonces

Vioi(c) = " Sy (3.30)
! Z; vl

| _”1@ V(E)
pi(c) = ;nﬁvn_l(c)’”(m j=1,...,n—1 (3.31)

El reparto del dltimo jugador se calcularia haciendo uso de la eficiencia.

Demostracion. La demostracién como colorario de la proposicion 3.2 es trivial, debido a que
el nicleo proyectado es la unién disjunta del todos los conos, es decir, C' = J,c N\{n} K;,
entonces la primera igualdad es inmediata,
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n—1 n—1
Vaile) = D VUKD =3 oy =V (F) (3.32)
=1 =1

Por otro lado, si relacionamos el core-center del nticleo proyectado con el de cada uno de
los conos? y haciendo uso de la proposicién 3.2, podemos obtener la segunda expresién del
corolario.

@ - SV e

pi(e) = 2 mﬂa(Kz) (3.33)
. no! CZV(Fz) n—1 ' ‘
= z;(n_l)\[‘/n o n 1 (E5) (3.34)
-y VI (3.35)

im1 nvi Va-1(c)

O]

A continuacién vamos a obtener con una demostracién alternativa las mismas expresiones
para el volumen y core-center, (3.30) y (3.31). Desde otro punto de vista, sin necesidad
de teselar el conjunto, utilizando unicamente la expresion para el calculo de volimenes de
Lasserre.

Demostracion alternativa del Corolario 3.3. Empecemos por la expresion del volumen, a par-
tir del Teorema 3.1 tenemos la siguiente expresién del volumen del nicleo proyectado (3.12)

n—1
1 -~
anl(cfn) == m E CiVOlZ‘(TL - 2, A, b)
—1

donde A y b se corresponden con el politopo formado por cada cara del nicleo proyectado.

Analicemos ahora el volumen Vol;(n—2, A f)) Para ello recordamos la definicién y volumen
de las caras principales, Fj, del nticleo proyectado descritas en el Capitulo 1, (1.7) y (1.9), y
como nos quedaba el sistema formado por la matriz A y el vector b en el algoritmo anterior.
Seai=1,...,n— 1, entonces

Fi = C(Cl,...,ci) xé’(ci+1—ci,...,cn—ci) (3.36)
VOI(FZ') = \[ﬂ/;_l(cl, PN 7Ci—1) : Vn—i—l(ci—i-l —Cjy..-yCp—1— Ci) (3.37)

3El centro de masa de un politopo teselado interiormente se puede calcular como una media ponderada
de los centros de cada elemento de dicha teselacién, este principio lo describié originariamente Arquimedes,
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10 0 0 0 0 c1
11 0 0 0 0 C2
(i—1,i—1)
3 11 ... 1 0 0 ... 0 - Ci1
A= (i+1,i+1) y b=
0 0 ... 0 1 0O ... 0 Ci+1 — G
0 0 ... 0 1 1 ... 0 Ci+2 — Cj
0 0 ... 0 1 1 ... 1 Cn—1 — C;

Por la composicién del nuevo sistema sabemos que
VOIZ‘(TL — 2, A, b) = ‘/%71(01, e ,ci,l)Vn,i,l(ciH —Cjy.ee.yCp—1 — Ci)

Volviendo a la expresién del volumen (3.12),

n—1

1 Lo

Vi—1(c) = E ¢;Vol;(n — 2, A, b)
=1

n—14

n—1

Z ciVii(er, .o o) Va—ima(Cip1 — Gy ooy Cn1 — G5)
i=1

1
n—1

—
S)
=

n—1
1 C;
= —V(F;

—~
=

Hemos tenido en cuenta el volumen del nuevo sistema, (a), y la expresién del volumen de
las caras relevantes, (3.37), en la igualdad (b). Obteniendo asi la expresién que buscdbamos
(3.30).

Ahora centrémonos en la férmula (3.31).

Utilizando la expresién del core-center como cociente de volimenes, (3.1), conjuntamente
con la expresién del volumen que acabamos de demostrar, tenemos que

Vn(cl,...,Cj,Cj,...,Cn_l) 1 - C; —
(o) — _ Syv(F, 3.38
IUJ (C) Vn—l(c—n) n Vn—1<c—n) E; \ﬁ ( ) ( )

1=

donde ¢; y F; indican que el juego de donde vienen los costes o las caras, respectivamen-
te, es aquel que tiene como vector de costes el original con un clon del jugador j, i.e.

(Cly..4Cj,Cjy ey Cpe1).
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Volveremos a hacer uso de las expresiones de las caras y su correspondiente volumen,
(3.36) y (3.37) respectivamente.

Notemos ademés que el core-center de un jugador j de la cara F; vendra dado por el
core-center del juego en el que se encuentre dicho jugador

Vi(ClyeerCjyCiyeensCiz1) . .
:U’j(cl""’ci): ZV e si <1
Z—l(cl7~“’c’b—1)
i (Fi) = (3.39)
e — N Vi1 =Gy s —CisC = Ciye s Cnm1—Ci) s
Hi=i(Cit1 = Cis- oo yCn = Ci) = Va—i—1(Ciy1—CiyernCn—1—¢;) sl g >

Volvemos a la expresién (3.38) y antes de desarrollarla mas, veamos que el volumen de la
cara j se anula, V(Fj) = 0, de ser el caso no considerariamos esa cara y obtendriamos una
expresién semejante pero con un sumando menos y nuestro vector de costes volveria a ser el
original, como el jugador j fue clonado, ¢; = ¢j11, se tiene ¢ = (c1,...,¢j—1,Cj41,...,Cn) =
(Cl,...,Cj_l,Cj,...,Cn) =C

Vemos que ciertamente V(Fj) = 0

V(FJ) = f Vj 1 Cl, . .,Cj_l) X Vn—j—l(Cj—H —Cj,...,Cn—1 — Cj)
f ‘/j 1 Cl, .. -;Cj—l) X Vn_j_l(O, ey Cpn—1 — Cj)

\/V} ety c5-1) X0
0

()

Se ha utilizado en (a) el hecho de que el vector de costes esté ordenado crecientemente vy,
ademas, el jugador j fue clonado, por tanto, su coste es igual al del siguiente agente. En la
ultima igualdad (b) usamos el hecho de que el volumen n —j — 1 dimensional de un cuerpo con
dimensiéon menor es nulo, en nuestro caso se cumple esta condicién debido a que el core del
juego con costes (0, ..., c,—1 —c;) tiene dimensién n—j, pues el primer jugador no paga ningin
coste, es decir, no se le puede asignar ningun reparto positivo, y perdemos esa dimensién.

Entonces, como mencionamos anteriormente, nuestra expresién de core-center se simplifica
a

Mj(c)_nvn1 Z_:\C[ Vi=1,...,n—1 (3.40)

Para desarrollar esta férmula distinguiremos dos casos segtin la posiciéon del agente j
respecto a la cara que estemos considerando F;.
w Sij<iq
De la expresion del core-center de la cara F; (3.39), estariamos en el primer caso y despejando
el numerador obtendriamos

%(Cl, e ,Cj, Cj, ceey Cifl) = /.Lj(Cl, ey Ci)wfl(cl, N ,Cl',l) (341)

desarrollamos un poco mas la expresién del core center del juego original (3.40), utilizando el
numerador que acabamos de despejar (3.41) y la expresién del volumen de la cara Fj, (3.37).
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n—1
1 c
mile) = ﬁi72*

C;
Z - \[V P e 1)Vn—i—1(ci+l —Ciy---5Cn—1 *Ci)

(337)

1 Ci
=~ Z —Vipj(er, .. ei) Vicaler, .oy €i1) Vasica(Cign = Ciy vy Coot — €i)
n-1(c) =1 \ﬁ

(3.41) nV,_

n—1
1 Ci
- nV._(c) j\CLy -y Ci i Vi yevesCic1) Vn_i—1(Cix1 — Ciye ooy Cn1 — ¢4
wm@;ﬂ““ ¢;) YiVicilen s eimt) Vnmima(Cia = Cise a1 — i)

V(Fi)

(3?7) n Z\/Na c1y...,¢) VI(E)

nl

» Sij>i
Realizamos los mismo pasos que en el caso anterior, pero esta vez, despejamos el numerador
de la segunda ecuacién del core center de la cara F;, (3.39).

Ci—C;) re
Vii(eirn — ¢, G ey — ) = pji(Cint — Ciye oy Cn— ) Vamic (Gt — Ciye oy Gt — €5)
y desarrollamos la expresién del core center de forma andloga que el caso de j < i

pile) = = Z

n 1

1 Ci e,
B R A ) Z —ViVi(er, - ei)Vaioa(eipn — 6, 975 P ey — ;)
n Va-1( Vi

C;
= Z 7 \[ V Clv . vcifl),ujfi(ciJrl —CiyereyCp — Ci) Vn7i71(6¢+1 — Cijy. ooy Cpn—1 — ci)
1

n Vn_

1 n—1 c :
= Va0 ; ﬁﬂj—i(ciﬁ-l —Ciyeryln— i) ViViii(er, oo ¢io1) Vioio1(Civ1 = Ciy e e oy Cno1 — €4)
V(F;)

— i\Ci an*zVFz
(3.37) nVn1 Z\fu] (€1~ en — ) VIR

Por la definicién del el core center de la cara F;, ambas casos se resumen en la expresion
que buscdbamos (3.39)

n—1
€)= s > > i) VIR
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A continuacién, proponemos un algoritmo para el calculo del volumen utilizando las ex-
presiones (3.30) y (3.31), este vuelve a ser un algoritmo recursivo, al igual que hemos hecho
para los anteriores métodos, su esquema seria el siguiente:

Algoritmo 8 Volumen Algoritmo de las caras

1: function VCARAS((c1,...,¢p)) > Partimos del vector de costes
2 if length(c) = 2 then > Si tenemos un segmento
3 Vol = ¢ > Célculo de su longitud
4 else if length(c) = 3 then > Si tenemos un politopo 2-D
2
5: Vol = cjec9 — %1 > Célculo de su drea
6 else
. 1 -1 ¢

7 fori=1,.,n—1do DVolsz?ﬂ% (F)
8 > Implementacion de la funcién recursiva
9 VCaras; = Vi VCaras(cy,...,ci_1) VCaras(ciz1 — Ciy ..., Cn1 — C;)

10: Vol = £V Caras;

Vi
11: end for
_ Vol
12: Vol = =5
13: end if
14: end function > Nos devuelve el volumen del ntcleo proyectado y los de cada cara

La funcién VCaras se utilizara en el programa principal para el cdlculo del volumen del
nucleo proyectado y el almacenamiento de los volimenes de cada cara.

Algoritmo 9 Core-center de un juego de aeropuerto por medio del Algoritmo via volimenes

1: function CCCARAS((c1,...,¢n)) > Partimos del vector de costes
2: if length(c) =1 then > Si tenemos un segmento
3: w=-c > le otorgamos todo al tinico agente
4: else

5: Vol = VCaras(c) > Calculamos el volumen
6: for j=1,...,n—1do > (N, €) = s i) i (Fy) V()
7: fori=1,..,n—1do > Implementacién de la funcién recursiva
8: if 7 <7 then

9: MU; = CCCaras(cy, ..., ¢)
10: else
11: MU; = CCCaras(cit1 — Ciy- .y Cn — Cj)
12: end if
13: pi = pj + 5V Caras; MU;
14: end for
15: end for
16: t= e
17: end if
18: w4 c(p, e — E?:_ll 1) > Por eficiencia el resto del coste lo paga el agente n

19: end function > Nos devuelve el Core-center
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El “script”” que llevamos a cabo en R nos proporciona el core-center siguiendo este
método, pero para una mejor comprensién del mismo ilustremos con detalle el caso de 3
jugadores.

Ejemplo: 3 agentes

Seguimos con nuestro ejemplo base con vector de costes ¢ = (1,2,3) para el caso de 3
agentes. El algoritmo, primero calcula el volumen del ntcleo proyectado con la funcién
VCaras, ademdas también nos proporciona el volumen de cada una de sus caras, que en
este caso son las longitudes de cada segmento F; y Fb.

Xo
Ccy =2
Va(c_s) = 1,50 ? Fy
Vi(Fy) = 1,00
Vi(Fy) = V2 <1];1)
1 Xl
61:1

Posteriormente utiliza la férmula del core-center para su céalculo:

1i(©) = e Z\[ug V(F) j=1,2

Usando la eficiencia, al ultimo jugador se le otorga ps(c) = c3 — pi(c) — pa(c).
Empecemos con el primer jugador:

= g () v+ 2 vie)

1

= S (1 (F1) + 2p1(F2))

Para calcular pi (F1) y 1 (F2) se vuelve a llamar a la funcién CCCaras, pero con vectores
de costes diferentes, en este caso como estamos calculando el del primer jugador j = 1
entonces los indices de las caras, ¢, son mayores o iguales que el del jugador, asi que llamamos
a la funcién del core-center con vector de coste ¢ = (1) y ¢ = (1,2) para cada cara F} y F
respectivamente.

w(F1) = CCCaras(l) =1
w(Fp) = CCCaras(1,2); =0.5

Ahora simplemente sustituye los datos en la expresién del core center del primer jugador

pp = 0.444 (3.42)
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Para el segundo jugador repetimos el mismo procedimiento

uofc) = 3V2(lc_3)<u2<a> V() + sin(r V<F2>>

1

= i) (pn2(F1) + 2pu2(Fy))

Ahora si tenemos el caso de que uno de los indices de las caras, en particular el de F,
es menor que el indice del agente, asi que para la segunda cara, volveremos a llamar la
funcién CCCaras con vector de coste c_3 = (1,2), pero para la primera cara tenemos que
llamarla con ¢ = (¢3 — ¢1,¢3 — ¢1) = (1,2) como vector de costes, y tomaremos la primera
coordenada que es la correspondiente al jugador 2.

ua(F1) = CCCaras(1,2)y =
u2(Fy) = CCCaras(1,2); = 0.5

Sustituyendo en la formula del core-center de este jugador tenemos que
wa(c) =0.777 (3.43)

Por tltimo, por eficiencia se calcula la coordenada del dltimo agente

ps(c) =3 —0.444 — 0.777 = 1.777 (3.44)

Asi el programa de R en donde implementamos este algoritmo nos proporciona el core-
center de este juego

p(c) = (0.444,0.777, 1.777)

Ademsds también nos facilita el tiempo de ejecucion por si queremos comparar todos los
métodos estudiados en esta memoria cuando el nimero de agentes es grande.

3.3. Algoritmo via teselacion exterior

La idea de este método es encontrar el menor conjunto que contenga al nicleo proyectado,
que sea ademds lo més simple posible para el cdlculo de su volumen y de su core-center.
Una vez tengamos dicho conjunto realizaremos una teselacién semiregular en diversos cortes
formando politopos conocidos, de forma que el dltimo sea el propio nicleo proyectado.

Antes de empezar con la esencia del algoritmo definiremos el juego dual de uno dado.

Definicién 3.4. Dado un juego de beneficios (o de coste) con funcién caracteristica v, el
juego dual * de v es el juego de costes (o de beneficios), v*, definido como

v*(8) = v(N) — v(N\S), VS C N

1El juego dual de un juego de beneficios serd un juego de costes. Si en cambio se trata de un juego de costes
su dual serd uno de ganancias.
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Como se puede ver, se le asigna a la coalicién S lo que sobra después de otorgarle todo el
beneficio (o coste) que se pueden garantizar los demés jugadores, es decir, si es un juego de
ganancias, a la coalicién complementaria N\S se le otorga su méximo reparto en el nicleo y
el resto se le asigna a la coalicién S, si se trata de un juego de costes, la coalicién N\S tendra
que sufragar su coste y el resto del coste total se le asigna a la coalicién S. En otras palabras,
es la cantidad de v(N) que la coalicién complementaria no puede evitar que se le otorgue a
S, si no hay cooperacion entre S’y N\S y se reparte el beneficio o coste total.

Un juego y su dual son, de cierta forma, equivalentes. Tienen muchas propiedades en
comtn, como por ejemplo, sus nicleos coinciden. Sin embargo, tienen distintos conjuntos de
imputaciones, como veremos mas adelante.

Proposicién 3.5. Dado un juego cooperativo TU con funcion caracteristica v, con N el
conjunto de agentes y su juego dual con funcién caracteristica v*, entonces ambos nicleos
coinciden’.

C(N,v) = C(N,v")

Demostracion. Supongamos que se trata de un juego de beneficios, entonces su juego dual
serd de costes. Veamos que ambos conjuntos coinciden:

x € C(N,v) & z(S)>v(S)VSC Nyax(N)=uv(N)
8 z(S) <v(N)—v(N\S)=0v*(S)VS C Ny z(N)=uv(N)
% z(S) <v*(S)VS C Ny x(N)=v"(N)
& xeC(N,vY)

La equivalencia (a) se debe a que si z(S) > v(S) VS C N, entonces también se cumple
que z(N\S) > v(N\S) VS C N esto garantiza que v(N) = z(N) = x(S5) + z(N\S) >
z(S) +v(N\S) y despejando se obtiene la equivalencia buscada.

Para la equivalencia (b) se utiliza el hecho de que el dual del juego de ganancias sea un
juego de costes y por tanto las desigualdades de su nticleo se invierten, ademas se utilizo el
hecho de que v(N) = v*(N). O

Tomaremos como conjunto minimal que contiene nuestro nicleo proyectado al conjunto
de imputaciones de su dual, que contiene a su nicleo que coincide con el original como vimos
en la proposicién anterior. Otro hecho que debemos apreciar es que al ultimo jugador, por
propiedades del nicleo, se le asignara la diferencia entre este y el peniltimo, es decir, ¢, —c¢;,—1,
ademads de lo que le corresponda por eficiencia, esto nos lleva a plantearnos la idea de que
realmente el coste que estd en juego es ¢,—1 y no el correspondiente al dltimo agente, con
estas ideas definimos el conjunto deseado.

Estudiaremos en detalle el conjunto de imputaciones del juego dual que en nuestro caso
se corresponde con el conjunto de imputaciones de un juego de beneficios.

SRecordemos que el niicleo de un juego de beneficios difiere de uno de costes en que las desigualdades
aparecen en sentido inverso.
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I(N,c*) = {XERN: x; > c*({i}) Vi € N, Zn:xizc*(]\f)}

i=1

= {XERN: z; > ¢(N) — c¢(N\{i}) Vi € N, Z:Ci:c(N)—c(@)}
=1

n
= {XERN: xich—mgxchieN,in:cn}
3 ;
i=1

Estudiando el conjunto de imputaciones vemos que sus restricciones se pueden reescribir
como:
) (@) . .
xich—m;Lxcj—cn—cn—() Vi e N\{n}
JFT
Ty > €y —MAXCj = Cp — Cp1
J#i
En la igualdad (a) se utilizé que el mayor coste lo tiene el ultimo jugador y este es diferente
de i. Para culminar, de la iltima desigualdad se sigue que

n n—1 n—1 n—1
CnZE ﬂfizg $i+$nZE $i+0n—0n71@5 i < Cp1
i=1 i=1 i=1 i=1

Asi tenemos que el conjunto de imputaciones proyectado sobre el ultimo jugador es

n—1
I(N,¢*) = {x € Ri\_f\{n} : Zazl < cnl} (3.45)

=1

C2

Figura 3.3: Ilustraciéon del conjunto de imputaciones proyectado del dual I que contiene al
nucleo original C' (izquierda con 3 jugadores y derecha con 4).
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Nos interesa quedarnos en la misma clase de juegos asi que definiremos cada elemento a
partir de otros juegos del aeropuerto.

Para cada agente i € N, sea el juego suma formado por dos juegos del aeropuerto, (N, c(i))
y (IV, AN\ con N el mismo conjunto formado por los n jugadores del juego original y
vectores de costes

c? =(c1y...,¢,0,...,0)% ¥y c(M\i}) =(0,...,0,Cp—1 — CiyevryCn1 — C)

respectivamente. El juego suma para cada i € N serd entonces u(?) = ¢(¥) 4 (N},

Vemos que el jugador i esta involucrado en ambos juegos, es decir, se reparten el coste ¢;
entre los ¢ primeros agentes y ademds a este jugador le corresponde otro reparto de la deuda
restante en el segundo juego.

Mis adelante veremos que cada elemento de esta teselacién es el interior de los ntcleos
correspondientes a estos juegos suma u(”, que en realidad se trata de los conjuntos donde
el jugador ¢ no estd dispuesto a recibir un reparto, pues coopera con sus predecesores, los
primeros i — 1 agentes para cubrir el coste ¢;, pero ademas también coopera de forma separada
con los otros jugadores para cubrir el resto el coste ¢,—1 — ¢;, con lo que terminaria pagando
més de lo que debe’.

Veamos un ejemplo para 4 jugadores

Ejemplo: Juego suma (4 agentes)
Suponemos un juego del aeropuerto con 4 jugadores y vector de coste ¢ = (¢, c2, 3, ¢4).
s El jugador 1 no acepta un reparto en el que pagaria mas que su coste original, cq,

es decir donde a él le corresponda pagar c¢; y ademas un coste adicional del resto
a repartir cg — ¢1. No aceptarda un reparto en el interior del nicleo del juego suma
u® = ¢ 4 N1 Recordemos que el jugador 1 también estd involucrado en el
segundo sumando, de ahi se tiene la posibilidad de que se le asigne un pago mayor a
C1

Primero definimos cada juego del aeropuerto por separado:

El primer juego con costes ¢(!) = (¢1,0,0, 0) tendra funcién caracteristica
M =1e1,0,0,0;¢1,¢1,¢1,0,0,0; 1, ¢1, ¢1, 0 1]

es decir coste nulo para toda coalicién que no contenga al jugador 1.
Y el segundo juego con costes cN\ID = (¢3 — ¢, ¢3 — 1,63 — €1, ¢3 — ¢1) tendra
funcién caracteristica ¢N\{1})(S) = ¢3 — ¢; para cualquier coalicién S C N.

Entonces la funcién caracteristica del juego suma, u(1), se construye de la siguiente
forma u™ () = ¢ (8) + N \1D () para toda coalicién S C N.

5Como juego de aeropuerto, se deberfa ordenar el vector de costes de forma creciente, es decir, colocar los
jugadores con coste 0 en las primeras coordenadas, pero como intentamos identificar que los ultimos n — ¢
jugadores son los titeres ordenamos el vector en el orden de los agentes.

"Sin pérdida de generalidad, por las propiedades del niicleo vistas en el Capitulo 1, podemos asumir que el
dltimo jugador tiene coste c¢,—1 pues es la cantidad que realmente estd en juego, la cantidad ¢, — cn—1 se le
otorga directamente al iltimo jugador.
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Coalicién Coste

{1} (1) + c(N\{l})(l) =cy+c3—c1 =c3

{j} con j € {2,3,4} () + C(N\{l})(j) =04+c3—ci=c3—c1
{1,7} con j € {2,3,4} D, 5) + e NID(1, ) =1 4¢3 — 1 = c3

{5k} conj ke {234} j#k | V(G k) +c MG E) =0+c3—c1=c3— 1

{17j7 k} con jak € {27374} j 7& k c(l)(lvjv k) +C(N\{1})(17]7 k) =cC+c3—c1=c3

{2,3,4} d1(2,3,4) + M\ (2,34) =04+ 3 —c1 =3 — ¢

N AN+ NID(N) =c1 43— 1 =3

En resumen,

1 . . .
U( ) = [03,63 - (,Cc3 —C,C3 —C1;¢C3,C3,C3,C3 —C1,C3 — (C1,C3 — C1,C3,C3,C3,C3 — C1; 03]
o bien,

C3 si 1e€8
uM(8) =

cg—cy st 1¢8

El jugador 2 coopera con su predecesor, el jugador 1, entre ellos se reparten co y
adicionalmente al jugador 2 se le asigna una parte del coste restante c3 — co. En este
caso, el agente 2 no aceptaria un reparto en el interior del nicleo correspondiente
al juego u® = ¢@ 4 ¢\2D_ Ahora es el segundo jugador el que se encuentra
involucrado en ambos sumandos.

Como hicimos para el primer agente, definimos cada juego del aeropuerto por sepa-
rado:

El primer juego con costes ¢(?) = (c1,¢2,0,0) tendrd funcién caracteristica

9 . . .
¢ =e1,¢2,0,0; 9,1, ¢1, C2, 2,05 2, €2, €1, €25 2]

El segundo juego con costes ¢V\{2}) = (0,3 — ¢, c3 — cg,c3 — c2) tendra funcién
caracterfstica ¢(N\2D(S) = ¢3 — ¢ para toda coalicién S C N tal que S # {1}.
Construimos la funcién caracteristica del juego suma, u(?), de forma andloga al caso
anterior u(?(8) = ¢@(8) + V2D (S) para toda coalicién S C N.

El célculo de la funcién caracteristica lo hemos realizamos como antes siguiendo la
siguiente tabla:
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Coalicién Coste
{1} (1) + MV =1 +0=¢

{2} D (2)+ M) =y +e3—cr =3

{4} con j € {3,4} () + NN (G) =0+ 3 — e = 3 — e
{1,2} c2(1,2) + NED(1,2) = o+ ez — o =3

{15} conje {3,4} | c@(1,5)+MEN(1j) =ci+e3— e
(2,5} con j € {3,4} | P (2,5) + N2, 5) = o+ 5 — 2 = c3
{3,4} 2 (3,4) + NE2D(34) =04+ 3 —ca=c3— o

{1,2,5} con j € {3,4} | ¢@(1,2,5) + M\ N(1,2,5) =co+ 3 — 2 =3

{1,3,4} 2 (1,3,4) + M (1,3 4) =c1 + 3 — o
{2,3,4} 2(2,3,4) + cN\2H(2,3,4) = g+ 5 — o = ¢
N AN+ NN =+ —c=c3

De forma resumida tenemos que,

2 . . .
u® = [c1, €3, c3—Ca, C3—Ca; €3, C1+C3—Ca, C1+C3—C2, €3, €3, C3—C2; C3, €3, C1+C3—C2, €3; C3]
o bien,

C1 si S = {1}
c3 si 2¢€8

c1+c3—cy  si 2%5,57&{1},165

| - si 2¢5,1¢8

= Volvemos a repetir el mismo razonamiento para el jugador 3 que coopera con los
agentes con menor coste, el primero y el segundo, entre ellos se reparten c3 y adicio-
nalmente al jugador 3 se le asigna una parte del coste restante c3 — c3 = 0, en este
caso no hay mas que otorgarle, entonces, este jugador no tendria ningiin reparto que
rechazar. Veamos que llegamos a la misma conclusién siguiendo el desarrollo de los

anteriores jugadores, el agente 3 no aceptaria un reparto en el nicleo de juego suma
u® = ) L (N\{3}),

Definimos cada juego del aeropuerto por separado:
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El primer juego con costes c¢®) = (¢1, ¢, ¢3,0) tendra funcién caracteristica

3 . . .
C( ) = [Cla027c370a 02,03,01,03,02,03763,02,63703,03]

El segundo juego con costes ¢N\3D = (0,0,¢3 — e3,¢3 — ¢3) = (0,0,0,0) tendra
funcién caracteristica ¢!N\{3})(S) = 0 para cualquier coalicién S C N.

Construimos la funcién caracteristica del juego aditivo, u(®), de forma ansloga a los
casos anteriores u®(S) = ¢®(8) + (N3 (S) para toda coalicién S C N, pero,
como la funcién caracteristica de segundo juego, ¢M\BY | es nula, la correspondiente
al juego suma coincide con la del primero, ¢(3).

3 3 . . .
u® = c® = [e1, ca, 3,05 2, ¢3, 1, €3, €2, €35 €3, €2, 3, €3 3

Realmente sdlo se reparte el coste cs entre los 3 primeros jugadores, el cuarto al ser
titere no se le otorgaria “nada”, sélo lo restante ¢4 — c3®.

= En realidad con estos juegos nos bastaria para definir la teselacién del conjunto
de imputaciones, pero si seguimos con el procedimiento hasta el ultimo jugador
tendriamos un tltimo juego suma.

Volvemos a repetir el mismo razonamiento para el jugador 4 que coopera con todos
los demas agentes, entre ellos se reparten c3. Pero adicionalmente al jugador 4 se le
asigna una parte del coste restante c3 — cg = 0, que otra vez se anula y no hay mas
que otorgarle, aparte de la cantidad ¢4 — c¢3 que ya le correspondia desde el principio.
En este caso el juego suma serfa u(® = ¢ 4 (N\{4}),

El primer juego con costes c*) = (c1, ¢a, €3, ¢3) tendra funcién caracteristica

4 . . .
C( ) = [Cl,CQ,Cg,C:;,02,03,C3,03,C3,03,63,C3,03,03,Cg]

El segundo juego con costes cM\4) = (0,0,0,¢c3 — ¢3) = (0,0,0,0) tendra funcién
caracterfstica nula, es decir, ¢V \{4})(5 ) = 0 para cualquier coalicién S C N.

Asf cuando construyamos la funcién caracteristica del juego suma, u¥, utilizando que
para toda coalicién S C N se tiene que u(*(S) = ¢ (S) + N4 (S) obtendriamos

que funcién caracteristica del juego aditivo coincide con la del primer juego, ¢¥.

4 4 . . .
U( ) = C( ) = [617027037C3a027637C37C3703)03703703703763;03]

Cuyo nticleo coincide con el nicleo del juego original, puesto que se trata del mismo
juego del aeropuerto.

“como ya habiamos dicho, el coste c4 — c3 se le asigna automaticamente al ultimo jugador.

Para empezar con el estudio de la teselacion hemos utilizado conceptos empleados en
( ), como puede ser la ortogonalidad.

Definicién 3.6. Un jugador i se denomina titere o dummy de un juego (N, c) si c¢(SU{i}) =
¢(S) para toda coalicién S C N. Denotaremos por D(c) al conjunto de jugadores titeres del
juego (N, c).
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Definicién 3.7. Dos juegos (N,v) y (IN,w) son ortogonales si y solo si la unién de sus
jugadores titeres coincide con el conjunto de jugadores.

D(v)UD(w) =N

Definicién 3.8. Dos juegos (N,v) y (N, w) son débilmente ortogonales si y solo si la unién
de sus jugadores titeres tiene cardinal n — 1, donde n denota el nimero de agentes de V.

D(v)UD(w) = N\{i} paraalginie N

En los juegos de aeropuerto que denotamos como ¢ y ¢\ o agentes con coste nulo

son jugadores titeres. '
DDy ={i+1,...,n}

A 0 sioi=1
D(cWN\iDy =

{1,...,i—1} si i>1

Estos juegos son débilmente ortogonales puesto que la unién de su jugadores titeres se
corresponde con n— 1 agentes, en este caso D(c)UD(cN ) = N\{i}, solo hay un jugador,
el i-ésimo, que no es titere en ninguno de los juegos.

A cada uno de estos juegos suma que hemos construido le corresponde un nicleo y en
particular un ntcleo proyectado, veamos que estos conjuntos conforman la teselacién del
conjunto de imputaciones del juego dual.

Proposicion 3.9. Dado un juego de aeropuerto con vector de coste ¢, definidos el juego dual
(N, ¢*) y los juegos suma u'D = ¢ 4+ N\ para todo i € {1,...,n}, entonces se tiene que

I(N, ") = LnJ C (u@) (3.46)
i=1

Ademas se cumple que
El peniltimo elemento coincide con la ultima cara.
Cw™Vy=F,

El 4ltimo elemento coincide con el nicleo del juego original.

La interseccion de cualquier par de conjuntos tiene medida nula, es decir, Vol(C’(u(i)) N
C(ul))) = 0 para todo par de agentesi,j € N.
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Demostracion. Para demostrar la igualdad (3.46) probaremos ambos contenidos:

Seax e J,C (u(i)) entonces existe un juego suma u(¥ tal que x € C(u(?). Observemos que
los juegos que definen u(® = ¢ 4 ¢V\{}) gon débilmente ortogonales, es decir, sélo el jugador
1 estd involucrado en ambos juegos, por lo tanto, si el reparto de este jugador lo calculamos
por eficiencia, la asignacion de los demds agentes dependerd de un tnico juego, o bien del
aeropuerto con coste ¢(? o del aeropuerto con vector de coste ¢!V \{1}),

Para que x pertenezca al conjunto de imputaciones del problema dual, dicho reparto tiene que
verificar la eficiencia sobre este nuevo juego, > jENTj =Cn Y la racionalidad individual, que
en este caso se consigue cumpliendo que z; > 0 para todo j =1,...,n -1y x, > ¢, — cyp_1.
Por la racionalidad de las asignaciones de los nicleos, esta ultima desigualdad se cumplira
siempre, pues al ultimo jugador se le asignard como minimo ¢, — ¢,—1, asi que sélo tenemos
que demostrar las primeras dos restricciones.

Recordemos primero que hemos definido el juego suma como

u® = @ 4 (i)
donde ¢ se corresponde con el juego de aeropuerto con vector de coste
cl) = (c1y...,¢i,0,...,0)
y ¢\ con el juego con vector de coste
M) = (0,...,0,¢p—1— CiyvyCpe1 — G).
Tenemos un primer sumando en el que se reparten ¢; entre los primeros ¢ jugadores y ¢,—1 —¢;

entre los ultimos n — ¢ + 1 agentes, en total se reparten c,_1, pero ademas sabemos que al
ultimo agente se le asigna ¢, — ¢,,_1, por lo que la eficiencia del juego suma y la propiedad del

ntcleo implica directamente la eficiencia del juego dual, > jeN Tj = Cn.
Por otro lado, los nticleos de los juegos del aeropuerto serédn
Cle)={xe RY : ij <cp Ve <i, x(N)=c¢;, z; =0Vj >4 (3.47)

J<k

C(C(N\{i})) =<{x€ Rf : Z zj<cpo1—Vk>i, o(N)=cpo1—¢, ¢; =0Vj <1 (3.48)
i<j<k

Para probar la racionalidad individual, ; > 0 para todo j < n, veremos que cada coor-
denada cumple dicha condicién. Las asignaciones de los primeros ¢ — 1 jugadores estaran
en el ntucleo del juego del aeropuerto ¢ esto implica tener repartos positivos para dichos
agentes. Andlogamente, para los 1ltimos n — ¢ agentes las asignaciones se encontrardn en
el ntcleo del juego del aeropuerto ¢\ en este caso también tiene que ser un reparto
positivo para estos agentes. Por ultimo, esta propiedad también se verifica para el agen-
te i pues por la eficiencia se le otorga la diferencia x; = ¢p—1 — ) i Tj 2 0, puesto que
Z#i xj = Zj@- xj + Zj>i xj < ¢ + cp—1 — ¢ = cp—1 por la racionalidad de los ntcleos.
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Demostraremos este contenido utilizando la expresién de los nticleos que hemos introducido en
(3.47) y (3.48) de los juegos de aeropuertos ¢ y ¢\ respectivamente. Sea x € I(N, c¢*),
veremos que existe un juego suma u(® tal que x € C (u(i)).

La primera coordenada donde la suma de los elementos predecesores supere el coste individual
de su correspondiente jugador nos indicara el juego suma que buscamos. Denotaremos por i la
coordenada del reparto donde la suma de las asignaciones previas rebase el coste individual,
> j<iTj > Ci, entonces podemos reescribir este reparto de la siguiente forma

X = (acl, ey L1, Ty T Xy Tig 1y - - - ,In) (349)
= (a:l,...,a:i_l,xil,O,...,0)+(0,...,O,a:i2,:z:i+1,...,xn) (350)

donde x;; = ¢; — > j<i®j ¥ Tiy = & — ¥, Asl este reparto pertenecerd al nicleo del juego
suma
w® = () 4 (N\{i})

Por construccién, se tiene claramente que x' € C(c)) y que x> € C(cN\M) asi x =
x! +x2 € C(u®).

Recordemos que partimos del un juego del aeropuerto con vector de costes asociado ¢ € CV.
Tanto el dltimo como el pentltimo elemento de la teselacién que vienen del juego suma u(™
y u("1 | respectivamente, dependeran unicamente del primer sumando, ¢(™ y =1 Puesto
que en ambos casos, el nicleo del segundo sumando degenera a un punto, todos los jugadores
son titeres, todos tienen coste nulo y por tanto no hay nada que repartir, a todos los agentes
se le asigna un reparto nulo para ese juego.

A continuacién demostramos que C'(u™~Y) = F,_; y C(u™) = C(c):

El pentltimo elemento ser el niicleo del juego suma w1 que por construccién su funcién
caracteristica coincidird con el correspondiente al juego del aeropuerto ¢ e N donde el

tltimo agente es un jugador titere, ¢~ = (c1,...,¢n—1,0) , por lo que su nicleo coincide
(n—1) _

con el nicleo del mismo juego donde al jugador n-ésimo se le asigna un reparto nulo, c>,,

c_,eCV {7}, Entonces tenemos que

Cu ) = (") = Clen) = Fos

—-n

la ultima igualdad se tiene directamente de la definicién de las caras principales vista en el
Capitulo 1, expresién (1.7).

Por otro lado el dltimo elemento se corresponde con el ntucleo del juego del aeropuerto
¢ e CN donde se reparten el coste ¢,_; entre todos los jugadores, su nicleo coincidird con
el del juego original ¢ € CV por las propias propiedades del niicleo vistas en el Capitulo 1,
donde se le asigna al ultimo jugador el coste fijo de ¢, — ¢;,—1, por lo tanto

Para demostrar que la unién es disjunta definimos los hiperplanos de separacién que definen
las caras principales de las que hablamos en el capitulo 1.

Hi={xeR": vix=¢} (3.51)
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3
donde v; = (1,..., (1),0, ...,0) € R™. El hiperplano H; separard el conjunto C(u(?) de los
conjuntos posteriores, C (u(j )) con j > i. Para demostrarlo tenemos que ver que cada conjunto
estd contenido en un hiperespacio definido por H, i.e. C(u?) Hj' ={xeR": vix>¢}y
CuY)c H ={xeR": v;x < ¢;}

Sea x € C’(u(j)) con j > i, vix = (x1,...,24,0,...,0) este vector pertenece al nticleo del
primer juego de aeropuerto C' (c(])), puesto que j > ¢, por tanto se tiene que, en particular,
Y ki Tk < ¢4, entonces x € H, .

Seax € C (u(i)), volvemos a escribir la condicién de nuestro hiperplano v;x = (z1,...,2;,0,...,
0), el nicleo del juego suma C (u(i)) tiene la particularidad de que entre los primeros ¢ — 1
jugadores se reparten ¢; y al agente i-ésimo se le asigna un coste adicional por tanto, en
particular, ", o, 2 > ¢;, asf x € H;'.

Asi si procedemos por orden encontramos un hiperplano que separan todos los conjuntos.

Empezamos separando el conjunto C (u(l)) de todos los demds por medio del hiperplano
Hj, posteriormente el conjunto C’(u(2)) de todos los que quedan por el hiperplano Hs, asi
sucesivamente hasta el conjunto C(u(®~1) que se separa del core C(u™) = C(c), nuestro
conjunto original.

O]

Volvamos al ejemplo de 4 jugadores y veamos como teselamos graficamente

Ejemplo: 4 agentes
Hemos ilustrado la teselacién para un problema del aeropuerto con 4 jugadores y con vector
de costes ¢ = (1,2,3,4). Con ayuda del ejemplo anterior podemos escribir las funciones
caracteristicas de los juego sumas:

uV) =13,2,2,2:3,3,3,2,2,2:3,3,3,2; 3]

u® =11,3,1,1;3,2,2,3,3,1;3,3,2, 3; 3]

u® =11,2,3,0;2,3,1,3,2,3:3,2,3,3; 3]

u® =11,2,3,4;2,3,4,3,4,4;3,4,4,4; 4]

Representaremos el nicleo proyectado de cada juego suma y la unién de este con el
ntcleo de nuestro juego original, asi teselaremos el conjunto de imputaciones del juego dual
y veremos como el ultimo elemento de la particién coincide con nuestro core proyectado.
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' 2 B

25
<]
Jugador 2 .

-

Jugador 1

Jugador 2

(a) Conjunto de Imputaciones del dual

(b) Ntcleo del juego original
. Primer elemento de la particién, C(u(V)

1

Jugador 2

Jugador 2

(¢) Nicleo del juego suma C(u'V)

Jugador 1
PR 1

(d) Recubriendo el conjunto de imputaciones

[\]

. Segundo elemento de la particién, C (u?)

Jugador 3

Jugador 2

Jugador 2

(e) Nicleo del juego suma C(u'?)

Jugador 1
PR 19

(f) Recubriendo el conjunto de imputaciones

3. Con el tercer elemento, C (u(3)), obtendriamos un ntcleo de una dimensién menos,
una de las caras del niicleo del juego original.
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Jugador 3
[
Jugador 3

15
T
1 — 2
15
N 25
Jugador 1 25 Rl Jugador 1

25 B
Jugador2 3 Jugador 2

(g) Niicleo del juego suma C(u(®) (h) Recubriendo el conjunto de imputaciones

4. Por tltimo, con el elemento C'(u®) = C(c) obtendriamos el mismo politopo de estu-
dio.

Jugador 3
|
Jugador 3

Jugador 1
Jugador 2 3

Jugador 2

(i) Nicleo del juego suma C(u™®) = C(c) (j) Recubriendo el conjunto de imputaciones

Asi recubrimos todo el conjunto de imputaciones del juego dual, siendo un elemento de la
particién nuestro nicleo original.

Ahora podriamos proceder a calcular el volumen de cada particién para obtener el co-
rrespondiente a nuestro nicleo, o bien calcular el core center de cada particiéon para tener
directamente la soluciéon de nuestro nicleo.

En todo caso hay que saber calcular el volumen de cada particiéon. Si los juegos de
aeropuerto que utilizamos para definir el juego aditivo u(? fuesen ortogonales, es decir si
los jugadores titeres de ambos juegos se corresponden con el conjunto total de jugadores,
D(eM)y U D(eN\M}) = N, tendriamos el siguiente resultado expuesto en Gonzdlez Diaz and
Sénchez Rodriguez (2014)

Proposiciéon 3.10. Sean v y w dos juegos ortogonales con nicleo no vacio. Entonces,
Vol(C(v + w)) = Vol(C(v)) - Vol(C(w)) (3.52)

Esta igualdad no siempre se cumple si tratamos con juegos débilmente ortogonales, pero
si podemos tener una proposiciéon similar si trabajamos en la proyeccion.

Proposicion 3.11. Sean v y w dos juegos débilmente ortogonales con nicleo no vacio, En-
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tonces,

Vol(C(v 4 w)) = Vol(C(v)) - Vol(C(w)) (3.53)

Demostracion. La proyeccion del nicleo de un juego se define a partir de la funcién proyeccién
que definimos en el capitulo introductorio.

I, : RV RN

7

(3.54)

x_; = (=) = (z1,...,Ti—1, 60 — (N\{3}), Tit1,. .., Tn)

Con esta aplicacién definimos el nticleo proyectado respecto al jugador i como la imagen
inversa del nicleo original,

Ci(e) = I, (C(e)

La demostracién de la proposicién se basa en que los conjuntos C’l(v) y CA”(w) son ortogo-
nales. Calculamos las proyeccién respecto al inico jugador que comparten ambos juegos sin
tener en cuenta los titeres, i, decimos que es tnico porque partimos de la hipdtesis de que
ambos juegos son débilmente ortogonales.

Sean z! y 22 repartos en C”(v) y sean y' e y? asignaciones en C’i(w), entonces los vectores
ol — 22 e y! — 92 son ortogonales, es decir, (z! — 22)(y! — %?) = 0. Dado un jugador en esa
proyeccion, j € N\{i}, este pertenecera a los jugadores dummy del juego v o del juego w, es
decir, j € D(v) 0 j € D(w).

Supongamos que j € D(v), entonces cualquier reparto en el nicleo real o proyectado del
juego v le otorgard a este jugador su propio coste o beneficio®, mjl = :U? = v(j), por lo que
(z' — 2?); = 0 y el producto escalar con cualquier otro vector serd nulo.

Andlogamente, si j € D(w), cualquier reparto en el nicleo le otorga su propio coste y, en
particular, yjl- = yJQ- = w(j), por lo que (y' —y?); = 0 y el producto escalar con cualquier otro
vector serd nulo.

Ahora que sabemos que los conjuntos son ortogonales podemos calcular el volumen de la

proyeccion:

Vol(C'(v + w))

=l
5
=X
SN
=
+
S
=
[l
S~
=
+
£
QL
=8
=
S
=
S~
=
Q.
Ned
QL
™
=l
S
=
Q,
Ny
S
B
QU
N

(
Vol(C(v)) - Vol(C¥(w)) = Vol(C(v)) - Vol(C(w))

En la primera y en la tltima igualdad (a) hemos utilizado el hecho que Vol(C'(c)) =
Vol(C(c)) para todo par de jugadores i, j € N.

En la siguiente (b) hacemos uso del teorema de Fubini.

Y por dltimo, en la igualdad (¢) utilizamos el hecho de que los conjuntos sobre los que
integramos son ortogonales. O

Por lo que podemos construir un algoritmo basado en esta teselacién para calcular el core-
center de forma exacta, teniendo en cuenta que el centroide del conjunto de imputaciones

8Dependiendo si tratamos con juegos de costes o de beneficios, en nuestro caso el juego del aeropuerto se
clasifica como juego de costes.
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del juego dual se puede poner en funcién de las soluciones de cada particién, para mayor
comodidad nos centraremos en el conjunto de imputaciones proyectado del juego dual, c*.

Vol(C'(u®)) SVol(C(cD)) - Vol (C (D))
Z“volf(zv S

- ) (3.55)
Vol(I(N, c*))

1EN iEN
* . . . y

donde u¢ es el core-center del conjunto de imputaciones, u* el core-center de cada elemento

de la teselacién. Reescribamos la expresién anterior en términos de voliimenes de juegos de

aeropuerto, puesto que recordemos que ¢ = (c1y...,¢,0,...,0) y cn=1) = 0,...,0,¢p—1 —
Ciy- -+, Cn—1 — ¢;) son los vectores de costes de dos nuevos juegos del aeropuerto.

n

Z ety cic1) - Vaei(ne1 — Ciy oo Cn1 — €;) (3.56)

Vol(I(N, ¢*))

Como sabemos que la n-ésima particion se corresponde con el ntcleo de nuestro juego
original podemos aislarlo del sumatorio y despejarlo

n—1

M,Vz 1(ct, .oy ¢im1) - Vi—ilen—1 — Ciy oo Cn1 — G) MnVn—1(01, e Cpo1)
pt Vol(I(N, ¢*)) Vol(I(N, ¢*))

= uc*Vol(f(N, ) — Zl L WViii(et, ooy cic1)  Viei(en1 — Ciy ooy Cn1 — €4)
Vn_l(cl,...,cn_l)

Hemos quitado el dltimo sumando, ¢ = n — 1, como ya vimos graficamente, esta particion
tiene una dimensién menos, lo que nos indica que su volumen se anula, méas formalmente
tenemos que

Vii(cn—1 = Ciyo ooy eno1 — &) = Vi(en—1 — cpo1,cn1 — cn1) = V1(0) o 0
a
En la dltima igualdad utilizamos lo que también usaremos en la implementacion de este
algoritmo, al tener todos los jugadores simetricos, es decir con el mismo coste, el volumen de
su core proyectado coincide con el volumen de un tetraedro de lado c¢,—1 — ¢; y vendra dado
por la siguiente expresiéon

(cno1— )"
(n—1)!
La proposicion relaciona los volimenes de los niicleos proyectados de dos juegos débilmente

ortogonales, pero a partir de la relacién que tienen los voliimenes de conjuntos reales con su
proyeccion(1.4) vista en el Capitulo 1 se tiene directamente el siguiente corolario.

Vn_i(cn_l —Cjy.eyCp—1 — CZ') = (3.57)

Corolario 3.12. Sean v y w dos juegos débilmente ortogonales con nicleo no vacio, y sea n,
Yy Ny el numero de jugadores que no son jugadores titeres en el juego v y w respectivamente.
Entonces,

1

Vol(C(v+w)) = \/ﬁ

Vol(C'(v)) - Vol(C'(w)) (3.58)
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Por dltimo, antes de desarrollar el algoritmo, tenemos una propiedad el propio ntcleo para
juegos débilmente ortogonales.

Proposiciéon 3.13. Sean v y w dos juegos débilmente ortogonales con nicleo no vacio. En-
tonces,

Cv)+C(w) =C(v+w) (3.59)

Por este resultado se puede demostrar facilmente el siguiente colorario que relaciona al
reparto core-center de ambos juegos.

Corolario 3.14. Sean v y w dos juegos débilmente ortogonales con nicleo no vacio. Entonces,

() + p(w) = v + w) (3.60)
En conclusién, el algoritmo via teselacion exterior se basa en el siguiente teorema:

Teorema 3.15. Sea un juego del aeropuerto ¢ € CN, el core-center se puede calcular de forma
recursiva siguiendo la siguiente expresion, para el agente j € N\{n}

T -2

ot =iy WVica(er, - cim1) - Vasi(enm — iy oo el — i)

= — 3.61
'u] Vn_l(cl,...,cn_l) ( )

C

donde u§- = [ (c(i)) + pj (C(N\{i})). Y para el dltimo jugador adicionalmente se le asignard el
coste ¢, — Cp—1,

C?’L

oot — Z?:_f poVici(ery ..o ycic1) - Vaoi(Cno1 — Ciy ey Cnm1 — )
Vn—1(017 . )Cn—l)

Ly = +cn—cno1 (3.62)

Veamos todas las funciones que se han desarrollado en R para el cdlculo del core-center a
través de esta teselacién exterior:

Algoritmo 10 Core-center de un tetraedro

1: function CORECENTER_TETRA((c,n)) > Partimos del coste de todos los n agentes

2: > lado del tetraedro

3: w=(c/n,...,c/n) > Repartimos a partes iguales

4: end function > Nos devuelve el core-center de juegos con nicleo=conjunto de
imputaciones

Algoritmo 11 Core-center de cada particion

1: function CORECENTER_UI(((c1,...,¢n),17)) > Partimos del vector de coste
2: > ¢ determina la particion
3: u = (CCTeselacion(ey, ..., ¢),0,...,0)+(0,...,0,corecenter_tetra(c,—1 —c;,n—i+1))
4: > propiedad del core

5: end function > Nos devuelve el core-center de la particion
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Algoritmo 12 Volumen teselacién exterior

1: function VTESELACION((cq,...,¢p)) > Partimos del vector de costes
2 if length(c) = 2 then > Si tenemos un segmento
3 Vol = ¢ > Célculo de su longitud
4 else if length(c) = 3 then > Si tenemos un politopo 2-D
5: Vol =1y — G > Caleulo de su drea
6 else -

7 Vol = % > Calculo del volumen total
8 fort=1,..,n—1do > Quitamos el volumen de cada particion
9: if i =1 then -

10: Vol = Vol — %

11: else ,

12: Vol = Vol — VTeselacion(cy, . .. ,ci)%

13: end if

14: end for

15: end if

16: end function > Nos devuelve el volumen del nicleo proyectado

Algoritmo 13 Core-center de un juego de aeropuerto por medio de teselacién exterior

1: function CCTESELACION((cy, ..., ¢y,)) > Partimos del vector de costes
2 if length(c) =1 then > Si tenemos un segmento
3 w=c > le otorgamos todo al tinico agente
4 else if length(c) = 2 then

5: w=(c1/2,¢0 —c1/2) > Le asignamos la mitad de su coste al primero
6 else

7 fort=0,...,n—1do

8 if i+ =0 then .

9 p =corecenter_tetra(c, — l)C"n_1 > Core center del juego maximal
10: else ,
11: p = p—corecenter_ui((cy, . .., c,), ) Vteselacion(cy, . . . cl)%
12: end if
13: end for

14: uw= L
VTeselacion(ci,...,cn)
15: o = Hp + Cp — Cn—1 > Por eficiencia el resto de la deuda lo paga el agente n

16: end if
17: end function > Nos devuelve el Core-center
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Tlustramos este método con el ejemplo de 4 jugadores como lo hemos hecho a lo largo de
esta memoria.

Ejemplo: 4 agentes

Aligual que en el anterior ejemplo, ilustraremos el algoritmo con un juego de 4 jugadores
y vector de costes ¢ = (1,2, 3,4).

1. Calculamos el core center del conjunto de imputaciones del dual, se trata de un simplex
y por tanto el centro de gravedad se encontrard en

pe = (S St Cd E0L _(374,3/4,3/4,3/4)

n n n

y su volumen serd

Vol(I(N,¢*)) = —2=1_ =2 =9/

2. A continuacién, calculamos el core-center del primer elemento de la particién, C (u(l))

= D) + (@)

1 _ Cn—1 —C1 Cph—1—C Cp—1 —C Cp—1—C1
1% _(6170>0)0)+( 9 ) ) )
n n n n

pt=(14+1/2,1/2,1/2,1/2)

y su volumen serd

(en—1—c1)"t

(n—1)! =4/3

Vol(C(uM)) = Vy1(en1 — €1, Cn1 — €156n1 — €1) =

3. Repetimos el paso anterior para el segundo elemento de la particién, C (u(Q))

2 = ple®) + (D)

Cp—1 —C Cphp—1 —C2 Cph—1 —C2 Cp—1 — CQ)

2 _ 0 .(2)
pe = p(c) +( ; R I

n—1 n—1

12 = () +(0,1/3,1/3,1/3) = (1/2,11/6,1/3,1/3)

aqui podemos ver el caracter recursivo de este algoritmo, en la préactica utilizariamos
la misma funcién para calcular el core-center p(c®) = u((cy, ¢2,0,0)). Para los pri-
meros dos jugadores llamariamos la funcién para el vector de coste (c1, c2), esta nos
devolveria el core-center de estos dos jugadores, y a los ultimos dos agentes se el
otorgaria el reparto nulo, por tener coste cero.

El volumen de este elemento de la teselacion sera

(Cn—1 —c2)" 2

(n—2)!

Vol(C(u?)) = Vi(e1) - Vi—a(en—1 — €2, a1 — €2) = €1 - =1/2
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4. Tendriamos que calcular el core center del tercer elemento de la particion, pero hemos
visto que este tiene volumen nulo, por lo tanto no lo tenemos en cuenta. En general
no se calculard el elemento n — 1.

5. Por ultimo, calculamos el core center del tltimo elemeto de la particién, que se co-
rresponde con el del juego original, ponderando los deméds core-center.

Vi1 = Vol(I(N, ¢*)) — Vol(C(uM)) = Vol(C(u?)) = 8/3

(3/4,3/4,3/4,3/4)-9/2 — (3/2,1/2,1/2,1/2) - 4/3 — (1/2,11/6,1/3,1/3) - 1/2
8/3

+(0,0,0,¢,, — 1)

27 43 61 125
/"L:

6161’ 61’ 64> ~ (0.421875,0.671875,0.953125,1.953125)

3.4. Comparacion entre los métodos exactos

Al igual que hicimos en el capitulo anterior, compararemos los tres métodos entre si y,
ademads, los relacionamos con el algoritmo original expuesto en el capitulo introductorio y en
( ). Para empezar, esquematizaremos los algoritmos descritos a lo

largo de este capitulo.

Debemos mencionar que aunque hemos clasificado el algoritmo por via de volimenes y el
de la teselacién interna a través de los conos como distintos algoritmos, se ha demostrado que
el método de los conos se corresponde con el algoritmo por via de los voliimenes desarrollando
mas cada una de sus componentes.

Extendimos el algoritmo por via conos hasta conseguir una expresiéon para el cdlculo del
core-center en funcion de las caras relevantes del nicleo proyectado. Por este motivo, tenemos
que para juegos del aeropuerto, el algoritmo por via de los conos es mas directo que el de
volimenes.

El iltimo método exacto descrito, nos proporciona una nueva forma de atacar el problema
del aeropuerto, estudiando qué es lo que realmente estd en juego, c,_1, relacionando el juego
original con su dual y tomando como particién subconjuntos que atin estamos estudiando con
el fin de relacionar esta teselaciéon con conceptos clasicos como la dominancia, los elementos
de la teselacion estdn formados por los repartos no aceptados, puesto que existen jugadores
que no estaran dispuestos a pagar més de lo que les corresponde.

Para mejor visualizacion de los algoritmos, se han esquematizado cada funcién de forma
independiente, asi en los diagramas de flujos correspondientes se verda cuando se llama a
cada funcién auxiliar. Como haciamos en los métodos aproximados, en todos los algoritmos
calculamos el reparto del iltimo jugador utilizando la eficiencia.
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A matriz del sistema
b vector del sistema

con n—1 filas

X 27 _ Z:0 3 — 4 W
b e R*" NO"[ Vol = 0 H t=1+1 J

Si —Calcuar el nuevo sistema donde se satura la fila ¢
Ax < f)
—Calcular el volumen (funcién recursiva)
{caculo de la longitud } Vol = Vol + 21 VL asserre(A, b)
del segmento o

l .

saltima fila?
pt=n—17

Si

¥
_\ ( Calcular el volumen
E [ Vol=

Figura 3.4: Diagrama de flujo del volumen por Lasserre
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c=(c1,...,¢n)

Célculo del sistema
Ax <b

1=1+1
—> Cadlculo del sistema con el jugador % clonado

Ax <b

__ VLasserre(A,b) W
Hi = V Lasserre(A,b) J V' Lasserre

|

No

jiltima fila?
si=n—17

I
Si
12

Calcular el reparto del dltimo
=i
Hn = Cn — Z?:1 i

=™

Figura 3.5: Diagrama de flujo del algoritmo por via de volimenes.

89



90 CAPITULO 3. METODOS EXACTOS

n=2 n=3 n >3
el A2 N

o) Gt L)

Calcular el volumen de la cara ¢ (funcién recursiva)

vol; = ViV Caras(cy, . . ., ci—1)VCaras(cit1 — Ciy. ..y Cno1 — i)
Vol = %voli

v

gjiltima cara?
w=n—17

No

Si
\1
( Calcular el volumen
i | Vel=3

Figura 3.6: Diagrama de flujo del volumen por las caras

Calcular el reparto para el jugador j (funcién recursiva)

My = pj + %voli (CCCaras(ci, ..., ci—1)lj<i + CCCaras(ciy1 — Ciy - -, a1 — Ci)1js4)
v

No -
Si

No
1
Si

Y
(Calcular el core center

P E—
L nVCaras(ci,...,cn)

Figura 3.7: Diagrama de flujo del algoritmo de las caras

.
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VTeselacion: S

Vol = 2=

(n=1)!
Inicializacidén i =10

J Volumen max ii.mal
Ze

[ Vol =1 J ( Vol = ¢; J ( Volzcm,%

Quitamos el volumen del elemento i-ésimo
(funcién recursiva)

Vol = Vol — VTeselacion(ct, . . . ,ci)M

(n=0)!
¥

< E Si —No

Figura 3.8: Diagrama de flujo del volumen mediante teselacion

Inicialzacién
( H=c1 J (M:(C1/27C2*01/2)} 1=0 o
= corecenteretra(cy—1) "=
Calcular el corecenter (funcién recursiva)
b= — %corecentenui((q, ..., Cn),8)VTeselacion(cy, . . ., ¢;)
No

1
Si
Y
(Calcular el core center}
E _ w VTeselacion
L'u_ VTeselaCi(m(cl““,cn)J

Figura 3.9: Diagrama de flujo del algoritmo de las caras

Donde concenter_ui es la funciéon para calcular el core center de cada elemento de la
particién, no esquematizamos esta funcién su sencillez.
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Tiempo de ejecucion

,,,,,,, Lasserre
Caras
,,,,,,, Teselacion

***** Original

Tiempo (seg)

Ne jugadores

Figura 3.10: Tiempo (seg) de ejecucién de 3 a 10 jugadores.

Para compararlos, hemos representado el tiempo de ejecucién de cada algoritmo en funcion
del nimero de jugadores. Ya hemos comentado anteriormente que el algoritmo via volimenes,
para nuestro caso en particular, los problemas de aeropuerto, coincide con el algoritmo de
las caras, que al especializarse en esta clase de juegos resulta ser mas rapido. Esta clara
diferencia se ve en el grifico 3.10. En cambio, parece que los tiempos de ejecucion coinciden
en los algoritmos original y de teselacién.



Capitulo 4

Simetrias en el nicleo y agentes
simétricos

En este capitulo estudiaremos en detalle los problemas del aeropuerto con presencia de
agentes simétricos. Nuestro objetivo en el Capitulo 1 era obtener una estimacién del core-
center para el problema del aeropuerto con un nimero elevado de agentes con el fin de poder
tratar ejemplos reales, pero a mayor parte de las veces las altas dimensiones se originan por
tener un numero elevado de agentes simétricos. Ahora intentaremos acotar el problema del
aeropuerto en este caso particular estudiando cémo se ve afectado el nicleo de nuestro juego
por la presencia de agentes simétricos.

Utilizaremos dos ejemplos como motivacién: el ejemplo original basado en datos del aero-
puerto Birmingham, britanico de los anos 1968-69 ( ( )y

( )) v un ejemplo tratado en ( ) que corresponde con
los datos del aeropuerto Lavacolla, Santiago de Compostela en 1993. En ambos casos cada
movimiento de los aviones (aterrizaje o despegue) se considera un agente independiente que
estd haciendo uso de la pista de aterrizaje con coste determinado por agente o movimiento.

Ejemplo: Aeropuerto de Lavacolla

Los datos del caso préactico del aeropuerto de Lavacolla aparecen recogidos en la Tabla
4.1. Observamos que la diferencia entre el avién mas pequeno y el mayor es considerable,
hablamos de una ratio de aproximadamente 6, es decir, el coste del agente mayor es 6 veces
el coste correspondiente al menor. Entre todos los aviones se realizan 1.258 movimientos,
estarfamos ante un problema con 1.258 agentes y 7 grupos simétricos. Por otra parte también
tenemos una diferencia importante entre el nimero de simétricos que tenemos, la menor
agrupaciéon consta de 6 movimientos, y la mayor posee 464 movimientos o agentes, una
ratio de aproximadamente 73.

Ejemplo: Aeropuerto de Birmingham

Estos datos también se encuentran en la Tabla 4.1. Se trata de un caso mucho mas grande,
consta de 11 tipos de aviones que realizan 13.572 movimientos. En este caso existe menos
diferencia entre los costes asociados a los aviones mas pequenos y los mas grandes, practi-
camente hablamos de duplicar el coste asociado a los de menor tamano. Pero, al contrario
del ejemplo anterior, presenta una diferencia mucho més considerable en los tamanos de
las agrupaciones, entre los aviones de tipo Vickers Viscount 800 y Boeing 200 existe una
ratio del 434. Estos datos ya fueron utilizados para la estimacién de otra solucién muy
importante, el valor de Owen, en ( ).
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Ejemplo de Lavacolla

Aviones Movimientos | Coste por movimiento
CESSNA 10 8.120
LEARJET-25 6 15.134
B-757 78 32.496
DC-9 464 34.265
B-737 232 39.494
B-727 438 44.850
DC-10 30 50.000
Total:  1.258
Ejemplo de Birmingham
Aviones Movimientos | Coste por movimiento
Fokker Friendship 27 42 65.899
Vickers Viscount 800 9.555 76.725
Hawker-Siddeley Trident 288 95.200
Britannia 100 303 97.200
Caravelle CI R 151 97.436
BAC 1-11(500) 1.315 98.142
Vanguard 953 505 102.496
Comet 4 B 1.128 104.849
Britannia 300 151 113.322
Convair Coronado 112 115.440
Boeing 707 22 117.676

Total: 13.572

Tabla 4.1: Ejemplos de Lavacolla y Birmingham
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En los graficos de las figuras 4.1 y 4.2 aparecen recogidos los ratios de costes y movimientos
respecto al mayor coste y al mayor nimero de movimientos, respectivamente.
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4.1. Ncleo con jugadores simétricos

Recordemos la estructura que sigue nuestro nicleo proyectado. Dado un juego del aero-
puerto ¢ € CV, el niicleo proyectado sobre el tltimo jugador se construye de la siguiente
forma

C’(c): x e RN x>0, ijgciw<n (4.1)
J<i

para verlo de forma matricial podemos ir al Capitulo 1, en concreto a la expresién (1.4).

En esta clase de juegos, el hecho de que dos agentes i, j € N sean simétricos es equivalente
a decir que coinciden sus costes, ¢; = ¢;. Esto produce una simplificacién en el nicleo del
juego, analiticamente podemos demostrar que una de las restricciones que definen el nicleo
proyectado se vuelve redundante, bajando de dimensién una de las caras relevantes, de las
que hablamos en el Capitulo 1. En general se perderan tantas caras como agentes simétricos
tengamos.

Sea un juego del aeropuerto ¢ € CV, supongamos que hay ¢ costes diferentes, definimos un
nuevo vector ¢’ € R! que se corresponderd con el vector de costes original, ¢, prescindiendo de
aquellos costes repetidos. Denotaremos por 7 = {71, ..., T;} a la particiéon de N donde todos
los agentes con el mismo coste son agrupados, es decir, para j = 1,...,¢ todos los jugadores
que tengan coste c;- perteneceran en el elemento 7; de la particién. Por ejemplo, dados tres
niimeros reales x > 0,y > 0, z > 0, si tenemos el juego del aeropuerto ¢ = (z, z,z,y, 2, z) € CV
con N = {1,2,3,4,5,6}, entonces el nuevo vector de coste serd ¢’ = (z,y, z) € R3 y la particién
de agrupacién sera T = {71 = {1,2,3}, T2 = {4}, T3 = {5,6}}, asi los tres primeros jugadores
tienen coste x, el cuarto tiene coste y y los dos ultimos agentes tienen un coste asociado de z.

Proposicién 4.1. Sea un problema del aeropuerto ¢ € CN y sea T la particion de N que
agrupa los agentes simétricos existentes en el problema, donde |T| =t es el nimero de grupos
formados por la simetria y sea ¢ € R! el nuevo vector de costes diferentes. Entonces el nicleo
proyectado vendrd dado por

A~

Cle) ={x e RV} x >0, Z r;<cd s=1,...,t (4.2)

JeEU Tk
k=1

Demostracion. Veamos que las condiciones que no se tienen en cuenta son redundantes.

Siguiendo la notacién de la proposicién, el nuevo vector de coste sin repeticiones ¢’ € RY,
donde t denota el cardinal de la particién de agrupacién T, nos permite escribir como el vector
original como

T o T2 o T N
c= (cl,|...‘,c1,02,|..J,cg,...,ct,‘...‘,ct) eR

Veamos que el nicleo proyectado (4.1) es equivalente al conjunto definido en la proposicién
(4.2), que a lo largo de la demostracion lo llamaremos A.
Para probar que C(c) = A, vamos a demostrar el doble contenido.
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Este contenido es trivial, dado que todas las restricciones del conjunto A son también restric-
ciones del C'(c), por lo tanto, todo punto que pertenezca al primer conjunto, C(c), tiene que
cumplir todas las restricciones y en particular las del segundo conjunto, A.

Dado un punto del segundo conjunto, x € A, sabemos entonces que todas sus coordenadas

son positivas y ademds cumple Y z; < ¢, para todo s = 1,...,t, con lo que fijado un
i€ U T

jugador [ € N, existe un tnico tipo de aviones s al que pertenezca dicho agente, [ € Ty, de lo

que se sigue que

ijg Z xjgc;:cl

j<li .8
j€eU Tk
k=1

donde la primera desigualdad se tiene por ser un vector con coordenadas no negativas, x; > 0
para todo ¢ € N, y la peniltima se tiene porque x € A

O]

Hemos demostrado cudles son las restricciones redundantes y por tanto la proposicion.

Notése que si no tuvieramos jugadores simétricos la particién de agrupacion tendria n ele-
mentos, conjuntos formados por cada uno de los jugadores y no hay restricciones redundantes.

Esta proposicién también es cierta para el niicleo real anadiendo la igualdad de eficiencia
en ambos conjuntos.

Graficamente también podemos ver como desaparecen caras relevantes, en las Figuras 4.3
y 4.4 se observa el nicleo de un juego del aeropuerto sin jugadores simétricos (figura de la
izquierda) y sombreada la cara que se pierde si tenemos los dos primeros agentes simétricos o
bien si son el segundo y tercer jugador los que poseen esta simetria (figura de la derecha). En
caso de tener todos los agentes simétricos tendriamos un tetraedro, Figura 4.5. En general, si
tenemos n jugadores y todos son simétricos estariamos hablando de un n-simplex.

X3

1+ X2+ x3 =0cC3

1+ 2o =10C
Xo

Xo

X1

Figura 4.3: Core proyectado de 4 jugadores.

Sin simetrias (izquierda) y con los dos primeros agentes simétricos (derecha)
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X3

T1+ X2+ x3 =cCo

Figura 4.4: Core proyectado de 4 jugadores.

Sin simetrias (izquierda) y con el segundo y tercer agente simétricos (derecha)

X3

Il+$2+$3162

Xo

Xr1+ Tog = Co

Figura 4.5: Core proyectado de 4 jugadores.

Sin simetrias (izquierda) y con todos los agentes simétricos (derecha)

Por otro lado, la presencia de agentes simétricos también genera simetria en el conjunto,
puesto que los agentes simétricos deben afectar de la misma forma a los demés jugadores.
Asi tendremos informacion repetida en el nicleo, para tratarla vamos a diferenciar el nicleo
proyectado la zona indispensable y la redundante.

Para poder clasificar las zonas del nicleo proyectado utilizaremos los hiperplanos de si-
metria.

Definicion 4.2. Sea 7T la particién de agrupacion de jugadores simétricos, dado un grupo s
v dos jugadores de dicho grupo i,j € Ts, tales que i < j, entonces definimos el hiperplano de
simetria como el siguiente conjunto

H(i,j) = {X S Rn_l DX = l‘j}

Definicion 4.3. Dado un hiperplano de simetria, denotamos por H (id) al subespacio negatigo
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definido como el conjunto de puntos que estan por debajo de dicho hiperplano.
- -1
Hip ={x €R"+ @i > a5}
Una vez hayamos localizado todos los hiperplanos de simetria, nos quedaremos con la

interseccion de todos los subespacios negativos como zona indispensable, cn N H (; i)
(4,5)€Ts ’
para todo s = 1,...,t. La zona redundante sera el resto del politopo.

Core proyectado
(jugador 1y 2 simétricos)

Zona indespensable. Zona redundante

Jugador 3

2

jugador 2 3 3 Jugador 1

Figura 4.6: Core proyectado 4 jugadores

Jugadores 1 y 2 simétricos

Core proyectado
(jugador 2y 3 simétricos)

Zona redundante~

Zona indispensable

Jugador 3
|

|

I
S

]

I

7

5
6 18 2 Jugador 1

Figura 4.7: Core proyectado 4 jugadores

Jugadores 2 y 3 simétricos
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En las Figuras 4.6 y 4.7 se ilustra la clasificacion de las zonas indispensables y las redun-
dantes para juegos con 4 jugadores, de los cuales dos de ellos son simétricos.

Podemos ver que con la zona indispensable podremos recubrir todo el politopo, simple-
mente utilizando el caracter simétrico, intercambiando las coordenadas correspondientes de
los jugadores simétricos.Veamos un ejemplo ilustrativo:

Supongamos un juego con cuatro agentes y vector de coste ¢ = (2,2,2,2). En el siguiente
grafico podemos ver el ntcleo proyectado de este juego y ademas los planos de simetria

H(l,z) T = X2
H(273) Xy = XT3
Hg) 2 =3

Tenemos oscurecida la zona indispensable

ola (mH(‘i’j)> (i, 5) € {1,2} x {2,3) con i % j

Ahora vamos a recorrer el nicleo proyectado de forma ciclica en sentido antihorario, O.
Dado un punto en la zona indispensable, (z1,z2,x3) € H(_i,j)’ podemos tener un punto en
el siguiente segmento utilizando el plano de simetria 1 = z9, es decir, intercambiando las
coordenadas 1 y 2, ddndonos como resultado el punto (z2,x1, x3). Seguimos recorriendo el po-
litopo y para pasar a la siguiente zona utilizamos el plano de simetria x1 = x3, asi que el punto
se convertiria en (x3, 21, 22). Posteriormente, tenemos que utilizar x9 = x3 para poder pasar
a la siguiente zona con el nuevo punto (z3,z2,21). Repetimos el mismo procedimiento, esta
vez utilizando el plano de simetria x1 = x5 para obtener el punto (x3,x3,x1) en la peniltima
zona redundante. Para culminar hariamos uso de x; = x3 para encontrar un punto la dltima
seccién (x1,x3,x2). Notese que si hacemos un paso mas utilizando el plano correspondiente,
x9 = x3, volverfamos al punto inicial (x1,x2,x3).

Asi recorremos todo el politopo unicamente con la informacién de la zona indispensable
(ver Figura 4.8).
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(z1,T2,3)

Figura 4.8: Recubrimiento del niicleo proyectado, a partir de la zona redundante.
Ejemplo de 4 jugadores y vector de coste ¢ = (2,2,2,2).

Con estos dos cambios que experimenta el nicleo con la presencia de jugadores simétricos,
simplificacién y simetria, podemos pensar en atacar los problemas de aeropuerto en altas
dimensiones.

Dado un problema del aeropuerto ¢ € CV y dada 7T la particién de N \{n} que agrupa los
agentes simétricos existentes en el problema, excepto el ultimo jugador, donde |T| =t es el
nimero de grupos formados por la simetria y sea ¢’ € R? el nuevo vector de costes diferentes.
Una vez que tenemos depurado el conjunto que define del nicleo, quitando las restricciones
redundantes, (4.2),

Clc) = XGRf\{n}: Z z;<d s=1,...,t

je U Tk

k=1

Anadiremos las restricciones para quedarnos con la zona indispensable.

Cindgip = CO | () Hyy (4.3)
(1,9)ET

La idea es definir un sistema de inecuaciones de forma que nos quedemos con la zona
indispensable del ntucleo proyectado. Para ello, partimos de forma matricial que define el
ntcleo proyectado (1.4) y de la particién de los N\{n} que agrupa a los agentes simétricos,
T. Sabemos que existen restricciones redundantes si hay jugadores simétricos, al quitar cada
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una de estas restricciones, ¢, incluimos la condicién de x; > x;11 con i € Ty para algtin
s=1,...,t tal que |T4| > 1.

Veamos cémo seria la expresion matricial para ejemplo del inicio: dados tres nimeros
reales > 0, y > 0, z > 0, si tenemos el juego del acropuerto ¢ = (z,z,x,y, z,2) € CN con
N ={1,2,3,4,5,6}, ya hemos visto que el nuevo vector de coste seria ¢’ = (z,y,2) € R3 y la
particién de agrupacién entre todos los agentes de N serd 7 = {71 = {1,2,3}, T2 = {4}, T3 =
{5,6}}, pero la particién asociada al la proyeccion, i.e. N\{6}, serd T = {T; = {1,2,3}, T2 =
{4),7; = {5}}.

El nticleo proyectado de este juego, sin considerar simetria, seria:

1 0 0 0 O T T
1 10 00 To T
C=SxeRPM 1y 1 1 g of|as| <]
11110 4 Y
1 1 111 T5 z

Para saber qué restricciones tenemos que eliminar tenemos que analizar la particiéon 7T, el
primer elemento 77 tiene cardinal mayor que 1, por lo tanto procedemos a estudiar los agentes
de este elemento, i € {1,2,3} = 7;. La primera restriccién que tenemos que suprimir es la
del jugador 1, x1 < z, esta la sustituimos por x; > x2, la segunda restriccion, xy + xo < x,
también se tiene que eliminar e incluir la restriccién x9 > x3. No tendriamos que eliminar ni
afiadir ninguna otra restriccién, pues la correspondiente al jugador 3 no es redundante! y la
particiéon T no contiene ningin otro elemento con cardinal mayor que 1.

En resumen, tenemos que la zona indispensable viene definida por el siguiente conjunto:

1 1 00 0| (m 0
0 -1 10 0f[a 0
Cindisp = SBY o [ 1 1 1 0 of|as| < |2
1 1 11 0]||m y
1 1 1 11 T5 z

J

'En general, la restriccién del dltimo agente de cada elemento de la particién 7 no serd redundante.
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4.2. Aproximacion del core center con jugadores simétricos

En la secciéon anterior obtuvimos la zona del ntcleo indispensable, la idea es utilizar el
método hit and run?, visto en el Capitulo 2, para simular una muestra uniformemente distri-
buida en esta zona indispensable, estimar el centroide de esta regién y utilizar las propiedades
del centro y la simetria para obtener una estimacién del core-center asociado al juego original.

Un enfoque distinto de los cortes que hacemos para obtener la zona indispensable es
la teselacién interior, supongamos que el nticleo proyectado se puede expresar como unién
disjunta de varios subconjuntos, A; (en nuestro caso cada subconjunto es la zona indispensable
haciendo los intercambios pertinentes como hicimos en la Figura 4.8), C = \U; Ai, entonces
el core-center del juego se puede obtener a partir de los centroides de cada subconjunto, es
decir:

_ 2. Vol(4) - phi
 Vol(0)

1

En nuestro caso, todos los subjuntos tienen el mismo volumen y por lo tanto el mismo peso
sobre el ntcleo proyectado. En realidad, lo que hacemos para pasar de la zona indispensable
a cualquier otro trozo, es permutar los valores de aquellos agentes simétricos.

Sea T la particién de N\{n} que agrupa los n — 1 primeros agentes segun la simetria y
t= |T! el nimero de elementos de dicha particién, entonces por cada grupo simétrico, 75 con
s=1,...,t, se tienen |T;|! permutaciones posibles y por tanto |7|! subconjunto diferentes a

la zona indispensable. En total tendremos H |7s]! elementos de la teselacién interior.
s=1

Vol(C)

VOI(AZ) = p
I (7]

Por lo que el core-center se puede obtener como:
L Ts)!

H—n = 1 Z M

H ’7'5“ i=1

Vamos a simplificar aiin més esta expresion haciendo uso de la simetria. Supongamos que
partimos de la zona indispensable y calculamos el core-center de este conjunto pindise. Ahora

centremos nuestra atencién en el grupo de simétricos 7; para algin [ = 1,...,¢. Los agentes
simétricos se tienen que permutar |7;|! veces, de las cuales si fijamos un agente simétrico i € 7,
éindisp

este pasa por todos los valores de sus companeros, fi; con j € T;\{i}, y mantiene cada

valor (|7;] — 1)! veces (mientras se permutan sus compaiieros). Ademds por cada permutacién
del grupo se tienen que hacer las permutaciones correspondientes a los demas grupos, [ | sl TSl
En resumen, para el jugador i—ésimo del grupo 7; se obtendrd el siguiente reparto:

2Utilizamos este método puesto que comprobamos que es el més rapido, entre todos los métodos estudiados,
en dimsiones elevadas.



104 CAPITULO 4. SIMETRIAS EN EL NUCLEO Y AGENTES SIMETRICOS

[T, 1751

1 A
i = 7 Z N
[TITs[F *=t
s=1
7
1 Czn 15
= = Do (T =TT
I |7:]! k=1 sl
s=1
— éindisp(ﬁ)

ﬁ#

Esto ocurriria para todos los jugadores del ese grupo, y en general para todos los grupos.
Entonces, hemos encontrado una expresién mas sencilla para el calculo del core-center del
juego a partir del core-center de la zona indispensable de su niicleo proyectado:

éindis éindis C’Lndis éindis
M:(uw iy, B (Ty) i (T) qﬁ,),ufﬂ(m) 84

T T | 7:]

Recordemos que estamos trabajando con los n— 1 primeros agentes, por lo que tendriamos
el reparto del dltimo jugador por medio de la eficiencia.

Ejemplo:

Tlustramos esta adaptacién del métodos de caminos aleatorios con un ejemplo pequeiio
para poder compararlo con el valor real del core-center.

Sea un problema del aeropuerto ¢ = (1,1,2,3) € CV con N = {1,2,3,4}, los dos
primeros agentes simétricos.

En este caso T = {71 = {1,2},75 = {3}}. Utilizamos la implementacién en R del
método de hit and run con simétricos. Esa misma funcién calcula las nuevas restricciones
para definir la zona indispensable, pero en este caso seria:

,

indisp —

o

1 1 1) \as 2

El programa en R nos proporciona el siguiente grafico con los puntos simulados en la
zona indispensable
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1 08 08 04 02 O

Simulacién de 10000 puntos en la zona indispensable.

En este caso Nos dice que el core-center de la zona indispensable es

pCimdise = (0.4697639, 0.1559994, 0.6891865)

Con esta informacién podemos calcular el core-center del juego original (el programa
ya nos facilita esta solucién).

£t I V1 B
B (0.4697639+0.1559994 0.4697639 + 0.1559994 0.6891865)

oy = (Némdisp (T1) 'u/éindisp (1) /J/é’i’n.disp (T2) >

- 2 ’ 2 ’ 1
= (0.3128817,0.3128817,0.6891865)

El programa nos proporciona la aproximacién del core-center, asigndndole lo que ain
no se ha repartido, ¢4 — p1 — po — p3, al dltimo jugador:

(0.3128817,0.3128817,0.6891865, 1.6850502)
Cuando el core-center exacto tiene un valor de

(0.3125,0.3125,0.6875, 1.6875)
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4.2.1. Aplicacion a los ejemplos reales

Al iniciar este Capitulo ilustramos el problema con dos ejemplos reales, el aeropuerto
de Lavacolla ( ( )) v el de Birmingham ( ( ).
Aplicamos para ambos problemas la teoria de aproximacion del core-center por medio del
método hit and run.

Como no podemos comparar con el valor exacto por el niimero elevado de jugadores,
no podemos medir el error cometido, pero compararemos la estimacién con el nucleolo y el
valor de Shapley. En el Capitulo 1 definimos el orden de Lorenz y presentamos un resultado
demostrado en ( ) que relaciona las tres soluciones, n =1, u =1 Sh. Esto
nos ayudara en aceptar la solucién aproximada del core-center, si este orden no se mantiene
entonces no estarfamos estimando bien.

Para mayor comodidad, en vez de realizar las cuentas como hicimos en el ejemplo del
Capitulo 1, representaremos las curvas f, (1) = Zizl ni, fu(l) = 2221 wi y fsn(l) = 2221 Shy,
donde [ representa el ultimo jugador de cada uno de los tipos de aviones, para hacer la
comparacién por grupos, en vez de por jugadores.

Ejemplo: Aeropuerto de Lavacolla

Para este ejemplo tenemos los datos recopilados en la siguiente tabla:

Aviones Movimientos | Coste por movimiento
CESSNA 10 8.120
LEARJET-25 6 15.134
B-757 78 32.496
DC-9 464 34.265
B-737 232 39.494
B-727 438 44.850
DC-10 30 50.000

Por comodidad, el la funciéon programada nos devuelve la solucién de cada tipo de
aviones por movimiento, asi tendremos un vector de 7 componentes correspondientes a
cada uno de los tipos, las soluciones estan recogidas en la siguiente tabla.

El nucleolo y el valor de Shapley se calculé de forma exacta sustituyendo en las expre-
siones de dichas soluciones en el Capitulo 1.

En cambio, el core-center se estimé con la adaptacion de caminos aleatorios desarrollada
en este Capitulo, con tamafio muestral 10 puntos en la zona indispensable.
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Aviones Movimientos | Nucleolus () Core Center (1) Valor de Shapley (Sh)
CESSNA 10 36,49308 36,36401 6,45469
LEARJET-25 6 36,49308 36,39193 12,07488
B-757 78 36,49308 36,54642 26,05395
DC-9 464 36,49308 36,48470 27,57371
B-737 232 36,49308 36,49356 35,04371
B-727 438 36,49308 36,47556 46,48815
DC-10 30 172,88310 173,2255 218,15482

Apreciamos que el core-center obtenido es muy semejante al nucleolo y, al contrario del

valor de Shapley, no favorece al grupo de aviones con un coste asociado menor.

En el grafico del orden de Lorenz, el eje de abscisas se corresponde con los tipos de
aviones y el eje de las ordenadas mide el coste sufragado por todos los aviones de cada tipo
de aviones y sus predecesores. Aqui podemos apreciar la coincidencia entre el core-center y
el nucleolo, ademaés se respeta que el grafo correspondiente al valor de Shapley queda por

debajo de los otros dos, se cumple el orden n =1 p =, Sh.

Orden de Lorenz
Segun los grupos

..........

..........

NNNNN ,00000 MNucleolus
CoreCenter
S hapley

,,,,,,,,,,

1 2 3 4 5 6
Gruposdeaviones

Orden de Lorenz segun los grupos de aviones.
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Ejemplo: Aeropuerto de Birmingham
Para este ejemplo tenemos los siguientes datos:

Aviones Movimientos | Coste por movimiento
Fokker Friendship 27 42 65.899
Vickers Viscount 800 9.555 76.725
Hawker-Siddeley T 288 95.200
Britannia 100 303 97.200
Caravelle CI R 151 97.436
BAC 1-11(500) 1.315 98.142
Vanguard 953 505 102.496
Comet 4 B 1.128 104.849
Britannia 300 151 113.322
Convair Coronado 112 115.440
Boeing 707 22 117.676

Repetimos el mismo desarrollo anterior para calcular las tres soluciones. Para el calculo
exacto del nucleolo y el valor de Shapley hemos utilizado sus expresiones como en el ejemplo
anterior. Y para la aproximacién del core-center se han simulado 10° puntos uniformemente
distribuidos en la zona indispensable del ntcleo de este juego con ayuda de la adaptacién
del método hit and run.

Obtuvimos los resultados presentes en la siguiente tabla donde, al igual que pasaba
con el aeropuerto de Lavacolla, el core-center y el nucleolo tienen repartos semejantes,
excepto por el ultimo grupo de aviones, los del tipo Boeing 707, que el nucleolo le otorga
un coste de 86,57268 por movimiento a este tipo de avién y el core-center le asigna un valor
de 104,4705 por movimiento. Esto nos puede indicar que aunque las curvas del orden de
Lorenz para estas dos soluciones practicamente coincidiran, se podra ver una diferencia en
el ultimo grupo de aviones, donde podremos comprobar la relacién n > u =1 Sh en todas
sus desigualdades®. Al igual que antes, observamos que el valor de Shapley favorece a los
aviones que tienen un coste menor, a diferencia de los otros dos valores, donde vemos que
a pesar de su semejanza, la poca diferencia en el dltimo grupo de aviones delata el cardcter
del nucleolo en favorecer a aquellos con mayor coste asociado, y por tanto la centralidad
del core-center.
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Orden de Lorenz segun los grupos de aviones.
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Aviones Movimientos | Nucleolus () Core Center () Shapley (Sh)
Fokker Friendship 27 42 7,89050 7,82917 4,85551
Vickers Viscount 800 9.555 7,89050 7,88883 5,65566
Hawker-Siddeley T 288 7,89050 7,89252 10,30346
Britannia 100 303 7,89050 7,88671 10,84590
Caravelle CI R 151 7,89050 7,88688 10,91564
BAC 1-11(500) 1.315 7,89050 7,89116 11,13402
Vanguard 953 505 7,89050 7,89404 13,40409
Comet 4 B 1.128 7,89050 7,90397 15,06934
Britannia 300 151 40,14731 40,04625 44,79917
Convair Coronado 112 43,46471 40,10181 60,60514
Boeing 707 22 86,57268 104,4705 162,24150

Orden de Lorenz

Segun los grupos

e N uClEOIUS
CoreCenter

o S hapley
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CAPITULO 4. SIMETRIAS EN EL NUCLEO Y AGENTES SIMETRICOS

A la vista del grafico anterior no podemos distinguir diferencias entre el nucleolo y el
core-center, por lo tanto, como sabemos con certeza que esta diferencia existe en el ultimo
grupo de aviones, ampliamos el grafico en dicho grupo para ver solo la cantidad sufragada
por cada jugador del ultimo grupo y sus predecesores:

Orden de Lorenz
Segun los jugadores

s N UCle0US
Core center

— 5 hEpl ey

4 5 3 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1e 17 18 13 20 21 22
Avicnesdel Gitimo tipo

Orden de Lorenz segtn los jugadores del iltimo grupo.

Con este grafico podemos afirmar la relaciéon entre las tres soluciones, n >r u >
Sh, pues se tiene que la curva del nucleolo (linea naranja) se encuentra por encima de la
correspondiente al core-center (linea amarilla) y esta, a su vez, estd por encima de la del
valor de Shapley (linea verde).

“Nétese que en el ejemplo anterior no se distinguian las curvas del nucleolo y del core-center, por lo que
no pudimos comprobar de forma estricta la relacién entre estas dos soluciones 1 =, p.



Capitulo 5

(Generalizacion a otras clases

Por 1ltimo y con el fin de cerrar este estudio, hemos generalizado uno de los métodos de
aproximacion, el método de caminos aleatorios, por su rapidez y su relacién directa con la
matriz que define el nicleo de cualquier clase de juegos.

Sea ¢ la funcién caracteristica de un juego de costes, es decir el vector de 2" — 1 compo-
nentes, donde cada coordenada se corrresponde con el coste asociado a cada coalicién, con 3
jugadores se corresponderia con

¢ =[e(1),¢(2),¢(3),c(12),¢(13),¢(23), c(N)]
y con 4 jugadores con

c=lc(1),¢(2),¢(3),c(4),c(12),c(13), ¢(14), ¢(23), c(24), ¢(34), ¢(123), c(124), ¢(134), ¢(234), c¢(N)]

Para cada juego de costes, el nicleo se define, como vimos en el Capitulo 1, por:

C(N,c) ={x € I(N,c): z(S) <¢(S), VS C N}
donde I(N,c) es el conjunto de imputaciones, I(N,c) = {x € RV : z; < ¢(i), z(N) = ¢(N)}.
Si tratamos con juegos de beneficios estas desigualdades se invierten,

C(N,v) ={x € I(N,v): z(S) >v(S), VS C N}

donde I(N,v) es el conjunto de imputaciones, I(N,v) = {x € RN : z; > v(i), z(N) = v(N)}.
Asi vamos a definir el nicleo de forma matricial para posteriormente calcular el proyectado
y aplicarle directamente el método hit and run.
El nicleo del juego de costes viene dado por el siguiente conjunto:

C(N,e)={xeR": A-x<b} (5.1)
donde A € My, es una matriz de orden s X n, con la variable s que denota el nimero de
todas las combinaciones posibles entre todos los jugadores s = 2™, las combinaciones pueden

ser de grupos individuales (m = 1) o hasta de grupos de n jugadores (la que contiene todos
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los agentes, m = n), ademas le sumamos una restriccién mas para asegurar la eficiencia, esta

serd la opuesta de la dltima combinacién’.

En cada fila de esta matriz hay un 1 en las coordenadas correspondientes a los jugadores
que participan en esa combinacién determinada. Y el vector b € R?" coincidirfa con la funcién
caracteristica del juego con el ultimo valor opuesto al pentltimo.

Recordemos que al cambiar a juegos de beneficios tenemos que invertir de la desigualdad,
partimos de la funcién caracteristica de un juego de beneficios, v € R?" 71, asf tendriamos

C(Nyv)={xeRY: -4.x< b} (5.2)

Ejemplo: Juego de costes
Sea un juego de costes con 3 jugadores y con funcién caracteristica

¢ =[100 110 110 120 200 200 210]

Entonces, su nicleo vendra dado por:

1 0 0 100
0 1 o0 110
0 0 1 110
T1
1 1 0 120
C(N,¢e)={xeR": 2 | <
1 0 1 200
T3
0o 1 1 200
1 1 1 210
-1 -1 -1 —210

Ejemplo: Juego de beneficios
Sea un juego con 3 jugadores y con funcién caracteristica

v=[0002358§|

Entonces, su niicleo vendra dado por:

n

- m!
= com 1= - 4 1=2"—-141=2"
s mz::l not mZ::In!(n—m)!—i_ *
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-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
T
-1 -1 0 -2
C(N,v) =<{xeR": z | <
-1 0 -1 -3
T3
0 -1 -1 -5
-1 -1 -1 -8
11 1 8

Para obtener el sistema de inecuaciones del nticleo proyectado la adaptacién del método
de hit and run utiliza la restriccion de eficiencia, despeja la coordenada correspondiente al
jugador sobre el que queremos proyectar, y una vez despejado se sustituye en el sistema en
aquellas inecuaciones en las que intervenga dicha coordenada creando asi un nuevo sistema.

Nétese que estos niicleos son no degenerados, i.e. el nicleo proyectado tendra volumen no
nulo en dimensién n — 1. Si tuviéramos algiin ntcleo degenerado, tendriamos que bajar de
dimension hasta encontrar un sistema de inecuaciones que defina un politopo con volumen no
nulo en dicha dimensién.

Otro factor a tener en cuenta es que esta matriz que define el nicleo puede contener
restricciones redundantes, como por ejemplo en el juego del aeropuerto que se simplificaba
dicha matriz, pero en la programacién no se tiene en cuenta este hecho, se trabaja con todas
las restricciones.

Mirds Calvo and Sanchez Rodriguez (2008), en TUGlab (http: //www.tuglabweb.co.nr/)
programaron una funcién en MATLAB que utiliza la teselaciéon de Delaunay para calcular
de forma exacta el core-center de juegos de 4 jugadores, asi proponemos ejemplos de 4 agentes
para asi poder observar el error cometido, entre ellos se encuentran juegos céncavos como el de
aeropuerto y otros ni céncavos ni convexos. Ademés como sabemos que los agentes simétricos
llevaran la misma asignacién, proponemos juegos con mas jugadores pero con presencia de
simétricos, para asi comprobar si se le otorga a los jugadores simétricos valores semejantes.

Ahora presentamos los nicleos de los juegos de cuatro jugadores estudiados, recordemos
que no podemos representar los de 5 agentes. Todas las aproximaciones se hicieron con un
tamafo muestral de 10° puntos.

(a) Nucleo Aeropuerto (b) Nicleo Bancarrota (c) Nucleo Convexo (d) Nicleo No convexo

Figura 5.1: Ntcleo de diversos juegos utilizados para la aproximacién del core-center.
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Conclusiones

El objetivo de este trabajo era el estudio de una solucién particular, el core-center, para el
problema del aeropuerto con un ntmero elevado de agentes. No obstante, estas dimensiones
tan altas son causadas directamente por la presencia de jugadores simétricos.

Empezamos el estudio introduciendo y aplicando métodos estadisticos para la estimacion
de dicha solucién, entre estos se encuentra el método de caminos aleatorios Hit-and-Run, un
algoritmo que utilizamos posteriormente para enfrentarnos al problema inicial. Se ha utiliza-
do este método como herramienta para obtener una estimacién del core-center de un juego
del aeropuerto con muchos agentes, puesto que al compararlo con los demas métodos se ha
comprobado la rapidez del mismo. Se trata de un método basado en las cadenas de Markov,
un recurso habitual para solventar la “maldicién de la dimensién”.

Por la relaciéon que existe entre los jugadores simétricos y el elevado ntimero de agentes,
analizamos qué ocurre con el juego, en particular con su nicleo, cuando se tiene la presencia
de jugadores simétricos. Nos percatamos de que, para el caso particular del problema del
aeropuerto, la matriz que define el nicleo se reduce, en otras palabras, algunas de las caras
del politopo pierden una dimensiéon. Este hecho, junto con la propia simetria que presenta
el ntcleo, lo aprovechamos para poder centrarnos en una zona indispensable del core, asi
reducimos el politopo y ademéds podremos estimar la solucién con un tamano muestral mucho
mas sustancial. La estimacion se consigue directamente del centroide de la zona indispensable,
a través del resultado arquimediano que relaciona el centroide de cualquier politopo con los
respectivos centroides de una teselacién interior.

Para cerrar el estudio de la estimacién del core-center, hemos extrapolado el método
Hit-and-Run para aproximar esta solucién en juegos de los que actualmente se desconoce la
formula explicita, por ejemplo otra clase de juegos equilibrados con méas de 5 jugadores.

Por otro lado, se realizé un estudio paralelo de la féormula explicita del core-center para
problemas del aeropuerto, buscando alternativas eficientes para su calculo. Entre estas posi-
bilidades, destacar la propuesta de la teselacién exterior del nicleo del juego, que relaciona
el propio juego con su dual. Ademds, dicha teselacién se puede enlazar con conceptos clasicos
como es la dominancia, esta es una linea de investigacién que se encuentra en estudio a dia
de hoy.

Entre las lineas de trabajo futuras se encuentran el estudio exhaustivo de la aplicacion
del método de caminos aleatorios a otras clases de juegos. Por ejemplo, los juegos con nicleo
degenerado no se estudiaron en esta memoria, sin embargo, se trata de una generalizacion
mas extensa para la aproximacion del core-center.

Aunque con esta memoria ya se dispone de una aproximacién del calculo del core-center
en problemas del aeropuerto con altas dimensiones, otra investigacién abierta es la obtencién
de un algoritmo exacto para dicha solucién con juegos de estas caracteristicas.
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Cddigos: Ayuda

Nuestro objetivo mas proximo es la creacién del paquete CoreCenter donde se incorporara
todas las funciones programadas en esta memoria, una vez las hayamos optimizado.

Antes de empezar se necesita instalar los siguiente paquetes que se utilizaran en todos las
funcion:

= gl

= plot3Drgl
= plot3D

m utils

= CoopGame
= 100tSolve
» Repp

= RcppEigen
= BH

= [pSolve API

= volesti Este paquete? se puede instalar directamente de la pagina web https://github.
com/vissarion/volume_approximation donde se encuentran los pasos a seguir para la
instalacién del mismo. Noétese que al cargar dicho paquete se necesita estar en la direccién
exacta donde se encuentra descargada la carpeta del paquete. En mi caso descargué el
paquete en la siguiente direccién:

C:\Users\usuario\Dropbox\Nadine\volume_approximation-
master\volume_approximation-master\cran_gen

Si se quiere replicar los resultados, se intercambiard esta direccion por la direccién donde
se haya instalado el paquete.

2Copyright (c) 2012-2018 Vissarion Fisikopoulos. Copyright (c) 2018 Apostolos Chalkis.
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.1. Meétodos de aproximacion

En primer lugar tenemos los métodos de aproximacién, los cédigos correspondientes se
encuentran en el Anexo .4. Ilustraremos las salidas de R de cada funcién independiente y la
que utilizamos para obtener una solucién mediante Monte Carlo.

Antes de ilustrar el funcionamiento para cada método, cabe detallar la funcién comin
entre todos los métodos de aproximacion:

La funcién CC_approzx(c,airoport,method,k,m,Ni) tiene como argumentos de entrada el
vector de costes si se trata de un problema de aeropuerto o el vector que define la funcién
caracteristica en otras clases de problemas, c. Para saber si estamos en otra clase de juegos
distinta del aeropuerto basta asignarle el valor FALSE a la variable airoport, en su defecto se
considera airoport=TRUE. El siguiente argumento nos indica el método de aproximacién, si
es un juego del aeropuerto las posibilidades son: “AcepRech” para el método de aceptacion/-
rechazo, “Inv” para el de inversiéon, “HitRun” para el de caminos aleatorios Hit-and-Run y
por ultimo, “Grid” para el método grid. Nétese que si no se trata de un problema del aero-
puerto, es decir, airoport=F, entonces el método que se utilizara sera el de caminos aleatorios,
sin tener en cuenta el valor que se le haya otorgado a la variable method. El argumento k
se corresponde con el tamafio muestral deseado, que por defecto es de 1000 puntos, m es el
nimero de iteraciones de Monte Carlo, por defecto se tomé 10 iteraciones. Y por tltimo, en
caso de haber elegido el método grid, existe el argumento auxiliar de dicho método, Ni que
denota el tamafnio de la malla, serd un vector con n — 1 coordenadas (denotando por n al
numero de jugadores) donde cada una se corresponde con el nimero de cortes deseados para
cada lado del rectangulo.

Método Aceptacién/Rechazo

Supongamos el vector de coste ¢ = (1,2, 3), podemos utilizar la funcién CCAcepRech.R o
bien CC_approx.R.

» La funciéon CCAcepRech(c,K,graph) tiene como argumentos de entrada el vector de
costes del juego de aeropuerto, el tamano muestral deseado K, y un argumento binario
para la representacion grafica de método en cuestién si y solo si se trata de un juego
con 3 o 4 agentes. Por defecto el tamano muestral es 3000 puntos y no se representa
graficamente el método, graph=F.
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[7,] 0.0749927436 1.660766741 1.264241

[8,]1 0.4772133450 1.165451233 1.357335

[9,] 0.5350813344 0.005629955 2.459289

[10,] 0.6139722352 0.123341515 2.262686
[ reached getOption("max.print") -- omitted 2990 rows ]
$corecenter

[1] 0.4449120 0.7726037 1.7824843

$tiempo

user system elapsed

0.34 0.04 0.44

Esta funcién nos devuelve los puntos simulados en el nicleo de nuestro juego, el core
center estimado como media muestral de dichos puntos y el tiempo de ejecucién. Como
no hemos puesto ningtin otro argumento tenemos 3000 puntos en la muestra y no se
representa el nicleo proyectado del juego. Si aniadimos el argumento graph="T, entonces
obtendriamos el siguiente grafico:

C_hat del juego
3 jugadores

*  Ptos simulados
*  Core center

20
|

15

1.0

05
|

0.0 02 04 06 08 1.0

» La funcién CC_approz(c,airoport,method,k,m,Ni) con el argumento method= “AcepRech”
también nos permite estimar el core center utilizando este método, pero podemos re-
petir el procedimiento tantas veces como queramos con el argumento m, por defecto se
realizara 10 iteraciones y se obtiene el siguiente resultado:

>CC_approx(1:3,method = ¢‘AcepRech’’,k=3000)
$cc
[1] 0.4422937 0.7751591 1.7825472
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$time
[1] 0.65
$error
[,1] [,2] [,3]
[1,] -0.00215076 -0.002618692 0.004769452

Notese que cambiamos el argumento k=3000 , para tener el mismo tamano muestral que
con el ejemplo anterior, por defecto el tamano muestral serfa k=1000. La funcién nos
devuelve el core center medio de todas las iteraciones de Monte Carlo, C'C, el tiempo
medio de ejecucion, time, y el error cometido coordenada a coordenada, error = CC'—pu
donde i denota el core center real del juego.

Método Grid

Supongamos al igual que antes el vector de coste ¢ = (1,2, 3), podemos utilizar la funcién
CCGrid.R o bien, para utilizar Monte Carlo, CC_approx. R.

» La funciéon CCGrid(c,Ni=1,K=1000,graph=F) tiene como argumentos de entrada el
vector de costes del juego de aeropuerto, el argumento auxiliar del método grid que
define el tamano de la malla, Ni, el tamano muestral deseado K, y un argumento
binario para la representacién grafica de método en cuestion si y solo si se trata de un
juego con 3 o 4 agentes. Por defecto el niimero de cortes por lado para formar la malla
es uno, es decir tenemos el método de aceptacién y rechazo, el tamano muestral es 1000
puntos y no se representa graficamente el método, graph=F.

>source( ‘CCGrid.R’’)
>CCGrid(1:3,Ni=c(3,4))
$simulacién
[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.7576218972 0.2847711602 1.957607
[2,] 0.4068725808 1.5508574786 1.042270
[3,] 0.3792039088 1.1801036472 1.440692
[4,] 0.6845583287 1.2484954272 1.066946
[5,] 0.2067621051 0.9237240880 1.869514
[6,] 0.5477323797 0.4472580960 2.005010
[7,] 0.7820317560 1.1796051244 1.038363
[8,] 0.6405730732 0.3818317130 1.977595
[9,] 0.6541866806 0.6645152997 1.681298
[10,] 0.1561783913 1.3665941487 1.477227
[ reached getOption("max.print") -- omitted 990 rows ]
$corecenter

[1] 0.4445456 0.9217512 1.6337032
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$tiempo
user system elapsed

0.55 0.05 0.63

En este ejemplo elegimos una malla 3 x 4, la funcién nos devolvié los puntos simulados
en el ntcleo, el core center estimado como media muestral de dichos puntos y el tiempo
de ejecucion. Como no hemos puesto ningiin otro argumento tenemos 1000 puntos en
la muestra y no se representa el nicleo proyectado del juego. Si anadimos el argumento
graph="T, entonces obtendriamos el siguiente grafico:

C_hat del juego
3 jugadores

» La funcién CC_approz(c,airoport,method,k,m,Ni) con el argumento method= “Grid” tam-
bién nos permite estimar el core center con el método grid y utilizando Monte Carlo,
repitiendo el procedimiento tantas veces como queramos con el argumento m, por defecto
se realizard 10 iteraciones y se obtiene el siguiente resultado:

>CC_approx(1:3,method = ¢ ‘Grid’’,Ni=c(3,4))
$cC
[1] 0.4509813 0.8974380 1.6515807
$time
(1] 0.57
$error
[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.00653686 0.1196602 -0.1261971

La funcién nos devuelve el core center medio de todas las iteraciones de Monte Carlo,
CC, el tiempo medio de ejecucién, time, y el error cometido coordenada a coordenada,
error = CC — p donde p denota el core center real del juego.
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Método de inversién

Supongamos el vector de coste ¢ = (1,2,3), podemos utilizar la funcién CCInversion.R o
bien CC_approz.R.

» La funcién CClnversion(c,K,graph) tiene como argumentos de entrada el vector de
costes del juego de aeropuerto, el tamano muestral deseado K, y un argumento binario
para la representacion grafica de método en cuestién si y solo si se trata de un juego
con 3 o 4 agentes. Por defecto el tamano muestral es 1000 puntos y no se representa
graficamente el método, graph=F. Esta funcién usa a su vez la funcién volumen.R,
encontraremos su cédigo en el Anexo .2.

>source(‘ ‘CCInversion.R’’)
>CCInversion(c(1,2,3))
$simulacidn

[,1] [,2] [,3]
7.012950e-01 0.863337994 1.435367
8.014715e-01 0.562034450 1.636494
4.915730e-01 1.001551735 1.506875
3.477551e-01 1.230072387 1.422172

3.433136e-01 0.956298285 1.700388

<o X ) ) X

1.684584e-02 1.457583273 1.525571

X 7.683604e-01 1.223480317 1.008159

X 5.381871e-01 0.701940958 1.759872

X 2.659425e-01 1.466742747 1.267315

X 8.026205e-01 0.604496685 1.592883
[ reached getOption("max.print") -- omitted 990 rows ]
$corecenter

[1] 0.4446183 0.7902323 1.7651494

$tiempo

user system elapsed

0.69 0.00 0.75

Al igual que la funcién del método anterior, esta nos devuelve los puntos simulados en el
ntcleo de nuestro juego, el core center estimado como media muestral de dichos puntos
y el tiempo de ejecuciéon. Como no hemos puesto ningtin otro argumento tenemos 1000
puntos en la muestra y no se representa el nicleo proyectado del juego. Si anadimos el
argumento graph="T, entonces obtendriamos el siguiente gréfico:
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» La funciéon CC_approz(c,airoport,method,k,m,Ni) con el argumento method= “Inv” tam-
bién nos permite estimar el core center con la ventaja de poder utilizar Monte Carlo
para repetir el procedimiento tantas veces como queramos con el argumento m, por
defecto se realizara 10 iteraciones y se obtiene el siguiente resultado:

>CC_approx(1:3,method = ¢ ‘Inv’’)
$cc
[1] 0.4436277 0.8012096 1.7551627
$time
[1] 0.75
$error
[,1] [,2] [,3]
[1,1 -0.0008167547 0.02343182 -0.02261506

La funcién nos devuelve el core center medio de todas las iteraciones de Monte Carlo,
CC, el tiempo medio de ejecucién, time, y el error cometido coordenada a coordenada,
error = CC — p donde p denota el core center real del juego.

Método Hit-and-Run

Supongamos el vector de coste ¢ = (1,2,3), podemos utilizar la funcién CCHitRun.R o
bien CC_approz.R.

» La funcién CCHitRunSimetric(c,K,grup) tiene como argumentos de entrada el vector de
costes del juego de aeropuerto, el tamafio muestral deseado K, y un argumento binario
para la formacién de grupos, nétese que el ultimo jugador siempre se verd aislado, por
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lo tanto, aunque sea simétrico, la funcién lo tomara como un jugador no simétrico. Por
defecto el tamano muestral es 1000 puntos y no se agrupan los jugadores simétricos (el
hecho de agrupar agentes simétricos favorece a la lectura de los resultados con muchos
jugadores simétricos), grup=F.

En este caso, la funcion nos devuelve el core center de cada grupo de agentes simétricos
(en este caso los grupos son unitarios, grup = F, no se agruparon los agentes, aunque
pidamos que se agrupen los jugadores simétricos, en ese juego todos los costes son
distintos y por tanto no hay jugadores simétricos, la agrupacion seria la misma). También
nos devuelve el tiempo de ejecucién (este método estd programado en C*1) que resulta
ser el mas rapido de todas las demas funciones. Nos indica la agrupacién de los agentes,
en este caso, de uno en uno y por ultimo el core center de la zona indispensable (que en
este caso al no tener agentes simétricos coincide con el core center del niicleo completo),
para maés informacioén de la zona indispensable ver Capitulo 4.

Supongamos un juego del aeropuerto con agentes simétricos, con vector de costes ¢ =
(1,1,3,4,4,4,5,5). Veamos lo que devuelve la funcion CCHitRunSimetric en ese caso:
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Vemos que en este caso pedimos que se agrupen los agentes simétricos, asi se forma 5
grupos, el primero con 2 agentes de coste 1, otro con un agente de coste 3, el siguiente
con 3 agentes de coste 4 y aunque los ultimos dos agentes son simétricos, los divide,
puesto el algoritmo se basa en la proyecciéon del juego sobre el iltimo jugador, este
siempre esta aislado.

Nos devuelve el core center correspondiente a cada jugador por grupo. Ademads de fa-
cilitarnos el core center de la zona indispensable, que no coincide con el core center
estimado como ocurria en el ejemplo anterior.

» La funcién CC_approx(c,airoport,method,k,m,Ni) con el argumento method= “HitRun”
también nos permite estimar el core center con la ventaja de poder utilizar Monte Carlo
para repetir el procedimiento tantas veces como queramos con el argumento m, por
defecto se realizard 10 iteraciones y se obtiene el siguiente resultado:

Como siempre la funcién nos devuelve el core center medio de todas las iteraciones de
Monte Carlo, C'C), el tiempo medio de ejecucién, time, y el error cometido coordenada
a coordenada, error = CC — i donde p denota el core center real del juego.

Supongamos ahora que tenemos un juego TU que no pertenece a la clase de problemas de
aeropuerto. Sea v = [0,0,0,0,3,5,7,5,4,6,20,30,40, 50, 100] la funcién caracteristica de un
juego de beneficios de 4 agentes. Para estimar el core center podemos utilizar las funciones
CCHitRun_general. R o bien CC_approx.R.

» La funcién CCHitRun_general(v,K,cost) tiene como argumentos de entrada la funcién
caracteristica, el tamano muestral deseado K, y un argumento binario para la identifi-
cacion del juego de beneficios o costes. Por defecto el tamano muestral es 1000 puntos
y se considera un juego de beneficios, es decir, cost=F.
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La funcién nos devuelve el core center estimado para este juego junto con el tiempo de
ejecucién.

» La funcién CC_approz(c,airoport,method,k,m,Ni,cost) con el argumento airoport=F, en
ese caso indicamos que no se trata de un juego del aeropuerto y facilitamos el argumento
de clasificacion de los juegos, costes o beneficios. También nos permite estimar el core
center con la ventaja de poder utilizar Monte Carlo para repetir el procedimiento tantas
veces como queramos con el argumento m, por defecto se realizard 10 iteraciones y se
trata como un juego de beneficios, cost = F.

Como siempre la funcién nos devuelve el core center medio de todas las iteraciones de
Monte Carlo, CC' y el tiempo medio de ejecucién, time.

Hay que tener en cuenta que este método Hit-and-Run parte de un conjunto full-dimensional,
es decir que no podemos tratar juegos con nucleo proyectado degenerado, en dicho caso,
tendriamos que seguir bajando de dimensién hasta trabajar con las coordenadas que realmen-
te estan en juego. Este enfoque no se tiene en cuenta y queda como un objetivo futuro.
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.2. Algoritmos exactos

Las funciones correspondientes a los algoritmos exactos se encuentran en el Anexo .9.2.
Todas las funciones tienen los mismos argumentos de entrada y de salida, el vector de costes
asociado al juego del aeropuerto a tratar y el core center junto con el tiempo de ejecucién.

Supongamos que tenemos el juego con vector de costes ¢ = (1,2, 3) entonces las funciones
correspondientes para el cdlculo del core center serian:

Algoritmo via volimenes (Utilizando Lasserre)

Algoritmo via teselacién interior (a través de las caras)

Algoritmo via teselacion exterior
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Cddigos: Funciones auxiliares

.3. Funcién del volumen para juegos del aeropuerto

Formulacién ( ) (Ver Capitulo 1)

volumen<—function (cs){

n = length(cs)

matriz = matrix(0,n,n)

for (k in 1:n){

matriz [k, k] = cs[k]"k/factorial (k)

for (j in 1:k—1){

matriz [k, j]=—(cs [k]—cs[j]) "(k—j+1)/factorial ((k—j+1));}}

if (n>2){for (k in 2:(n-1)){

matriz [((k+1):dim(matriz) [1]) k] = rowSums(as.matrix(matriz[(k+1):dim(matriz)
[1],k],ncol=1)% matriz[k—1,1:(k—=1)]);}}

V = sum(matriz[n,]) ;

return (V) }

Listing 1: volumen.R

.4. Core center real de un juego del aeropuerto

Formulacién ( ) (Ver Capitulo 1)

corecenter<—function (cs){

source (7 volumen .R”)

ptm <— proc.time ()

n = length(cs)

matrix_core = rep(0,n)

V = volumen(cs[1:n—1]);

for (k in 1:(n-1)){

matrix_core [k] = volumen(c(cs[1:k],cs[k],cs[(k+1):n])[—(n+1)])/V;}
matrix _core[n] = matrix_core[n—1]4+cs[n]—cs[n—1];
t<—proc.time() — ptm

return(list (matrix_core=matrix_core ,t=t))}

Listing 2: corecenter.R
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Cdédigos: Métodos de Aproximacion

.5. Meétodos de aproximacién mediante Monte Carlo

CC_approx<—function (¢, airoport=T, method=NA, k=1e3 ,m=10,Ni=1,cost=F){
source (” CCAcepRech.R”)

source (” CClnversion .R”)

source (?” CCHitRunSimetric.R”)

source (? CCHitRun_general .R”)

source (?CCGrid .R”)

source (7 corecenter .R”)

CC=NULL; t=NULL

if (airoport){

c_exc=corecenter (c)$matrix_core

for (i in 1:m){

if (method="AcepRech”){corecenter=CCAcepRech(c,K=k)}

if (method="Inv”){corecenter=CClnversion (c,K=k)}

if (method="HitRun”){corecenter=CCHitRunSimetric(c,K=k) }
if (method="Grid”){corecenter=CCGrid(c,Ni,K=k)}

CC=rbind (CC, corecenter$corecenter)

t=rbind (t,corecenter$tiempo [3])

return (list (CC=colMeans (CC) ,time=mean(t) ,error=CC-c_exc))
}

telse{for (i in 1:m){

corecenter=CCHitRun_general (v=c ,K=k, cost=cost )

CC=rbind (CC, corecenter$corecenter)

t=rbind (t,corecenter$tiempo [3]) }

return (list (CC=colMeans (CC) ,time=mean (t)))

}

}

Listing 3: CC_approx.R
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.6. Meétodo de Aceptaciéon/Rechazo

CCAcepRech<—function (¢,K=3000,graph=F){
tiempo <— proc.time ()

conjuntoCore<—function (c){
library ("rgl”)

coreset3<—function (¢){

vl=c[1];v2=c[2];v3=c[3];

v123=c 3]
vertices=matrix(c(0,0,v3,v1l,0,v3—vl,vl,v2—vl,v3—v2,0,v2,v3—v2),
byrow = T,ncol=3,nrow = 4);#los vertices del core
x=c(c[1],c[1],c[1],0,0)

y=c(0,c[2]=c[1],c[2] —c[1],c[2],0)

plot (c(c[1],c[1]),c(0,c[2]—c[1]) ,type = 717 ,axes = T,
main=" C_hat del juego 3 jugadores” ,xlim=c(0,c[1]),
ylim=c (0,c[2]) ,xlab="Jugador 1”7, ylab="Jugador 2”)
lines (c(0,c[1]) ,c(c[2],c[2]—c[1]))

polygon(x,y, col="aquamarine3” )}

coreset4<—function (c){

library (" plot3Drgl”)

vli=c[1];v2=c[2];v3=c[3];vd=c[4]
vertices=matrix(c(v1,0,0,0,v2,0,0,0,v3,v1,0,v3—v1,0,v2,v3—v2,vl,v2—vl,
0,vl,v2—vl,v3—v2) ,byrow = T, ncol=3,nrow=7)

verticesgraf=rbind (c¢(0,0,0),vertices[1,],c(0,0,0),vertices[2,],c(0,0,0),
vertices [3,],vertices [4,],vertices[1,],vertices[6,],vertices[2,],

vertices [5,],vertices [3,],vertices[4,],vertices[7,],vertices[5,],

vertices [2,],vertices [6,],vertices[7,])

open3d ()

par3d (windowRect = ¢ (500, 500, 1100, 1100))

Sys.sleep (0.1)

plot3d(verticesgraf ,type = 717 ,col="gray26” ,lwd=3,xlab = ”Jugador 1”7, ylab="

Jugador 27 zlab = ”Jugador 37, main = 7 C_hat del juego”)}

if (length (¢)==3){
jugadores=3
coreset3 (c)

if (length (c)==4){
jugadores=4
coresetd (c¢)

}

}

SimulacionPuntos<—function (c,n, graf) {
cr<—c[—length (c)]#Juego reducido

A<—matrix (1,nrow = length(cr),ncol=length(cr))
Alupper. tri(A)]<=0

A<—rbind (diag(—1,nrow=length (cr)) ,A)

np=0

x=NULL

for(j in 1:n){
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t=NULL

for(i in 1:(length(c)—1)){t=rbind(t,runif(l,min=0max=c[i]))}

np=np+1

1i=NULL

for (i in (length(cr)+2):dim(A)[1]){

ii:r;bind(ii ,(sum(t[A]i,]==1])<=c[which(A[i,]==1)[length (which(A[i,]==1))]])
+0

while (colSums (ii)!=dim(ii)[1]){
t=NULL

for (i in 1:(length(c)—1)){

t=rbind (t, runif (1, min=0,max=c[i]))
}

np=np+1

ii=NULL

for (i in (length(cr)+2):dim(A)[1]){
ii:é;aind(ii ,(sum(t [A]i,]==1])<=c[which(A[i,]==1)[length (which(A[i,]==1))]])
+

b

x<—rbind (x,t(t))

}

if (graf=T&length (cr)==2){

#Representacién grafica en core_hat

conjuntoCore(c)

points (x=x[,1] ,y=x[,2],col="firebrick” ,pch=20)

points (x=colMeans (x) [1] ,y=colMeans(x) [2] , pch=19,lwd=3)

legend (7 topright” ,legend = c¢(”Ptos simulados” ,” Core center”) ,pch=c(20,19) ,lwd
= ¢(1,3),col=c(”firebrick” ,1),lty=c(—-1,-1))

if (graf==T&length (cr)==3){

library ("rgl”)

library (" plot3Drgl”)

conjuntoCore(c)

library (" plot3D”)

points3d (x,pch=20,col="firebrick”)
points3d (rbind (colMeans(x) ,c(0,0,0)) ,lwd=3,add=T, pch=19)

legend3d (" topright”, legend = c¢(”Ptos simulados” ,”Core center”), pch = ¢
(20,19), col = c(”firebrick”,1), cex=1)
}

x=cbind (x,c[length (c)]—rowSums(x))
corecenter=colMeans (x)
return(list (puntos=x,npuntos=np, corecenter=corecenter))}

p=SimulacionPuntos (c=c,n=K, graf=graph)

CoreCenter=colMeans (p$puntos)

tiempo<—proc.time ()—tiempo

return(list (simulacion=p$puntos, corecenter=CoreCenter ,tiempo=tiempo))

}

Listing 4: CCAcepRech.R
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7. Método Grid

CCGrid<—function (c,Ni=1,K=1000,graph=F) {
tiempo <— proc.time ()

conjuntoCore<—function (c){
library ("rgl”)

coreset3<—function (¢){

vl=c[1];v2=c[2];v3=c[3];

v123=c 3]
vertices=matrix(c(0,0,v3,v1l,0,v3—vl,vl,v2—vl,v3—v2,0,v2,v3—v2),
byrow = T,ncol=3,nrow = 4);#los vertices del core
x=c(c[1],c[1],c[1],0,0)

y:C(07C[2]_C[1} 76[2]_C[1] 70[2} ,0)

plot (c(c[1],c[1]),c(0,c[2]—c[1]) ,type = 717 ,axes = T,
main=" C_hat del juego 3 jugadores” ,xlim=c(0,c[1]),
ylim=c (0,c[2]) ,xlab="Jugador 1”7, ylab="Jugador 2”)
lines (¢ (0,c[1]) ,c(c[2],c[2]—c[1]))

polygon(x,y, col="aquamarine3” )}

coreset4<—function (c){

library (" plot3Drgl”)

vli=c[1];v2=c[2];v3=c[3];vd=c[4]
vertices=matrix(c(v1,0,0,0,v2,0,0,0,v3,v1,0,v3—v1,0,v2,v3—v2,vl,v2—vl,
0,vl,v2—vl,v3—v2) ,byrow = T, ncol=3 nrow="7)

verticesgraf=rbind (c¢(0,0,0),vertices[1,],c(0,0,0),vertices[2,],c(0,0,0),
vertices [3,],vertices [4,],vertices[1,],vertices[6,],vertices[2,],
vertices [5,],vertices [3,],vertices[4,],vertices[7,],vertices[5,],
vertices [2,],vertices [6,],vertices[7,])

open3d ()

par3d (windowRect = ¢ (500, 500, 1100, 1100))

Sys.sleep (0.1)

plot3d (verticesgraf ,type = 717 ,col="gray26” ,lwd=3,xlab = 7 Jugador 17,
ylab="Jugador 27 ,zlab = ”Jugador 3”7, main = 7 C_hat del juego”)

}

if (length (c)==3){

jugadores=3

coreset3 (c)

}

if (length (c)==4){

jugadores=4

coreset4 (c)

1

if (all (Ni==1)){print ( 'Método Grid—Aceptacién/Rechazo’);Ni=rep (1,length(c)—1)}

if (length(Ni)!=(length(c)—1)){stop(”La longuitud de Ni debe coincidir con el
nimero de jugadores menos 17)}

#longuitud de cada lado de un rectangulo

cr<—c[—length(c)]

li<—cr /Ni

#Vector direccion

require (utils)

x.u<—x.1 <— vector(’list’, length(cr)) # Lista vacia, con 2 elementos.
for(i in 1:length(cr)){
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.u[[i]] < seq(li[i], c[i], length.out = Ni[i])
1[[i]] <= seq(0, c[i]—1i[i], length.out = Ni[i])

—~ KA

D.u<—expand. grid (x.u)#Vertice mayor derecho de cada rectangulo

D. l<—expand. grid (x.1)#Vertice menor izquierdo de cada rectangulo

#Seleccion de los rectangulos buenos y malos

contenido<—function(c,t,extricto=F){

# Simulacion de n lanzamientos aleatorios

cr<—c[—length(c)]#Juego reducido

#Primera simulacion

A<—matrix (1,nrow = length(cr),ncol=length(cr))

Alupper.tri(A)]<=0

x=F

11=NULL

for (i in 1:dim(A)[1]){

if (extricto=F){ii=rbind (ii ,(sum(t[A[i,]==1])<=c[which(A[i,]==1)[length (which
(Ali,)==1))]]) +0)

telse{ii=rbind (ii ,(sum(t[A[i,]==1])<c[which(A[i,]==1)[length (which(A[i,]==1))
11)+0)}

}

if (colSums(ii)=dim(A) [1]) {x=T}

return (cont=x) }

P<-D.u;rB<—rM<-NULL;

while (dim (P) [1] !'=0){
i<—dim (P) [1]

if (contenido(c,P[i,] ,F)){

ii<-NULL
if}(}i}!:l){for(il in 1:(dim(P)[1]=1)){if (all (P[=i,][il,]<=P[i,])){ii<—c(ii,il)

rB=rbind (+B,P[i,] ,P[ii ,])

P<P[—c(i,ii),]

telse{

for (il in 1:dim(D.u)[1]){if(all(D.u[il,]==P[i,])){j<—il;break}}
if (contenido (c¢,D.1[j,],T)){rM<—rbind (tM,P[i,])}

P<-P[—i,]}

}

buenos<—dim (rB) [1]; malos<—dim (rM) [1]

r<—rbind (rB,rM)

#Simulacion

SimulacionPuntos<—function (c,n, graf ,r,buenos,malos,1i) {

X<—NULL

for(j in 1:n){

acep<—F

z<—sample (1:dim(r)[1],1)

while (lacep){

x<-NULL

for(i in 1:(length(c)—1)){x=rbind (x,runif(1l,min=r[z,i]—1i[i],max=r[z,i]))}

if (!is.null(buenos)){if (z<=buenos|contenido(c,t(x))){acep<—T}}else{if(
contenido(c,t(x))){acep<—T}}}

X<—rbind (X, t(x))}

if (graf=T&length (c)==3){
conjuntoCore(c)
points (x=X[,1] ,y=X[,2],col="firebrick” ,pch=20)
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points
abline
abline

x=colMeans (X) [1] , y=colMeans (X) [2] , pch=19,lwd=3)

v=seq (0,c[1],1i[1]),col="dimgray” ,lwd=2)

h=seq (0,c[2],1i[2]),col="dimgray” ,lwd=2)

legend (7 topright” ,legend = c¢(”Ptos simulados” ,” Core center”) ,pch=c(20,19) ,lwd
= c(1,3),col=c(”firebrick” 1) ,1ty=c(—-1,-1))}

if (graf=T&length (c¢)==4){

library ("rgl”)

library (" plot3Drgl”)

conjuntoCore (¢)

library (7 plot3D”)

points3d (X, pch=20,col="firebrick”)

points3d (rbind (colMeans(X) ,c(0,0,0)) ,lwd=3,add=T, pch=19)

legend3d (" topright”, legend = c¢(”Ptos simulados” ,”Core center”), pch = ¢
(20,19), col = c¢(”firebrick” ,1), cex=1)}

TN o~~~

X=cbind (X, c[length (c)]—rowSums (X))
corecenter=colMeans (X)
return(list (puntos=X, corecenter=corecenter))}

p=SimulacionPuntos (c=c,n=K, graf=graph,r,buenos,malos, 1i)
CoreCenter=colMeans (p$puntos)

tiempo<—proc.time ()—tiempo

return(list (simulacion=p$puntos, corecenter=CoreCenter ,tiempo=tiempo))}

Listing 5: CCGrid.R

.8. Método de Inversion

CClInversion<—function (¢ ,K=1000,graph=F) {
tiempo<—proc. time ()

library (rootSolve)

source (”volumen.R")
conjuntoCore<—function (c¢){

library ("rgl”)

coreset3<—function (c){
vli=c[1];v2=c[2];v3=c[3];

v123=c[3]
vertices=matrix (¢ (0,0,v3,v1,0,v3—vl,vl,v2—vl,v3—v2,0,v2,v3—v2) byrow = T, ncol
=3,nrow = 4);#los vertices del core

x=c(c[1],c[1],c[1],0,0)
y=c(0,c[2]—c[1],c[2] —c[1],c[2]
plot (c(c[1],c[1]),c(0,c[2]—c[1]) ,type = 71”7 ,axes = T,main=" C_hat del juego
3 jugadores” ,xlim=c (0,c[1]) ,ylim=c(0,c[2]) ,xlab="Jugador 1”7 ,ylab="Jugador 27)
[
)

}

coresetd<—function (c){

library (" plot3Drgl”)

vli=c[1];v2=c[2];v3=c[3];vd=c[4]

vertices=matrix(c(v1,0,0,0,v2,0,0,0,v3,v1,0,v3—v1,0,v2,v3—v2,vl,v2—v1,0,vl, v2—
vl,v3—v2) ,byrow = T, ncol=3,nrow="7)
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verticesgraf=rbind (¢ (0,0,0),vertices[1,],c(0,0,0),vertices[2,],c(0,0,0),

vertices [3,],vertices [4,],vertices[1,],vertices[6,],vertices[2,],vertices
[5,],vertices [3,],vertices[4,],vertices[7,],vertices[5,],vertices[2,],
vertices [6,],vertices [7,])

open3d ()

par3d (windowRect = ¢ (500, 500, 1100, 1100))

Sys.sleep (0.1)

plot3d(verticesgraf ,type = 717 ,col="gray26” ,lwd=3,xlab = ”Jugador 1”7, ylab="
Jugador 27 ,zlab = ”Jugador 3”7, main = 7 C_hat del juego”)

}

if (length (c)==3){
jugadores=3
coreset3 (c)}

if (length (c)==4){
jugadores=4
coresetd (c)}

volume _sym<—function (x,c){
cs=c(x,c)

n = length (cs)

matriz = matrix(0,n,n)

for (k in 1:n){

matriz [k, k] = cs[k]"k/factorial (k)
for (j in 1:k—1){
matriz [k, j]=—(cs[k]—cs[j]) "(k—j+1)/factorial ((k—j+1));}}
if (n>2){for (k in 2:(n-1)){
1

matriz [((k+1):dim(matriz) [1]) ,k] = rowSums(as.matrix(matriz [(k+1):dim(matriz)
[1] ,k],ncol=1)* matriz[k—1,1:(k—=1)]);}}

V = sum(matriz[n,]) ;

return (V)

nl=length(c)—
muestra=NULL
for (i in 1:K){
u=runif(nl)
for(j in 1:nl){

i (j==1){

f<—function (x) volume_sym(x,c[2:nl])/volumen(c[l:nl])—u[l];
xl=uniroot (f,interval = c¢(0,c[1]))$root

X=x1;

}

if (j<nl&lj>1){

f<—function (x) volume_sym(x,(c[(j+1):nl]—sum(X)))/volumen(c[j:nl]—sum(X))—u[j];
xi=uniroot (f,interval = c(0,c[j]—sum(X)))$root

X=c (X, xi)

}

i (j=n1){

f<—function (x) x/volumen(c[j:nl]—sum(X))—u[nl];
xnl=uniroot (f,interval = ¢(0,c[j]-sum(X)))S$root
X=c (X,xnl)

1

muestra=rbind (muestra ,X)

}
if (graph=T&n1==2){
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#Representaciéon grafica en core_hat

conjuntoCore (c)

points (x=muestra[,1],y=muestra[,2],col="firebrick” ,pch=20)

points (x=colMeans (muestra) [1] ,y=colMeans (muestra) [2] ,pch=19,lwd=3)

legend (7 topright” ,legend = c¢(”Ptos simulados” ,” Core center”) ,pch=c(20,19),lwd =
c(1,3),col=c(” firebrick” ,1) ,lty=c(—-1,-1))

}

if (graph=T&n1==3){

library ("rgl”)

library (" plot3Drgl”)

conjuntoCore(c)

library (" plot3D”)

points3d (muestra ,pch=20,col="firebrick”)

points3d (rbind (colMeans(muestra) ,c(0,0,0)) ,lwd=3,add=T, pch=19)

legend3d (7 topright”, legend = c¢(”Ptos simulados” ,” Core center”), pch = ¢(20,19)
, col = ¢("firebrick” 1), cex=1)

}

muestra=cbind (muestra , ¢ [n1+1]—rowSums(muestra) )

corecenter=colMeans (muestra)

tiempo<—proc.time ()—tiempo

return(list (simulacion=muestra, corecenter=corecenter ,tiempo=tiempo))

}

Listing 6: CClnversion.R

.9. Método Hit-and-Run

.9.1. Problema de aeropuerto

CCHitRunSimetric<—function (¢ ,K=1e3 , grup=F) {

setwd ("C: /Users/usuario/Dropbox/Nadine/volume _approximation—master/volume _
approximation—master/cran_gen”)

library (Repp)

library (ReppEigen)

library (BH)

library (1pSolveAPTI)

library (volesti)

Py

tiempo<—proc. time ()

n<—length (c)

cr<—c[—n]#Juego reducido

ii<—which ((cr—c(cr[2:(n-1)],0))!=0)

#Matriz A

A<—matrix (1 ,nrow = length(cr),ncol=length(cr))

Alupper. tri(A)]<=0

for (i in ii){

if (i==ii[1]) {j=i —1;m=j+1

al<—matrix (0,ncol=n—1,nrow=j);al[,1:i]=cbind(rep(1,j),diag(—1,nrow=j,ncol=j))

Al=rbind (al ,A[i,]) }

if(il=ii[1]){j=i—ii [which (ii==i)—1]—1lme=c (m,j+1)

al<—matrix (0,ncol=n—1,nrow=j);al[,(i—j):i]=cbind(rep(1l,j),diag(—1,nrow=j,ncol=j
)

Al=rbind (Al,al ,A[i,]) }}
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A<—rbind (diag(—1,nrow=length (cr)) ,Al)
b<—rep (0,(n—1))

b[ii]<—cr[ii]

b<—c(rep(0,n—1),b)

P = Hpolytope$new(A,b)

points = sample_points (P,N=K)

corecenter _r=rowMeans(points)

mu=c ()

if (grup=F){for(i in 1:length(m)){if(i==1){j=1};if(i!=1){j=m[i-1]+]}
mulj:(jHm[i]—1)]=rep(sum(corecenter _r[j:(j+tm[i]—1)])/m[i],m[i])

mu[n]=c [n]—sum (mu) }
if (grup=T){for(i in 1:length(m)){if(i==1){j=1};if(i!=1){j=m[i-1]+]}
mu|i]=sum(corecenter _r[j:(j+m[i]—1)]) /m[i]

mu[length (m)+1]=c[n]—sum(corecenter _r)}
tiempo<—proc.time ()—tiempo
return (list (corecenter=mu, tiempo=tiempo ,sim=c (m,1) ,corecenter _indisp=corecenter

_r))
}

Listing 7: CCHitRunSimetric.R

.9.2. Generalizado

CCHitRun_general<—function (v,K=le3, cost=F){

setwd ("C: /Users/Nadine/Dropbox/Nadine/volume _approximation—master /volume _
approximation—master/cran_gen”)

library (Repp)

library (ReppEigen)

library (BH)

library (1pSolveAPT)

library (volesti)

library (CoopGame)

nuevo _sistema<—function (A,b,k, ef){

I=1:dim(A) [1]

A_hat=NULL

b _hat=NULL

for(j in I){

A_hat=rbind (A_hat ,A[j,—k]—rep(1,dim(A)[2] —1)*A[j,k]) #Nueva matriz A_hat x<=
b_hat sustituyendo la variable despejada

b_hat=c(b_hat ,b[j]—ef*A[]j,k])

}

return(list (A_hat=A_hat ,b_hat=b_hat))

}

Py

tiempo<—proc. time ()
n<—log2 (length (v)+1)
B=createBitMatrix (n,A=v)

B=nuevo _sistema (A=B[—length (v),—(n+1)] ,b=B[—length (v) ,(n+1)] ,k=n, ef=v[length (
v) 1)
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if (!cost){B$A_hat=B$A_hat;B$b_hat=DB$b_hat}
P = Hpolytope$new (B$SA_hat ,B$b_hat)

points = sample_points (P,N=K)
corecenter=rowMeans (points)
mu=c (corecenter ,v[length (v)]—sum(corecenter))
tiempo<—proc. time ()—tiempo
return (list (corecenter=mu, tiempo=tiempo))

}

Listing 8: CCHitRun.R
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.10. Algoritmo via voliimenes

CCLasserre<—function (c){

LL) L] INnIni IR / I /] 1]/ /] e /] e / e L1 e IR ININIRIn 1]/
1 1 1 1 1 1 v e A A 1 1 v
17T 1777 7 177 17T 77 7T 7 T IrTTrT 777777 177 7T 177 17T 77777 7 7T 17T 177

#formula laserre para n incognicas
#Recursiva hasta llegar a n=2 donde utiliza vol_red
VLasserre<—function (n,A,b){

#Nuevo sistema para una cara

#i es la fila/condicion que se satura de la matriz A, es decir a_{i}x=b_{i}

nuevo _sistema<—function (A,b,1){

k=which (A[i,] !=0) [1]#Elegimos un elemento de esa fila que no sea nulo, para
poder despejar esta variable correspondiente

I=1:dim(A) [1]

A_hat=NULL

b_hat=NULL

for(j in I[—i]){

C=A[j k] /A1 ,k]

A_hat=rbind (A_hat ,A[j,—k]—-A[i,—k]*C) #Nueva matriz A_hat x<= b_hat
sustituyendo la variable despejada

b_hat=c(b_hat ,b[j]-b[i]*C)

}

return(list (A_hat=A_hat ,b_hat=b_hat ,k=k))

}

#Elimina las filas iguales (condiciones iguales)

sistema _int<—function (A,b,1i){

inf _new<—nuevo_sistema (A,b, i)

tt=which (rowSums ((inf _new$A_hat==0)+0)<dim (inf_new$A_hat)[2]) [1]

A_int<—matrix (c(inf _new$A_hat[tt,],inf _new$b_hat[tt]) ,nrow=1)

for(j in 1l:dim(inf_new$A_hat)[1]){

t=0

for(k in 1:dim(A_int)[1]){

if (any(c(inf_new$A_hat[j,],inf_new$b_hat[j])!=A_int[k,])&&any (inf_new$A_hat[j
,11=0)) {t<—t+1}

}

if (t=dim(A_int)[1]){A_int=rbind (A_int ,c(inf _new$A_hat[j,],inf_new$b_hat[j]))
}

}

b_int=A_int [,dim(A_int) [2]]

A_int=A_int[,—dim(A_int) [2]]

return (list (A_int=A_int ,b_int=b_int ,k_int=inf _new$k))

}
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#Para sistemas de 2 incognitas
#férmula de laserre para dos incognitas
vol _red<—function (A,b){

vol=0

for (i in 1:dim(A)[1]){

if (b[i]!=0){face<—nuevo_sistema (A,b,1i)
ii=which (face$A_hat <0)

jj=which (face$A_hat>0)

vol=vol4+b[i]/abs(A[i,face$k])*max(0,min(face$b_hat[jj]/face$A_hat[jj])—max(
face$b_hat[ii]/face$A_hat[ii]))}

vol=vol/2
return (volumen=vol)

}
if (n==2){vol=vol_red(A,Db)

if (n!=2){

vol=0

for (i in 1:dim(A)[1]){

if (b[i]!=0){inf=sistema_int (A,b,i);
vol=vol4+b[i]/abs(A[i,inf$k_int])*VLasserre(n—1,inf$A_int ,inf$b_int)}
}

vol=vol/n

}

return (vol)

}

L
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#Sistema Ax<=b:

#Aeropuerto

sistema _original<—function (c){
n<—length (c)
cr<—c[—length(c)]#Juego reducido

ii<—which ((cr—c(cr[2:(n—-1)],0))!=0)

#Matriz A

A<—matrix (1,nrow = length(cr),ncol=length(cr))
Alupper. tri(A)]<—0

if (length (ii)==1){A=t (A[ii,])}

if (length(ii)>1){A=A[1ii,]}

A<—rbind (diag(—1,nrow = length(cr),ncol=length(cr)) ,A)
b<—c(rep(0,length(cr)),cr[ii])

return (list (A=A,b=b))}

tiempo <— proc.time ()

n=length (c)

inf=sistema_original (c)
Vol=VLasserre(n—1,inf$A, inf$b)

mu=c ()

for(i in 1:(n—-1)){
ci=c¢(c[l:i],c[i],c[(i+1):n])
inf_i=sistema_original (ci)
mu[i]=VLasserre(n,inf_i$A,inf_i$b)/Vol

}
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mu[n]=c[n]—sum(mu[1l:(n-1)])
tiempo <— proc.time ()—tiempo
return(list (corecenter=mu, t=tiempo))

}

Listing 9: CCLasserre.R

.11. Algoritmo via teselacion interior y a través de las caras

CCCaras<—function (c¢){

#Calculo de volumen Juego de caras Laserre
1]/ /[ / / /] / / / /

7 /r,r'/r'/// rr//,//'/'r/ s /HI’II’IH’/ T 1T r'//,/'/ T 1T
vol _caras<—function (c){

volumen=0

n0=length (c¢)—1

volumen _caras<—c ()

if (n0==0){volumen<—c}

if (n0!=0&c [1] 1=0) {

if (n0==1){

volumen<—c [1]

volumen _caras<—1

if (n0==2){volumen=c [1]*c[2] —c[1]"2/2

volumen _caras<—c(c[2]—c[1],sqrt(2)*c[1])}

if (n0!=1&&n0!=2&&n0!=0){

volumen _caras [1]<—vol_caras (c[—1]—c[1])$vol

volumen<—c [1] *volumen _caras [1]

for (i in 2:n0){

if (i!=n0){volumen_caras[i]<—sqrt(i)xvol_caras(c[l:i])$volxvol_caras(c[(i+1):(
n0+1)]—c[i])$vol

volumen<—volumen+c [i]*volumen_caras [i]/sqrt (i)}

if (i=mn0){volumen_caras[i]<—sqrt(i)*vol_caras(c[l:1])$vol

volumen<—volumen+c [i]*volumen_caras[i]/sqrt (i)}

}

volumen<—volumen /n0

13

if (n0!=08&&c[1]==0){volumen=0;volumen_caras=0}

return (list (vol=volumen , VCaras=volumen_caras) )}
ll ll/ll 7 L 7 lll T ll llll 7 L ll 7 /l ll llll 7 L ll 7 /l ll llll 7 L ll 7 +f 7 lll ll l/ll 7 I+ 7 lll T
U U 7 U 7 U U U 77 7 77 177 U 77

tiempo <— proc.time ()
n=length (¢)

if (n==1){
mu<—c

}

if (nl=1){

cr<—c[—length(c)]#Juego reducido

if (length (cr)>1){ii<—which((cr—c(cr[2:(n—-1)],0))!=0)}
if (length(cr)==1){ii<-1}

v<—vol_caras(c)

if (v§vol!=0){

Cr
Cr
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MUI-MUX—matrix (NA,nrow=(n—1) ,ncol=(n—-1)); j=1
for(i in ii){
MU1[i,1:i]=CCCaras(c[1:i])$corecenter
MU2[i,1:(n—i)]=CCCaras(c[(i+1):n]—c[i])$corecenter
}

mu=rep (0,n—1);k=1;1=1
for(j in 1:(n—-1)){
for (i in 1ii){

if (i>=j){mu[j]=
if(i<j){mufj]=

}

}

mu<—mu/ (nxv$vol)}

if (v$vol==0){mu<—-0}

mu<—c (mu, ¢ [n] —sum (mu) )

}

tiempo <— proc.time ()—tiempo

return (list (corecenter=mu, t=tiempo))

}

sqrt (i) )*v$VCaras[i]+MUL1[i,]]}
qrt (1)) *xv3VCaras[i]«MU2[i,j—i]}

—~
n o~

Listing 10: CCCaras.R

.12. Algoritmo via teselaciéon exterior

CCTeselacion<—function (c){

corecenter _tetraedro<—function (k,n){

corecenter<—c(rep(k,n))/n

return (corecenter)

}

corecenter _ui<—function (c, 1)

corecenter<— c(CCTeselamon(c
—1),corecenter _tetraedro (c

return (corecenter)

}

vol _core<—function (c){

n0<—length (c)—

if (n0==0){vol=1}

if (n0==1){vol=c[1]}

if (n0==2){vol=c[1]*c[2]—c[1]"2/2}

if (n0!=1&&n0!=28&&n0!=0) {

vol=(c[n0]"n0—(c[n0]—c[1]) "n0)/factorial (n0)

for(i in 2:(n0-1)){

vol=vol—vol_core(c[l:1])*(c[n0]—c[i]) "(n0+1—i)/factorial (n0+1—1)

}

}

return (vol)

}

vol_tetraedro<—function (k,n){vol<—k"n/factorial (n);return(vol)}

{
[1:i])$%corecenter ,rep (0,length (c)—i))+c(rep(0,i
[length (c¢)—1]—c[i],length(c)—i4+1))

ptm <— proc.time ()
n0=length (c¢)—
if (n0==0){mu=c}
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if (n0==1){mu=c(c[1]/2,c[2]—c[1]/2)}

if (n0!=0&&n0!=1){

for(i in 0:(n0-1)){

if (i==0){voli<—vol_tetraedro(c[n0],n0)

mu=corecenter _tetraedro(c[n0],n0+1)*voli}

if (i!=0){voli<—c(voli,vol_core(c[l:i])*vol_tetraedro(c[n0]—c[i],n0—i+1))
mu=mu—corecenter _ui(c,i)*voli[i+1]}

mu=mu/ (voli[l]—sum(voli[2:length(voli)]))
mu[n0+1]=mu[n0+1]+c [n0+1]—c[n0]

}

t<—proc.time () — ptm

return (list (corecenter=mu, t=t))

}

Listing 11: CCTeselacion.R
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