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Resumen

Resumen en espanol

En este trabajo realizaremos un recorrido bibliografico a través de los aspectos mdas importantes
de los Juegos Espaciales, presentados por Owen, en 1971. Para ello, entenderemos estos juegos como
una extensiéon de los Juegos Simples, o Juegos de Votacién, en la que se tiene en cuenta la posicién
ideoldgica de los jugadores, con respecto a ciertas caracteristicas que pueden ser determinantes a la
hora de tomar una decisién. La aplicaciéon mas fructifera de los Juegos Espaciales tiene lugar en un
parlamento, cuando una accién determinada se somete a votacion. En esta situacién, existen diversos
jugadores, o partidos politicos, cuyo voto tiene un peso determinado, condicionado por su ntimero de
escanos. Del mismo modo, son también conocidas las preferencias de cada partido con respecto a ciertos
temas, sobretodo aquellos especialmente importantes. A lo largo del trabajo, revisaremos los indices de
poder existentes para este tipo de juegos al tiempo que propondremos algunos nuevos. Posteriormente,
y para concluir, usaremos lo anterior con el fin de hacer un andlisis del Parlamento Vasco, tras las
elecciones autonémicas de 2016.

English abstract

In this project we will make a bibliographic tour through the most important aspects of the Spatial
Games, discovered by Owen, in 1971. We will present these games as an extension of the Simple
Games, or Voting Games, which considers the players’ ideological position according to certain decisive
characteristics so as to make a final decision. The most successful application of the Spatial Games
is developed in a parliament, when voting for an specific action. Consequently, in this context, there
are several participants, or political parties, whose vote has certain relevance or seats. Moreover, the
parties’ preferences are also known, especially on important issues. Along this essay, we will revise the
power indexes for this type of games, proposing some new ones. To sum up, we will use the previous
explanation to analyse the Basque Parliament, after 2016 regional elections.
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Capitulo 1

Juegos Simples o Juegos de
Votacién

La toma de decisiones sometidas a votacién entre un grupo de agentes juega un papel muy im-
portante en nuestra sociedad y, més particularmente, en las ciencias politicas. Por esta razén, su
modelizacién, andlisis y posterior extraccién de informacién es objeto de muchos estudios (Felsenthal
y Machover, 1998). La base de estos estudios reside en la estimacién del poder que posee cada agen-
te; para dar respuesta a este asunto, tenemos como principal herramienta la teoria de juegos y, en
particular, los llamados Juegos Simples o Juegos de Votacion.

Podriamos afirmar que estos Juegos Simples constituyen una de las aplicaciones més provechosas de
las matemadticas a las ciencias sociales. Dichos juegos, se caracterizan por un grupo finito de agentes
sometido a procesos de eleccién o toma de decisiones en los que forman coaliciones de voto, susceptibles
de ser ganadoras, es decir, de poder vencer en una votacién.

A pesar de que podemos situar el origen de los Juegos Simples en los textos de Von Neumann y
Morgenstern (1944), la realidad es que la mayorfa de los estudios posteriores se basan en la redefinicién
introducida por Shapley (1962). A continuacién, daremos tres formas diferentes de definir los Juegos
Simples o de Votacion que, a lo largo del trabajo, usaremos indistintamente segiin convenga.

Definicién 1.1 Un Juego Simple o Juego de Votacion (N,v) estd definido por un conjunto finito
de jugadores o votantes, N, y una funcion caracteristica, v : 2 — {0,1}, que cumplen:

- 0(S) € {0,1}, VS C N
s o(N)=1yv0)=0

= 0(S) <v(T),VS CT C N (monotonia).

Tal y como habiamos apuntado antes, una coalicion ganadora es un subconjunto del conjunto total
de agentes, N, autosuficiente para ganar una votacién. Es decir:

S C Nes una coalicion ganadora < v(S) = 1.

Llamaremos W al conjunto de todas las coaliciones ganadoras y W; al conjunto de coaliciones
ganadoras que contienen al jugador i. Por su parte, una coalicién serd perdedora cuando no es coalicion
ganadora.



2 CAPITULO 1. JUEGOS SIMPLES O JUEGOS DE VOTACION

Tras introducir estas nuevas nociones, estamos en condiciones de dar una segunda definicién de
Juego Simple o Juego de Votacién.

Definicién 1.2 Un Juego Simple o Juego de Votacién (N,W) estd definido por un conjunto
finito de jugadores o votantes, N, y un conjunto de coaliciones ganadoras, W C 2N . Dichas coaliciones
deberan cumplir:

s 0gW
s NeW
= 5iSeW ySCTCN, entonces T € W (monotonia).
De esta ultima propiedad de monotonia, podemos intuir otro modo de definir un Juego Simple,
mediante una dupla (N, W™). En ella, W™ denota al conjunto de coaliciones ganadoras minimales;

siendo una coalicién ganadora minimal si todo subconjunto propio es una coalicion perdedora. Es
decir:

S C N serd una coalicidn ganadora minimal si cumple que S € W y T ¢ W, VT C S.

Ademids, definiremos también un conjunto formado por las coaliciones ganadoras minimales que
contienen al jugador i, al que nos denotaremos W,™.

Como apuntdbamos antes, es la propiedad de monotonia la que nos permite obtener el conjunto de
coaliciones ganadoras minimales del conjunto de coaliciones ganadoras, y viceversa. Bastaria con hacer
las siguientes transformaciones:

Wm={SeW|T¢W,VTCS}

W={SCN|3ITCS,TecWm}

Definicién 1.3 Un Juego Simple o Juego de Votacién (N,W™) estd definido por un conjunto
finito de jugadores o votantes, N, y el conjunto de coaliciones ganadoras minimales, W™ . Dichas
coaliciones deberdn cumplir:

. )¢ W
- W £
« S¢T,V5TeWm.

Por otro lado, si un Juego Simple cumple que N\S € W, VS ¢ W, serd un Juego Simple decisivo.

Ejemplo 1.1 (Geanakoplos, 1994) Los siguientes son ejemplos de Juegos decisivos de cuatro o
menos jugadores:

- L (NW)|N = {1} y W = {{1}}.
. 2. (N,W)|N={1,2,3} y W ={{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

» 3 (VW) | N = {1,2,3,4} y W = {{1,2},{1,3},{1,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},
{1,2,3,4}}.
En los tres juegos anteriores, podemos ver que los conjuntos complementarios en N de las coalicio-

nes ganadoras son coaliciones perdedoras, ya que no pertenecen a W. Por ello, concluimos trivialmente
en que son Juegos Simples decisivos.
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Tras las definiciones anteriores cabe senalar que, para las sucesivas secciones de este trabajo, usare-
mos SG(N) (del inglés, “simple games”) para denotar el conjunto de todos los Juegos Simples definidos
sobre un conjunto de jugadores N.

1.1. El concepto de mayoria en los Juegos Simples

Seguin los votos que se precisen para llevar a cabo la accién sometida a votacion, podemos distinguir
distintas variantes de los Juegos Simples o Juegos de Votacién que clasificaremos como Juegos de
Mayoria Simple o de a-Supermayoria. Estos subtipos de Juegos Simples son, a su vez, un caso particular
de los llamados Juegos de Mayoria Ponderada, que modelan elecciones en las que un jugador puede
tener derecho a votar mas de una vez. El niimero de votos que posee un jugador sera su peso en una
votacién, que, como veremos a continuacion, sera igual a 1 para todos los jugadores de los Juegos de
Mayoria Simple y a-Supermayoria.

La utilidad méas comtn de los Juegos de Mayoria Ponderada tiene lugar en un parlamento, en el
que los distintos partidos politicos tienen un peso determinado, que se corresponde con sus escanos.
Veremos un ejemplo concreto de este uso en el Capitulo 3.

1.1.1. Juegos de Mayoria Simple

Los Juegos de Mayoria Simple sirven para modelizar procesos de eleccién en los que todos los
jugadores pueden votar el mismo nimero de veces, es decir, tienen el mismo peso. Ademas, en dicha
situacién, se requiere que sean favorables més de la mitad de los votos para que una accion se lleve a
cabo. Esto es lo que se conoce como mayoria simple de votos. Podemos definir un Juego de Mayoria
Simple como sigue.

Definicién 1.4 Un Juego de Mayoria Simple es un Juego Simple (N,v) € SG(N), en el que la
funcion caracteristica del juego, v, es v(S) =1, si [S| > &, y v(S) = 0, en otro caso; siendo S una
coalicion entre jugadores de N .

Ejemplo 1.2 En una empresa, con una plantilla de 5 personas, debe decidir sobre llevar a cabo o no
un nuevo proyecto. Se ha determinado que todos los integrantes de la plantilla tienen el mismo valor
y que, para que el proyecto salga adelante, debe de haber mds votos a favor que en contra.

Para modelizar esta situacion usaremos un Juego de Mayoria Simple (N,v) € SG(N) , en el que
N =1{1,2,3,4,5}, n=|N| =5 y la funcién caracteristica serd v(S) =1, cuando |S] > % = 2 = 2.5,
yv(S) =0, en otro caso.

La funcion v nos indica que una coalicion serd ganadora cuando tenga 3 o mds elementos. Podemos
entonces definir este Juego Simple como un juego (N, W) € SG(N), en el que N = {1,2,3,4,5} y
W ={{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2, 3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4, 5},
{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}, {1,2,3,4,5} }.

Si nos restringimos a las coaliciones de 3 elementos, obtenemos el conjunto de coaliciones gana-
doras minimales y, por consiguiente, una nueva forma de definir el Juego Simple (N,W™), siendo
N = {1,2,3,4,5) y W™ = {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4}, {1,3,5},{1,4,5},{2. 3,4}, {2,3,5},
{2,4,5},{3,4,5}}.
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1.1.2. Juegos de a-Supermayoria

Un Juego de a-Supermayoria modeliza situaciones en las que cada jugador tiene derecho a un voto
y en las que se necesita una cuota de [an| para ganar la votacién, con % <a <1 Siendo [ ]la
funcion techo entero, que asigna a cada numero real, x, el entero mas préximo mayor o igual que x.
Matematicamente, podemos decir lo siguiente.

Definicién 1.5 Un Juego Simple (N,v) € SG(N) serd un Juego de a-Supermayoria si la funcién
caracteristica del juego, v, viene dada por v(S) =1, si |S| > [an], y v(S) =0, en otro caso; siendo S
una coalicion de N.

Cuando a = 1, tenemos un caso particular de los juegos de a-Supermayoria, al que denominamos
Juego de Unanimidad. Este tipo de juegos se caracteriza por tener una sola coalicion ganadora, la
total, N; y se usa para modelar situaciones en las que hace falta consenso entre todos los jugadores
para que una accién sea llevada a cabo.

Por otro lado, observamos que si « fuese %, la definicién de juego de a-Supermayoria equivaldria a
la de Juego de Mayoria Simple; por lo que este ultimo también es un caso particular del primero.

Ejemplo 1.3 A partir del Ejemplo 1.2, hacemos una pequena variacion de la situacion. Suponemos
ahora que el jefe del proyecto que se ha de valorar determina que, por los riesgos del mismo, para que
salga adelante deberd de contar con el apoyo del 75 % de la plantilla.

Para modelizar esta situacion, usaremos un Juego Simple (N,v) € SG(N) de a-Supermayoria en

el que N = {1,2,3,4,5}, conn =|N| =5, ya = % = % Por otro lado, dado que para este juego
tenemos una cuota de [an] = [12] = [3.75] = 4, podemos definir la funcién caracteristica como sigue:

v(S)=1,V|S| >4, y v(S) =0, en otro caso.

En este ejemplo, la funcion caracteristica v nos indica que una coalicion serd ganadora cuando tenga
4 0 mds elementos. Podemos entonces definir este Juego Simple como un juego (N, W) € SG(N), sien-
do N =11,2,3,4,5} y W ={{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5},{1,2,3,4,5} }.

Si nos restringimos ahora a las coaliciones de 4 elementos, obtenemos el conjunto de coaliciones
ganadoras minimales y, por consiguiente, una nueva forma de definir el Juego Simple (N,W™), en la
que N ={1,2,3,4,5} y W™ ={{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5} }.

1.1.3. Juegos de Mayoria Ponderada

Los Juegos de Mayoria Ponderada modelan situaciones en las que cada jugador tiene derecho a
votar un determinado nimero de veces, peso del jugador; y en las que, para llevar a cabo una accién,
es necesario el acuerdo entre, al menos, un numero prefijado de jugadores, cuota.

Definicién 1.6 Un Juego de Mayoria Ponderada [§; (w1, ..., w,)] es un juego simple (N, W) en el
que cada jugador i tiene un peso que se corresponde con la componente i-ésima del vector (w1, ..., wy,),
siendo w; > 0, Vi € N. Ademds existe una cuota 0 < f < Y. yw; tal que S € W & w(S) =

Dlieswi = B

Podemos ver sin dificultad que los Juegos de Mayoria Simple y a-Supermayoria son casos particu-
lares de este tipo de juegos, en los que w; = 1, Vi € N. También se tiene que 5 = ["7*1] y 8= [an],
respectivamente, segin sea un Juego de Mayoria Simple o de a-Supermayoria.
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Ejemplo 1.4 Volviendo al Ejemplo 1.2, hacemos una pequena variacion de la situacion, ademds de
la introducida en el Ejemplo 1.2. Ahora tenemos, por un lado, que el jefe de proyectos determina que,
por los riesqos del mismo, para que este salga adelante deberd contar con un respaldo del 75 %. Por
otro lado, se ha de tener en cuenta que, en este caso, no todas las opiniones de los integrantes de la
plantilla tienen el mismo valor, si no que hay expertos en el tema cuya opinion tiene mds peso que la
de otros.

Para modelizar esta nueva situacion usaremos un Juego Simple (N, W) € SG(N) de Mayoria ponde-
rada [B; (w1, ..., wy)], en el que N = {1,2,3,4,5}, n = |N| =5 y (w1, ..., w,) = (6,5,2,4,2) serd el vec-
tor de pesos del juego. Para calcular la cuota B, utilizaremos el porcentaje de apoyo necesario, con res-

pecto a la suma de pesos; 8= [{5 oy wi] = [3(645+2+4+2)] = [14.25] = 15. Podemos definir el

conjunto de coaliciones ganadoras del juego como sigue W = {{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2, 3,5},
{1,2,3,4,5}}.

A partir de las coaliciones ganadoras obtenemos el conjunto de coaliciones ganadoras minimales vy,
por consiguiente, una nueva forma de definir el Juego Simple (N,W™), siendo N = {1,2,3,4,5} y
wm ={{1,2,4},{1,2,3,5}}.

1.2. Indices de poder para Juegos Simples

En los Juegos Simples, entendemos el poder como la repercusién que tiene el comportamiento de
un jugador en el resultado de una votacién.

Definicién 1.7 El Indice de Poder, f, es una funcién que asigna a cada Juego Simple (N, W) €
SG(N) un vector f(N,W) € R™, cuyas componentes, f;(N, W), recogen la medida del poder que posee
el jugador i en dicho juego.

Los indices de poder de Shapley-Shubik y Banzhaf-Coleman son los més conocidos en el dmbito de
los Juegos Simples. Ambos se aplican sobre el conjunto de coaliciones ganadoras del juego y, para su
calculo se echa mano de nociones importantes como las de swing y pivote.

Definicién 1.8 Un swing para el jugador i es una coalicion S C N que cumple:
=S
= SeWw
= S\{i} ¢ W.

Para un Juego Simple (N,W), denotamos con n;(N,W) al conjunto de todos los swings del
Jugador 1.

Definicién 1.9 Si consideramos:
s (N, W) un Juego Simple o de Votacion
= 7 una permutacidn de N, m € TI(N), que establece un orden estricto en el conjunto N
= PT C N el conjunto de jugadores que preceden a i en el orden establecido por T,

se tiene que i es pivote de la ordenacion 7 si se cumple que PT ¢ W y PF U {i} € W.

De esta definicién, podemos deducir que, a grandes rasgos, el pivote es el primer elemento del orden
dado que convierte una coalicién perdedora en ganadora. En este caso, denotaremos con II; (N, W) al
conjunto de permutaciones de N en las que i es pivote para el juego (N, W).
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Partiendo de estos dos conceptos, se han definido tres tipos de jugadores asociados a los Juegos
Simples. Steunenberg et al. (1999) recoge la idea de jugador nulo y, posteriormente, se define jugador
inferior y superior (Napel y Widgrén, 2000).

Definicién 1.10 En un Juego Simple (N, W) € SG(N), un jugador i es un jugador nulo si nunca
es pivote, |n;(N,W)| = 0. Dicho de otro modo, no es un jugador necesario para formar coaliciones
ganadoras, i ¢ S, VS € W™. Matemdticamente, también podemos expresarlo asi:

v(S U {i}) = v(S), VS C N\{i}.

Definicién 1.11 Sea (N, W) un Juego Simple, a un jugador i se le llama jugador inferior si 3j # i
que cumple que:

= jES, VS en(NW)

» 3T € ni(N,W) tal que i ¢ T.
Por otro lado, un jugador que no es inferior serd jugador superior.

De forma equivalente a lo anterior, si se da que n;(N, W) C n; (N, W), Vj con j # i, podemos decir
que i es un jugador inferior (Napel y Widgrén, 2000).

También se pueden probar los siguientes resultados.

Proposicion 1.1 En un Juego Simple, todo jugador nulo es jugador inferior.
Demostracion.

Sea (N,v) € SG e i € N jugador nulo, se tiene que |n;(N,v)| =0 = n;(N,v) = 0 y, trivialmente,
ni(N,v) =0 C n;(N,v), Vi,j € N. Luego i serd jugador inferior.
O

Sin embargo, el reciproco no es necesariamente cierto, lo serd sélo en juegos decisivos, es decir, que
cumplen S € W o N\S € W, VS C N (Napel y Widgrén, 2000).

Proposicion 1.2 En un Juego Simple decisivo, todo jugador inferior es jugador nulo.
Demostracion.

Suponemos que i es un jugador inferior en un Juego Simple decisivo (N, W), vamos a probar que i
es jugador nulo.

Por reduccion al absurdo, suponemos que no, es decir, n;(N,W) # 0, o lo que es lo mismo, IR €
n:(N,W) | R # 0. Dado que R € n;(N,W) y, puesto que i es jugador inferior, se tiene que 3j # 1 |
J € mi. Por otro lado, por definicién de swing, como R € n;(N, W) se tiene que:

» ReW
= R\{i} ¢ W

De lo anterior y por ser un juego decisivo, podemos deducir que N\R ¢ W y N\(R\{i}) = (N\R)U
{i} € W. Esto implica que la coalicion (N\R) U {i} € n;(N,W). Hemos llegado a una contradiccion
con el hecho de que i sea jugador inferior ya que, dado que j € R, se tiene que j ¢ (N\R) U {i}.

g
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A continuacién, procedemos a definir los indices de poder més relevantes en el estudio de los Juegos
Simples o de Votacion.

1.2.1. Indice de Shapley-Shubik

Utilizando el concepto de pivote, podemos interpretar el indice de poder de Shapley-Shubik (Shapley
y Shubik, 1954) como la probabilidad que tiene un jugador 4 de ser pivote, suponiendo una distribucién
uniforme sobre el conjunto de todas las permutaciones de N, de manera que todas sean equiprobables.

Definicién 1.12 FEl indice de poder de Shapley-Shubik para un Juego Simple (N, W) € SG(N)
es un vector f(N,W) € R™, en el que cada componente i viene dada por:

fiN, W = WL 3 W

n!
Sen;(N,W)

)

siendon = |N| y s =|S|.

Ejemplo 1.5 A continuacion, calcularemos el indice de Shapley-Shubik del Juego de Mayoria Ponde-
rada [15;6,5,2,4,2], dado en el Ejemplo 1.3. Recordemos que se trata de un juego (N, W), con:

N ={1,2,3,4,5}
W = {{17274}7 {1727 37 4}7 {]‘72’47 5}7 {]‘72737 5}7 {1727 37 47 5}}'

Calculamos, a partir de W, el conjunto de los swings de cada jugador, n;, Vi € N:

m(N, W) ={{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2,3,5},{1,2,3,4,5}}
(N, W) = {{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2,3,5},{1,2,3,4,5}}
ns(N, W) = {{1,2,3,5}}
na(N,W) = {{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5}}

775(N7 W) = {{1’ 2,3, 5}}

Tenemos entonces las siguientes componentes del indice de Shapley-Shubik:

fl(N’W):semz(z:v,W)(8_1)’!1(!n_8)! = %—FS%-F%: %+3%+%:%
fQ(N’W):sazz(z:v,W)(8_1)’1(!n_8)! = ¥+ %+%(!)!: %+3%+é:%
o — 3 Ll 4
ERTENp o N YT
pvwy =y Gonoot #E_ L3

Sens(N,W)
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que dan lugar al siguiente indice de Shapley-Shubik para el Juego Simple (N, W) € SG(N):

23 23 3 8 3
NW)= (2,22 2 2 .
J(N,W) <60’60’60’60’60>

1.2.2. Indice de Banzhaf-Coleman

La autoria del indice de Banzhaf-Coleman se atribuye conjuntamente, como el propio nombre indica,
a Banzhaf (1965) y Coleman (1971). Tomando como base el concepto de swing, podemos interpretar
dicho indice para el jugador ¢ como la probabilidad de que dicho jugador tenga un swing. Esto se
corresponde con la media aritmética de las contribuciones que dicho jugador hace a las coaliciones a
las que se puede unir.

Definicién 1.13 FElindice de poder de Banzhaf-Coleman para un Juego Simple (N, W) € SG(N)
es un vector f(N,W) € R™, en el que cada componente i viene dada por:

ni (N, W
fi(N, W) = | (n_1 I

2
siendo n = |N|.

Ejemplo 1.6 Calcularemos el indice de Banzhaf-Coleman del Juego Simple de Mayoria Ponderada
[15;6,5,2,4,2], dado en el Ejemplo 1.3. En el ejemplo anterior habiamos calculado el conjunto de los
swings de cada jugador, n;, Yi € N:

m(N,W) = {{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2,3,5},{1,2,3,4,5}}
mo(N,W) = {{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2,3,5},{1,2,3,4,5}}
n3(N, W) = {{1,2,3,5}}
na(N,W) = {{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5}}

775(N7 W) = {{17 2,3, 5}}

Apoydndonos en esto, calculamos las componentes del indice de Banzhaf-Coleman:

_mINW) 5 5

AWy = I - = 2
fz(N,W):w:%:%
fs(z\f,W):|?7:ﬂz(211f7j‘/)\:1716
f4(N,W):|774(217:77:?/)‘:1%
de,pr:%

Tenemos entonces que el indice de Banzhaf-Coleman para el Juego Simple (N, W) € SG(N) serd:

55131)

NW)=(— 2 — = —
J(N,W) <16’16’16’16’16
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1.2.3. Indice de Deegan-Packel

El indice de Deegan-Packel se basa en el concepto de coalicion ganadora minimal, y ademas, para
Deegal y Packel (1979), el tamaiio de la coalicién influye en el valor del indice.

Definicién 1.14 El indice de poder de Deegan-Packel para un Juego Simple (N,W) € SG(N)
es un vector f(N,W) € R™, en el que cada componente i viene dada por:

1 1
& 2 [E

Sew™

filN, W) =

Como podemos deducir de la definiciéon anterior, para medir el poder de cada jugador en una
votacién, el indice de Deegan-Packel toma como punto de partida tres ideas fundamentales. En pri-
mer lugar, como indicamos al principio, sélo se tienen en cuenta las coaliciones ganadoras minimales,
considerando que son las tnicas existentes. Por otro lado, se considera que todas las coaliciones per-
tenecientes a W™ son equiprobables, de ahi el factor W en la definicién del indice. Como tltima
consideracién, se tiene que los integrantes de cada coalicién se reparten los beneficios que traiga con-

sigo la cooperacién de forma equivalente, por eso dividimos entre el tamano de la coalicién S, siendo
Sewm.

Ejemplo 1.7 Volviendo de nuevo al Ejemplo 1.3, calcularemos el indice de Deegan-Packel para el Jue-
go Simple de Mayoria Ponderada [15;6,5,2,4,2] que alli se presenta. Para ello, partimos del conjunto
de coaliciones ganadoras minimales del juego:

Wm = {{17 274}7 {17 27 33 5}}7

y calculamos las componentes del indice:

1 1 1/1 1\ 17 7
NW)= —— I T P
AN, W) [Wm Z S| 2<3+4> 212 24
SEW{'L
1 1 1/1 1\ 17 7
NW)=— I N
BNW) = 2. K 2<3+4> 212 24
Sewgn
1 11 1
BINW) = — o=
Wl S 151 248
3
1 1 11 1
f4(N,W)_7m —_— = - = = =
W |S€ZW£H | 7237 6
1 1 11 1
NW)=—— 3 —=-2—_
(N, W) W] S| 24§

Sewm

que dan lugar al siguiente indice de Deegan-Packel para el Juego Simple (N,W) € SG(N):

T 7T 111

f(va): <247247876a8>'
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1.2.4. Indice del Bien Ptblico

El indice del Bien Publico (Holler, 1982) también estd basado en el concepto de coalicidn ganadora
minimal y, mas concretamente, se apoya en el conjunto de coaliciones ganadoras minimales que con-
tienen a un determinado jugador ¢, W,™. A diferencia del indice anterior, este indice no tiene en cuenta
el tamano de las coaliciones, sino simplemente el niimero de ellas.

Definicién 1.15 El indice de poder del Bien Publico para un Juego Simple (N, W) € SG(N) es
un vector f(N,W) € R™, en el que cada componente i viene dada por:

W
ZjGN Iij|

De la definicién anterior podemos extraer dos ideas fundamentales: el poder de cada jugador en una
votacion sélo depende de las coaliciones ganadoras minimales, aunque en este caso las no minimales
también son susceptibles de formarse. Por otro lado, al igual que en el indice de Deegan-Packel, en el
indice del Bien Publico consideramos equiprobables todas las coaliciones pertenecientes a W™, por eso

RT 1
multiplicamos por =7
P LA SPm

filN, W) =

Ejemplo 1.8 Volvemos otra vez al Ejemplo 1.3 y calculamos el indice del Bien Publico para el Juego
Simple de Mayoria Ponderada [15;6,5,2,4,2] que alli se presenta. Teniamos el siguiente conjunto de
coaliciones ganadoras minimales,

w™ ={{1,2,4},{1,2,3,5}},

a partir del cual, calculamos las componentes del indice de Holler o del Bien Publico:

Wi
fl(N’W)_ZjeI?v/lWVﬂ_i
[W3"|
fo(N, W) = Zj:\ﬁwjﬂ _ %
MMm:azﬁm:;
POV = S = 2

w1
f5(N, W) = — = .
Djen WM T
En definitiva, el indice del Bien Piblico para el Juego Simple (N, W) € SG(N) serd:

22111
f(N7W)_<777a77757>

1.3. Caracterizacion de los indices de poder

A parte de las interpretaciones dadas para los distintos indices de poder, es interesante presentar
un conjunto de propiedades que sirvan para caracterizar inequivocamente cada indice de poder.

A lo largo de esta seccion, definiremos una serie de propiedades que seran la base de las caracteri-
zaciones de los indices que proporcionaremos al final de este apartado.
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Sin embargo, para introducir dichas propiedades, serd necesario definir una serie de conceptos previos,
en los que nos vamos a apoyar.

Definicién 1.16 En un Juego Simple (N,W) € SG(N), dos jugadores i,j € N son jugadores
simétricos si:

W(SU{i}) = o(S U {7}, Y8 € M\{i,j}.
Definicién 1.17 Sean (N,v), (N,w) € SG(N) Juegos Simples, para los cuales W™ (N,v) y W™ (N, w

son, respectivamente, sus conjuntos de coaliciones ganadoras minimales. Se tiene que (N,v) y (N, w)
son juegos fusionables si:

SE¢T yT S, para cualquier par de coaliciones S € W™(N,v) y T € W™ (N, w).

Definicién 1.18 Sean (N,v),(N,w) € SG(N), podemos definir los Juegos Simples (N,v A w) y
(N,vVw) a partir de sus funciones caracteristicas. Estas son, respectivamente, las que se muestran a
continuacion. Para todo S C N:

1, si v(S)=1yw(S)=1
(v Aw)(S) = min{v(S),w(S)} =

0, si v(S)=0o0w(S)=0

1, si v(S)=1ow(S) =1

(v v w)(8) = maz{v(S), w(S)} =

0, si v(S) =0yw(S)=0

Llegados a este punto, ya estamos en condiciones de incluir una serie de propiedades que nos serviran
para caracterizar los indices definidos en la seccién anterior.

1. Simetria, SIM. Un indice de poder f : SG(N) — R™ serd simétrico si, para todo juego
(N,v) € SG(N), se tiene que:

fi(N,v) = f;(N,v), Vi,j € N jugadores simétricos.

2. Jugador nulo, JN. Un indice de poder f : SG(N) — R™ satisfara la propiedad de jugador nulo
si, para todo juego (N,v) € SG(N) y todo i € N que sea jugador nulo en (IV,v), se tiene que:

fi(N,’U) = 0

3. Eficiencia, EFI. Un indice de poder f : SG(N) — R"™ serd eficiente si, para todo juego
(N,v) € SG(N), se tiene que:
> fi(N,v) =v(N) =1,

i=1
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4. Poder total, PT. Un indice de poder f: SG(N) — R™ verifica la propiedad de poder total si,
para todo juego (N,v) € SG(N), se tiene que el poder total de los jugadores es la suma de las medias
de las contribuciones marginales de todos los jugadores. Mateméticamente, lo expresamos asi:

Zszv ZMZ > S Ui —u(S)

i=1 SCN\{i}

5. Transferencia o aditividad para Juegos Simples, TR. Un indice de poder f : SG(N) — R"
satisface la propiedad de transferencia si, para todo par de juegos (N,v),(N,w) € SG(N), se tiene
que:

f(N,U) +f(Naw) = f(N,v/\w) +f(va\/w)a

siendo (N,v Aw) y (N,v V w) los Juegos Simples que se recogen en la Definicion 1.18.
6. Fusién, FUS. Un indice de poder f : SG(N) — R™ verifica la propiedad de fusién si, para todo
par de juegos (N,v), (N, w) € SG(N) fusionables, se tiene:

(W™ (N, v)[f(N,0) + [W™(N,w)|f(N,w)
[Wm(N,vVw)| ’

f(N;oVw) =

siendo W™ (N, v), W™(N,w) y W™(N,vVw) los conjuntos de coaliciones ganadoras minimales de los
juegos (N,v), (N,w) y (N,vV w), respectivamente.

7. PGI-Fusién, PGI-FUS. Un indice de poder f : SG(N) — R™ satisface la propiedad de PGI-
Fusién si, para todo par de juegos (N, v), (N, w) € SG(N) fusionables, se cumple que:

ZiEN W™ (N, )| ZieN W™ (N, w)|

f(N,vVw) = — —
( )= S (N oV W) S WP, 0V )]

f(N,v) +

[N, w),

siendo W/™(N,v), W™(N,w) y W™(N,v V w) los conjuntos de coaliciones ganadoras minimales que
contienen al jugador i para los juegos (N,v), (N,w) y (IN,v V w), respectivamente.

8. Monotonia minimal, MM. Un indice de poder f : SG(IN) — R™ verifica la propiedad de
monotonfa minimal si, para todo par de juegos (N,v), (N,w) € SG(N), se tiene:

fi(N,w)[W™(N,w)| > fi(N,v)|[W™(N,v)|, Vi € N | W (N,v) C W/(N,w).

9. PGI-Monotonia minimal, PGI-MM. Un indice de poder f : SG(N) — R™ verifica la pro-
piedad de PGI-Monotonia minimal si, para todo par de juegos (N, v), (N,w) € SG(N), se tiene:

Fi(Nw) Y WM (N w)| = fi(N,0) Y [WH(N, )|, Wi € N | W (N, 0) € W™ (N, w).
JEN JEN

A partir de estas nueve propiedades, podemos aportar a los indices de la Seccidn 1.2 una serie de
caracteristicas que los distingan de los demds. A pesar de que todos ellos cumplen las propiedades de
jugador nulo y simetria, existen otras que diferencian a unos de otros.

Teorema 1.1 (Dubey, 1975) El indice de Shapley-Shubik es el dnico indice de poder
f:SG(N) — R" que satisface las propiedades de TR, JN, SIM y EFI.

Teorema 1.2 (Dubey y Shapley, 1979) El indice de Banzhaf-Coleman es el inico indice de poder
f:SG(N) — R" que satisface las propiedades de TR, JN, SIM y PT.
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De lo anterior, podemos observar que la propiedad de transferencia, o aditividad sobre Juegos Sim-
ples, se verifica tanto para el indice de Shapley-Shubik como para el de Banzhaf-Coleman. La diferencia
reside en que solo el indice de Shapley-Shubik es eficiente; mientras que el indice de Banzhaf-Coleman
verifica la propiedad de poder total, mutuamente excluyente con la anterior, por la propia definicién
de ambas.

Por otra parte, los indices de Deegan-Packel y del Bien Publico no cumplen la propiedad de transfe-
rencia, pero si otras nuevas. El siguiente contraejemplo demuestra céomo los indices de Deegan-Packel
y Bien Publico no verifican la propiedad de transferencia.

Ejemplo 1.9 Sean los juegos (N, v),(N,w) € SG(N), siendo N = {1,2,3} el conjunto total de juga-
dores y W™(N,v) = {{1,2},{2,3}} y W™ (N, w) = {{1, 3}} los conjuntos de coaliciones ganadoras mi-
nimales. A partir de estos juegos, podemos obtener los Juegos Simples (N, vVw) y (N,vAw), cuyas coa-
liciones ganadoras minimales son W™ (N,vVw) = {{1,2},{1,3},{2,3}} y W™(N,vAw) = {{1,2,3}},
respectivamente.

Los indices de Deegan-Packel y del Bien publico para los juegos anteriores coinciden y son f(N,v) =
(1/4,1/2,1/4), f(N,w) = (1/2,0,1/2) y f(N,vVw) = f(N,v Aw) = (1/3,1/3,1/3).

Tenemos entonces que estos indices no verifican las propiedades de transferencia, ya que: f(N,v)+
f(N,w) =(3/4,1/2,3/4) # (2/3,2/3,2/3) = f(N,v Aw) + f(N,vV w).

A continuacion, propondremos dos formas distintas de caracterizar el indice de Deegan-Packel. Tras
probar que la propiedad de transferencia no se verifica para este indice, veremos si cumple las demas
propiedades del indice de Shapley-Shubik.

Teorema 1.3 (Deegan y Packel, 1979) El indice de Deegan-Packel es el tnico indice de poder
f:SG(N) — R" que satisface las propiedades de FUS, JN, SIM y EFI.

Teorema 1.4 (Alonso-Meijide, 2002) El indice de Deegan-Packel es el inico indice de poder f :
SG(N) — R™ que satisface las propiedades de MM, JN, SIM y EFI.

Tenemos, en este caso, dos propiedades que diferencian a este indice del de Shapley-Shubik. A
continuacion, incluimos un ejemplo que muestra como el indice de Shapley-Shubik no verifica las
propiedades de monotonia minimal.

Ejemplo 1.10 Sean (N,v),(N,w) € SG(N) Juegos Simples, en los que N = {1,2,3} el conjunto
total de jugadores y W™(N,v) = {{1,2}} y W™(N,w) = {{1,2},{2,3}} los conjuntos de coaliciones
ganadoras minimales.

Para i =1 € N, se tiene que W{*(N,v) = {{1,2}} C {{1,2}} = W{™"(N,w). Por lo que no se
cumplird la propiedad de MM para el indice de Shapley-Shubik, f, ya que se tiene que:

AN, W)W (N, w)] = 5 # 5 = fi(N,0) W (N, )

Por tdltimo, daremos dos formas de singularizar el indice del Bien Publico. Se basan en las propie-
dades de PGI-Fusién y PGI-Monotonia minimal, respectivamente.

Teorema 1.5 (Holler y Packel, 1983) El indice del Bien Publico es el tnico indice de poder
f:SG(N) — R™ que satisface las propiedades de PGI-FUS, JN, SIM y EFI.

Teorema 1.6 (Alonso-Meijide et al., 2008) El indice del Bien Piblico es el inico indice de poder
f:SG(N) — R" que satisface las propiedades de PGI-MM, JN, SIM y EFI.
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Capitulo 2

Juegos Espaciales

Un Juego Espacial es una extension del modelo de Juego Simple, que nace de la necesidad de
modelizar las distintas posiciones ideolégicas de los jugadores en cualquier proceso de toma de decisién
(Owen, 1971). Estas posiciones marcan la preferencia que tiene el jugador con respecto a un tema
determinado y, como cabe esperar, esto tiene una importante repercusion sobre los resultados de los
indices obtenidos para Juegos Simples, en los que existe una nula influencia ideolégica.

Un Juego Espacial estd formado por un Juego Simple (N, W) y una coleccién de n = |N| puntos
distribuidos en el espacio, R™. Las m coordenadas de dichos puntos asignan a cada jugador una posicién
ideolégica con respecto a m variables previamente seleccionadas.

Definicién 2.1 Un Juego Espacial m-dimensional es una terna (N,W,{Q?};cn) en la que:

= (N, W) es un Juego Simple o de Votacidn
s Q7 €R™, Vj €N, siendo:

e R™ el espacio ideoldgico con respecto a m variables

o )7, el punto que representa la situacion ideoldgica para el jugador j dentro del espacio
ideoldgico R™

= QA QF,Vj#k conjkeN.

Los Juegos Espaciales son también juegos de votacién en los que los N agentes deciden acerca de
llevar a cabo o no una determinada accién. Es ficil imaginarse que, si situamos dicha accién en el
espacio ideoldgico del juego R™, es mas probable que un jugador i vote a favor de la misma cuanto
més cerca este su situacién ideoldgica ideal, Q?, de la situacién ideolégica de la accién; pues méas de
acuerdo estard con su ejecucion.

Un caso particular de estos juegos es el de los Juegos Espaciales con Espectro que se corresponden
con el caso unidimensional, m=1. En él, a diferencia del resto, no se tendrd en cuenta la distancia
entre los puntos ideales de los jugadores, sino simplemente la ordenacién de los mismos a lo largo de
un espectro. En los Juegos Espaciales con Espectro basta con una permutacién de los elementos de N
para definir la posicién ideolégica de los jugadores. En esta situacién, es facil intuir que dos agentes
con preferencias parecidas estaran de acuerdo en muchas cuestiones y, por tanto, seran mas frecuentes
las ordenaciones en las que aparezcan proximos.

15
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2.1. Indices de poder para Juegos Espaciales

Una pieza clave de los Juegos Espaciales es la consideracién de la ideologia de los jugadores a la
hora de medir el poder que tiene cada uno; entendiendo poder como su capacidad para influir en el
resultado de una votacién. Como veremos a continuacién, existen grandes diferencias entre este poder
y el que tendria en un Juego Simple (Napel y Widgrén, 2001).

Por otro lado, mientras que en los Juegos Simples definfamos una ordenacién de los jugadores me-
diante permutaciones de N equiprobables, en este tipo de juegos no podemos hacer esta consideracion.
Se debe a que la ideologia politica de cada jugador hace que unas permutaciones sean mas probables
que otras. La idea es modificar tanto los indices de los Juegos Simples como considera la geometria de
los puntos Q7. Para ello, nos basamos en cuatro ideas fundamentales que, partiendo de dicha geometria,
asignan a las distintas permutaciones de N una probabilidad particular:

1. Si @’y Q! estn cerca, las permutaciones en las que los jugadores j y t estén cerca deberdn ser
mas probables que en las que estén apartados. Esto se debe a que la proximidad de sus puntos ideales
hace que ambos jugadores estén de acuerdo en muchas cuestiones.

2. Las probabilidades deberan de ser invariante ante movimientos rigidos de la configuracién de
puntos ideales. Garantizando asi, el ser consecuentes en la asignacion de probabilidades a permutaciones
en las que conservan las distancias entre puntos.

3. Las probabilidades deberan de ser, por lo general, funciones continuas sobre los puntos ideales.
Excepto cuando las coincidencias entre ellos ocasionen discontinuidades. No obstante, tal y como hemos
asumido en la ultima condicién dada para definir Juego Espacial, esto no nos influye.

4. Si dos puntos ideales, Q7 y Q!, coinciden el resultado final deberia ser como si fuesen el mismo
jugador. Podemos obviar esta condicién si asumimos la suposicién inicial de que Q7 # Q*, Vj # k con
j,keN.

En definitiva, apoydndonos en lo anterior buscaremos distintas maneras de adaptar los indices de
poder que habfamos establecido para Juegos Simples, (N, W) € SG(N), al caso de Juegos Espaciales,

(N, W, {@}jen)-

Empezaremos introduciendo dos indices de poder clasicos para este tipo de juegos que surgen como
modificaciones del indice Shapley-Shubik, dado para Juegos Simples. Seguidamente, nos centraremos
en otros dos indices que seran mas manejables computacionalmente hablando, los denotaremos indice
distancia y valor espectro. Para concluir esta revisién, propondremos dos nuevos posibles indices de
poder para Juegos Espaciales. Estos seran una adaptacion de los indices de Deegan-Packel y Bien
Publico, dados en el Capitulo 1, a las caracteristicas propias de un Juego Espacial.

2.1.1. Indices clasicos

Dos de los indices clasicos mas conocidos nacen como una extensiéon del indice de Shapley-Shubik a
los Juegos Espaciales y reciben el nombre de indice de Owen (Owen, 1971) e indice de Owen-Shapley
(Owen y Shapley, 1989). A este ultimo se le atribuye una autoria conjunta tras la previa revisién
realizada por Shapley (1977) del indice de Owen.
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Antes de proceder a la definicién del indice de Owen debemos presentar primero lo que denotaremos
como B, que sera la bola cerrada con el radio minimo que contenga a los puntos ideales de todos los
jugadores, {Qj}jeN C B. De este modo, podremos calcular la distancia desde un punto de B a
cualquiera de los puntos ideales. Esto induce una permutacién en la que ordenamos los elementos de
N segun aumente la distancia a un punto previamente fijado de B.

Definicién 2.2 El indice de Owen para un Juego Espacial (N,W,{Q’};en) es un vector
FIN, W, {Q7}jen) € R", en el que cada componente i viene dada por:

A(4;)
AB)’

donde X\ es la medida de Lebesque y A; es el conjunto de puntos de B que inducen una permutacion en
la que 1 es el pivote.

[N W AQ Y jen) =

Por otro lado, para definir el indice de Owen-Shapley daremos previamente el concepto de esfera
unidad de R™, que se corresponderd con el conjunto S}, = {u € R™ | 3" u? = 1}. De un modo
similar al anterior, podemos calcular la direccién desde un punto de la esfera a cualquiera de los puntos
ideales. Esto induce una permutacién en la que ordenamos los elementos de N de manera ascendente,
segun el resultado de calcular el producto escalar del punto ideal del jugador por un punto previamente
fijado de S. Es decir, para un determinado u € S}, elaboraremos una ordenacién de los jugadores de
N de manera que j preceda a k si, y solo si, >_i" u; Q7 < Y7 w;QF.

Definicién 2.3 El indice de Owen-Shapley para un Juego Espacial (N,W,{Q7};en) es un vector
F(N,W, {Qj}jeN) € R", en el que cada componente ¢ viene dada por:

A(Bi)

A(Sh)

donde X es la medida de Lebesque y B; es el conjunto de puntos de S} que inducen una permutacion
en la que i es pivote.

fl(N7 W» {Qj}jEN) =

De las definiciones anteriores, podemos intuir que la principal diferencia entre ambos indices reside en
que mientras que el primero es sensible a las distancias, el segundo depende de las direcciones. También
observamos que la principal desventaja de ambos es que tienen un cdlculo muy costoso, principalmente
el indice de Owen, que es muy complicado hasta en problemas de dimensiones pequenas. Sin embargo,
en este tipo de problemas podriamos considerar viable usar el de Owen-Shapley.

Caracterizacion del indice de Owen-Shapley

Al igual que hicimos para los indices de poder de Juegos Simples, seria interesante dar una carac-
terizacién propia de cada indice de poder espacial, que lo diferencie de los demas. En 2017, Peters y
Zarzuelo caracterizan el indice de Owen-Shapley tal y como se recoge en el teorema que incluimos a
continuacion, basado en las propiedades que siguen:

= Igual poder de cambio, IPC. Sean (N,0,{Q7}jen), (N, V', {Q }jen), (N,w,{Q }jen) ¥y
(N,w',{Q7};en) cuatro Juegos Espaciales sobre el conjunto de jugadores N. Se tiene que si
v—1v =w—w >0, entonces:

f(N7U’ {Qj}jEN) - f(N7 UI’ {Qj}jEN) = f(N7w7 {Qj}jEN) - f<N7 wlv {Qj}jGN)'

» Jugador nulo, JN. Para todo juego espacial (N,v,{Q7};cn) v todo jugador i € N que sea
jugador nulo, se tiene que:

fj(vav {Qj}jEN) = fj(N\{i}vv*ia {QJ}]EN\{v})’ VJ € N\{Z}7
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siendo v_; la funcién caracteristica v restringida al conjunto N\{i} y siendo ¢ jugador nulo en
un Juego Espacial si lo es en el Juego Simple asociado (N, v); es decir, si cumple la Definicion
1.10.

» Anonimato, AN Para todo juego espacial (N,v,{Q7};en) y toda funcién inyectiva
A: N — N, se cumple que:

f)\(i)()‘(N)vvv {Qj}jEN) = fi(vav {Qj}jeN), Vi€ N.

» Invariante por reflexién, IR Para todo juego espacial (N,v,{Q’};en) y todo movimiento
lineal sobre los puntos {Q7};en, Y({Q7};en). Se tiene que:

f(N7Uv {Qj}jEN) = f(N7v7T({Qj}j€N))'

» Invarianza posicional, IP Sean (N,v,{Q’};en) v (N,v,{Q"”};en) dos Juegos Espaciales ba-
sados en el mismo Juego Simple (N, v), pero con distinto espacio ideolégico. Si Q" = Q% y Q"
pertenece a la linea que une el punto Q' con @7, Vj € N\{i}, se cumple que:

fi(Nava {QJ}JEN) = fi(Nava {Qlj}jGN)'

Teorema 2.1 (Peters y Zarzuelo, 2017) El indice de Owen-Shapley es el inico indice de poder
espacial que satisface las propiedades de IPC, JN, AN, IR e IP.

2.1.2. Indice distancia

El indice distancia (Alonso-Meijide et al., 2011) nace como otra variacién del indice de Shapley-
Shubik, basada en la idea de que la probabilidad de una permutacién depende de la distancia entre
los puntos ideales de los jugadores que considera el orden de la permutacién. Para expresar esto
matematicamente, presentamos el concepto de longitud de la permutacién 7 : N — N para el Juego
Espacial (N, W,{Q’};en); que denotaremos con I(r). Dicha longitud serd la suma de los segmentos

Q™M Q™) [Q™®), Q™G] ..., [Q"™= D, Q™(™] que determina la permutacién 7:
n—1 m ) ) 2
(e (241
Um) = Z(Qj()_QjH)) -
i=1 \ j=1

Podemos imaginar facilmente que cuanto méas larga sea la longitud de una permutacion, més lejos
estaran los puntos ideales entre jugadores contiguos en el orden establecido y, por lo tanto, menos
probable serd que cooperen y se dé dicha permutacién. En esta idea reside el indice distancia, que
considera que la probabilidad de cada permutacién es inversamente proporcional a su longitud.

Definicién 2.4 El indice distancia para un Juego Espacial (N,W,{Q’};en) es un wvector
F(N,W,{Q%}jen) € R", en el que cada componente i viene dada por:

) b))
[ilN, W AQ" }jen) =

Cabe destacar que, computacionalmente, el indice distancia es mucho més ventajoso que los indices
anteriores.

Propiedades del indice distancia

El indice distancia cumple importantes propiedades que lo diferencian de los indices anteriores.
Segtin recoge Alonso-Meijide et al. (2011) en su estudio de este nuevo indice de poder espacial, se
puede probar que el indice distancia cumple estas dos propiedades que se muestran a continuacién. Sin
embargo, apunta también que existen otros indices de poder espacial que las cumplen, por lo que no
conforman una caracterizacion distintiva para indice distancia. La elaboracién de esta, a partir de las
dos propiedades que se muestran, podria ser una tarea interesante para estudios futuros.
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= Propiedad 1.

Para introducir esta propiedad vamos a recordar el concepto de jugador nulo, introducido en el
Capitulo 1. Para un Juego Simple (N, W) un jugador ¢ es un jugador nulo sii ¢ S VS € W™, es
decir, si no es necesario para formar coaliciones ganadoras. En los Juegos Simples, o de Votacién,
a estos jugadores no se le atribuye ningiin poder sobre el resultado de una votacién y a los demas
si. Cabe esperar que en Juegos Espaciales, los jugadores nulos sigan sin tener ningin poder ya
que solamente hemos anadido puntos ideales al modelo de Juego Simple. Al mismo tiempo, los
jugadores no nulos veran su indice de poder modificado en funcién de la ideologia del jugador. La
primera propiedad nos dice que esto es cierto en el indice distancia y, matematicamente, podemos
expresarla como sigue:

Proposicién 2.1 Sea (N, W,{Q’};en) un Juego Espacial, para todo i € N se tiene que:

fi(N,W,{Q’}jen) = 0 < i es jugador nulo en el Juego Simple (N, W).

Para demostrar esta propiedad, basta con ver que si i es jugador nulo en (N, W) entonces
. po . 1
IL(N,W) = 0 y, por tanto, f;(N,W,{Q7}jen) = =G — () ya que el numerador es

Yremm) z(l7r)
nulo.

= Propiedad 2.

Esta propiedad tiene que ver con la simetria de los puntos ideales de los jugadores en el espacio
ideoldgico del juego. Por este motivo, antes de enunciar la propiedad explicaremos a que jugadores
nos referimos cuando hablamos de espacialmente simétricos. Dicho concepto se apoya en la previa
construccién, para cada ¢ € N, de una particién de II;(N, W), que recordemos, es el conjunto de
permutaciones en las que el jugador ¢ es pivote.

Tomamos un i € N y, utilizando la longitud de los elementos de II;(N, W), construimos la
particién como sigue:

1. Parar=0,
(N, W) =TI9(N, W) = 0.

2. Para 7 > 1 donde IL;(N, W)\ Ur_j TIE(N, W) # 0,

r—1 r—1
I} (N, W) = {m € I(N, W)\ | IE(N, W) tal que I(m) < I(7) V& € IL;(N, W)\ | TIF (N, W)}
k=0 k=0

Siguiendo estas dos normas de construccién podemos ver que existe un r; € N para el que
IL(N,W) =3 | IIY(N,W) y que se cumple que

e II}(N,W) contienen a todas las permutaciones de distancia minima en las que i es pivote.

o II'" (N, W) contienen a todas las permutaciones de distancia méxima en las que 7 es pivote.

o 1,7 e IN(N,W) < l(m) =I(7), para todo i € Ny r € {1,...r;}.

Definicién 2.5 Sea (N,W,{Q?};en) un Juego Espacial m-dimensional, diremos que dos juga-
dores, p,q € N, son espacialmente simétricos si, y solo si, r, =14 y para v € {1,...,1p} se
cumple:
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o [I(N,W)| = [T (N, W)
e [(m) = I(7) para todo 7 € I (N, W) y 7 € I[L (N, W).

De algin modo, podemos intuir de la definicién anterior, que los jugadores espacialmente simétri-
cos son intercambiables y, por lo tanto, deberian de tener el mismo poder. Esta es la base de la
propiedad de simetria espacial que cumple el indice distancia.

Proposicién 2.2 Sea (N, W,{Q’};en) un juego espacial, se tiene que:

Sip,q € N son jugadores espacialmente simétricos del juego = f,(N, W, {Qj}jeN) = fo(N, W, {Qj}jeN).

Podemos probar esta propiedad sin més que tomar, para cada r € {1,...,r,}, un 71" € H;(N, W)
y 7" € Il (N, W); de modo que

vy DN, vy TN,
P e D D ey v e ,
= T = f(N,WAQ Y jen).

ZTA’GH(N) () Z‘ITEH(N) I(m)

fp(Na W, {Qj}jGN) =

2.1.3. Valor espectro

Para el caso unidimensional de los Juegos Espaciales, m=1, tenemos un indice particular de na-
turaleza asimétrica en el que la posicion del jugador en el espectro juega un papel fundamental, nos
referiremos a dicho indice como valor del espectro (Alvarez-Mozos et al., 2013).

Antes de definirlo, es conveniente introducir una serie de conceptos previos que manejaremos poste-
riormente. En los Juegos Espaciales con Espectro sélo nos interesa la forma en la que estan ordenados
los puntos ideales {Q’ }jen, pertenecientes al espacio ideolégico unidimensional R, sin influir la dis-
tancia entre ellos. De este modo, bastard con dar un orden total estricto < sobre los elementos de N
para definir los puntos ideales de los jugadores.

Definicién 2.6 Para toda biyeccion o : N — {1,...,|N| = n}, podemos definir un orden estricto <
sobre los elementos de N. De manera que, para todo i,j € N, se tiene que:

i =7 j <= 0o(i) <a(y).

Apoyandonos en este orden, definimos dos conjuntos importantes para la comprension del valor
espectro. Los llamaremos conjunto de coaliciones conexas con respecto a <7, C’<U(N), y conjunto de
permutaciones admisibles con respecto a <%, TI=" (N, W). Dénde:

Definicién 2.7 Podemos decir que S C N es una coalicion conera con respecto a <° si, para
todo i,j € S, se cumple que:
1<k=<7j=kesS.

Dado esto, podemos afirmar que todo S € C="(N), con |S| > 1, tiene dos jugadores extremos y
otros que estardn entre ambos. Si llamamos minimo de S al jugador i € N que cumple que i <7 k,
Vk € S\{i} y lamamos méximo de S al jugador j € N que verifica k <7 j, Vk € S\{j}; ¢ y j serén los
jugadores extremos de la coalicién S. Esto nos facilita otra manera de denotar una coalicién conexa:
S = [i...j].

Definicién 2.8 Una permutacion «m € II(N, W) es una permutacion admisible con respecto a
<7 si el congunto de predecesores de i segin la permutacion m, PT = {j € N | n(j) < 7(i)}, es una
coalicion conexa con respecto a <%, Vi € N.
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Tras la revision de los conceptos anteriores, estamos en condiciones de definir el indice de poder:

Definicién 2.9 El wvalor espectro para wun Juego FEspacial (N,W,<°) es un wvector
F(N, W, <) € R, en el que cada componente i viene dada por:

_ WL w))

fl(NaVVv<g) gn—1 ’

siendo Hfg(N, W), el conjunto de permutaciones admisibles con respecto a <% en las que i es pivote
y 2"t = [N, W)

De la definicién anterior podemos extraer dos ideas fundamentales. En los juegos de a-Supermayoria
se tiene que el poder crece hacia los extremos del espectro, mientras que, en los juegos de mayoria
simple, la mayor parte del poder se concentra en los jugadores mas moderados, que no ocupan ni el
centro ni los extremos del espectro. A continuacién explicaremos con detalle esta variacién y, para
ello, presentaremos previamente los conceptos de derecha e izquierda moderada y de extrema derecha
e izquierda.

Para empezar, vamos a presentar dos funciones que nos serdn de utilidad: [ ]y | |. La primera
se trata de la funcidn techo entero, definida anteriormente en la Seccidon 1.1.2. La segunda, | |, es la
funcion suelo entero o parte entera, que asigna a todo numero real, x, el entero méas préximo menor o
igual que x. Ahora bien, si suponemos el conjunto N con sus elementos renombrados segtin establece
el orden del espectro del Juego Espacial, se tiene lo siguiente:

= un jugador ¢ pertenece a la izquierda moderada si i € {LMy, LM>}, siendo

e para n par: LM, = [4]y LM = | 3] +1,
e para n impar: LM; = [ y LM, = |22 | + 1,

= un jugador ¢ pertenece a la derecha moderada si ¢ € {RM;, RM>}, siendo

e paran par: RM; = [3*] y RM, = [3] +1,
e para n impar: RM; = f% (n+1)] y RMy = Li (n+1)]+1;

= un jugador i pertenece al conjunto A} si su distancia al extremo izquierdo del espectro es mayor
o igual que k, AL = [k +1,...,n] > k;

= un jugador ¢ pertenece al conjunto Aj, si su distancia al extremo derecho del espectro es mayor
oigual que k, AL =[1,....,n — k] > k.

Idea 1. Sea (N,W,{Q}jcn) un Juego Espacial 1-dimensional de Mayorfa Simple. En una votacién el
poder de los jugadores varfa de forma estrictamente creciente en los intervalos [1, LM1] y [| 5| +1, RM;]
y decrece, también estrictamente, en [LMo, [§]] y [RM2, n]. Concentrdndose, de este modo, el mayor
poder en los jugadores moderados de izquierda y derecha (LM, LMy, RMy y RMo5).

Idea 2. Sea (N,W,{Q’};cn) un Juego Espacial 1-dimensional de a-Supermayorfa, con cuota [an].
Cuando la zona nula, N\ A, UAfcfp es no vacia, esta formada por los jugadores centrales del espectro
que tendran poder nulo. Mientras tanto, los jugadores con més poder se situaran entre los extremos
del espectro y los extremos de la zona nula.

En el caso particular de los juegos de unanimidad, a = 1, todo el poder se reparte equitativamente
entre los jugadores extremos del espectro, 1/2 cada uno. Los demds jugadores tendran poder nulo.
Una interpretacién de este hecho es la que sigue a continuacién. Ya que en los juegos de unanimidad
s6lo hay una coalicién ganadora, que es la total, es importante que los jugadores extremos del espectro
estén interesados en cooperar; esto les da un poder extra que podemos pensar como un poder de veto.
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Caracterizacion del valor espectro

En este apartado estudiaremos una forma de caracterizar de manera tnica el valor espectro. Dicha
caracterizacién (Alvarez-Mozos et al., 2013) se basa en las propiedades que definiremos a continuacién.
No obstante, vamos a definir previamente una serie de conceptos que seran necesarios.

Definicién 2.10 Sea un Juego Espacial (N, W, <), diremos que el gemelo inverso con respecto
a <7 de un jugador i € N, serd el jugador j =n+1—1.

Definicién 2.11 Sea un Juego Espacial (N, W, <) y .S C N una coalicién. Diremos que la coalicién
inversa con respecto a <° de S, S~', serd la formada por todos los gemelos inversos de sus
jugadores. Es decir:

St={jeN|j=n+1—i, siendoic S}.

Definicién 2.12 Sea un Juego Espacial (N,W,<7). Dos jugadores i,j € N serin simétricos
conexos si cumplen que i y j son gemelos inversos y que v(S U {i}) = v(S~1 U {j}), para todo
Se{Pr|necC*(N)}

Definicién 2.13 Sea un Juego Espacial (N, W, <7), diremos que un jugador i € N es jugador veto
siv(S)=0,VS € {PF | mec C=(N)}.

Definicién 2.14 Sea un Juego Espacial (N, W, <?), diremos que un jugador i € N es jugador nulo
conezo siv(S U {i}) = v(S), VS € {PT | m € C="(N)}.
Podemos ahora definir las siguientes propiedades que caracterizaran el valor espectro. Algunas de

ellas son adaptaciones de las propiedades que veiamos en el Capitulo 1, para Juegos Simples.

= Eficiencia, EFI. Un indice de poder espacial f serd eficiente si, para todo Juego Espacial de la
forma (N, v,<7), cumple que:

Z £i(N,v,<7) = v(N) = 1.

= Aditividad, AD. Un indice de poder espacial f satisface la propiedad de aditividad si, para
todo par de Juegos Espaciales (N, v, <) y (IV,w, <7), se tiene que:

f(N v +w,<7) = f(N,v,<7) + f(N,w, <%).
= Jugador nulo conexo, JNC. Un indice de poder espacial f satisface la propiedad de jugador

nulo conexo si, para todo Juego Espacial de la forma (IV,v,<?) y todo i € N que sea jugador
nulo conexo en el Juego Simple asociado (N, v), se tiene que:

fi(N,v,<7) =0.
= Jugador simétrico conexo, JSC. Un indice de poder espacial f satisface la propiedad de
jugador simétrico conexo si, para todo Juego Espacial de la forma (N, v, <), cumple que:
fi(N,v,<7) = f;(N,v,<%), Vi,j € N jugadores conexos que son simétricos.
= Contribuciones equilibradas para jugadores con veto, CEJV. Un indice de poder espacial

f satisface la propiedad de contribuciones equilibradas para jugadores con veto si para todo Juego
Espacial de la forma (N, v, <) y todo par de jugadores veto 4,j € N, con i < j; se tiene que:

fi(NaUa <a’) - fi(va’ <?—>) = fj(N?U7<U) - fj(N7U’ <7—H)

siendo 0, = 0 (;41) la permutacién obtenida de o cuando el jugador ¢ cambia su posicién con
el jugador ¢ + 1.
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En base a las propiedades anteriores, podemos obtener una caracterizacion del valor espectro.

Teorema 2.2 (Alvarez-Mozos et al., 2013) El valor espectro es el unico indice de poder espacial
que satisface las propiedades de EFI, AD, JNC, JSC, y CEJV.

Extension al espacio ideolégico multidimensional

Para concluir, propondremos un modo de extender este valor espectro a situaciones con espacios
ideoldgicos multidimensionales. Dado un espacio ideolégico R™ con m > 1, trataremos cada una de las
m variables ideoldgicas por separado. En cada una de ellas, tan sélo tendremos en cuenta cémo estan
ordenados los puntos ideales de los jugadores, esta ordenacién sera el espectro del juego. Podemos ahora
calcular los m valores espectro como si se tratase de m Juegos Simples unidimensionales. Finalmente,
para calcular un indice global para el caso multidimensional, hacemos una media simple o ponderada
de los m valores espectro previamente obtenidos; dependiendo, respectivamente, de si consideramos
que toda variable dimensional tiene la misma, o distinta, influencia sobre el comportamiento de cada
jugador.

2.1.4. Extensiones de los indices de Deegan-Packel y Bien Piblico a Juegos
Espaciales

A lo largo de esta seccién propondremos una posible extensién a Juegos Espaciales para el indice
de Deegan-Packel y otra para el de Holler. Ambas modificaciones tienen como punto de partida las
definiciones de ambos indices para Juegos Simples, dadas en el Capitulo 1, y, posteriormente, serin
adaptadas a una estructura espacial. Para ello, utilizaremos un razonamiento similar al empleado para
presentar el concepto de longitud de una permutacion, definido en la Seccion 2.1.2., para el indice
distancia.

Tal y como adelantamos, partimos de las definiciones de los ndices para un Juego Simple (N, W) €
SG(N):

fi(N, W) = L Z = (Deegan-Packel)

W o, 15
Wi
Fi(N,W) = —i___ (Holler)
>jen W

cuyas interpretaciones, como podemos recordar, mantienen la idea de que todas las coaliciones son
equiprobables. Si nos situamos en el caso de los Juegos Espaciales, parece l6gico suponer que la proba-
bilidad de que una coalicién se forme es inversamente proporcional a la distancia entre los puntos ideales
de los jugadores. De este modo, a medida que crece dicha distancia, la probabilidad de cooperacién y
el poder de los integrantes de la coalicién disminuye.

En este caso, y a diferencia que en el indice distancia, serd necesario medir la longitud entre los puntos
ideales de los miembros de una coalicién que no esta ordenada. Para dar solucion a esto, definiremos
el concepto de longitud de una coalicién del siguiente modo.

Definicién 2.15 Sea (N, W,{Q’}jen), un Juego Espacial m-dimensional. Dada una coalicién S C N:

= consideramos todas las permutaciones posibles de los elementos de S;

= aplicamos la formula de la longitud de una permutacion, que veiamos al principio de la Seccion
2.1.2, a cada una de las permutaciones de S consideradas;
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= definimos el concepto de longitud de una coalicién S, I(S), como el minimo de todas las
cantidades anteriores.

Es decir,
s—1 m
I(S) = mingens) Z Z ( ”(Z — QT %+1))2’
i=1 \ j=1

siendo s = |S| y II(S), el conjunto de todas las posibles permutaciones de los elementos de S.

Seguimos ahora con la idea de que, al pasar a una estructura espacial, la probabilidad de formacién
ya no es la misma para todas las coaliciones sino que depende inversamente de su longitud. En base
a esto, sustituyendo en los indices iniciales el elemento que implica la equiprobabilidad de coaliciones
por

1

iS)

1
ZTGWWL e3)

obtendremos los indices extendidos a Juegos Espaciales, como mostramos a continuacion.

Definicién 2.16 El indice de Deegan-Packel extendido para un Juego Espacial (N, W,{Q’ }ien)
es un vector f(N,W,{Q7};en) € R™, en el que cada componente i viene dada por:

fi(NWAQ Y jen) = ZTew S ip D 1 |S\

UT) sewr

Definicién 2.17 El indice de Holler extendido para un Juego Espacial (N, W, {Qj}jeN) es un
vector f(N,W,{Q7};en) € R™, en el que cada componente i viene dada por:

Lsewp 1057
ZjeN ZTeW_;” ﬁ

fl(Na Wv {Qj}jEN) =

2.2. Algunas generalidades para los Juegos Espaciales

En esta seccion, recogeremos algunos de los enunciados mas importantes para Juegos Espaciales.
Owen (1995), define un punto final del juego al que denomina centro de poder, estudiando diversas
propiedades de ese punto.

Definicién 2.18 Sea (N, W,{Q’}jen) un Juego Espacial m-dimensional y f(N,W,{Q7};en) un indi-
ce de poder del juego, el centro de poder del juego espacial serd el punto:

Px=Y" f;Q

JEN

Owen (1995), también contempla la posibilidad de que el espacio ideoldgico se restrinja a la ubica-
cién de los puntos ideales de los jugadores, sin que sus indices de poder varien. Es la propiedad que se
recoge en el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sea un Juego Espacial m-dimensional (N,W,{Q};cn) y n = |N|. Suponemos que los
n puntos de {Q’};en estdn contenidos en G, un subespacio lineal k-dimensional de R™, con k < m.
Entonces el indice de poder del juego es invariante tanto si pensamos en los puntos Q7 como puntos
de R™ o como puntos de G.
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Pérdida de simetria

La pérdida de simetria es el rasgo comun mds distintivo de la extension de los Juegos Simples a
Juegos Espaciales. Entre las propiedades que utilizdbamos en el capitulo anterior, para caracterizar
a los indices de poder de Juegos Simples, observamos que podemos aplicar sin ningin problema las
definiciones dadas para la eficiencia, jugador nulo, poder total, transferencia y fusion, al contexto de
los Juegos Espaciales. El hecho de que introducir los puntos ideales de los jugadores no afecte a la
naturaleza de estas propiedades hace que esta adaptacién sea posible.

Sin embargo, para el caso de la propiedad de simetria no podemos decir lo mismo. Esto se debe a
que, en los Juegos Espaciales, el poder que tienen los jugadores que son simétricos en el Juego Simple,
no tiene que coincidir; ya que también esta condicionado por sus puntos ideales. En base a esto, se han
desarrollado distintas formas de definir la propiedad de simetria en el contexto de Juegos Espaciales.
En la mayoria de los casos, son especificas para cada subclase de juegos o para cada indice de poder,
como ocurre con la simetria espacial, que se recoge en la Propiedad 2. del indice distancia, definida en
la Seccion 2.1.2. Otra posible variacién es la que se incluye en la Seccidn 2.1.83 cuando definimos la
propiedad del jugador simétrico conexo, JSC, que contribuye a la caracterizacion del valor espectro. A
parte de estas, existen otras muchas adaptaciones de la simetria a los indices espaciales, es el caso de
la caracterizacién de tres indices espacialmente simétricos que hace Alonso-Meijide (2002) basdndose
en lo que denota: propiedad de simetria espacial para juegos de unanimidad.
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Capitulo 3

Aplicacién a datos reales

Como ya habiamos adelantado antes, la aplicacién mas fructifera de los Juegos Espaciales es la
modelizacién de un proceso de votacién que tiene lugar en un parlamento. Motivados por esto, a lo
largo de este capitulo, hemos escogido realizar un andlisis del Parlamento Vasco enfocado desde este
tipo de juegos.

Tomaremos como punto de partida los datos reales que nos proporcionan los resultados de las tltimas
elecciones autondémicas del Pais Vasco, llevadas a cabo en 2016. Posteriormente, elegiremos los Juegos
Espaciales para modelar el actual parlamento con el fin de analizar el poder otorgado a cada partido
politico con representacién parlamentaria. Para medir esta capacidad de cada partido para influir en
los resultados de una determinada votacion, haremos un recorrido por los diferentes indices de poder
definidos para Juegos Espaciales; comparandolos con los propios de los Juegos Simples.

3.1. Modelizacion del actual Parlamento Vasco

En esta seccién elaboraremos un modelo que refleje la actual situacién parlamentaria en el Pais
Vasco, fruto de los resultados de las elecciones autonémicas de 2016.

La siguiente tabla incluye los partidos que han conseguido tener representacién en el parlamento asi
como los escanos conseguidos por cada uno de ellos o, 1o que es lo mismo, su nimero de diputados:

Parlamento Vasco

Partidos || EAJ-PNV | EH Bildu | E. Podemos | PSE-EE | PP

Escanos 28 18 11 9 9

Cuadro 3.1: Datos extraidos de los resultado de las Elecciones Autonémicas Vascas, en 2016
En primer lugar, definiremos un Juego Simple que refleje esta situacion y, posteriormente, lo ex-

tenderemos a un Juego Espacial que se aproxime a la realidad en la que la ideologia de los partidos es
crucial para determinar su cooperacion.

27
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3.1.1. Modelo: Juego Simple (N, W)

Para definir un Juego Simple (N, W) es suficiente con proporcionar el conjunto de jugadores N y
el conjunto de coaliciones ganadoras, W.

La votaciéon que queremos modelar no es otra que la que se lleva a cabo continuamente en el parla-
mento cuando se tiene que valorar si una determinada accién sigue adelante. En estas circunstancias,
observamos que el conjunto de jugadores IN se corresponde con el conjunto de partidos politicos con
representacién parlamentaria.

N ={EAJ-PNV, EHBildu, E.Podemos, PSE-EE, PP}
n=|N|=5

Para definir el conjunto de coaliciones ganadoras, W, partiremos de la consideracién de que estamos
ante un juego de mayoria ponderada, [5;(wgaj-PNV,---»wpp)]. En él, los pesos de cada partido o
jugador seréan su numero escanos o diputados con derecho a voto en el parlamento y la cuota (3 sera
un numero prefijado de jugadores necesario para aprobar una ley. A partir del Cuadro 3.1, extraemos
los siguientes pesos para el juego.

(WeAJ-PNV,...,wpp) = (28,18,11,9,9)

El calculo de la cuota (3 se basa en el hecho de que, para el sistema politico espanol, una determinada
medida consigue respaldo parlamentario suficiente para llevarse a cabo cuando es apoyada por una
mayoria simple de jugadores, es decir, més de la mitad.

B = [%(sziﬂ = (%(1+28+18+11+9+9)1 = [38] = 38
iEN
Tenemos que efectivamente, # cumple que 0 < 8 < > .y w; = 75 y que, considerando que
SeW e w(S) =) ,cqgwi > B = 38, podemos obtener el conjunto de coaliciones ganadoras que
definen al Juego Simple. Ayudados del soporte de software libre R, hemos elaborado e implementado
el codigo recogido en el Apéndice A.1 que nos facilitard el calculo de las coaliciones ganadoras para
cualquier juego de este tipo.

Tras ejecutar dicho cédigo, obtenemos la siguiente salida de R que nos muestra las coaliciones
ganadoras de nuestro problema. Para interpretarla, se ha de tener en cuenta que, para trabajar con
unos datos mas manejables en R, hemos asignado respectivamente, un ntimero del 1 a n = 5, a cada
partido EAJ-PNV, EH Bildu, E. Podemos, PSE-EE y PP. Para adaptar dicho cédigo a cualquier otro
Juego Simple sélo tendriamos que modificar los datos iniciales relativos a los jugadores, ponderaciones
y cuota de mayoria.

## [[1]1]

## [1] NA

#it

## [[2]]

#i#t [,1]1 [,2]

## [1,] 1 2

## [2,] 1 3

#it

## [[3]]

#it [,11 [,2]1 [,3]
## [1,] 1 2 3
## [2,] 1 2 4
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## [3,]
## [4,]
## [5,]
## [6,]
## [7,]
## [8,]
##

## [[4]]
## [,11 [,2]1 [,3]1 [,4]
## [1,]
# [2,]
## [3,]
## [4,]
## [5,]
#it

## [[5]]
#it [,11 [,2]1 [,3] [,4] [,5]
## [1,] 1 2 3 4 5

NNPFP P~
W whbd wwN
(G2 S ¢2 B e BTG

NP, P P
W w N NN
S ww
(S e2 G2 I BT

Tenemos entonces el conjunto de coaliciones ganadoras para nuestro Juego Simple (N, W),
W = {{17 2}7 {]'7 3}7 {1’ 27 3}’ {]'7 27 4}7 {]'7 27 5}7 {]‘7 37 4}7 {]‘7 37 5}7 {]‘7 47 5}7 {27 37 4}7 {17 37 5}7

{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}, {1,2,3,4,5}},
de dimensién |W| = 16.

3.1.2. Extensién del modelo: Juego Espacial (N, W, {Q};en)

Como ya habiamos adelantado y motivados por la elaboraciéon de un modelo lo méas préximo posible
a la realidad, hemos extendido el Juego Simple anterior en un Juego Espacial. Para ello, se ha tenido
en cuenta un aspecto tan importante en este tipo de juegos como es la ideologia de los jugadores. En
el caso que nos compete, las preferencias politicas de los partidos estdn muy marcadas y son esenciales
a la hora de formar coaliciones que no vayan en contra de la ideologia de sus votantes.

Para estudiar la ideologia de un jugador, se analizan sus preferencias en relacién a un determinado
tema o variable. En este caso, hemos optado por un Juego Espacial 2-dimensional donde las variables
que marcan las dos dimensiones del espacio ideolégico R™ = R? son las posiciones ideolégicas del
partido en el eje izquierda-derecha y en el eje centro-periferia. Tradicionalmente hay varias teorias
que explican el voto y estdn relacionadas con la ideologia de los partidos, pues serd préoxima a la de
sus votantes. El estudio de esta ideologia se fundamenta en la existencia de dos cleavage politicos
fundamentales, el eje izquierda-derecha y el eje centro-periferia. Estos cleavage surgen para entender
la articulacién de intereses y provocan una divisién social en grupos de personas que comparten unas
determinadas caracteristicas que los llevan a actuar en base a su identidad colectiva (Lipset y Rokkan,
1967).

A continuacién, procederemos a situar los partidos politicos con representacion parlamentaria en
el eje izquierda-derecha, tomando como valores extremos el —5 y 5. En esta escala, el valor —5 se
corresponde con la posicién ideolégica més a la izquierda y el valor 5 con la posicién més a la derecha.
Para situar los partidos en el eje, nos basamos en el Estudio N° 3154 del CIS, titulado “Postelectoral
del Pais Vasco. Elecciones Autondmicas 2016 ”; concretamente en las respuestas de los encuestados a la
pregunta 35: “ Cuando se habla de politica se utilizan normalmente las expresiones izquierda y derecha.
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En esta tarjeta hay una serie de casillas que van de izquierda a derecha. ;En qué casilla colocaria Ud.
a cada uno de los siguientes partidos o coaliciones?”.

Situacién ideal en el eje izquierda-derecha [—5, 5]

EAJ-PNV | EH Bildu | E. Podemos | PSE-EE | PP

1.49 -2.91 -2.20 -0.08 3.91

Cuadro 3.2: Datos extraidos del Estudio N° 3154 del CIS.

Ahora hacemos lo mismo para el eje centro-periferia, para el que también tomamos una escala cuyos
valores extremos son el —5 y 5. En esta escala, el valor —5 se corresponde con la posicién ideolégica
mas préxima al nacionalismo centrista, es decir, el nacionalismo espanol. Por otra parte, en el valor 5
se sitda la posiciéon més préxima al nacionalismo periférico o, en este caso, nacionalismo vasco.

Para situar los partidos en dicho eje, esta vez nos apoyamos en la respuesta a la pregunta 26 del
mismo estudio que dice: “Y en relacion con el sentimiento nacionalista vasco, ;podria decirme, por
favor, donde colocaria Ud. a cada uno de los siguientes partidos en una escala de 1 a 10, en la que el
1 significa el «minimo nacionalismo» y el 10 el «mdzrimo nacionalismo» ?”.

Obtenemos asi, los siguientes resultados.

Situacién ideal en el eje centro-periferia [—5, 5]

EAJ-PNV | EH Bildu | E. Podemos | PSE-EE | PP

2.82 3.77 -0.35 -1.80 -3.42

Cuadro 3.3: Datos extraidos del Estudio N° 3154 del CIS.

Estas preferencias dan lugar a los puntos ideales de los 5 partidos, {Q’};en:

QEATPNV _ (1.49,2.82)
QEHBildu _ (_9 91 3.77)
QE-Podemos — (_9 90 —(.35)
QPSE-EE — (-0.08,—1.80)

QPT = (3.91,-3.42))

Hemos, por tanto, modelado la situacién inicial como Juego Espacial 2-dimensional (N, W, {Q’};en),
cuyo espacio ideoldgico R? es el que se muestra a continuacién.
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Figura 3.1: Espacio ideolégico

3.2. Indices de poder para el Juego Simple (N, W)

Tras modelar la situacién parlamentaria del Pais Vasco, vamos a hacer una estimacién del poder
que tiene cada uno de los cinco partidos con representacién en el parlamento. En este apartado, nos
centraremos en el modelo propio de Juego Simple (N, W), que hemos definido en la Seccidn 3.1.1.
En base a ello, calculamos el poder que otorgan los indices definidos anteriormente para este tipo de
juegos a cada partido politico.

3.2.1. Indice de Shapley-Shubik

Hemos utilizando el sistema de software libre R para elaborar un cédigo que lleve a cabo el calculo
de este indice para el juego (N, W). Tal y como vemos en la Definicién 1.12, el célculo del indice
de Shapley-Shubik se basa en encontrar el conjunto de permutaciones de las que es pivote el jugador
i. Esto es lo que se recoge en el codigo del Apéndice A.2, dando lugar a la siguiente salida de R,
correspondiente al indice de Shapley-Shubik para nuestro juego (N, W).

## [1] 0.40000000 0.23333333 0.23333333 0.06666667 0.06666667
Hemos obtenido que el indice de Shapley-Shubik aplicado al Parlamento Vasco sera el siguiente:

F(N, W) = (0.400,0.233,0.233,0.067, 0.067) .
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3.2.2. Indice de Banzhaf-Coleman

El cédigo del Apéndice A.3 nos proporciona el indice de Banzhaf-Coleman para el juego (N, W),
esta vez su fundamento es el calculo del conjunto de swings de cada jugador 7; tal y como nos indica
la Definicion 1.13. Tras ejecutar en R dicho cédigo, obtenemos:

## [1] 0.625 0.375 0.375 0.125 0.125

Como resultado, tenemos el siguiente valor del indice:

F(N,W) = (0.625,0.375,0.375,0.125,0.125) .

3.2.3. Indice de Deegan-Packel

Como ya indicamos en la Definicion 1.14, el indice de Deegan-Packel se basa en el conjunto de
coaliciones ganadoras minimales, y mas concretamente, en las que contienen a cada jugador ¢. De
este modo, la busqueda de ambos conjuntos son la principal tarea en el calculo del indice que hemos
elaborado con ayuda del soporte R y recogido en el Apéndice A.4.

Tras la implementacién del cédigo hemos obtenido
## [1] 0.2666667 0.2333333 0.2333333 0.1333333 0.1333333
y, por lo tanto, el siguiente valor para el indice de Deegan-Packel:

F(N,W) = (0.267,0.233,0.233,0.133,0.133) .

3.2.4. Indice del Bien Ptblico

Por tltimo, basdndonos en los conjuntos calculados para el indice anterior, hemos implementado
en R el cédigo necesario para calcular el indice del Bien Publico, recogido en la Definicion 1.15. Este
cédigo, que se incluye en el Apéndice A.5, da lugar a la siguiente salida de R,

## [1] 0.2307692 0.2307692 0.2307692 0.1538462 0.1538462
y al indice del Bien Publico para el juego (N, W):

F(N,W) = (0.231,0.231,0.231,0.154,0.154) .

3.3. Indices de poder para el Juego Espacial (N, W, {Q"}jen)

En esta seccion, estimaremos el poder relativo a cada uno de los cinco partidos que integran el
Parlamento Vasco, pero esta vez lo haremos desde el modelo de Juego Espacial (N, W, {Q’};en) que
hemos modelado en la Seccion 3.1.2. En base a ello, calculamos el poder que otorgan los indices,
definidos para este tipo de juegos, a cada partido politico.

3.3.1. Indice distancia

Como indicabamos en la Definicion 2.4, para el calculo del indice distancia es necesario conocer el
conjunto de permutaciones de las que 7 es pivote y la longitud de cada permutaciéon 7. Basandonos
en esto, hemos elaborado el cédigo que se recoge en el Apéndice A.6, necesario para calcular el indice
distancia del juego espacial (N, W, {Q7};en).
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Obteniendo, de esta forma, la salida de R

## [1] 0.41878021 0.23858169 0.20198541 0.08068518 0.05996751

FIN,W,{Q7}jen) = (0.419,0.239,0.202,0.081, 0.060) .

3.3.2. Valor espectro

En la Seccion 2.1.3, explicdbamos como aplicibamos el valor de espectro a un juego con un espacio
ideoldgico unidimensional, m = 1. Como el juego que se presenta tiene dos dimensiones, hemos aplicado
primeramente el calculo del valor espectro a la variable ideoldgica relativa a la posicién en el eje
izquierda-derecha de los partidos. Para ello, usaremos el cédigo del Apéndice A.7, dando lugar al
siguiente resultado:

## [1] 0.250 0.125 0.250 0.250 0.125

Una vez hemos obtenido un resultado para esto, hemos utilizado el mismo cédigo pero, en esta
ocasion, sobre el eje centro-periferia de los partidos del Parlamento Vasco. Cambiamos los datos iniciales
relativos a la posicién de los jugadores en el espectro. Es decir, cambiamos el vector x anterior, por:

> x<—c( 2.82, 3.77, —0.35, —1.80, —3.42 ) # posicién eje centro—periferia

y obtenemos el siguiente resultado:
## [1] 0.7500 0.0625 0.1875 0.0000 0.0000

Considerando que las dos variables ideoldgicas anteriores tienen la misma influencia sobre la for-
macién de coaliciones, podemos proponer un valor de espectro comin haciendo la media del poder
alcanzado por cada jugador en cada una de ellas. El resultado sera:

## [1] 0.50000 0.09375 0.21875 0.12500 0.06250

FIN, W, {Q"}jen) = (0.500,0.094,0.219,0.125,0.063) .

3.3.3. Indice de Deegan-Packel extendido

De las extensiones propuestas a lo largo de la Seccion 2.1.4, la del indice de Deegan-Packel se
basa en las coaliciones ganadoras minimales y en lo que hemos denominado longitud de una coalicion.
Tras haber elaborado el cédigo de R que recoge estos conceptos, incluido en el Apéndice A.8, hemos
obtenido un resultado:

## [1] 0.2174958 0.2147773 0.2378712 0.2262693 0.1035863

y, por tanto, el siguiente indice de Deegan-Packel extendido para el juego espacial (N, W, {Q’};en):

FIN, W, {Q7}jen) = (0.217,0.215,0.238,0.226,0.104) .

3.3.4. Indice del Bien Piblico extendido

Una vez mas, y con ayuda del soporte R, hemos implementado un cédigo que calcule el indice del
Bien Publico extendido. Dicho cddigo esta recogido en el Apéndice A.9 y la base del mismo es la igual
a la tomada en la seccién anterior para el indice de Deegan-Packel.
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Obtenemos, por tanto, el siguiente resultado:
## [1] 0.1901043 0.2155843 0.2324731 0.2482083 0.1136300
correspondiente al indice del Bien Publico extendido:

FIN, W, {Q7}jen) = (0.190,0.216,0.232,0.248,0.114) .

3.4. Conclusiones

Reparto del poder entre los partidos del Parlamento Vasco

EAJ-PNV | EH Bildu | E. Podemos | PSE-EE | PP
Shapley-Shubik 0.400 0.233 0.233 0.067 0.067
Banzhaf-Coleman || 0.625 0.375 0.375 0.125 0.125
Deegan-Packel 0.267 0.233 0.233 0.133 0.133
Bien Piblico 0.231 0.231 0.231 0.154 0.154

Cuadro 3.4: Indices de poder propios del Juego Simple (N, W)

Reparto del poder entre los partidos del Parlamento Vasco

EAJ-PNV | EH Bildu | E. Podemos | PSE-EE | PP
Distancia 0.419 0.239 0.202 0.081 0.060
Espectro 0.500 0.094 0.219 0.125 0.063
DP extendido || 0.217 0.215 0.238 0.226 0.104
BP extendido || 0.190 0.216 0.232 0.248 0.114

Cuadro 3.5: Indices de poder propios del Juego Espacial (N, W, {Q"}jen)

Apoyandonos en los resultados recogidos en las tablas anteriores, veremos que, en general, existe
un consenso en cuanto al poder que tiene cada partido politico en el Parlamento Vasco. No obstante,
podemos notar diferencias entre los distintos indices.

Cuando partimos de un modelo de Juego Simple (N, W), podemos achacar las diferencias de poder
a su representacion parlamentaria, ya que es el unico dato distintivo del modelo. De este modo, en el
Cuadro 3.4, podemos observar como PP y PSE-EE tienen el mismo poder, calculado desde cualquiera de
los indices, lo mismo pasa con E. Podemos y EH Bildu. No obstante, mientras que este comportamiento
es el esperado para PP y PSE-EE, ya que tienen el mismo niimero de escafios y son jugadores simétricos
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en el Juego Simple; para EH Bildu y E. Podemos no, pues existe una diferencia de 7 escanos entre ellos.
Si hacemos un repaso por los indices, vemos que el indice de Shapley-Shubik y Banhzaf-Coleman para
un jugador ¢ se basan, respectivamente, en el conjunto de permutaciones en las que este jugador es
pivote y en su nimero de swings. Por su parte, el indice de Deegan-Packel y Holler parten del conjunto
de coaliciones ganadoras minimales. En todos los casos anteriores, para el cdlculo de estos conceptos
influye que exista un partido que tenga 28 escanos (EAJ-PNV), muy cercano a los 38 que garantizan
la mayoria absoluta. Esto hace que, tanto como si EAJ-PNV coopera con EH Bildu como si lo hace
con E. Podemos, dichas coaliciones tienen escanos suficientes para ganar la votacion. Esto podria ser
una explicacion de porqué estos dos 1iltimos partidos tienen el mismo poder en el parlamento.

También llama la atencién que la suma de componentes de los resultados del Cuadro 3.4 es 1 para
todos los indices, excepto para el indice de Banzhaf-Coleman. Esto se debe a que, tal y como veiamos
en la Seccion 1.3, el indice de Banzhaf-Coleman es el tinico que no cumple la propiedad de eficiencia.

Para analizar el poder otorgado a EAJ-PNV en relacién a los demds, podemos pensar en que,
para este Juego Simple (N, W), se tiene n (N, W) = 10, no(N, W) = n3(N, W) = 6 y nu(N, W) =
=n5(N,W) = 2. Con lo cual, es légico que el indice de Banzhaf-Coleman sea el mismo dos a dos para
los cuatro tltimos partidos y sea mucho més elevado para el EAJ-PNV. Por su parte, en el indice de
Shapley-Shubik, ocurre algo similar, ya que se tiene que |II; | = 48, |II5| = |II3] = 28 y |II4| = |II5]| = 8.

Sin embargo, una caracteristica del indice de Deegan-Packel y del Bien Piblico es que no son
mondétonos en relacién a la ponderacién de los votantes. Es decir, para estos indices, tener mas peso
0 escanos no implica pertenecer a mas coaliciones ganadoras minimales; por lo que pueden existir
jugadores con mas peso o escanos que tengan menor poder que otros con pesos menores. Este es el
motivo por el que el indice de Deegan Packel y Holler no causan el mismo efecto que explicabamos para
los demés indices, que sean mondtonos en cuanto al peso de los votantes hace que se suavicen mucho
las diferencias entre el poder de EAJ-PNV y del resto de partidos. Finalmente, el hecho de que en el
indice de Deegan-Packel influya el tamano de las coaliciones ganadoras minimales y en el de Holler no,
provoca esa diferencia que se observa entre el poder de EAJ-PNV y el de EH Bildu o E.Podemos.

Ahora nos vamos a centrar en el modelo de Juego Espacial y en el Cuadro 3.5. En este caso, con
respecto a los Juegos Simples, destaca la pérdida de simetria, tal y como reflejan los indices de poder
para los partidos PP y PSE-EE, que son jugadores simétricos en el Juego Simple. Comparando ambos
cuadros, vemos que, en el primero, el poder de ambos partidos siempre coincide, de acuerdo con la
simetria que caracteriza a todos los indices de poder de Juegos Simples que hemos visto. Sin embargo,
observamos que esta simetria se pierde cuando se tiene en cuenta la posicion ideoldgica de los distintos
partidos, ocasionando distinciones en los indices de poder espaciales de ambos partidos. Las diferencias
entre PP y PSE-EE en el indice distancia y en el valor espectro, las podemos achacar a que, segin
el espacio ideoldgico, los ideales del PP son maés extremistas que los del PSE-EE; esto ocasiona que
el PSE-EE esté mas préximo a las preferencias de los demds partidos; hecho que le aporta un poder
adicional ya que va a haber mayor probabilidad de entendimiento y, por lo tanto, de cooperacién a la
hora de formar coaliciones.

Por otra parte, motivados porque el indice distancia sea distinto para todos los partidos, podemos
deducir que no existen jugadores espacialmente simétricos. Bastaria con aplicar el contrarreciproco de
la Proposicion 2.2. Esto concuerda graficamente con la distribucion espacial de los puntos ideales de
los jugadores, recogidos en la Figura 3.1.

Para el valor espectro, destaca la pérdida de poder de EH Bildu. Esto es debido a que, para este
indice, no importa la distancia entre puntos ideales, sino simplemente la posicién que ocupan los
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partidos en el espectro. Siendo los valores extremos los que alcanzan menor poder. Es el caso de EH
Bildu que, para ambas variables ideolégicas, ocupa un valor extremo.

Cuando extendemos los indices de Deegan-Packel y Bien Publico a Juegos Espaciales, también
observamos diferencias notables. El PSE-EE aumenta su poder de modo considerable. Mientras que
para el modelo de Juego Simple, este partido era, junto al PP, el de menor poder; ahora pasa a ser
el de mayor en el caso del indice del Bien Publico. Para Deegan-Packel, por su parte, PSE-EE serd
el segundo partido con méas poder, muy cerca del primero, E. Podemos. Observamos que, para ambos
indices extendidos, EAJ-PNV ha dejado de ser el partido mas poderoso. Tal y como vemos en la Figura
3.1, esta serie de cambios podria estar motivada porque la posicién del PSE-EE es mas cercana a la
del resto de partidos que la del PP.

3.5. Extensiones

En esta seccién vamos a proponer una serie de posibles extensiones que partirian de este trabajo.
En primer lugar, sobra decir que todo lo que aqui se recoge podria ser facilmente aplicable a cualquier
otro parlamento, teniendo como unica limitacion la obtencién de datos fiables y objetivos sobre la
ideologia de los partidos que vamos a estudiar.

Por otra parte, también seria factible hacer una adaptacién de los cédigos de R, recogidos en el
Apéndice, al caso de juegos con espacios ideoldgicos multidimensionales en los que m > 2. Una posible
variable ideoldgica a considerar podria ser la posicién de cada partido respecto al tema del feminismo.
Para ello ideariamos una escala pro y contra feminismo, basada en las medidas de los partidos que
contribuyan a la igualdad de género; como podrian ser la ley de la violencia de género, desaparicién
de la brecha salarial, ruptura del techo de cristal, etc. Aunque este es un tema muy importante hoy
en dia, en la mayoria de los casos es dificil obtener informacién objetiva que trate de cuantificar la
posicion feminista de cada partido sobre una escala numérica.

Finalmente, la aproximacién a la realidad que nos proporcionan los Juegos Espaciales hace que
sea interesante aplicarlos a multitud de modelos conocidos, que son propios de situaciones concretas.
Pudiendo obtener resultados muchos més precisos, si cabe, que los del modelo inicial. Una posible via
de estudio podria ser cémo extender el valor de Owen (Owen, 1995), propio de juegos con uniones a
priori, a situaciones en las que también se ha de tener en cuenta el espacio ideolégico sobre el que se
desarrollan.



Apéndice A
Cddigos R

A lo largo de este apéndice, se recogerd la implementaciéon en lenguaje R de todos los célculos
utilizados en el Capitulo 3. El c6digo incluye un texto autoexplicativo, para facilitar su entendimiento.

Cabe destacar también que, para aplicar los cdlculos a otros juegos diferentes, bastaria con modificar
la primera parte de cada uno de los apartados de este apéndice, relativa a los datos del problema.
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com <—combinations(n,j,N) # conjunto de combinaciones de N tamafio n

nfila <—nrow(com) # dimensiones del conjunto de combinaciones

ncolu<—ncol (com)
pp<—matrix (NA, nfila ,ncolu) # pesos de las distintas combinaciones

pt<—vector (" numeric” ,nfila) # sumas de los pesos pp

T T T T T T iy

> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién combinations

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS W:

> p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones
>

> beta<—38 # cuota de mayoria
> n<—length (N) # nimero de jugadores

> N<—1:5 # jugadores
>

> We—list (NA,n)
>
> for(j in 1:n){

> ##+ DATOS:

>
+
+
+

i

i

ppli,]<—-plcom[i,]] # peso de la combinacién de la fila

pt[i]<—sum(pp[i,]) # suma de los pesos de la fila
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w
oo

n<—length (which (pt>=beta))
m
ganadora<—matrix (NA,m, ncolu)
if (m==0){
ganadora<-NA
telse{
for(i in 1:m){
ganadora[i,]<—com[which(pt>=beta)[i],]
ganadora
}

}
W[[j]]<—ganadora

VAt +++ ettt

}
W # conjunto de coaliciones ganadoras

A.2. Indice de Shapley-Shubik

!
IRIRINININIRInInInInInInInan 4 3 M NIRRT IR IR InInInInInInInIninni
A Cdlculo del Indice Shapley—Shubik — JHHEHHHEHEHHHHHHHHH

> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién permutations
> #4+ DATOS:

N<—1:5 # jugadores

p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones
beta<—38 # cuota de mayoria

n<—length (N) # nimero de jugadores

VvV V VYV

## BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE PERMUTACIONES DE N:

V

> per <—permutations(n,n,N) # conjunto de permutaciones de N, de orden n
> nper<— factorial (n) # tamano del conjunto per

> # BUSQUEDA DE PERMUTACIONES DE N EN LAS QUE EL JUGADOR i ES PIVOTE:

> pp<—matrix (NA, nper ,n) # pesos de las distintas permutaciones (per)
> peri<—vector(”list” ,n) # lista que contiene en la componente i el conjunto de
> # permutaciones en las que el jugador i es pivote
for( i in 1l:nper){
ppli,]<-p[per[i,]] # peso de la permutacién i
pp

s <— cumsum(ppl[i,])
pospiv<—min(which (s >= beta)) # posicién del pivote de la permutacién i
pivote<—per[i,pospiv]| # pivote de la permutacién i

peri [[ pivote]]<—rbind (peri [[pivote]], per[i,])

A+t AV
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> #+# INDICE

> shapleyshubik<—vector (" numeric” ;n) # indice
>

> for (i in 1:n){

+  shapleyshubik [i]<—(nrow(peri[[i]]))/ nper
+}

> shapleyshubik

A.3. Indice de Banzhaf-Coleman
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> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién combinations

> ##+ DATOS:

> N<—1:5 # jugadores

> p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones

> beta<—38 # cuota de mayoria

> n<—length (N) # ntmero de jugadores

> #4# CONJUNTO DE SWINGS DEL JUGADOR i

> banzhafcoleman<—vector (" numeric” ,n) # indice

> com<—vector(” list” ,n) # cada elemento i de la lista serd el conjunto
> # de combinaciones de N de i elementos

> ncom<—vector (" numeric” ,n) # cada elemento i del vector serd el numero
> # de combinaciones de i elementos

> pe<—vector(” list” ,n)

> comi<—vector(” list” ,n) # cada elemento i de la lista serd el conjunto de
> # swings del jugador i

> for (j in 1:n){

+ com|[[j]] <—combinations(n,j,N)

+ ncom | j]<—nrow (com[[j]])

+ pe[[j]l<—matrix (NA,ncom[j],])

+ for( i in 1l:ncom[j]){

+ pelljl][iJ<=pleom[[j]][i,]]

+ it (sum(pe[[§]][i.))>=beta){

+ for (k in 1:j){

+ i ((sum(pe [[J]]11,]) —pe[[J]][i,k])<beta){

+ elemento<—com [[j ]][1,k]

+ comi [[ elemento]]<—rbind (comi[[elemento]] ,c(com[[j]][i,],rep(NA,n—j)))
+ }

+

+ )



40 APENDICE A. CODIGOS R

+ )

+}

> #+# INDICE

> for (i in l:n){

+  banzhafcoleman [i]<—(nrow(comi[[i]]))/(2"(n-1))

+ }
> banzhafcoleman

A.4. Indice de Deegan-Packel

AR Cdlculo indice de Deegan—Packel  sHEHHAAHEHHHAHAHHH

J) L g) gy g gy g gy gy gy gy gy g gy g g gy gy gy g gy g g g g g g g gy g gy g gy gy gy g g g g g gy g g gy g g g g g ) g gy ) gy ) g ) gy ) )
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> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién combinations
> ##+ DATOS:

> N<—1:5 # jugadores

> p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones
> beta<—38 # cuota de mayoria

> n<—length (N) # numero de jugadores

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS W:

> We—list (NA,n) # conjunto de coaliciones ganadoras
> for(j in 1:m){
com <—combinations(n,j,N) # conjunto de combinaciones de N
nfila <—nrow (com)
ncolu<—ncol (com)
pp<—matrix (NA, nfila ,ncolu) # pesos de las distintas combinaciones
pt<—vector (” numeric” ,nfila) # sumas de los pesos anteriores
for( i in 1:nfila){
pp[i,]<—p[com[i,]]
pt[i]<—sum(pp[i,])

n<—length (which (pt>=beta))
ganadora<—matrix (NA,m, ncolu)
if (m==0){
ganadora<-NA
telse{
for(i in 1:m){
ganadora[i,]<—com[which(pt>=beta)[i],]
ganadora
}
}

WI[j]]<—ganadora

}

i i e i i i ol S S S S S A A
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> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES, Win:

> Wirk—matrix (NA, ncol=n)
> pe<—vector(”list” ,n)
> for (j in 1:n){

+ ncoaj<—unrow(W[[j]]) # ntmero de coaliciones ganadoras de j elemento

+ if (is.numeric (W[[j]])=="TRUE”){

+ test<—vector (” numeric” ,j)

4 pc[[j]]<—matrix (NA, ncoaj,j)

+ for (i in 1l:ncoaj){

+ pellillli,)<=-pWI[[j]]li,]] # peso de la combinacion (de la
# fila i del conjunto "W[[j]]’)

+ for (k in 1:j){

H | test d<sm(pe 13 1113.0) =pel 131113

+

+ if (any(test>=rep(beta,j))){

+ Wizl Win

+ }

+ else{

+ }WIK—rbind(WmC(WHJH[i ;] rep (NA,n—j)))

_|_

+ i

v

+)

> Wi-Win[ — 1, ]

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES QUE
CONTIENEN AL JUGADOR i, Wmi:

Wmk—vector (" list”, n)
NWIK—NTOW )
for(j in 1n){
for(i in 1:(nwm)){
if (any (Wn[i,]J==j ,na.rm=T))
| Wl = rbind (W[ 1] )
}

}

44 INDICE

+++++++V VY

V

sumatorio<—vector (” numeric” ,n)
deeganpackel<—vector (" numeric” ,n) # indice
for (j in 1:n){

ncoami<—nrow (Wmi[[j]])

sumando<—vector (" numeric” ,ncoami)

for (i in 1l:ncoami){

+++V VYV
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sumando [i]<—1/length ( which(is.na(Wmi[[]]][i,])==FALSE))

Jr

+

+ sumatorio[j]<— sum(sumando)

+  deeganpackel [j]<—(1/nwm)*sumatorio[j]
+ 3

> d

eeganpackel

A.5. Indice del Bien Piiblico

AR Cdlculo indice del Bien Publico  sHEHHHAHAHHHAHAHHH

J) L g) g g) g gy g gy g gy g gy g gy g g g gy g gy g g ) g ) ) g g g gy g gy g gy g g ) ) g g gy g g g g g f) ) g g ) g ) g ) ) ) )

T T T T i T T T T T i eI aru T

> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién combinations
> ##+ DATOS:

> N<—1:5 # jugadores

> p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones
> beta<—38 # cuota de mayoria

> n<—length (N) # ntmero de jugadores

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS W:

> We—list (NA,n) # conjunto de coaliciones ganadoras
> for(j in 1:m){
com <—combinations(n,j,N) # conjunto de combinaciones de N
nfila <—nrow (com)
ncolu<—ncol (com)
pp<—matrix (NA, nfila ,ncolu) # pesos de las distintas combinaciones
pt<—vector (” numeric” ,nfila) # sumas de los pesos anteriores
for( i in 1:nfila){

pp[i,]<—p[com[i,]]
} pt[i]<—sum(pp[i,])
n<—length (which (pt>=beta))
ganadora<—matrix (NA,m, ncolu)
if (m==0){

ganadora<-NA
telse{

for(i in 1:m){

ganadora[i,]<—com[which(pt>=beta)[i],]
ganadora

}
}
W[[j]]<—ganadora

}

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES, Win:

i S i i i ol ol S S S S S A
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> Wmx—matrix (NA, ncol=n)
> pce<—vector(” list” ,n)
> for (j in 1:n){

+ ncoaj<—nrow (W[[j]]) # ndmero de coaliciones ganadoras de j elemento

+ if (is.numeric (W[[j]])=="TRUE”){

+ test<—vector (" numeric”,j)

+ pc[[j]]<—matrix (NA,ncoaj,j)

+ for (i in 1l:ncoaj){

+ pelljl]lliJ<—-pWI[[j]][i,]] # peso de la combinacion (de la
# fila i del conjunto W[[j]]")

+ for (k in 1:j){

+ test [k]<—sum(pc [[j]][i,])—pe[[j]][i k]

+

+ if (any (test>=rep (beta,j))){

+ Wmn—Win

+ }

+ else{

+ Wix—rbind (Wi, ¢ (W[[j]][1,],rep(NA,n—j)))

+ }

+ }

+ )

+ 3

> Wint-Win[ — 1, ]

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES QUE
CONTIENEN AL JUGADOR i, Wmi:

> Wmik—vector (” list”, n)
> nwm—nrow (Win)
> for(j in 1:n){

(

+ for (i in 1:(nwm)){

+ if (any (Win[i,]J==j ,na.rm=T)){

+ Wmi [ [ j]]<—rbind (Wmi[[j]] ,Wmn[i,])
o)

vy

Jr

+ }

> #4# INDICE

7

holler <—vector (" numeric” ,n) # indice
ncoami<—vector (" numeric” ;n)
for (j in 1:n){

for(i in 1:n){

ncoami[i]<—nrow (Wmi[[i]])

}

holler [j]<—ncoami[j]/(sum(ncoami))

V+++++V VYV

}
h

oller
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A.6. Indice distancia

,
L) ) L ] < 3 3 4 L) ) ) ]
T i it Calculo del Indlce DISta’nCIa’ T i it
H

> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién permutations

> #4+ DATOS:

> N<—1:5 # jugadores

> p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones

> beta<—38 # cuota de mayoria

> n<—length (N) # nimero de jugadores

> x<—c( 1.49, —-2.91, —2.20, —0.08, 3.91) # posicién eje izquierda—derecha
> y<—c( 2.82, 3.77, —0.35, —1.80, —3.42 ) # posicién eje centro—periferia
> ptosid<—cbind(x,y) # puntos ideales de los jugadores dados por filas

> n<—ncol (ptosid)

> ##H# DENOMINADOR, (igual para todo jugador i de N)

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE PERMUTACIONES DE N

> per <—permutations(n,n,N) # conjunto de permutaciones de N de orden n
> nper<— factorial (n)

> #4 LONGITUD DE CADA PERMUTACION

V

longitud<—vector (” numeric” ,nper) # cada componente i del vector es la
# longitud de la permutacién i
vaux<—vector (” numeric” ,n—1)
vauxaux<—vector (” numeric” ,m)
for (i in 1l:nper){
for (k in 1:(n—-1)){
for (1 in 1:m){
vauxaux [l]<—(ptosid [per[i,k],l]—ptosid[per[i,k+1],1])" 2
}

vaux [ k]<—sum (vauxaux)

}

longitud [i]<—sum(vaux)

tH++F+++++V VY

}

## DENOMINADOR
sumando<—rep (1,nper)/longitud
denominador<— sum/(sumando)

vV VvV V
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> ### NUMERADOR (distinto para cada jugador i de N)
> ## PERMUTACIONES EN LAS QUE EL JUGADOR i ES PIVOTE

> pp<—matrix (NA, nper ,n) # pesos de las distintas permutaciones
> peri<—vector(”list” ,n) # cada componente i de la lista es el conjunto
de permutaciones en las que el i es pivote

> for( i in 1l:nper){

+ ppli,)J<—-p[per[i,]] # peso de la permutacién i

+ 8 <— cumsum(pp[i,])

+  pospiv<—min(which(s >= beta)) # posicién del elemento que convierte
la coalicién en ganadora

+ pivote<—per[i,pospiv]| # pivote de la permutacién i

+  peri[[pivote]]<—rbind(peri[[pivote]], per[i,])

+ }

444 INDICE

\%

distancia<—vector (” numeric” ,n)
numerador<—vector (" numeric” ,n)
for (t in 1:n){
nperit<—nrow (peri [[t]])
longitud <—vector (” numeric” ,nperit)
vaux<—vector (” numeric” ,n—1)
vauxaux<—vector (" numeric” ,m)
for (i in 1l:nperit){
for (k in 1:(n—1)){
for (1 in 1:m){
vauxaux [l]<—(ptosid [peri [[t]][i,k],]l]—ptosid [peri[[t]][i,k+1],1])"2
}

vaux [ k]<—sum (vauxaux)

}

longitud [i]<—sum(vaux)
}

sumando<—rep (1,nperit)/longitud
numerador [ t]<— sum (sumando)
distancia [t]<—numerador[t]*(1/denominador)

Vt++++++++++++++++VVV
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A.7. Valor espectro
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> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién permutations
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>
>

>

APENDICE A. CODIGOS R
###+ DATOS:
N<—1:5 # jugadores
p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones
beta<—38 # cuota de mayoria
n<—length (N) # numero de jugadores
x<—c( 1.49, —2.91, —2.20, —0.08, 3.91) # posicién eje izquierda—derecha
m<—1
espectro<—order (x) # cada componente i corresponde al jugador que estd

# ocupando el lugar i del orden del espectro
sigma<—order (espectro) # la componente i nos dice la posicién del espectro
# que ocupa el jugador i de N

## CONJUNTO DE PERMUTACIONES DE N

per <—permutations(n,n,N) # conjunto de permutaciones de N
nper<— factorial (n)

## CONJUNTO DE PERMUTACIONES DE N ADMISIBLES CON RESPECTO AL ORDEN

DEL ESPECTRO (admisible)

>
>

VAt +++++++++++++++++

>

admisible<—matrix (NA, ncol=5)
for (i in 1l:nper){
predecesor <—matrix (NA, ncol=5,nrow=5)
for (j in 1:n){
posij<—order (per[i,])[j]
if (posij >1){
for (k in 1:(posij—1)){
predecesor [j,kl]<—per[i,][k]

1
minimo<—min (sigma [ predecesor [j,]] , na.rm=T)
maximo<—max (sigma [ predecesor [j,]] ,na.rm=T)

if (minimo!=Inf && minimo!=maximo){
test <—espectro [minimo: maximo]

if (any(sort (predecesor[j,])!=sort(test))){
break

1
}

i (j==5){
admisible<—rbind (admisible , per[i,])
}

}

admisible<—admisible[—1,]

## CONJUNTO DE PERMUTACIONES DE N ADMISIBLES CON RESPECTO AL ORDEN

DEL ESPECTRO EN LAS QUE i ES PIVOTE (admisiblei)

>
>
>
>
+

nadm<—nrow (admisible)
pp<—matrix (NA,nadm,n) # pesos de las permutaciones
admisiblei<—vector (” list” ,n)
for( i in 1l:nadm){
pp[i,)<—p[admisible[i,]]
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+ 8 <— cumsum(pp[i,])

+  pospiv<—min(which(s >= beta)) # posicién del pivote de la permutacién i
+ pivote<—admisible [i,pospiv] # pivote de la permutacién i

+ admisiblei [[ pivote]]<—rbind (admisiblei [[ pivote]],admisible[i,])

+}

> #4444 INDICE

> indiceespectro<—vector (" numeric” ,n) # indice
> for (j in 1:n){

+ if(is.numeric(nrow(admisiblei[[]j]]))){

+ indiceespectro [j]<—(nrow(admisiblei [[j]]))/ (2" (n—-1))
+  Jelse{

+ indiceespectro [j]<—0

+ )

+}

indiceespectro

A.8. Indice de Deegan-Packel extendido

Sy L gy gy g gy g gy g g gy gy g gy g g g g gy gy g g g g g ) g g g gy ) g gy gy g g g ) g g gy g g g ) g ) ) ) g ) gy ) g ) ) ) ) )
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AT Calcu]o lndlce de Deega‘n PaCkel EXTENDIDO T i it
L L )
T A i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i it

> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién combinations

> #4+ DATOS:

> N<—1:5 # jugadores

> p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones

> beta<—38 # cuota de mayoria

> n<—length (N) # ntmero de jugadores

> x<—c( 1.49, —2.91, —2.20, —0.08, 3.91) # posicién eje izquierda—derecha
> y<—c( 2.82, 3.77, —0.35, —1.80, —3.42 ) # posicién eje centro—periferia
> ptosid<—cbind(x,y) # puntos ideales de los jugadores dados por filas
> nx—ncol (ptosid)

>

> ## BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS W:

> We—list (NA,n) # conjunto de coaliciones ganadoras

> for(j in 1:n){

+ com <—combinations(n,j,N) # conjunto de combinaciones de N

+  nfila<—nrow(com)

+ ncolu<—ncol (com)

+ pp<—matrix (NA, nfila ,ncolu) # pesos de las distintas combinaciones
+ pt<—vector (" numeric” ,nfila) # sumas de los pesos anteriores

+ for( i in 1l:nfila){

+ pp[i,]<7p[com[i,]]

+ pt [i]<—sum(pp[i,])
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VAt +++ o+ttt

}

}
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n<—length (which (pt>=beta))
ganadora<—matrix (NA,m, ncolu)
i (m==0){

ganadora<-NA

telse{
for(i in 1:m){

}

}

ganadora[i,]<—com[which(pt>=beta)[i],]
ganadora

W[[j]]<—ganadora

## BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES, Win:

Wixk—matrix (NA, ncol=n)

pc<—vector (” list” ,n)

for (j in 1:n){

ncoaj<—nrow (W[[j]]) # nuimero de coaliciones ganadoras de j elemento
if (is.numeric (W[[j]])=="TRUE”){

test<—vector (" numeric”,j)

pc[[j]]<—matrix (NA, ncoaj,j)

for (i in 1l:ncoaj){

}

}

}

pellillli,)<=-pWI[[j]]li,]] # peso de la combinacion (de la
# fila i del conjunto W[[j]]’)
for (k in 1:j){
(

)
} test [k]<—sum(pc [[j]][1,]) —pel[[j]][i k]

if (any (test>=rep (beta,j))){
Wic—Win

else{
} Wisi—rbind (Wi ¢ (W[ [j ]][i,],rep (NA,n=j)))

Wi Win — 1 ,]

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES QUE
CONTIENEN AL JUGADOR i, Wmi:

> Wmikk—vector (” list”, n)
> nwm<—nrow (Win)

> for(j in 1n){

+ for(i in 1:(nwm)){

+ if (any (Win[i,]==j ,na.rm=T)){

¥ Wi [ §]] <~ rbind (W[ [} ]] Winli ,])
+ }

+



A.8. INDICE DE DEEGAN-PACKEL EXTENDIDO 49

+}
> 44 INDICE
> sumatorio<—vector (" numeric” ,n)
> dpexten<—vector (” numeric” ,n)
> sumandot<—vector (” numeric” ,nwm)
> for (q in Il:nwm){
+ pert<—permutations(length( which(is.na(Wm[q,])==FALSE)),
length (which (is.na(Wmn|[q,])==FALSE)) Wn|[q, which (is.na(Wm[q,])==FALSE)])
npert<— factorial (length( which(is.na(Wm[q,])==FALSE)))
longitud<—vector (” numeric” ,npert)
vaux<—vector (" numeric” ,(length ( which(is.na(Wmn[q,])==FALSE)))-1)
vauxaux<—vector (” numeric” ,m)
for (i in 1l:npert){
for (k in 1:((length( which(is.na(Wm[q,])==FALSE)))—-1)){
for (1 in 1:m){
vauxaux [l]<—(ptosid [pert[i,k],l]—ptosid[pert[i,k+1],1])"2
}

vaux [ k]<—sum (vauxaux)

}

longitud [i]<—sum(vaux)
}
longitudt <—min(longitud)
sumandot [q]<—1/longitudt
}
partefija <—1/(sum(sumandot))
for (j in 1:n){

ncoami<—nrow (Wmi[[j]])

sumandos<—vector (" numeric” ,ncoami)

for(q in 1l:ncoami){

pers<—permutations (length (which(is.na(Wmi[[]j]][q,])==FALSE)),

length (which(is.na(Wmi[[j]][q,])==FALSE)),
Wmi[[j]][q,which (is.na(Wmi[[]j]][q,])==FALSE)])

A+ FVV Attt At

npers<— factorial (length (which(is.na(Wmi[[j]][q,])==FALSE)))
longitud <—vector (” numeric” ,npers)
vaux<—vector (” numeric” ,(length (which(is.na(Wmi[[]j]][q,])==FALSE)) —1))
vauxaux<—vector (" numeric” ,m)
for (i in l:npers){
for (k in 1:((length(which(is.na(Wmi[[]j]][q,])==FALSE)))—-1)){
for (1 in 1:m){
vauxaux [ l]<—(ptosid [pers[i,k],l]—ptosid[pers[i, k+1],1])"2
}
vaux [ k]<—sum (vauxaux)

}

longitud [i]<—sum(vaux)
longituds <—min(longitud)

}

sumatorio [ j]<— sum(sumandos)
dpexten[j]<—partefijaxsumatorio[j]

VA +t+++++++++++++++++

¥
d

pexten # indice

sumandos [q]<—(1/longituds )*(1/length (which(is.na(Wmi[[]j]][q,])==FALSE)))
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A.9. Indice del Bien Publico extendido
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> library (gtools) # libreria necesaria para la funcién combinations

> #4+ DATOS:

> N<—1:5 # jugadores

> p<—c(28,18,11,9,9) # pesos o ponderaciones

> beta<—38 # cuota de mayoria

> n<—length (N) # nimero de jugadores

> x<—c( 1.49, —-2.91, —2.20, —0.08, 3.91) # posicién eje izquierda derecha
> y<—c( 2.82, 3.77, —0.35, —1.80, —3.42 ) # posicién eje centro—periferia
> ptosid<—cbind(x,y) # puntos ideales de los jugadores dados por filas

> n<—ncol (ptosid)

> #44 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS W:

> Wk—1list (NA,n) # conjunto de coaliciones ganadoras
> for(j in 1:n){
com <—combinations(n,j,N) # conjunto de combinaciones de N
nfila <—nrow (com)
ncolu<—ncol (com)
pp<—matrix (NA, nfila ,ncolu) # pesos de las distintas combinaciones
pt<—vector (” numeric” ,nfila) # sumas de los pesos anteriores
for( 1 in 1:nfila){
pp[i,]<-p[com[i,]]
pt [i]<—sum(pp[i.])

n<—length (which (pt>=beta))
ganadora<—matrix (NA,m, ncolu)
i (m==0){
ganadora<-NA
telse{
for (i in 1:m){
ganadora[i,]<—com[which (pt>=beta)[i],]
ganadora
}
}

W[[j]]<—ganadora
}

> #4 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES, Wn:

R e i A b A A e e ok

> Wmx—matrix (NA, ncol=n)
> pc<—vector(” list” ,n)
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for (j in 1:n){
ncoaj<—nrow (W[[j]]) # ndmero de coaliciones ganadoras de j elemento
if (is.numeric (W[[j]])=="TRUE”){
test <—vector (” numeric” ,j)
pc[[j]]<—matrix (NA, ncoaj,j)
for (i in l:ncoaj){
pellillli,)J<—p[WI[[j]]li,]] # peso de la combinacion (de la
# fila i del conjunto "W[[j]]’)
)
test [k]<—sum (

} pe[[JI111,]) —pelli]]11, k]

if (any (test>=rep(beta,j))){
Wii-Win
}
else{
} WH(—I‘blnd(WmC(WHJ H [1 7] ,rep(NA,n—j )))

++++++V

for (k in 1:j

}
}

}
Wi Win[ — 1 ,]

VAt ++ o+ttt

> #44 BUSQUEDA DEL CONJUNTO DE COALICIONES GANADORAS MINIMALES QUE
CONTIENEN AL JUGADOR i, Wmi:

Wmik—vector (” list”, n)
nwik—nrow (Win)
for(j in 1: n){
for (i in 1:(nwm)){
if (any (Wim[i,]==j ,na.rm=T)){
| W] xbind (W[ 3] W)
}

}

#+# INDICE

+++++++V VYV

V

sumatorio<—vector (” numeric” ,n)
hexten<—vector (” numeric” ,n)
for (j in 1:n){

ncoami<—nrow (Wmi[[j]])

sumandos<—vector (” numeric” ,ncoami)

for(q in 1l:ncoami){

pers<—permutations (length ( which(is.na(Wmi[[]j]][q,])==FALSE)),

length (which(is .na(Wmi[[j]][q,])==FALSE)),
Wmi[[j]][q,which(is.na(Wmi[[j]][q,])==FALSE)]) # matriz con
las permutaciones de la fila q
+ npers<— factorial (length( which(is.na(Wmi[[j]][q,])==FALSE)))
+ longitud <—vector (” numeric” ,npers)
+ vaux<—vector (" numeric” ,(length ( which(is.na(Wmi[[]]][q,])==FALSE))—1))

++++V VYV
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t
[\Y)

vauxaux<—vector (" numeric” ,m)
for (i in 1l:npers){
for (k in 1:((length( which(is.na(Wmi[[]j]][q,])==FALSE)))—-1)){
for (1 in 1:m){
vauxaux [l]<—(ptosid [pers[i,k],1]—ptosid [pers[i,k+1],1])"2
}
vaux [ k|<—sum (vauxaux)
}
longitud [ i]<—sum(vaux)
}
longituds <—min(longitud)
sumandos [q]<—(1/longituds)

}

sumatorio [ j]<— sum(sumandos)

for (j in 1:n){

hexten [j]J<—sumatorio[j]/sum(sumatorio)
}
h

VA + Ve ++++++++++++++
——

exten # indice
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