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Prefacio

Este traballo versa sobre a analise estatistica de bases de datos xendmicos para a
deteccién de epistase (interaccién entre mutaciéns puntuais) en relacién con tras-
tornos complexos. No capitulo 1 introducese este problema, de indubidable interese
practico, que no entanto carece dunha solucion clara desde o punto de vista da meto-
doloxia estatistica, a causa das dificultades matematicas e informaticas que entrafna
a alta dimension. Un enfoque habitual para afrontalas é o baseado na correlacion de
Pearson, que non é valido cando as variables aleatorias consideradas son discretas,
como no caso dos datos xenéticos que aqui se manexan.

Porén, si que esta xustificado o uso da correlacion de distancias, que caracteriza a in-
dependencia con xeneralidade, e non s6 a linear. No capitulo 2, desenvélvese o marco
tedrico desta medida de asociacion, unificando resultados publicados moi recente-
mente (algins, hai poucos meses) e resolvendo varias contradiciéons e ambigiiidades
atopadas na bibliografia.

A continuacién (capitulo 3), analizase a validez desta metodoloxia no contexto do
problema xenético de partida, proponendo un método de contraste ad hoc. Con pos-
terioridade, o comportamento desta técnica avaliase mediante simulaciéns e criterios
bioléxicos (capitulos 4— 5), obtendo resultados bastante satisfactorios.

O dltimo capitulo, o 6, expén as principais conclusions que se poden extraer do
traballo feito ata agora e os avances que seria interesante levar a cabo nun futuro.






Capitulo 1

Motivacion do traballo

Vanse explicar as motivacions do traballo, que xustifican a eleccion da metodoloxia
que se exponierd no capitulo 2. O punto de partida é un problema xenémico (§ 1.1),
do que se analizan a sta importancia e interese. Asi mesmo, resimese o estado do
conecemento estatistico neste campo (§ 1.2); dando especial relevancia a unha das
técnicas mais recentes (§ 1.3), pola solidez dos resultados teéricos en que se basea.
Todo isto permitird formular varias hipoteses, recompiladas en forma de preguntas
retoricas na § 1.4.

1.1. Epistase en trastornos complexos

A maioria dos trastornos psiquiatricos son caracteres multifactoriais complexos, cuxa
aparicion é debida & combinacion de factores xenéticos e ambientais; ningtin dos cales
é, porén, necesario nin suficiente. Mais ainda, o efecto individual de cada un deles
é, xeralmente, moi pequeno (Biernacka et al., 2013; Sullivan et al., 2017).

En concreto, o xenoma pode explicar ata o 80 % da susceptibilidade a padecer al-
gunha destas doenzas, tal e como é o caso da esquizofrenia (Sullivan et al., 2017,
Fig. 3C). Pola sta parte, as adicciéns, caracterizadas pola dependencia compulsiva
e incontrolada dunha substancia ou actividade nociva, ténense considerado tradicio-
nalmente como enfermidades psiquiatricas con tendencia moderada ou incluso alta a
ser herdadas (Goldman et al., 2005). Na actualidade, estimase que esta proporcion é



do 50 % (Sullivan et al., 2017). De feito, hai polo menos tres décadas que se considera
«ben establecida» a pertinencia de estudos xenéticos sobre o abuso de substancias,
en particular para o alcoholismo (Devor e Cloninger, 1989).

A predisposicién xenética a padecer un trastorno psiquiatrico repartese entre nume-
rosas variantes ao longo do xenoma. Ainda que habitualmente vénense proponendo
modelos meramente aditivos (Purcell e/ al., 2009), o conecemento bioléxico suxi-
re que a interaccién xene-xene (chamada epistase) poderia ser un dos factores que
expliquen a «herdabilidade perdida» (missing heritability), a cal se traduce na inefi-
ciencia dos estudos de asociacion de zenoma completo (GWAS) & hora de explicar
a causalidade de enfermidades (Manolio et al., 2009; Gusareva e Van Steen, 2014).

O Grupo de Xenética Psiquiatrica do Instituto de Investigacion Sanitaria de Santia-
go (IDIS) disp6n de datos de estudos de asociaciéon caso-control ao longo do xenoma
(noutras palabras, do xenotipo de «enfermos» e «sans») para alcoholismo e esqui-
zofrenia, ainda que neste traballo s6 se estudaran estes dltimos (polos argumentos
expostos en 5.1). O desafio estatistico que desde ali se lanza é usar esta informacién
para detectar pares de alelos de susceptibilidade ou proteccion fronte aos correspon-
dentes trastornos psiquiatricos, para finalmente corroborar tales achados mediante
criterios bioléxicos: confluencia nunha mesma ruta metabdlica, unién de proteinas
en complexos, coexpresién xénica no espazo (na mesma rexiéon do cerebro) e no
tempo...

Os datos disponibles (que se describirdn en 5.1) refirense a polimorfismos dun inico
nucledtido (SNP) exénicos, que son variantes nunha das bases das rexiéns do ADN
que se transcriben a ARN. Mais concretamente, considéranse unicamente variantes
autosoémicas, polo que cada individuo pode contar con 0, 1 ou 2 copias do alelo
menor (o menos frecuente dos dous posibles) no seu xenoma diploide.

Todo isto supén que debe levarse a cabo inferencia estatistica nun contexto de alta
dimension en relacién ao tamano mostral (HDLSS), sendo as variables explicativas
ternarias (discretas con soporte de cardinal 3).

1.2. Ferramentas para a deteccion de epistase

O recente desenvolvemento das -dmicas transcorreu en paralelo ao de ferramentas
bioinforméaticas para o procesamento da inxente cantidade de datos que producen.
Tanto é asi que, na actualidade, hai tal variedade deste tipo de software que ata
xurdiu a necesidade de crear metaferramentas que indexen as distintas técnicas


http://xeneticapsiquiatrica.narede.gl/psychiatric-genetics.html

existentes. Un bo exemplo disto constitieo OMICtools (Henry et al., 2014), cuxo
directorio contén mais de 12000. Entre estas, 300 estan dedicadas a GWAS e 100,
a deteccion de epistase.

A existencia dun espectro tan amplo de soluciéns propostas para este problema tan
concreto responde & sorprendente diversidade dos métodos estatisticos validos para
abordar este problema: modelos lineares (estandar e xeneralizados), regresion loxis-
tica, contrastes de correlaciéns, tests de permutaciéns, inferencia non paramétrica
bayesiana, random forests, cadeas de Markov, indices de coinformacion, teoria de
grafos, modelos de probabilidade con méxima entropia, criterios de independencia
da estatistica mais recente...

Outras causas da existencia de tantas alternativas poden encontrarse en que al-
gunhas das ferramentas estan enfocadas a subproblemas concretos (interacciéns
xene-xene fronte s de orden superior, variable resposta binaria fronte a conti-
nua, herdanza entre dias xeraciéns, «pedigris» [familias|, poboaciéns estratificadas,
estudo do desequilibrio de ligamento...) e nos distintos «trucos» informaticos que
empregan para poder ofrecer resultados nun tempo razoable (uso de conecemento
bioléxico, paralelizacion, tarxetas gréaficas [GPU], operaciéns booleanas, aprendizaxe
automatica, colonias de formigas [ACO]...).

Na Téboa 1.1 ilustranse algins dos métodos existentes, incluindo os revisados por
Gusareva e Van Steen (2014) e Niel et al. (2015), e engadindo algiins dos artigos
que se estudaron durante as pescudas previas & redaccion do presente TFM.

En calquera caso, non resulta practico estudar pormenorizadamente o centenar de
métodos. En lugar diso, realizouse primeiramente unha revisién superficial de todos
eles, en busca de algin criterio que permitise reducir a lista a aqueles mais represen-
tativos e eficaces. Porén, esta estratexia resultou escasamente satisfactoria porque,
curiosamente, os creadores da inmensa maioria deles defenden nos seus artigos de
presentacion que melloran o software preexistente. En termos xerais, esta circuns-
tancia non se debe a que cada poucos meses se estea desenvolvendo unha ferramenta
que desbanque as anteriores con rotundidade; senén & falta dunha forma estandar
de comparar detectores de epistase.

En primeiro lugar, hai diferenzas entre a importancia relativa outorgada & rapidez
e 4 exactitude. E & marxe disto, mentres que a velocidade ¢ unha magnitude que se
pode cuantificar obxectivamente, a maneira de medir a efectividade varia substan-
cialmente duns autores a outros.



Ferramenta Metodoloxia estatistica «Trucosy informéticos Ano

BEAM MCMC bayesiano Ningtn 2007
BOOST Regresién loxistica Operaciéns booleanas. Paralelizacién 2010
BiForce Regresién linear Operaciéns booleanas. Paralelizacién 2012
CES Algoritmos evolutivos Intelixencia artificial 2015
EpiGPU Regresién linear Arquitecturas GPU 2011
EpiACO Teorfa da informacién Heuristicas tipo ACO 2017
EpiBlaster Correlaciéns de Pearson Arquitecturas GPU 2011
GLIDE Regresién linear Arquitecturas GPU 2012
GWIS Anélise de curvas ROC Arquitecturas GPU 2013
IndOR Regresién loxistica Filtro previo 2012
MDR Combinatoria. Remostraxe Filtro previo 2001
Random Jungle Random forests Paralelizacion 2010

Taboa 1.1: Cadro sindptico dalgunhas ferramentas salientables para
a deteccion da epistase en GWAS.

1.3. Test de correlacidons a grande escala (LCT)

Varias ferramentas (a de Kam-Thong et al. [2011], por exemplo) fundamentan a
stia deteccion de interaccions xene-xene na procura de comportamentos distintos
das correlaciéns (de Pearson) entre casos e controis. Isto non é estrano, xa que son
varios os autores (De la Fuente, 2010; Camacho et al., 2005; D’Haeseleer et al.,
2000) que argumentan a conveniencia do test de igualdade de correlacions para este
proposito cando os datos son continuos (expresién xénica, metabolémica...). Porén,
para SNP isto non é asi (§ 1.3.5).

Ademais, o correcto funcionamento de técnicas como a de Kam-Thong et al. (2011)
depende do cumprimento de hipéteses de normalidade, claramente demasiado restri-
tivas. Por isto, resulta interesante o procedemento introducido por Cai e Liu (2016);
quen, partindo do mesmo enfoque, establecen resultados teéricos moito mais fortes
e de notable utilidade practica. Esta metodoloxia é sumamente recente, ao igual que
o resto da teoria de contrastes sobre estruturas de covarianzas en alta dimension,
que se desenvolveu case desde cero durante os ultimos 5 anos (Cai, 2017).
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1.3.1. Introducién aos LCT

Dados L € Z" SNP, considéranse os correspondentes vectores aleatorios X =

L L .
(Xj)j:p para os enfermos ou «casos», e Y = (Yj)j:p para os sans ou «controisy.

As compotientes destes vectores viran codificadas, como anteriormente, mediante os
valores {0, 1,2}. Malia o seu marcado caracter ordinal, tratalas como variables abso-
lutamente continuas poderia ser unha simplificacién aceptable en algins contextos,
segundo autores como os xa mencionados Kam-Thong et al. (2011). Porén, en 1.3.5
comprobarase que este non é un deses casos.

Vanse denotar as respectivas matrices de correlaciéns dos vectores aleatorios X e Y
mediante:

(pij1)ij = Cor(X, X) € ML(R) e (pije)i;:=Cor(Y,Y) e Mr(R).
Nesta situacion, preténdese contrastar:
HOij * Pij1 = Pij2
Huij © pij1 7 Pij

para cada par (4, 7) € ([1, L]NZ)? tal que i < j; en base 4s mostras aleatorias simples
phnky iid. X e {Yi}i2, ii.d. Y, supostas independentes entre si.
Xitpt, idd. X e{Y,}2, iid. Y tas ind dent tre si

1.3.2. LCT: enfoque clasico

Un enfoque pouco innovador do problema é a estabilizacién da varianza dos coefi-
cientes de correlacion mostrais mediante a transformacién Z de Fisher:

N 1 14+p
Z = atanh(p) = = log Le .
2 1—-p
Cando as distribuciéns son gaussianas, o estatistico
1+ pij 1+ pi;
B VT llog <+ﬂ1> " log (W)]
2v/nq + ny 1 — pijo

L = pija
aproximase a unha N(0, 1) a medida que ny,ny — oo (Anderson, 2003).

Poderia pensarse en engadir a isto un procedemento de control da proporcion de
falsos descubrimentos (FDR), coma os de Benjamini e Hochberg (1995) ou Benja-
mini e Yekutieli (2001), para establecer o test de correlaciéns a grande escala (LCT)

5



buscado. O inconveniente desta idea é que, cando a normalidade non esta garan-
tida, o comportamento de Fj; apartase ostensiblemente do anteriormente descrito.
Simulando (Cai e Liu, 2016), comprébase que os resultados aos que conduce este
método apartanse notablemente do desexable (tanto con BH como BY), méxime se

2

se compara cos LCT das §§ 1.3.3-1.3.4.

1.3.3. LCT con aproximaciéon normal (LCT-N)

O primeiro contraste proposto por Cai e Liu (2016), o LCT-N, estd baseado no

estatistico
Pij1 — Pij2

Ja(=m) i (1-p)

sendo Ry e Ry as respectivas curtoses de X e Y, e p;;; unha version «recortada» da
Y - ) 5 BRI Y S|
correlacion mostral pyji, para [ € {1,2}; con p3; := max{p;;, pijn }-

Ty =

Rexeitarase Hy;; cando |Tj;| sexa maior que un certo limiar (threshold) f, € R*
(Cai e Liu, 2016), dependente do nivel nominal o €]0,1[ por debaixo do cal se
desexe manter a FDR. O calculo deste t, asume que as distribuciéns de partida son
gaussianas ou non distan moito de selo (contornos elipticos). Por tanto, o LCT-N
desaconséllase en multitude de contextos.

1.3.4. LCT con bootstrap (LCT-B)

Se as distribucions de X e Y son totalmente desconecidas, o razoable é usar técnicas
de remostraxe para aproximar a cola da distribucién de T;;, da cal depende t.. En
concreto, o esquema bootstrap proposto por Cai e Liu (2016) é consistente e permite
obter un limiar £ que d4 lugar ao LCT-B. A bondade deste contraste ven avalada
por varias propiedades tedricas desexables, todas elas demostradas polos devanditos
autores.

1.3.5. Inadecuacién dos LCT aos datos de SNP

Dado que o codigo executable dos LCT non esta disponible, programouse desde cero.
Para comprobar o seu funcionamento, reproduciuse paso por paso o exemplo do



artigo orixinal, obtendo unha matriz de adxacencia da rede epistatica (Figura 1.1a)
idéntica 4 de Cai e Liu (2016).

o

TR T PP

IR

a) Datos de expresién xénica para b) Datos de SNP para esquizofrenia

cancro de préstata (Broad Institute). (IDIS).

Figura 1.1: Matriz de adxacencia da presunta rede epistatica

detectada por o LCT-B.

En concreto, estudaronse os datos de expresion xénica de Singh et al. (2002), previa
reducién da dimensién a 500 mediante o test de Welch—Satterthwaite (problema de
Behrens-Fisher). Como se trata de variables continuas, o LCT-B ofrece resultados
«cribles»; no senso de que a matriz resultante é sparse, pero non demasiado. Tendo en
conta que Cai e Liu (2016) non empregaron ningtin criterio biol6xico para verificar os
achados realizados, estes carecen de utilidade practica e, o que é mais, son bastante
cuestionables.

Por outra parte, se os datos estudados son os de SNP de esquizofrenia (descritos
en 5.1), marcadamente discretos, a matriz de adxacencia adopta un aspecto moi
distinto (Figura 1.1b) & do caso anterior (Figura 1.1a). As tinicas entradas non nu-
las son as préoximas a diagonal, o que indica que unicamente se estan detectando
pares de posiciéon cromosémica moi proxima, que se encontran en desequilibrio de
ligamento (fendmeno consistente en que a frecuencia dun par de alelos difire signifi-
cativamente da esperable a partir das correspondentes frecuencias marxinais). Tales
achados carecen de utilidade practica, pois non reflicten unha asociaciéon vinculada

ao trastorno complexo estudado, senén que se producen de maneira independente
del.

Con maior xeneralidade, é facil comprobar que, para diversos modelos de variable
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ternaria, a potencia dos LCT é proxima a cero. O feito de que a técnica mais robusta
para detectar a epistase baseada en correlacions tena este comportamento orienta o
desenvolvemento posterior do traballo e, en particular as hipoteses de partida.

1.4. Cuestiéns que motivan o traballo
A vista do anterior, estd xustificado preguntarse:

1. Que medidas de asociaciéon caracterizan a independencia de variables terna-
rias?

2. Como se poden xeneralizar os LCT de Cai e Liu (2016) de maneira que sexan
aplicables a datos de SNP?

3. Podera lograrse, ademais, un procedemento adaptable ao tipo de interaccion
buscada?

4. Gozard semellante método dun comportamento satisfactorio, en termos de
calibracién do nivel de significacién e de potencia?

5. Teran sentido desde o punto de vista bioldxico as interaccions achadas?



Capitulo 2

Correlacion de distancias en

espazos métricos xerais

A enerzia dos datos (Székely e Rizzo, 2017) e todos os resultados da estatistica ma-
tematica que dela derivan, entre os que se contan a caracterizaciéon da independencia
en espazos euclidianos (§ 2.1) e moitos outros (Székely e Rizzo, 2010, 2009, 2013),
estan xeralmente moi ben establecidos e gozan dunha notable solidez tedrica desde
o seu comezo (Bakirov et al., 2006; Székely et al., 2007; Székely e Rizzo, 2017).

No entanto, o artigo (Lyons, 2013) en que se presenta a correlacién de distancias
en espazos métricos «deixa unha sorprendentemente grande cantidade de detalles
para o lector» (Jakobsen, 2017, pax. 2). A omision de tantos pasos intermedios
supuxo que, durante anos, pasase desapercibida a falsidade de parte importante dos
resultados tedricos do artigo (Lyons, 2018), a causa do elevado grao de abstraccién
de moitos dos argumentos e tamén do prestixio da revista en que foi publicado.

Durante o traballo previo & realizacion deste TFM, en 2016, detectaronse xa algunhas
destas deficiencias. Pero non seria ata a publicacién dunha «tese» de fin de mestrado
na Universidade de Copenhague sobre o tema (Jakobsen, 2017), cando se desvelaria
a magnitude destes erros. O devandito traballo danés dedica 150 paxinas a explicalos
e a corrixir boa parte deles, en contraste coas 10 que ocupa Lyons (2013).

Asi, o obxectivo do presente capitulo é presentar unha versiéon corrixida da teoria
de Lyons (2013). Para iso, incluiranse de maneira resumida os achados de Jakobsen
(2017), engadindo algunhas pequenas demostraciéns orixinais, e incorporaranse os



contidos da retractacion da practica totalidade das demostraciéons do artigo orixinal
publicada o pasado mes de xufio (Lyons, 2018).

2.1. Correlaciéon de distancias en espazos euclidia-

nos

Cando duas variables aleatorias (ou vectores) X e Y toman valores en espazos eucli-
dianos (RY e RM para L, M € Z7T), é posible definir unha medida que caracterice a
sta independencia, denominada correlacion de distancias (Szckely et al., 2007). Méis
concretamente, a covarianza de distancias poboacional é unha norma da diferenza
da funcién caracteristica conxunta e o produto das marxinais:

dCov(X,Y) := [loxy — exevl, = \//RLX]RM [pxy (L, s) — ox(t)py(s)Pw(t, s) dt ds;

onde w é unha funcién «peso» dependente da dimension dos espazos euclidianos
considerados (gozando de unicidade (Szckely e Rizzo, 2012)):

JCONEICTI
(el v (sl vm) ™

(t,s) € RY x RM.

w(t,s) =

E, como de costume,

px(t) :=E[eN] te R py(s) =E[dV)], s e RM.
Como é l6xico, a correlacion de distancias definese como o cociente da covarianza e
as desviacions tipicas, carecendo tamén de signo:

XY
dCor(X,Y) := dCov(X, ¥) .
\/dCov(X, X) dCov(Y,Y)

A correlacion de distancias xeneraliza o cadrado da correlacion linear, xa que:

» Toma valores en [0, 1]. Isto non é estrano: en R, a ordenacién total supén que
ten sentido que a correlacién tefa signo (un sé pode moverse a «esquerday
e «dereita»). Porén, nun espazo euclidiano de dimensién arbitraria non se
mantén esta nocion.
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» E nula se e 86 se X e Y son independentes (de aqui o seu interese).

Malia a complexidade da definicién da correlacién de distancias poboacional, a sta
version mostral é moi facilmente manexable. Dada unha mostra aleatoria simple

(X1, Y1), ., (X, Yy) idd. (X,Y);

definese a;; = d(X;, X;) para i,j € [1,n] N Z. Con esta notacién, as distancias
dobremente centradas son:

Aij = Qyy — C_lz - C_lj. +a..

Se {b;;}i; € {Bij}i; se definen analogamente para {Y;};, a covarianza de distancias
mostral non é mais que o niimero real positivo cuxo cadrado é:

1
dCov, (X, Y)? := =

A distribucién asintética do estatistico anterior multiplicado por —— ¢ unha forma

cuadratica:
Z& 7

dada por {Z;}; ii.d. N(0,1) e {\;}; C R; todo isto sempre e cando {X,Y} sexan
independentes. Desafortunadamente, este resultado carece de utilidade practica &
hora de contrastar a nulidade da covarianza de distancias.

Aqui entran en xogo as técnicas de remostraxe. O mais sensato para aproximar a
distribucion nula do estatistico de contraste é incorporar ao desefio da remostraxe

a informacion que achega Hy, isto é, a independencia, a través dos tests de permu-
tacions.

2.2. Contexto e notacions

2.2.1. Formulacién xeral do problema non paramétrico de

independencia

Sexan (Z',dy) e (#,dy) dous espazos métricos separables arbitrarios (a restricion
da separabilidade explicase en 2.2.2). Dado o elemento aleatorio Z = (X, Y), definido

11



sobre o espazo de probabilidade (€2, F,P) e con valores en 2" x %, considérase a
sta distribucién
0:B(Z x%)—[0,1].

As distribuciéns marxinais venen dadas por:

» X ~p:=0on;"! marxinal en 2";onde 71 : (2,9) € £ x ¥ =2 X

» Y ~v:=0om," marxinal en %; onde my: (2,y) € X X >y X.

Con esta notacién, o test non paramétrico de independencia para X e Y consiste no
contraste de Hy : 0 = u X v fronte & alternativa H; : 0 # pu x v. Compre matizar que
o produto p X v esté definido do xeito habitual: é a tinica medida en B(Z2) @ B (%)
para a cal

(uxv)(Ax B):=pu(Aw(B); Ac B(Z), BeEB(¥).

2.2.2. Separabilidade dos espazos marxinais

A primeira vantaxe de considerar espazos 2 e % separables é que deste xeito,
a o—alxebra de Borel xerada polo seu produto topoléxico rediucese & o—alxebra
produto:

BZ xW)=B(X)B(¥) =c{AxB:AcB(Z),BecB@)}.

Esta igualdade é 1til per se (por exemplo, é crucial na demostracién do lema 3.10 de
Jakobsen [2017]), pero o seu maior interese é que garante que as métricas sexan «con-
xuntamente mediblesy (jointly measurable): do é B(Z) @ B(Z) /B (R) —medible,
para Z € {Z,%}. A relevancia disto reside en que, noutro caso, as integrais de
Lebesgue involucradas na definicién da covarianza de distancias (§ 2.3) non estarian
definidas. Un exemplo de tal espazo seria 2" := RE, equipado coa métrica discreta.
Isto é un caso particular do fenémeno denominado patolozia de Nedoma (véxan-
se Schechter [1996, proposicion 21.8] e Bogachev [2007, exemplo 6.4.3] para maéis
detalles).

Finalmente, a separabilidade tisase explicitamente nas demostraciéns dalgunhas pro-
piedades importantes da covarianza de distancias (Jakobsen, 2017, teorema 4.4 e
lema 5.8), o que indica que non é unha hipétese «desmesuraday. Ademais, no caso
da deteccion da epistase, os espazos son finitos e, en consecuencia, separables; polo
que estas consideracions, ainda que cruciais no plano teoérico, pédense obviar na
préactica.

12



O artigo orixinal de presentacion da correlacion de distancias en espazos métricos
(Lyons, 2013) non tivo en conta estes aspectos (cf. Lyons [2018]).

2.2.3. Medidas con signo

Dise que p : B(Z) — R é unha medida (de Borel) con signo e finita, e denétase
p € M(Z), se e sé se |p| é unha medida finita. Para toda p € M(Z), existe a
denominada descomposicion de Hahn—Jordan e é esencialmente tnica (paxs. 125—
126 de Rudin, 1921; teorema 32.1 de Billingsley, 1995), é dicir, que é posible atopar
medidas non negativas u* € M(2") tales que
po=p—p

e unha particién do espazo 2" = 2T U 2~ que verifique:

WHZ) = 0= p (27
o que significa que put e p~ son mutuamente singulares («ortogonaisy).

Isto permite definir de maneira natural as integrais (de Lebesgue) con respecto a
medidas con signo. Asi, dada f : 2" — R medible,

[ fan=[ raut—[ rau

que estard ben definida cando f sexa integrable respecto de u*, posto que |u| =
+ —
R o VA

Por outra banda, tamén vai ser preciso integrar respecto de medidas produto. Para

comezar, considérese v € M(%'), con descomposicién de Hahn-Jordan dada por
(#*,v%). Entén:

» 4t X vt + p” x v~ é unha medida (non negativa) con soporte (2" x # 1) U
(X~ x%)
» 4 X7+ pu” x vt é unha medida (non negativa) con soporte (2t x % ~) U

(X~ x @t

Polo caracter disxunto dos seus soportes, as medidas anteriores son mutuamente
singulares e, en consecuencia (Rudin, 1921, corolario do teorema 6.14), determinan
a descomposicion de Hahn—Jordan de p X v:

pxv=utxvi4+pu xv)—(ut xv +p xvh).

13



Deste xeito, a integral dunha funciéon Borel-medible h : 2~ x % — R respecto de
[L X V Sera:

/hduxu::/hdu+xu++/hd,u_xu‘—/hd;ﬁxu‘—/hdu—><1/+;

o que supén que L'(p x v) é a intersecciéon dos catro espazos L!(u* x vt). Na
ecuacion anterior omitiuse o conxunto de integracion, por sobreentenderse que se
trata do mais grande posible (neste caso, 2" x #'). Este abuso de notacién, tomado
de Lyons (2013), serd dos poucos que se empregaran neste capitulo, mentres que se
emendaran aqueles que causaron erros no artigo orixinal e mesmo no seu corrigendum
(Lyons, 2018).

A dltima observacion pertinente sobre a integracion con respecto ao produto de me-
didas con signo é que admiten un teorema de Fubini—Tonelli xeneralizado (Bogachev,

2007, § 3.3):

Vhel(uxv), /hd,uXI/://hd,udl/:/ hdvdp.

2.2.4. Regularidade dunha medida

Antes de proseguir, compre enunciar e demostrar a denominada desigualdade «c,»
(¢, inequality, en inglés). Dados «, 3,7 € R, tense que: (a+ )" < ¢.(a”" 4+ 5"), onde

1, r<l
Cp = )
2l r>1

Demostracién. (1) Se , tratase de probar que
(t+1)" <t"+1, t::g

ou, noutras palabras:
F&)=t"+1—(t+1)" >0.

E isto 1ltimo verificase por ser r — 1 < 0:
VteRY, ff(t)=rt" ' = (t+1)"")>0=Vte R, f(t)> f(0)=1-1"=0.
(2) Para , a funcién g(x) := x" é convexa en todo z € RT:
g () =r(r—12""2>0, 2 € R".
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Xeometricamente isto significa que:

g <a+ﬁ> <9+

. . (ot B <27(a" + ).

]

Neste punto, xa é posible estender o concepto de «regularidade» dunha distribuciéon
a medidas con signo. Dise que p € M (Z") ten momentos de orde r finitos, e escribese
pe M (Z), se e sb se:

Joe &, /d%(o, )" d|u|(z) < +oo.

A desigualdade «c,.» permite concluir que, de cumprirse a condiciéon anterior, serd
valida para calquera orixe:

peM(2)svYoe 2, /d%(o, )" dul(z) < +oo.

Ademais, dirase que unha medida con signo § € M (2" x %) pertence a M"™" (2 x %)
se as stias dias marxinais tefnien r—ésimos momentos finitos. Por ultimo, empregarase
o subindice «1» para indicar as medidas de probabilidade:

M(Z) ={pe M(Z): p=20, u(Z)=1};

MI(Z) = M (Z)NM(Z); MI7(E xV) =M (X x V)0 M(L x V).

2.3. Definicion formal de dcov

Na seccion anterior introduciuse o marco teérico no que ten sentido falar de cova-
rianza de distancias, solventando asi algunhas das inconsistencias de Lyons (2013), o
que permitira agora definir o operador dcov de xeito rigoroso, ampliando e corrixindo
a construcién efectuada por Jakobsen (2017).

2.3.1. Integrabilidade da métrica

Para poder definir dcov, é importante ter en conta que:
V,ul,,uQ € M1<%) : de}f S El(,ul X ,LLQ)
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Isto é consecuencia de Fubini e da desigualdade triangular:

[ ol x il < [ dor (e, 0) dlpua] x |zl 2') + [ (0,2 dlps] X g, /) =

= 1mal(2) [ dor(w,0) Alr (@) + |1 [(2) [ dor(,0) dla| () < +0,

2.3.2. Distancias esperadas e algunhas desigualdades

A covarianza de distancias calctilase a partir de distancias dobremente centradas
(§ 2.3.3), pero para iso antes hai que comprobar que as esperanzas involucradas
estean ben definidas. En primeiro lugar, sexa y € M*(2"). A seguinte funcién dé o
valor esperado da distancia dun elemento aleatorio X ~ p a cada punto:
a,: £ — R
T — /d%-(x,x') dp(x)

Evidentemente, estd ben definida. Ademais ¢é |u|(2")—lipschitziana (e, polo tanto,
continua):

Va2 € 25 lou(@) — au@)] < [ 1o, 2) — dor (o', )] dlpl(2) <

< [doe.s)alul() = [0)(2 )y (2.2,

Por outra banda, o visto en 2.3.1 supén que a integral D(u) é sempre un nimero
real:

D(p) = /aud,u: /d%-du X .

As seguintes desigualdades seran moi ttiles no sucesivo e son certas sempre que
pwe M (Z)exye X

L. D(u) < 2a,();

2. D(p) < au(w) + au(y);

3. dy(z,y) < au(x) + au(y);

4. ay(x) < dy(z,y) + auy).
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Demostracion. (1) D(u) = [do (2, 2") dp® (2, 2") < w(Z) [do (2, x) du(z’) +
(2 [ do (z,2") du(e") = 2a,(2).

(2) Aplicando (1) a y e sumando membro a membro, chégase a que: 2D(pu) <
2a,(z) + 2a,(y).

(3) Obtense integrando respecto de z os dous membros de: dy (z,y) < dy(x,z) +
d:@’ (ya Z)‘

(4) Idem ao anterior: dg-(, 2) < da (x,y) + da (y, 2).

2.3.3. Distancias dobremente centradas

Dada p € M'(2"), a distancia dy dobremente p—centrada é:

dy: ' xZ — R
(21, 22) = dg (21, 22) — au(z1) — au(x2) + D(p)
A modificacién anterior de dy non é, en xeral, unha métrica; ainda que si que é
sempre continua (por selo dy-, a,, m e m2) e, en particular, Borel-medible. Ademais,
¢ importante observar que a notaciéon «d,» non fai referencia ao espazo métrico
sobre o que esta definida, pero este pequeno abuso alixeira notablemente a notacion
e non ocasiona ningin malentendido. Este non é o caso doutras abreviacions de
Liyons, como por exemplo a consistente en tomar d := dy-, o cal da a entender que

os espazos marxinais Z e % deben compartir a mesma estrutura métrica, hipotese
totalmente superflua para o desenvolvemento posterior.

A tltima propiedade salientable de d,, ¢ que:
Vi, gy iz € M{(Z)  dy € L1 X pia).
Demostracién. En primeira instancia, é conveniente probar que, para (z,y) € 22,

|du(, y)| < 2a,(y).

Para isto, hai que considerar dous casos:

= Se |d,(x,y) > 0|, abonda con aplicar as desigualdades vistas en 2.3.2:

3) M
|du(2, )| = du(z,y) < D(p) < 2a,(y).
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» Se |d,(z,y) <0}, os argumentos de Jakobsen (2017, pax. 10) fan uso de hipé-

teses demasiado «fortes». No seu lugar, pode argiiirse que:
Vz,t € 270 dy (v, 2) <dg (z,y) +da(y,t) +do(t,2) =

= a,(z) < dy(z,y) +au(y) + D(w);
o que equivale a que |d,(z,y)| < 2a,(y).

Utilizando o anterior, probar que d,, € £*(u; X u2) resulta moi sinxelo:

Fubini

J e )? dn x pa(ry) < 4 [ a()auy)din x palery) 2

— 4 [ (e 2) dps x pu(w,2) [ dor(y,2)dp x ply,2) — = +oo.

2.3.4. A medida de asociacion dcov

A covarianza de distancias xeneralizada definese como:
deov(0) := /(y )y dy(z,2")d, (y,y) 6% ((x,y), («,)), 6 € MY (2 x X);
A

onde, como anteriormente, p:=fon; e v :=0omy .

Para ver que dcov estd ben definida, obsérvese que a integral do produto de duias fun-
ciéns respecto dunha medida (non negativa) é sempre un produto escalar (bilinear,
semidefinido positivo) e, polo tanto, verifica a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky
—Schwarz. Tamén é sinxelo demostrar este caso particular da desigualdade de Holder
«directamentey:

0< / [, (0)dy () —d,, (w)dy (0)]? 402 (v, w) = 2 / 2 d6? / 2 d6%—2 ( / d.d, d92>2 N

| deov(8)] < ¢ / 2 62 / 2 46> < +o0.

Outra forma de razoalo seria ver que:

42+ d >+ d
(duidy)on@%zidﬂdV@ “2 L > |d,d,],
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que non € mais que un caso particular da desigualdade «media aritmética-xeométrica»
(AM-GM) e da de Young.

Agora s6 falta aclarar por que son finitas as duas integrais do membro dereito. Por
exemplo, para d,, tense que:

/du(l’,x’)Q d92((x,y)(x',y’)) Fugini/ du(:v,a:’) d@(x,y) d9<x/’y/) ACOV

dy € L2 (% p)

- /du(x, o) dp(x, ') < +00.

As siglas « ACOV» designan o teorema de cambio de variable abstracto (abstract
change of variables, en inglés), particularizado para o caso en que a funcién do cam-
bio de variable é unha proxeccion. Mais formalmente, sexa f unha funcién medible
no seguinte esquema:

(2 x ¥, B(Z)2B(#),0) = (2.B(%)) L (R,B[R)).

Cando h € L(§ o 1), estd garantido que:

/ fonwl‘l):/ (fom)dd
T (X XY) X XY

ou, tomandou = 907r L

[, f@du@) = [ fla)do(e.y).
[

As diversas comprobaciéns de integrabilidade feitas ata agora permiten escribir dcov
en termos de esperanzas. Para iso, se X ~ up € M}(Z)eY ~ v € M (%), con

~1
distribuciéon conxunta 6 := P o(Y) , a sta covarianza de distancias vén dada por:

Abuso

deov(X, V) "2 deov(0) = E[d,(X, X')dy (Y, Y")] =
—E {(d%(x, X') — E[ds (X, X")|X] — E[da(X, X')|X'] + E[ds (X, X’)])-

(do (V. ¥") ~ Eldo (v, Y)|Y] = Eldo (Y, Y)|Y'] + Eldy (v, Y] )

onde, os apostrofos indican copias independentes e identicamente distribuidas do
elemento aleatorio correspondente.

Para concluir este apartado, nétese que dcov sempre é unha medida de asociacion,
no sentido de que se anula baixo independencia:

deov(pu x v) = /dudy dp x v)? M
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= (/d%-d;f—2/audu2+/D(u)du2) </d@dy2—2/al,du2+/D(V)dl/2> =
= [D(1) — 2D () + D())[D(v) — 2D(v) + D()] = .

Ademais, baixo certas condiciéns, dcov é non negativa e pode reescalarse no intervalo
[0, 1] (véxase 2.5.1), sendo asi unha medida de asociacién «normalizada» (Bishop et
al., 1975, paxs. 375-276).

2.4. A covarianza de distancias en espazos de tipo

negativo

Posto que xa se viu que:
0 =pxv=dcov(d) =0,

¢ natural preguntarse en que espazos ¢ certa a implicacion en sentido contrario. Estes
espazos son os de tipo negativo forte, xa que neles dcov(f) é unha funcién inxectiva
de 0 — p x v.

Con este proposito, comezarase por introducir intuitivamente os espazos de tipo
negativo (§ 2.4.1), que son aqueles nos que dcov admite a devandita representacién
alternativa (ainda que a inxectividade non estea garantida). Logo introducirase a
versién «forte» desta condicién (§ 2.4.3) e concluirase cun resultado moi relevante:
o tipo negativo forte non s6 é unha condiciéon necesaria para que dcov caracterice a
independencia, senén que é suficiente (cunha pequena excepcion, nada restritiva).

2.4.1. Espazos métricos de tipo negativo

O concepto de espazo métrico de tipo negativo é moi antigo (Wilson, 1935) e nos
ultimos tempos esta a gozar dunha «segunda xuventude»: en primeira instancia,
polo seu papel na informética algoritmica (Deza e Laurent, 1997, § 6.1.; Naor, 2010)
e, mais recentemente, da man da enerzia dos datos (Székely e Rizzo, 2017).

O espazo métrico (27, dy) dise de tipo negativo se e s6 se:

VneN; Vo,y € 2" 2 Z do (zi,y5) > Z [do (i, 25) + da (yi, y5)]-

4,j=1
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A expresiéon analitica anterior correspéndese coa seguinte interpretacién xeométrica:
dados n puntos vermellos e outros tantos azuis, a suma das distancias entre os 2n?
pares ordenados da mesma cor non é inferior que a correspondente suma para distinta
cor. Ademais, esta condicion podese formular dun xeito «aparentemente mais xeral»
(Székely e Rizzo, 2017), dado polo caracter condicionalmente definido negativo da
métrica. Porén, en realidade ambas son equivalentes tal e como se comproba tomando
repeticiéns dos puntos e lembrando que Q é denso en R:

VneN; Vo e 2" Va e R, a;=0: Y oajdy(z,7;) <O0.

i=1 ij=1

O anterior quere dicir que un espazo métrico de tipo negativo é aquel no que a métri-
ca acttia coma un nicleo definido negativo (coma os estudados pormenorizadamente
en: Klebanov [2005] e Berg et al. [1984]).

O anterior tamén se pode estudar en termos de nucleos definidos positivos, xa que
un espazo (£ ,dy ) é de tipo negativo se e s6 se a seguinte diverzencia antipodal
absoluta:

do(‘ray) = dggj(.l’,O) + dg{(y,O) - d%([ﬁ,y>, (l‘,y) € %2

é definida positiva para algin o € 2.

Tenen tipo negativo, por exemplo, os espazos euclidianos e, con maior xeneralidade,
todos os espazos de Hilbert, tal e como se vera en 2.4.2.

2.4.2. Representacion en espazos de Hilbert

A continuacion vanse presentar algins resultados que involucran espazos de Hilbert.
Por simplicidade, vaise supofier que en todos eles o corpo escalar é R; pero, en xeral,
todas as afirmacions que se van facer son certas de maneira equivalente para C. Isto
demostrase «realificando» ou «complexificandoy» (paxs. 132135 de Jakobsen, 2017),
segundo o caso.

Tamén vai ser preciso integrar funciéns f : & — H con rango un espazo de
Hilbert. Se non se estivese esixindo a separabilidade de 2~ (cf. § 2.2.2), como en
Lyons (2013), os espazos ‘H que xorden tampouco terian por que ser separables.
En tal caso, unicamente seria posible definir as integrais no sentido «débil» ou de
Pettis (1938), e non no «forte» ou de Bochner. Dada p € M(Z), se f é integrable
segundo Pettis (ou, méis concretamente, «escalarmente p—integrabley), a integral
queda definida de maneira inequivoca pola sta conmutatividade respecto de calquera
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aplicacion do espazo dual H*:
I = / Fdu'E VR 1 — R linear e continua, h*(I) = / (h* o f)dpu.
Z Z

Porén, no marco tedrico deste traballo, todos os espazos de Hilbert van ser separa-
bles, o que sup6n que as integrais de Pettis se reducen as de Bochner.

Tras estas observacions técnicas, xa se pode enunciar o teorema de Schoenberg
(Schoenberg, 1937 e 1938), que caracteriza os espazos de tipo negativo (2, dy)

como aqueles tales que (3&” ,Vd 3{) admite un «mergullo» isométrico nalgin espazo

de Hilbert:
3H esp. Hilbert; 3p: 2 — H; Ve, y € 2 : |jp(z) — go(y)H?1£ =dy(z,y).

Para unha demostracion sinxela desta propiedade, que involucra a diverxencia an-
tipodal absoluta (introducida en 2.4.1), véxase Jakobsen (2017, teorema 3.7), que
corrixe a de Lyons (2013). Con independencia disto, este teorema supén que, ao
manexar soamente espazos métricos separables (§ 2.2.2), os espazos de Hilbert que
xorden tamén o seran.

O ultimo «ingrediente» que falta para poder enunciar a representacion de dcov en
espazos de Hilbert é a definicion do operador baricentro: dadas unha aplicacion
mondtona ¢ : (%, @) — H; como a do teorema anterior e mais p € M(Z),
estd garantida a existencia da integral de Pettis

Bo) = [ pdu ety

e denominase baricentro, xa que é a media dun campo de vectores de H; sobre o
espazo 2 conforme & distribucién dada por p (recordando asi a idea xeométrica
dun centro de gravidade). De feito, se X ~ u € M} (Z),

Por outra banda, se 1 : (@ , \/dgy) — H, tamén é isométrica, para cada 6 €
MY (2 x %), tamén estd definido o baricentro do produto tensorial ¢ X 1:

Bos(0) = /%Xg(go 2 0)d0 € Hy © Ho.

s . , . 1,1 . .
Pero o mais interesante é que se, ademais, § € M, (Z X %) ten como marxinais

(u, v):
deov(0) = 4| Bpey (0 — p x v)|| = Hi @ Ho™.

En conclusion, dcov caracterizara a independencia naqueles espazos nos que o de-
vandito baricentro sexa inxectivo, que se estudaran no apartado seguinte.
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2.4.3. Espazos de tipo negativo forte

Se (42, dy) é de tipo negativo, verificase a seguinte propiedade (cuxa demostracion
é sorprendentemente complexa [Jakobsen, 2017, lema 3.16]):

Vi, pe € M{(Z7) : D(pn — pz) < 0.

Ademais, o espazo (2, dy) dise de tipo negativo forte se, nel, o operador D é quen
de «separar» as medidas de probabilidade (con primeiros momentos finitos):

D(p = pi2) = 0= py = puo.

A extension do teorema de Schoenberg caracteriza estes espazos como aqueles para os
que existe p : (27, v/dy) — H; isométrica e ademais verificando que 3, ¢ inxectiva.
Mais ainda, se se consideran dous espazos de tipo negativo forte 2" e %, sempre se
poden atopar aplicaciéns isométricas ¢ : (2, Vdy) — Hie Y : (%, \dy) — Ho
tales que o baricentro fygy : MY 2 X %) — Hi @ Ha é inxectivo. Polo tanto, se
os espazos Z e % son de tipo negativo forte,

deov(X,Y) = 0 < X,Y independentes,
para calquera elemento aleatorio Z = (X,Y) : Q — 2 x ¥

Polo tanto, o tipo negativo forte é unha condicion suficiente dos espazos marxinais
para que se verifique a equivalencia anterior, pero serd tamén necesaria? A resposta é
un si cun pequeno matiz: se (£, dy ) non é de tipo negativo forte (e simetricamente
para %), é posible achar § € M| (2 x %) tal que:

dcov(f) = 0 e, no entanto, 0 # (fom; ') x (fomyt);

sempre e cando min {#2, #%} > 1. De feito, esta construcién é moi sinxela:

abonda definir
_ M X Oy, + f2 X Oy,

2 )
onde fi1, pp son diias medidas diferentes de M} (2") tales que D(u1 — p2) = 0 e
Y1, Y2 € ¥ tamén son distintos entre si.

0:

Finalmente, vaise demostrar que a exclusion dos casos en que algiin espazo marxinal
¢ unitario non ¢ restritiva; posto que, nestas situaciéns «dexeneradas», claramente
se ten que deov = 0 (xa que d, = 0 cando #% = 1) e que toda 0 € M (2 x &)
é produto das stas marxinais. Para ver isto ultimo, primeiro nétese que:

Y ={y} = B(@)={0.{y}} ={0,7}.
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Entén, se B € B(¥%/),

AxD)=0(0)=0=pu(A
VA€ B(Z). 0(Ax B) = (A x 0) = 06(0) (A (0) ;
B(A X ) = 077 (A) = p(A) = p(A)w(@)
do que se conclie que 6 = p x v. Este resultado analitico simplemente quere dicir
que, como € loxico, se un elemento aleatorio Y toma sempre o mesmo valor, as
observacions de calquera outro X aleatorio van ser independentes das de Y.

Tras o desenvolvemento tedrico anterior, queda claro o interese de identificar os es-
pazos métricos de tipo negativo forte. A estes efectos, é de grande utilidade practica
saber que entre eles estan todos os espazos de Hilbert separables. Ainda que es-
te resultado é pouco sorprendente, a siia demostracion é notablemente dificultosa
(Jakobsen, 2017, paxs. 49-60).

2.5. Correlaciéon de distancias en espazos métricos

2.5.1. A medida de asociacion dcor

Como anteriormente, sexa (X,Y) ~ 0 € M{"' (2 x %) con marxinais (u, ), onde
(2 ,dy) e (#,dy) son dous espazos métricos (separables) calquera. Entén, verifi-
canse as seguintes desigualdades:

| deov(X,Y)| < y/dvar(X) dvar(Y) < D(u)D(v);

onde, loxicamente, dvar(X) := dcov(X, X). Se, ademais, se supén que (2 ,dy) e
(%, dy ) son de tipo negativo:

deov(X,Y) =4 || Bpxy (0 — p X V)Hitl@m z 0.

Neste contexto, e supofiendo que o denominador non se anule, pdédese definir a
correlacion de distancias en espazos métricos:

deov(X,Y)

decor(X,Y)
\/ dvar(X) dvar(Y)

€ [0, 1].

Para ver cando estd dcor ben definida, hai que estudar cando dvar(X) acada os
valores extremos do seu rango [0, D(1)?]. Pédese comprobar que:

dvar(X) =0 3z € 2, u =9, “u—case seguro”;
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0p + 0y

2
Polo tanto, en casos non dexenerados podese falar de correlacion de distancias tran-
quilamente.

dvar(X)=D(p)? © 3,y € X, n=

Jl—case seguro’.

2.5.2. dcor en espazos euclidianos

Segundo o visto no apartado anterior decor ten como rango [0,1] e antlase se e
s6 se hai independencia, o que lembra a propiedade vista para espazos euclidianos
(§ 2.1). De feito, é posible demostrar (usando as representaciéns en espazos de Hilbert
vistas en 2.4.2) que, cando (27, d2) e (%, dy ) son espazos euclidianos (de dimensién

7

finita), a nocion de correlacién de distancias vista en 2.1 (Székely et al., 2007) estende
o cadrado da de 2.5.1 (Lyons, 2013):

deov(X,Y) = dCov(X,Y)? = dcor(X,Y) = dCor(X,Y)2
Ademais, sen mais que desenvolver o produto de esperanzas a que se reduce deov(X,Y')

2,2 - . . . .
cando 0 € M (2 x %), tense a extension da covarianza de distancias browniana
(Székely e Rizzo, 2009, teoremas 7-8) a espazos métricos xerais:

deov(X,Y) =E[ds (X, X)dy (Y, Y")|+E[ds (X, X') E[dy (Y, Y")] -2 E[d 2 (X, X)dy (Y, Y")].

En conclusion, dcov xeneraliza de maneira satisfactoria o cadrado de dCow.

2.6. Contraste de independencia non parameétrico

en espazos métricos

2.6.1. Ncleo asociado a dcov
O seguinte «nicleoy (aplicacién) vai ser transcendental no desenvolvemento poste-
rior:

hi(Z x%)° —R

6
((Jii,yi)) e for (@1, 22, 25, 24) for (Y1, Y2, Y5, Ye);

i
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onde, para & € {2, %},
fo(2) = da(z1, 20) + da(23,24) — do (21, 23) — do (22, 24), 2 € Z*.

As funciéns f e h son claramente medibles e, para probar a sua integrabilidade,
coOmpre acudir a certas desigualdades combinatorias baseadas na desigualdade trian-
gular, cuxo manexo é simple mais sumamente laborioso (véxanse as paxs. 148-150
de Jakobsen [2017] para unha versién corrixida das formuladas por Lyons [2013]).
Unha vez analizado que ten sentido facelo, calcular as integrais das devanditas fun-
cions resulta inmediato. En primeiro lugar:

A
/(ff v)? for (w1, w2, w3, 24) A0 (23, y3), (24, ya)) =
I X

=dy(x1,22) — au(x1) — au(x2) + D(p) = d, (21, 22), (21,22) € 22

para calquera § € M"' (2" x %) con marxinais (u, v). Tendo en conta que, mutatis
mutandi, o mesmo é certo para fz, dedticese que:

dcov(0) = /(%‘x@)? (21, 29)dy, (Y1, y2) AO* (21, y1), (02, 12)) = /((%X@)6 h d6°.

Isto significa que, se Z é un vector que contén 6 elementos aleatorios independentes
e identicamente distribuidos a (X,Y") ~ 6,

deov(6) = E[h(2)] = E [h (X, )1, )]

e, polo tanto, a sta version empirica vai ser un V —estatistico, como os estudados
(erroneamente) por Lyons (2013), tal e como se vera en 2.6.2.

2.6.2. Distancia de covarianzas empirica e U —estatistico aso-

ciado

Antes de nada, lémbrese que, para n € Z", a medida empirica asociada &s observa-
ciéns {(X;, Y;)}, iid. (X,Y)~ 0, é

S 0y i Q@ — My 2 x D).

i=1

0, =

1
n
Facendo algunhas operaciéons elementais, chégase a que o estimador natural

—

dcov(0) := dcov(6,)
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¢ o V—estatistico con ntcleo (non simétrico) h:

dcov (6 5 Z Z h( ins Vi 1) =V, (h).
i1=1 ig=1
Por outra banda, é considerar o U —estatistico correspondente como estimador alter-

nativo, que ademais vai presentar un comportamento satisfactorio baixo condiciéns
moito menos restritivas que decov(f,). Asi pois, se n > 7, ten sentido definir:

1

Un(R) = B (X Yi 3o |

6l(™) ;. -
‘\6) {ir},C[1,»]NZ distintos

onde a virgula indica que, en lugar dos habituais nicleos simétricos, estase a traballar
cun que non o é. Porén, a partir de h pédese obter h simétrico do seguinte xeito:

_ 1 6.
éh( )j: =5 ;h(za),ze(%x@) ,
o oCo6

sendo Sg := {0 : [1,6] NZ — [1,6] N Z : o bixectiva} o grupo simétrico de orde 6.
E a definicién de h vén ao caso porque, ademais, claramente verifica:

Us(n (6) > (X, Y)5)

11<...<ig

Tamén se ten o resultado analogo para o V —estatistico:

Vo € S, deov(fh) = V,i(h) = /m o M) 5(2) T2

- 2) 68 (z,-1) MOV / h(z,) d65(2) = VO(h
ol PLIOLCHCE Rl IR E OB
e, ademais, o razoamento anterior permite demostrar que dcov(f) = [ h d6S.

Agora que xa se pode traballar cos habituais nicleos simétricos, é posible aplicar
a lei forte dos grandes nimeros (LFGN) para U—estatisticos (Hoeffding, 1961) e
deducir directamente que, se 6 € Mlll(% X %),
Up(h) =% dcov(f).

Lyons (2013) confundiu as hipéteses do devandito teorema de Hoeffding coas da
LFGN para V —estatisticos (Giné e Zinn, 1992, pax. 274), segundo se indica tacita-
mente en Lyons (2018). As condiciéns méis débiles baixo as cales se ten aplicado a
LFGN para V —estatisticos neste contexto vefien dadas por: 0 € Mf/3’5/3(% X X).
(Jakobsen, 2017, teorema 5.5). Noutras palabras, a finitude dos momentos de orde
5

3 ¢ suficiente para que:

VE(h) =% dcov(h).

n n—o0
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2.6.3. Distribucion nula do estatistico de contrate

1,1 ;s , L
Se 0 € My (Z x %) é igual ao produto das stias marxinais e estas son non dexe-
neradas, a distribucion nula asintotica dos estimadores introducidos en 2.6.2 é:

nVS(h %i (Z? = 1)+ D(u)D(v);

o0

~6 D 2
onde {Z;};cy. 1i.d. N(0,1) e {\;},cn son os autovalores (con multiplicidade) do

operador linear S : £2(0) — L£2(0) que leva f en S(f) : 2 x # — R, definida

S(@w) = [ dula ) (. y)f (@) QO ), (wy) € 2 % .

A demostracién orixinal do resultado para o V —estatistico (Lyons, 2013) incluia un
razoamento erréneo para concluir que Y22, \; = D(u)D(v). Lyons (2018) afirma
que isto si que é certo cando os espazos marxinais son de tipo negativo, ainda que
cunha xustificaciéon un tanto abstrusa. De ser isto certo, coincidiria exactamente coa
distribucion asintotica de Szckely et al. (2007).

En calquera caso, isto carece de utilidade practica inmediata unha vez méis (cf.§ 2.1),
ao depender {\;}, de 0 (desconecida) e non ser facilmente estimables. A solucién mais
l6xica é, coma en 2.1, unha estratexia de remostraxe. Se se desexa que esta tena uns
solidos fundamentos tedricos e que estea garantida a stia consistencia, unha opcion
é usar bootstrap naif para aproximar os niveis criticos para o rexeitamento do test
e xustificalo en base aos resultados de Arcones ¢ Giné (1992), xa que h verifica a
condicién de integrabilidade requirida por estes autores.
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Capitulo 3

Proposta dun test baseado na

correlacion de distancias

Ao longo do capitulo 2 sentaronse as bases tedricas para o uso da correlacién de
distancias en certos espazos métricos. Unha vez se dispon deste aval, ten sentido
proponer extensions e aplicacions das propostas de Lyons (2018). Posiblemente por
este motivo, a comunidade cientifica non comezou a producir avances neste eido ata
moi recentemente, sendo as dias contribucions mais destacables as relativas as series
de tempo (Davis et al., 2018) e aos procesos estocéasticos discretizados (Dehling et
al., 2018).

O que se vai proponer no presente capitulo é a particularizaciéon do marco teérico
a espazos de cardinal 3 (§ 3.1), para logo desefiar un procedemento adaptado &
deteccién da epistase (§ 3.2) que ademais solucione as deficiencias dos tests de Cai

e Liu (2016) vistas en 1.3.5. Ademais, en 3.3 discutiranse algins detalles técnicos.
Finalmente, en 3.4 explicanse as principais dificultades informaticas que se atoparon,

salientando que na bibliografia especializada non hai constancia de que ninguén tena
realizado unha proposta como a deste capitulo con anterioridade.
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3.1. Correlaciéon de distancias en espazos de car-

dinal 3

Evidentemente, nun espazo finito, a finitude dos momentos (de calquera orde) e a
separabilidade non son un problema. Ademais, acudindo &s definiciéns (Klebanov,
2005; Lyons, 2013), é posible atopar unha demostraciéon directa e orixinal (resolvendo
varios sistemas de inecuaciéns moi laboriosos, que se omiten por rutineiros) de que,
se (£, dy) s6 ten tres puntos, é necesariamente de tipo negativo forte. Esta proba,
en principio, non seria necesaria porque bastaria observar que claramente (5&” , \/E)
admite unha inmersién nun espazo de Hilbert (en base ao teorema de Schoenberg
antes mencionado), o que claramente ocorre (vértices dun triangulo en R?, tamén
tras aplicar a transformacién raiz cadrada). Con todo, é bo comprobar que, nun caso
en que a estrutura métrica ¢ moi sinxela, os abstractos argumentos de teoremas coma
este tamén se simplifican.

Sexa 2" := {0,1,2} o conxunto dos tres posibles xenotipos para cada SNP. O co-
necemento bioléxico indica que non hai ningunha base para considerar que 2 € 2~
copias do alelo menor afectan o dobre que unha (Bush e Moore, 2012), ben sexa
aumentando ou diminuindo a susceptibilidade a padecer algtin trastorno psiquiatri-
co. De feito, hai casos nos que a susceptibilidade a un trastorno psiquiatrico pode
ser maxima en heterocigose (Costas et al., 2011), situacion que se reflicte mediante

le 2.

En situaciéns coma estas non hai ningunha razoén para considerar necesariamente a
distancia euclidiana:

dp(0,2) = 2dg(0,1) = 2dg(1,2),

en lugar de espazos métricos mais xenerais que un «lineary. E aqui onde resulta ttil
a correlacion de distancias para estender as ideas de Cai e Liu (2016). Como xa se
comentou con anterioridade, o caracter marcadamente discreto dos datos de SNP ¢
un aliciente mais para abandonar a idea da correlacion linear.

A priori, non se esta buscando ningun tipo de interaccion especifico: o obxectivo é
simplemente detectar a epistase. Por este motivo, e tamén para reducir os inxentes
custos informaticos, a distancia utilizada en todas as simulacions serd a «equilatera»:

d(0,1) = d(1,2) = d(0,2) = 1.
Por outra parte, vanse definir tres métricas «dexeneradas» (dous dos vértices do

tridngulo coinciden), que seran especialmente ilustrativas para os datos reais, per-
mitindo interpretar que clase de modelo alélico se esta estudando:
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» Recesivo (distancia “0=1"): d(0,1) = 0; d(0,2) =d(1,2) = 1.
» Heterocigoto (distancia “0=2"): d(0,2) = 0; d(0,1) =d(2,1) = 1.

» Dominante (distancia “1=2"): d(1,2) =0; d(1,0) =d(2,0) = 1.

3.2. Contraste de hip6teses proposto

Para simplificar a notacién, sexan X e Y variables aleatorias con soporte {0, 1,2},
correspondentes a dous SNP distintos, para as que se dispén dunha m.a.s. conxunta
de tamano n € Z*:

(X1, Y1), or, (X, Y,) idd. (X,Y).

Nesta situacién, hai varias formas de calibrar a distribucién nula do estatistico de
contraste dcov(X,Y') para o test

Hoxy : X,Y independientes.

Loxicamente, debe incorporarse ao plan de remostraxe a informacién de que se dis-
pon: neste caso, a independencia de X e Y baixo Hyxy. Desta forma, o aconsellable
non é «remostreary en {(X;, Y;)};, senén en X = {X;}; e YV := {V;}; de maneira
separada (permutation tests). Asi, abondara calcular B € Z™ estatisticos da forma
d/CE(X * V*) para aproximar a distribucién na mostraxe baixo Hy da covarianza de
distancias (empirica) por Monte—-Carlo.

Desta forma, dados p SNP, cémpre realizar p> — p contrastes de independencia,
a metade no grupo de casos e a outra metade nos controis. Nunha segunda etapa,
rexeitarase a ausencia de epistase entre un par de SNP se se rexeitou a independencia
para sans e non para enfermos, ou viceversa.

Ao realizar o proceso en duas etapas, o nivel de significacion utilizado na primeira
non pode ser o valor nominal. Para efectuar tal control da FWER, utilizarase a
correccién de Bonferroni. Inicialmente, tamén se considerou a de Siddk (1967), pero
na practica comprobouse que conduce a resultados moi similares.
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3.3. Discusion metodoléxica do contraste propos-

to

A parte do bo comportamento da técnica introducida en 3.2 que se vai expofier nos
capitulos 4 e 5, o mais salientable é que a aplicacién desta metodoloxia estatistica
a datos discretos (xenémicos ou non) non conta con precedentes na bibliografia,
afirmacién que se realiza tras ter revisado todos os artigos que citan a Lyons (2013)

(méis de cen) e lanzado unha busca entre os que contan con Székely et al. (2007)
entre as suas referencias (case un milleiro).

Unha pregunta importante é por que se optou por desenar un procedemento en dias
etapas, en lugar de testar a igualdade de correlaciéns de distancias directamente.
A xustificacién deste feito vén dada da mesma forma que en Cai e Liu (2016), é
dicir, seguindo os argumentos de De la Fuente (2010), entre outros (como xa se co-
mentou na introducién de 1.3). No entanto, non todas as diferencias significativas
entre correlacions son indicativas de epistase, senén unicamente aquelas en que un
dos valores é préximo a cero e o outro non, en contra do suposto por Cai e Liu.
Ademais, é especialmente importante realizar esta distinciéon no caso da correlacion
de distancias porque, se ben a sua nulidade caracteriza a independencia, a inter-
pretacion do «grande» ou «pequena» que sexa non permite analizar a intensidade
da dependencia de maneira tan sinxela coma no caso linear, senén que se producen
algins fendmenos «contraintuitivos» (Székely e Rizzo, 2013).

Por outra parte, no que atangue a técnica de remostraxe escollida, comprobouse
experimentalmente que a dos tests de permutacions a mais axeitada, comparando o
contraste resultante en termos de potencia co bootstrap naif proposto por Jakobsen
(2017, pax. 99). Isto non é estrano se se ten en conta o ben que funciona esta
estratexia en espazos euclidianos (Székely et al., 2007; Székely e Rizzo, 2017), pero
ten o inconveniente de que non se atopou na bibliografia ningunha xustificacion
tedrica sélida (como a de Arcones e Giné [1992] para o bootstrap), se ben é certo que
son poucos 0s casos en que a remostraxe é inconsistente.

Tamén debe aclararse que en artigos como Cai e Liu (2016) e Szckely et al. (2007)
defenden que o niimero de remostras B é pouco importante para os seus métodos,
sempre e cando non sexa esaxeradamente pequeno. Por isto, e tendo en conta que
o tempo de execucién é O(B), optouse por incorporar ao contraste que se presenta
neste traballo a «receita» para B en funcion do tamafno mostral n de Székely et al.
(2007):

B(n) =200 + [5000/n]

Con posterioridade a esta decision, realizaronse numerosas comparativas e compro-
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bouse que, efectivamente, é irrelevante para a potencia e a calibracién de niveis de
significacion (sempre e cando o nivel nominal non sexa extremadamente pequeno).

Porén, se o obxectivo fose o control da FDR, a cousa cambiaria: tanto Benjamini
e Hochberg (1995) como Benjamini e Yekutieli (2001) basednse na ordenacion de
p-valores e, en consecuencia, deben eludirse valores de B demasiado pequenos en
relacion ao niimero de contrastes efectuados, evitando asi unha acumulacién excesiva
de niveis criticos nulos. Desafortunadamente, 4 hora de analizar datos reais (coma os
do capitulo b), isto resulta inviable (véxanse as cuestiéns empiricas en 3.4). Ante esta
situacion, optouse por unha filosofia de FWER (en lugar de FDR), a cal ten como
unica pequena desvantaxe que hai que obviar as febles estruturas de dependencias
entre os (g ) tests efectuados (tanto por coincidir un dos SNP como polo desequilibrio

de ligamento). Malia isto, esta parece a eleccion mais sensata.

3.4. Dificultades informaticas

Neste apartado explicase o importante desafio desde o punto de vista informéatico que
supuxo a implementacion do test presentado en 3.2 e a maneira en que se superou.

Loxicamente, os inconvenientes inherentes aos GWAS (alta dimension e baixo tama-
nio mostral) son comins a toda técnica que intente realizar inferencia estatistica a
partir deles. A modo ilustrativo, na Taboa 3.1 compéaranse os tempos de execucion
do cddigo orixinal en R (R Core Team, 2018) e as versions optimizadas, todos eles no
superordenador Finisterrac 11 do CESGA. A vista destas cantidades, queda plena-
mente xustificada a necesidade do uso de computacién de altas prestaciéns (HPC),
especialmente se un ten en conta que un GWAS coma os do capitulo 5 poderia con-
tar ata con L = 10000 e que o tempo de execucion é unha funciéon linear de (5) e,

polo tanto, O(L?).

Simulacién, R = 10> GWAS, L = 1000 GWAS, L = 4117 *

R secuencial 12 h 19 min 42 dias 1 h 2 anos
R e C secuencial 3 h 59 min 2dias 1 h 29 dias 1 h
R e C paralelo 50 min 2 h 41 min 9 h 48 min

Taboa 3.1: Comparativa de tempos de execucion.
Os tempos para o GWAS grande son estimacions.

Na version paralela, usouse a minima cantidade de recursos de hardware que permitia
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un tempo de execucién razoable en cada caso: 12 cores para os modelos simulados,
48 procesadores para L = 1000 e 240 (planificados) para L = 4117. Ademais, o
c6digo optimizouse de diias maneiras distintas. Inicialmente afrontaronse os modelos
simulados, para os que bastou o uso dun esquema de memoria compartida mediante
a biblioteca OpenMP, onde se reparte o computo entre os nicleos e fios existentes
nun mesmo procesador.

Pola stia parte, os datos reais supuxeron un desafio moito maior. En consecuencia,
acudiuse a un esquema de paralelizacién «amo-escravo» (memoria distribuida se-
gundo o paradigma master/slave), a través de MPI (Gropp et al., 2014). Consiste
en:

1. Un procesador (amo) chama as rutinas de R para cargar os datos matriciais,
dividilos e distribuilos entre os diferentes procesadores (escravos).

2. Cada procesador traballa co seu fragmento de matriz, executando as iteracions
(contrastes de independencia para unha fraccién do total de pares de SNP)
que ten asignadas.

3. Unha vez que cada escravo concluiu a sta parte, envialla ao amo.

4. Finalmente, o amo reconstriie a matriz de p-valores final, que permitira pro-
cesar os resultados en R.

Os programas optimizados combinan unha interface na linguaxe de programacion R
cun «nucleo» en C, o cal realiza as operacions mais custosas a baixo nivel. Todas elas
involucran vectores e matrices de gran tamano, polo que para acelerar os calculos
tamén se empregaron as bibliotecas MK e as instruciéns SSE de Intel®.

Non foi posible o uso de software preexistente, xa que os algoritmos relativos & corre-
lacién de distancias mais eficientes (coma Huo e Székely, 2015) s6 estan desenados
para o caso euclidiano e, mais ainda, os poucos programas que involucran outras
métricas non son publicos nin adaptables & estrutura dos espazos de tres puntos que
se manexan neste capitulo.

Tras unha pescuda bibliografica intensiva entre os artigos que citan a Székely ef al.
(2007) e Lyons (2013), parece xustificado afirmar que non hai constancia do uso da
correlacion de distancias en espazos discretos nin, en particular, da sta aplicaciéon a
busca de interacciéns entre SNP. Asi mesmo, tampouco se atopou ningtun traballo
previo a este TFM en que se realicen tests multiples a grande escala empregando
ningunha das técnicas derivadas da enerzia dos datos (Székely e Rizzo, 2017).
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Capitulo 4

Estudo de simulacion

Neste capitulo preséntase un breve resumo dos estudos de simulacion realizados,
incluindo unicamente unha pequena seleccién das taboas e graficas mais represen-
tativas. A § 4.1 describe os modelos estatisticos que se crearon para este proposito.
Isto foi necesario porque, como se comentou en 1.2, non existe consenso na forma de
avaliar o rendemento de detectores de epistase a nivel tedrico e, ademais, son moi
escasos os artigos cuxos modelos son reproducibles. Por ultimo, en 4.2 expoénense
algiins dos resultados mais salientables que se obtiveron, acompanados dunha breve
discusion.

4.1. Deseno de modelos poboacionais para a vali-

daciéon do método

Vanse definir varios modelos teéricos para a interaccién entre (Z;, Z;), onde Z de-
signa X ou Y, segundo o caso. Ao longo desta seccién exponeranse algins dos mais
representativos de entre aqueles que se crearon para os estudos de simulacién.

A hora de elixir as frecuencias marxinais, optouse por respectar o equilibrio de
Hardy—Weinberg (Hardy, 1908; Weinberg, 1908), xa que os SNP da base de datos
de esquizofrenia o cumpren, ao ser este un dos filtros impostos aos polimorfismos
seleccionados (§ 5.1). Ademais, cada vez que se xera o modelo sortéase a frecuencia do
alelo menor de maneira uniforme no intervalo [0°05,0’2], cuxo limite inferior responde
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ao observado na base de datos e o superior permite que os modelos non sexan
excesivamente «favorables», dificultando a deteccion das interaccions e outorgando
maior solidez &s curvas de potencia que se obtenan.

A necesidade de crear tales modelos ad hoc responde ao feito de que nos artigos que
estudan a epistase entre SNP é moi infrecuente ver modelos simulados e, cando os
hai (como en Marchini ef al. [2005], por exemplo), son demasiado simplistas e en
ningtn caso permiten regular a intensidade da interaccion para estudar a robustez
fronte a diversas alternativas.

Modelo indep

O modelo mais evidente é aquel en que a probabilidade de cada xenotipo é o produto
das marxinais (hai independencia), tal e como ilustra a correspondente tdboa de
continxencia 3 x 3 (Taboa 4.1).

Zi\ Z; 0 1 2
0 pr ps p(l =7 —s) p
1 qr qs qg(l—r—s) q
2 I-=p—qr QI-p—q)s Q1-p—q)(l—-r—s)|1-p—gq

T S 1—r—s 1

Taboa 4.1: Taboa de continxencia para o modelo indep.

Modelos gexp e rexp

Aqui, a magnitude da dependencia vén dada polo afastado de 1 que estea o parametro
e € [1,400], tal e como o reflicten as Taboas 4.2—1.3. Ademais, para un mesmo valor
de e, a intensidade da interaccién ¢ maior no modelo gexp que en rexp, a causa do
equilibrio de Hardy-Weinberg.
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7\ Z 0 1 2

0 pr-+q°s —qs ps —q°s+qs p(l1—1r—2s) P
1 qr — q°s + qs q°s qg(1—r—s) q
2 I-p—q@r (A-p—-qs (Q1-p—-ql-r—-35)|1-p—q

T s l—r—s 1

Taboa 4.2: Taboa de continxencia para qexp.

2

Z:\ Z; 0 1
0 pr ps p(l—r—s) P
1 ar gs—[1-p=—q)—(1=p—q)(1-r—3) ql=r=s)+[Q-p—q)—(1-p—q (1 —r—ys) q
2 (I=p=qr (A-p—q)s+[1-p-q)-(1-p—9qF|1-r—s3) (I-p—q(l-r—s) l-p—gq

1

T s 1—r—s

Taboa 4.3: Taboa de continxencia para rexp.

Modelos gqmult e rmult

Ao igual que nos modelos anteriores, a asociaciéon é menos manifesta canto mais
préximo a 1 sexa o pardmetro, que neste caso é g € [0, 1] (Tédboas 4.4—4.5). Analo-
gamente ao que ocorria antes, a igual g, qmult presenta unha interacciéon mais forte

que rmult.
Z; \ Z; 0 1 2
0 | pr—(1—g)gs ps+(1—g)gs p(l—r—s) p
1 qr+ (1 —g)gs 995 q(l—r—ys) q
2 I-p—q¢r (A-p—¢qs (A-p—-q¢(l-r—s)|l-p—gq
T s 1—r—s 1

Taboa 4.4: Taboa de continxencia para qmult.
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Zi\ Z; 0 1 2

0 pr ps p(l—r—ys) P
qr s—(1=g)(1-p—q)(1—r—5s) al-r—s)+(1-g(l-p—q)(1—r—3) q

I-p-qgr (Il-p-—q@)s+(1-g)(l-p-—qg)(l-7-135) gl-p—q)(1-r~5) 1-p—gq

N

r s 1—r—s 1

Taboa 4.5: Taboa de continxencia para rmult.

4.2. Resultados do estudo de simulacion

Dado que os datos que se desexan analizar corresponden a uns 10 000 SNP e 500
individuos de cada grupo (cf. 5.1), é evidente que os custos informéticos son tan
altos que superan posibilidades de calquera ordenador doméstico e mesmo dalgunhas
arquitecturas convencionais de HPC, que non dan ofrecido resultados nun tempo
razoable (Yang et al., 2015; Kam-Thong et al., 2012). Ofrécense mais detalles sobre
estas cuestion na § 3.4.

Tendo en conta este feito, e para facilitar a interpretacion dos resultados, s se estu-
dou o comportamento do método para un par de SNP simulado, imponendo diversos
modelos paramétricos baixo as hipoteses nula e alternativa, de entre os introducidos
con anterioridade (por brevidade, s6 se inclie unha fraccién dos resultados obtidos
nos ensaios realizados). Os resultados que a continuacion se exponien permitiran es-
tudar a efectividade real do método porque se trata dun problema de contrastes
multiples e non dun s6 test en alta dimensién (véxase Cai [2017] para unha discu-
sién sobre as diferencias metodoldxicas e conceptuais), no cal si que se farfa uso de
resultados asintéticos cando p — oo.

Nas Taboas 4.6a—4.6b, recollese a calibracion do nivel de significaciéon para valores
nominais usuais.

aH 0’01 002 005 010 aH 001 002 005 010

& ‘ 001 002 004 007 & ‘ 001 002 004 008
a) indep. b) rexp con e = 10.

Taboa 4.6: Nivel significaciéon nominal («) fronte a potencia
empirica baixo a hipétese nula (&), para dous modelos distintos.

Por outra parte, nas Figuras 4.1a—4.1b represéntase a potencia empirica do método
proposto. En todos os casos realizaronse R = 1000 réplicas.

As taboas anteriores (xunto con outras similares, que se omitiron) permiten concluir
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que a calibraciéon do nivel de significacion é aceptable ou incluso boa. Pola stia parte,
as graficas da Figura 4.1 mostran que a potencia é moi satisfactoria e que presenta
o aumento desexable a medida que un se afasta da hipdétese nula. Isto tltimo non
¢é sorprendente, xa que a unica critica da potencia do contraste de independencia
mediante correlacién de distancias da que hai constancia na bibliografia (Ramdas et
al., 2015) refirese unicamente aos tests simples en alta dimension (e non aos multiples
a grande escala), por non mencionar que os achados deste artigo contrastan cos de
moitos outros (véxase: Székely e Rizzo, 2017) e, polo tanto, deben tomarse con
cautela.

En conclusién, tense un procedemento que, polo menos no plano teérico, non sofre
as deficiencias de Cai e Liu (2016) expostas na § 1.3.5.

a\
;

0.8
1

°-0o

0.8
1

05 06 0.7
1 1 1
Potencia empirica
05 06 07
1 1 1

03 04
1 1
e—a
_
03 04
1

Potencia empirica

0.2

S

/

0.1

0.0
L
0.0

a) Potencia empirica cando os modelos b) Potencia empirica cando os modelos
son gexp con parametro e € Z* e indep. son gmult con pardmetro g € [0,1] e
indep.

Figura 4.1: Potencia empirica cando os modelos son indep e outro,

en funcién do parametro que caracteriza este.
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Capitulo 5

Aplicacion a un estudo

caso-control de esquizofrenia

Comézase (§ 5.1) describindo as bases de datos xenémicos que motivaron o desen-
volvemento das técnicas estatisticas presentadas en 3.2. Ainda que a xenotipacion
non formou parte deste traballo nin foi realizada polo seu autor, optouse por expli-
car os detalles experimentais para permitir a reproducibilidade dos resultados deste
capitulo, os cales se presentan en 5.2 e se discuten en 5.3.

5.1. Bases de datos xendémicas

Disponse de duas bases de datos de SNP, correspondentes a estudos caso-control
de esquizofrenia e alcoholismo. En ambos os dous casos, xenotiparonse inicialmente
os 588628 SNP seleccionados polo Consorcio de Xenémica Psiquidtrica (PGC) no
desenio do microarray denominado PsychArray-24 vi.1 BeadChip. Destes SNP, uns
50000 foron elixidos pola stia presunta relacion con trastornos psiquidtricos comuins
(a mitido con mais dun), basedndose en indicios bastante febles. Do resto, aproxi-
madamente a metade son os «tag SNP» presentes no HumanCore-24 BeadChip e os
demais son polimorfismos das rexiéns exénicas, tomados do Exome-24 BeadChip.

Tras a xenotipacion inicial, realizaronse varios controis de calidade (QC) convencio-
nais. En concreto, para evitar problemas experimentais, eliminaronse aqueles SNP
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que verificasen algunha das seguintes condicions:

» A frecuencia do alelo menor (MAF) é inferior ao 1%.

= As proporciéns de xenotipos dos controis difiren significativamente das espe-
rables baixo o equilibrio de Hardy—Weinberg (nos casos non seria inesperado).

» A call rate (proporcién de datos non faltantes) estd por debaixo do 95 %, ou
ben ¢ significativamente distinta entre casos e controis.

De non ter imposto as restricions anteriores, estarianse mantendo polimorfismos
«indesexablesy, nos que non é posible separar con claridade os centroides correspon-
dentes aos dous alelos en cuestién (Figura 5.1a), fronte a unha gran maioria na que
a secuenciacion permite discriminar xenotipos con rotundidade (Figura 5.1D).

rs13219354 rs3747600

7y A C(15) W CT(210) ¥ T( ) ® NoCall(ly A G(7o0) M GA(FS7)

a) Call rate baixa (confusion entre os b) Call rate préxima ao 100 % (boa
xenotipos CT e TT). discriminacién entre GG, GA e AA).

Figura 5.1: Exemplos de centroides correspondentes a un SNP que

non pasaria o QC (esquerda) e a outro que si (dereita).

Finalmente, tamén se impoén un filtro de calidade aos individuos eliminando aqueles
para os que a secuenciacién fallara en méis dun 5% dos casos.

Dos SNP autosémicos remanentes tras o QC, escolléronse unicamente aqueles exo-
nicos missense, € dicir, aqueles que fan que se pase de codificar un aminoacido a
outro distinto (Figura 5.2), porque son os que con maior probabilidade poden pre-
sentar interaccion entre si. Polo mesmo motivo, tamén se impuxo as MAF un limite
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inferior mais alto do estritamente necesario, xa que se cre que as enfermidades com-
plexas (non mendelianas) estdn producidas pola combinacién de multiples variantes
comtns de escaso efecto marxinal (Bush e Moore, 2012, hipdtese CV/CD). Outro
argumento para evitar MAF moi pequenas é que ocasionarian que, ante os tama-
nos mostrais relativamente pequenos que se manexan, apenas se observaria o alelo
menor en homocigose (xurdindo asi un claro problema de potencia).

Thr Lys Arg Gly
Ausencia de
mutacién Codén1l Cod6n2 Coddén3 Codon 4
. | | | |
(wild type) | [ [ || |
ACAAAGAGAGGT
Thr Lys Arg Gly O codon alterado
Mutacion sinénima especifica 0 mesmo
ACAAAGAGCGAGT aminoacido.
Mutacion Thr Lys Lys Gly 0 C(_)(_jén mutado
missense cpdlflcg para un
A CAAAGAAAG G T aminoacido distinto.
Mutacion Thr STOP Aparece un codon

nonsense de stop prematuro.
ACATAGAGAGGT

Figura 5.2: Tipos de SNP codificantes Griffiths (figura adaptada de
2015, pax. 583).

A primeira base de datos coa que se vai a traballar é a de esquizofrenia, que conta
con ny; = 585 casos e ny = 573 controis. O nimero de SNP considerados, L = 4117,
é moito menor que o habitual en GWAS destas caracteristicas porque a todos os
polimorfismos considerados se lles esixe:

= MAF > 10%. Isto permite reducir a dimensién o suficiente como para que o
problema sexa informaticamente abordable nun tempo razoable e, a0 mesmo
tempo, non tanto como para que sexa imposible descubrir interacciéns, dada a
notable sparsity das matrices de adxacencia das redes epistaticas (Cai, 2017).

= Pertenza a algin dos xenes contidos nos 35 mdédulos de coexpresion espazo-
temporal en cerebro que se coniecen (Fromer et al., 2016). Isto permitira avaliar
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os resultados: nunha situacién favorable, espérase que os pares de variantes
entre os que se detecten interacciéns significativas coincidan no mesmo moédulo
nunha proporciéon maior que a que se teria seleccionandoos ao azar. En tal caso,
estarianse «validando bioloxicamente» os achados e o deseno da metodoloxia.

Ademais, nunha segunda etapa, intentarase corroborar os descubrimentos mais des-
tacados mediante buscas bibliograficas.

Por outra parte, a base de datos de alcoholismo conta cun tamafio e caracteristicas
moi similar, pero presenta a desvantaxe de referirse a unha enfermidade psiquiatrica
moito menos estudada desde o punto de vista xenémico (Sullivan et al., 2017), polo
que dar sentido bioldxico aos resultados seria unha tarefa moito mais complicada.
En consecuencia, optouse por estudar primeiro os datos reducidos de esquizofrenia
e deixar o resto para o futuro (§ 6.2).

E importante salientar que, tal e como se require para o funcionamento de méto-
dos como o de Cai e Liu (2016) ou o proposto en 3.2, a mostraxe de controis e
casos é independente: os primeiros proceden de mostras tomadas hai anos no Centro
de Transfusions de Galicia, mentres que os segundos proceden dun estudo moito
mais dilatado no tempo levado a cabo no Hospital Clinico Universitario de Santiago
(CHUS). Noutro caso (por exemplo, en estudos de familias), haberia que adaptar a
metodoloxia estatistica & estrutura de dependencias correspondente.

5.2. Resultados da aplicaciéon a bases de datos de

SNP

Para a andlise das bases xendmicas, os custos informéticos son moi elevados (cf.
Téboa 3.1), de maneira que para estudar todos os posibles pares requirese un ntimero
de procesadores demasiado alto para as posibilidades do autor de este traballo.
Ademais, como o obxectivo é confirmar a bondade do método proposto a través de
criterios bioloxicos, optouse por reducir a base de datos de esquizofrenia de L = 4117
a L = 1000 SNP, o que supén unha gran diferencia porque o tempo de execucion
¢ O(L?). Para non introducir ningtin nesgo, estes SNP seleccionéronse ao azar (de
maneira equiprobable).
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5.2.1. Estudo por mdédulos de coexpresion

Usaronse as catro distancias anteriormente definidas para examinar a base de datos
de esquizofrenia, contabilizando a proporciéon das presuntas interacciéns SNP-SNP
detectadas nas que ambos polimorfismos coinciden nun dos 35 médulos de coexpre-
sién espazo-temporal en cerebro descritos por Fromer et al. (2016).

S6 cunha das distancias, a “0=1", a proporcién obtida foi significativamente maior
que a esperable se se elixiran ao azar (de maneira equiprobable): 0/085 fronte a 0’071,
cun nivel critico (p-valor) menor que calquera dos niveis de significacion nominais
usuais. Este feito é a xustificaciéon de que no apartado seguinte s6 se use a métrica
recesiva.

5.2.2. Aplicacién dos resultados ao xene SLC39A8

Finalmente, a andlise efectuada vaise particularizar para un SNP en concreto, po-
dendo asi obter resultados facilmente interpretables e que poidan ser contrastados
acudindo & bibliografia especializada. O polimorfismo elixido é o de posicién cro-
mosémica 4:103188709. A asociacién deste SNP foi descuberta por Carrera et al.
(2012) e confirmada por Ripke ef al. (2014), Mais ainda, tratase do missense mais
claramente asociado & esquizofrenia (Costas, 2018).

Empregando a distancia “0=1", 3 interacciéons destacan por encima das demais
(Tédboa 5.1):

SNP; (médulo)  SNP, (mddulo)  p-valor (controis) p-valor (casos)

2:103149100 (4) 4:103188709 (21) 07000 0’591
14:88407888 (21) 4:103188709 (21) 07000 0’409
7:100466441 (16) 4:103188709 (21) 0’000 07409

Taboa 5.1: As tres interaccions mais significativas de 4:103188709
con outros SNP.

Estes resultados interpretaranse de seguido, en 5.3.
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5.3. Discusion da analise de SNP

Non ¢ inesperado que a distancia “0=1" sexa a que exhiba un mellor comportamento
na practica: ao fin e ao cabo, é a que mellor permite detectar o efecto de aqueles
SNP que seguen un modelo recesivo, ¢é dicir, aqueles para os que o relevante a efectos
fenotipicos é a presenza ou ausencia de 2 copias do alelo menor (sendo indiferente
se hai unha o ningunha). Tal e como se indicou con anterioridade, é habitual asumir
este modelo.

Por outra banda, o estudo particular dun SNP deu lugar & deteccién de 3 pa-
res de polimorfismos destacables, un dos cales esta constituido por 4:103188709 e
7:100466441. Esta presunta interaccion é moi plausible bioloxicamente. Por un lado,
7:100466441 esta no xene TRIPG6, que acttia (Willier ef al., 2011) como activador
da ruta de sinalizacién (signaling pathway) de NF-xB, implicada en inmunidade.
Pola sta parte, 4:103188709 encéntrase no xene SLC39AS, que é un inhibidor desa
mesma ruta (Liu ef al., 2013). E moi pouco probable que esta coincidencia sexa
casual, dado o elevado ntimero de rutas existentes. Ademais, esta idea ven reforzada
pola existencia de bastantes indicios de que unha resposta inmune anormal poderia
estar implicada en esquizofrenia (Costas, 2018).

Discutiuse, pois, como de verosimil é un dos descubrimentos. Porén, non pode di-
cirse o mesmo dos outros dous. E méis, a partir das pescudas bibliogréficas realiza-
das, non se achou ningun indicio de que as presuntas relacions de 4:103188709 con
14:88407888 e 2:103149100 tenian algunha explicacién molecular. En consecuencia,
0 mais razoable é consideralas falsos positivos.

Por outra parte, é loxico preguntarse cal era a probabilidade a priori de que, esco-
llendo un xene ao azar (de maneira equiprobable), sexa posible atopar argumentos
para apoiar a sua presunta relacion co SLC39A8. O pouco que se sabe deste xene
indica que actia na ruta NF-xB e na homeostase de iéns metélicos. Nunha revi-
sién exhaustiva de 2011 (White et al., 2011), documentaronse 235 xenes asociados
a NF-kB, polo que se pode aproximar burdamente que na actualidade cofieceranse
uns 300. No que atinxe aos iéns, o nimero de xenes probadamente relacionados é
moito menor: uns 50. Tendo en conta o anterior, a probabilidade de que, dados 3
dos 1000 SNP considerados, algin tena unha interacciéon plausible con 4:103188709
é de aproximadamente o 4 %.

En consecuencia, ainda que inicialmente poida parecer un pouco decepcionante que
s6 1 de 3 decubrimentos sexa plausible, & vista desta probabilidade, en absoluto
resulta insatisfactorio. Ademais, hai que ter en conta que apenas hai interacciéns
de orde 2 documentadas en trastornos complexos (ainda menos con datos de SNP)
e, en particular, en esquizofrenia non se coniece ningunha a dia de hoxe; o que, de
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novo, da idea da dificultade do problema de partida.

Por 1ltimo, isto permite afirmar que se estan solucionando (polo menos parcialmen-
te) as deficiencias dos LCT de Cai e Liu (2016) expostas na Figura 1.1b. Iso si: esta
conclusiéon debe tomarse con certa cautela, posto que seria preciso facer un estudo
mais exhaustivo para ter maior seguridade.
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Capitulo 6

Balance e conclusions

6.1. Resposta as cuestions da introducion

Finalmente, estase en condiciéns de dar resposta as preguntas que motivaron o

traballo (§ 1.4):

1. Estudouse rigorosamente a correlacién de distancias en espazos métricos e
particularizouse esta analise tedrica para espazos marxinais de cardinal 3.

2. O contraste de independencia proposto xeneraliza os LCT como ferramenta de
deteccion de pares de variables aleatorias nos que a natureza da dependencia
(non s6 linear) é distinta en casos e controis.

3. Ao ser valida calquera distancia, o procedemento proposto é extremadamente
flexible: permite decidir, a priori, que tipo de interaccién buscar. Por exem-
plo, de entre as métricas estudadas, s6 unha demostrou un comportamento
claramente satisfactorio na practica.

4. En base aos estudos de simulacion realizados, pddese concluir que a calibracion
do nivel de significacién é adecuada e a potencia, considerablemente alta ante
diversas alternativas; mellorando os resultados que se obterian cos métodos de
Cai e Liu (2016).

5. Estudaronse as interacciéns mais significativas para os datos de esquizofre-
nia e obtivose unha asociacion bioloxicamente plausible, o cal seria altamente
improbable se 0 método non funcionase adecuadamente.
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6.2. Conclusions e futuras linas de traballo

O estudo realizado permitiu desefiar un contraste de hipoteses baseado na caracte-
rizacion xeral da independencia que ofrece a correlaciéon de distancias, estendendo
asi as ideas dos LCT (Cai e Liu, 2016) a datos ternarios. Este método presenta un
comportamento satisfactorio na practica; tal e como o ilustran, entre outros, os mo-
delos simulados que aqui se presentaron. Ademais, unha das métricas demostrou a
stia adecuacion aos datos xendmicos considerados, a través da deteccion dunha pro-
porcién significativa de pares de SNP no mesmo médulo de coexpresion, asi como
do descubrimento dunha interaccion dentro da mesma ruta de sinalizacion.

Con todo, quedan diversos problemas abertos, que foron xurdindo durante o desen-
volvemento do traballo. Algunhas linas de traballo actuais e futuras son:

» Ampliar a validaciéon biol6xica dos resultados experimentais (§ 5.3) 4 base
completa de 4117 SNP, para dar maior solidez as conclusiéns obtidas.

= Analizar tamén os datos de alcoholismo do IDIS.
» Estudar bioloxicamente os resultados que do anterior se obtenan.
» Buscar melloras informaticas para reducir ainda mais os tempos de execucion.

= A aceleracién dos programas tamén permitirian ensaiar un maior nimero de
distancias, e incluso «aprender» da mostra para achar a métrica éptima nalgtin
sentido.

= Publicar un paquete de 12 que recompile todo o software desenvolvido.

= Desenar novos modelos poboacionais de cara a un estudo de simulacion moito
mais exhaustivo (e, polo tanto, concluinte) que o que aqui se expuxo.

= Adaptar o contido deste traballo a busca de interaccidons entre xenoma mi-
tocondrial (haploide) e nuclear (diploide), aplicindoo aos datos de autismo
ofrecidos polo Grupo de Bases Neurobioldxicas dos Trastornos Mentais do Ins-
tituto de Investigacion Sanitaria Gregorio Maranén.

= Deducir a expresion simplificada da distribucion asintética da covarianza de
distancias para espazos de tres puntos e tratar de achar estimadores razoables
dos autovalores que nela aparezan.

Pédese atopar unha version actualizada deste traballo en: http://bit.1ly/TFM _FCP.
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