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Resumen

Resumen en espanol

El propédsito de este trabajo ha sido la implementacién del método de descomposicion de Benders
generalizado para resolver una clase de problemas conocida como los problemas de pooling. Los pro-
blemas de pooling se utilizan para modelar plantas de procesamiento industrial en industrias como
la petroquimica o la gasistica. La dificultad de los mismos radica en que son problemas no lineales
y no convexos. Con el método de descomposicién de Benders generalizado nos aprovechamos de la
estructura de este tipo de problemas para conseguir buenos 6ptimos locales. Se propone una nueva
formulacién para el subproblema en los modelos de pooling. Los resultados principales del estudio son
que con la utilizacién de este método para resolver los problemas de pooling se consiguen resultados
competentes con los de los solvers comerciales. Ademds, incluso en instancias en las que las herra-
mientas comerciales de optimizacion no son capaces de conseguir soluciones factibles en un tiempo
prefijado, el método de descomposicién de Benders si consigue buenos 6ptimos locales. Por 1ltimo, se
han comparado nuestros resultados con los de la literatura y nuestra herramienta de optimizacion es
capaz de encontrar mejores 6ptimos.

English abstract

The goal of this work has been the implementation of the generalized Benders decomposition method
to solve a class of problems known as pooling problems. Pooling problems are used to model industrial
processing plants in industries such as petrochemicals or gas. Their difficulty is that they are nonlinear
and non-convex problems. With the generalized Benders decomposition method, we take advantage of
the structure of these types of problems to achieve good local optimum. A new formulation is proposed
for the subproblem in pooling models. The main results of the study are that with the use of this method
to solve pooling problems, competent results are achieved with those of commercial solvers. In addition,
even in instances where commercial optimization tools are not able to achieve feasible solutions in a
predetermined time, Benders decomposition method does achieve local optimum. Finally, our results
have been compared with those of the literature and our optimization tool is able to find better local
optimal solutions.
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Prefacio

Este trabajo esta motivado por las labores de investigacion llevadas a cabo por el autor, en colabora-
cién con el ITMATTI, sobre la optimizacién de plantas de proceso industrial. Por motivo de los acuerdos
de confidencialidad firmados por ITMATI y el autor no se podra exponer el cédigo implementado.

En la actualidad los problemas de programacién matematica de gran dimensién estan muy presentes
en la industria ya que permiten modelar de una manera realista multitud de procesos. Por ejemplo,
en plantas de produccion industrial se utilizan este tipo de modelos para la toma de decisiones tanto
en escenarios presentes como futuros. En muchas ocasiones resolver de manera eficiente o simplemente
obtener un buen éptimo local para los escenarios presentes con este tipo de problemas puede resultar
una tarea dificil. Por ello, es de gran importancia la exploracién de técnicas que permitan obtener
soluciones éptimas para estos problemas es tiempos razonables.

Dentro del mundo de la programacién matemaética podemos clasificar los problemas en dos grandes
campos: lineales y no lineales. Para los primeros, considerados féciles, existen algoritmos como el
método simplex o versiones mejoradas del mismo que consiguen resolver problemas con una gran
dimensiéon muy eficientemente y en poco tiempo. Para los segundos, los algoritmos existentes ya no
son tan eficientes como el simplex. En el caso mas dificil, problemas no lineales y no convexos, los
algoritmos existentes pueden tardar mucho tiempo incluso en dar con una solucién local del mismo.

Debido a la dificultad para la consecucion de soluciones en los problemas de planificacién industrial
autores como (Dantzig & Wolfe|[1960) o (Benders||1962), a principios de los anos sesenta, propusieron
técnicas de descomposicion con el objetivo de acelerar el proceso para la obtencién de soluciones 6ptimas
de dichos problemas. En el presente documento unicamente se empleara un método de descomposicién
basado en Benders ya que es més adecuado para resolucién de los problemas que han aparecido en las
colaboraciones con ITMATI.

La idea esencial del método de descomposicion de Benders es acelerar el proceso de busqueda de
soluciones 6ptimas apoyandose en la estructura de determinados problemas. El enfoque original esta
basado en descomponer el problema original en dos problemas: el subproblema y el maestro. Con
ellos lo que se consigue es tener dos problemas que son més sencillos de resolver, por separado, que
el problema original. Supongamos que en ciertas restricciones del problema original estdn implicadas
variables enteras o variables que conllevan la aparicién de no linealidades en esas restricciones, lo que
se trata de hacer con la descomposicion de Benders es separar de alguna forma el problema original
teniendo en cuenta estas variables. Una vez se tenga realizada la separacién del problema original se
resuelve de manera iterativa e independiente ambos problemas permitiendo una comunicacién entre
ellos basada en la informacién de los problemas duales. La ventaja principal de este algoritmo es que
puede ser adaptado para multitud de problemas de programacién matemadtica: lineales, lineales con
variables enteras, no lineales, no lineales con variables enteras etc.

El objetivo de este trabajo es estudiar su rendimiento sobre una clase de problemas académicos
conocida como los problemas de pooling. La eleccién de estos problemas esta justificada ya que debido
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X1V PREFACIO

a su naturaleza son los que maés se asemejan a los problemas reales sobre los que el autor investiga
en colaboracién con ITMATI. Ademads, dentro del campo de la complejidad computacional, estos
problemas se encuentran dentro de la clase NP-duros (Alfaki & Haugland 2013 con lo que nos permite
obtener resultados realista sobre el comportamiento del algoritmo ya que son muy dificiles de resolver.

La organizacién de esta memoria es la siguiente: en el primer capitulo se presentan el método de
descomposicion de Benders en su formulacion original explicando los conceptos tedricos y practicos
del método acompanados al final del capitulo por un ejemplo; en el segundo capitulo se presentan
los problemas de pooling justificando su importancia a la hora de formular procesos de planificacién
industrial y se presentan dos formulaciones equivalentes de problema; en el tercer capitulo se presentan
la extrapolacion del método de Benders para problemas de optimizacion no lineal, aspectos especificos
del modelado para los problemas de pooling al utilizar dicho algoritmo y se presentan dos heuristicas
disenadas para mejorar el rendimiento del mismo. En el capitulo cuarto se presentan los resultados
computacionales obtenidos con los distintos métodos implementados y aplicados sobre los problemas
de pooling. Por 1ltimo, en el capitulo quinto se presentardn las conclusiones del trabajo.

En determinadas situaciones se tomara el abuso de notacién u! = v siempre que se considere que
esto puede facilitar la comprensiéon al lector.



Capitulo 1

Método de descomposicion de
Benders

A principios de los afios sesenta Jacques F. Benders presenta en Benders| (1962)) un nuevo método
para la resolucién de problemas de programacién matemdtica entera mixta (MIP). La dificultad de
este tipo de problemas es que algunas de las variables que lo definen son de naturaleza entera. Este
hecho provoca que se pierda la propiedad de la convexidad de la regién factible dificultando la solucién
del mismo. Otras técnicas que se utilizan en la practica para resolver este tipo de problemas son
ramificacién y acotacién (Land & Doigl|1960) o de planos de corte |Kelley| (1960) que no son tan
eficientes. La ventaja principal del algoritmo de Benders, frente a los otros dos, es que este se basa la
idea de identificar algiin tipo de estructura que nos permita separar el problema en dos: el subproblema
y el maestro. Esto permite resolver dos problemas que de forma separada son mas sencillos de resolver,
desde el punto de vista computacional, que el problema original.

En la literatura sobre Benders la aparicién de variables que dificultan la resolucién de los proble-
mas de programacién matemaética son conocidas como variables complicantes. Es decir, son aquellas
variables que en el caso de ser fijadas como pardmetros provocarian que el proceso de busqueda de
la solucién éptima fuese mucho més sencillo. Por ejemplo, son complicantes aquellas variables enteras
implicadas en restricciones lineales o aquellas variables que provocan no linealidades en restricciones y
en caso de ser fijadas como pardmetros implicarian que dichas restricciones fuesen lineales. También se
entiende como variables complicantes aquellas que permiten identificar algin tipo de estructura en el
problema que nos permita separarlo en dos problemas diferentes. En definitiva cualquier variable que
en caso de no estar involucrada en el problema haria que este tuviera unas mejores propiedades ma-
tematicas desde el punto de vista de la optimizacién y que ademds permita identificar una estructura
de separacién se considerard una variable complicante.

Dado el siguiente problema MIP:

min  c'z+ f(y)
sa. Ar+F(y)>b (1.1)
x>0,y €S CZP,

donde ¢ y « son vectores en R™, f(y) es una funcién escalar en R, A es una matriz definida en R™*™
tanto F(y) como b estdn definidas en R™ y S es un subconjunto de ZP. Nétese que no se especifica ningin
supuesto sobre f(y) y F(y). Lo tinico que se exige en este método es que los problemas resultantes de
la separacion puedan ser resueltos con los métodos o solvers existentes.



2 CAPITULO 1. METODO DE DESCOMPOSICION DE BENDERS

Como se puede observar en (1.1) aparecen dos conjuntos de variables claramente diferenciados: por
un lado, variables continuas x, por otro lado variables enteras y. Ademds en caso de ser eliminados
o fijados los términos en los que estan implicadas las variables y se tendrian problemas lineales. Este
hecho lleva a la idea principal del método de descomposiciéon de Benders que consiste en aprovecharse
de la estructura del problema para separarlo en dos problemas: el subproblema que sera lineal y el
maestro que puede ser lineal, no lineal, discreto etc. En vez de resolver el problema completo que
resultaria complejo, se resolveran, de forma iterativa, dos problemas de optimizacién por separado mas
sencillos desde el punto de vista computacional.

1.1. Deduccién del subproblema y el maestro

Para simplificar la explicaciéon de como se crean ambos problemas y cual es la relacién entre ellos
se introduce el siguiente problema de programacion lineal entero mixto (MILP):

min c'z +d'y
sa. Az+Dy>b (1.2)
x>0,y eSCZP

se trata de una modificacién del problema (1.1) considerando que las funciones f(y) y F(y) son lineales
y donde S C ZP, lo que implica que las variables y han de tomar valores enteros.

Tal y como se ha comentado con anterioridad el método de descomposicién de Benders es un
método iterativo que se apoya en la resolucién de dos problemas, el subproblema y el maestro, pero
estos problemas no se resuelven de forma independiente sino que hay una comunicacién entre ellos a
través de la informacién de los problemas duales. En un sentido menos formal, el problema maestro
hace propuestas para las variables complicantes, el subproblema resuelve fijando dichas variables y le
transmite informacién al maestro mediante el dual.

A modo explicativo se va a considerar que la variable complicante del problema (1.2) es la y debido
a su caracter entero. Por lo tanto, se puede definir el subproblema lineal como:
min c'z +d'y
sa. Az >b— Dy (1.3)
z >0,

el problema dual asociado a (1.3), ignorando el término constante d'y es

méx  u'(b — D)
sa. Alu<ec (1.4)
u > 0.

La primera relacién que se puede deducir del problema (1.3) y de su dual (1.4), ignorando el término
constante d'y, es que si z y u son soluciones factibles del primal y del dual, respectivamente. Entonces,
Az >b— Dy, x>0, Alu = uA < cy u > 0. Aplicando estas relaciones obtenemos que

x> (ud)'z = u'(Az) > u' (b — Dy). (1.5)
Esta relaciéon se conoce como propiedad de dualidad débil.

Proposicién 1.1. (Dualidad débil). Dado un par de problemas primal (P) y dual (D), la funcién
objetivo asociada a cualquier solucion factible del problema de minimizacion es mayor o igual que la
funcion objetivo asociada a cualquier solucion factible del problema de mazximizacion.
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De esta proposicién y de las relaciones propuestas en (1.5) se deducen varias implicaciones. Las
soluciones factibles del problema de minimizacién siempre seréan cotas superiores para el problema de
maximizacion y, equivalentemente, las soluciones factibles para los problemas de maximizacién siempre
seran cotas inferiores del problema de minimizacién. Esta relacién es de gran importancia ya que se
cumple para cualquier par (P) y (D) independientemente de que sean lineales o no y serd una de las
piezas fundamentales del método de Benders. Por otra parte, la propiedad de dualidad débil permite
obtener de forma inmediata los dos siguientes corolarios.

Corolario 1.1. Si z y u son soluciones factibles del primal y del dual tales que ctx = ut(b — Dy),
entonces x y u son soluciones dptimas de sus respectivos problemas.

Corolario 1.2. Dado un par problemas (P) y (D), si la funcién objetivo de uno de ellos es no acotada,
entonces el otro no tiene soluciones factibles.

La dltima propiedad que se necesitard para entender las relaciones entre el subproblema y el maestro
es la de la dualidad fuerte.

Proposicién 1.2. (Dualidad fuerte). Dado un par de problemas primal (P) y dual (D), si uno de
ellos tiene una solucion optima, entonces también el otro tiene solucion optima y los valores optimos
de la funcion objetivo coinciden. En particular, si * y u* son soluciones dptimas de (P) y (D),
respectivamente, tenemos que

cz* = u*(b— Dy). (1.6)

Es importante destacar que, a diferencia de la propiedad de dualidad débil que siempre se cumple
incluso en problemas no lineales, esta propiedad puede no cumplirse si los problemas no son lineales.
Una condicién suficiente para que se cumpla la propiedad de la dualidad fuerte es que tanto la funcién
objetivo como la regién factible del problema sean convexas.

A continuacién se presentan tres subsecciones en las que con la ayuda de los problemas (1.3) y (1.4)
juntos con las relaciones y propiedades matematicas obtenidas a partir de los mismos, se tratard de
explicar en detalle como se construye el problema maestro y las relaciones de este con el subproblema
en forma de restricciones que se denominan cortes. Para realizar dichos cortes es necesario determinar
los puntos extremos y direcciones extremas del conjunto factible del problema (1.4).

1.1.1. Cortes de optimalidad

Los cortes de optimalidad se derivan de los puntos extremos de (1.4). Una de las relaciones entre
un par (P) y (D) es que si la funcién objetivo del primero es acotada entonces el segundo tiene
soluciones factibles. Por lo tanto, para la construccién de estos cortes lo primero que se necesita es que
el subproblema tenga una solucién factible finita y, entonces, se tratara de buscar un punto extremo en
su dual. Una solucién 6ptima del dual (1.4) se corresponde con identificar un punto extremo u* de la
regién factible del dual. Al ser este un problema de programacion lineal implica que su regién factible
esta definida por un poliedro convexo. Entonces, dicho punto se puede caracterizar como:

Proposicion 1.3. Dado un conjunto convexo C, un punto u € C' es un punto extremo de C' si no puede
ser representando como una combinacion convexa estricta de dos puntos distintos de C'. Formalmente,
el vector z es un punto extremo de C si la igualdad z = Ax + (1 — N)y con A € (0,1) implica que
z=x=1y. Donde z, x ey son vectores y A es un escalar.

A modo explicativo la proposicién anterior junto con la propiedad de que la regién factible del
problema dual estd definida por un poliedro convexo implica que los puntos extremos se encontraran
en las esquinas de dicho poliedro.

Supongamos que la funcién objetivo éptima del problema (1.3) es un escalar « y la solucién éptima
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del dual asociado (1.4) es un vector u*. Por la tanto, la propiedad de la dualidad fuerte nos asegura
que
a—d'y =u*'(b— Dy). (1.7)

Ademds como la regién factible del dual (1.4) no depende del valor fijado de las variables com-
plicantes, u* serd factible para cualquiera valor fijo de dichas variables. Debido a que si el primal es
factible y tiene 6ptimo finito siempre existird un u* que serd factible en el dual, por la propiedad de
la dualidad débil tenemos:

a>d'y+u*(b— Dy). (1.8)

Las consecuencias derivadas de la dualidad débil nos llevan a que la desigualdad (1.8) proporciona
una cota inferior para el problema original. Como la desigualdad es vélida para cualquier valor de y,
se introducird en el maestro como un corte de optimalidad.

1.1.2. Cortes de factibilidad

Lo siguiente que hay que considerar es que la solucién del problema (1.3) sea infactible. En este
caso, derivado de las relaciones entre el problema primal y el dual puede ocurrir, en general, que el
dual asociado (1.4) esté no acotado en ese punto o sea infactible. Para entender en profundidad las
implicaciones de la no acotacién de este problema necesitamos introducir dos conceptos importantes
en problemas de programacion lineal: direcciones extremas y el teorema de Carathéodory.

Proposicion 1.4. Dado un conjunto convexo C, una direccion d de C es una direccion extrema si
no puede ser representada como una combinacion conica estricta de dos direcciones distintas de C.
Formalmente, el vector d es una direccion extrema de C si la iqualdad d = Mt 4+ Aac? con Ay > 0 y
Xy > 0, implica que d, c¢' y c® representan la misma direccion. Donde A1 y Ay con escalares y, por su
parte c! y c2 son vectores.

Teorema 1. (Teorema de Carathéodory). Sea C C R™ el poliedro no vacio definido por {x : Az <
b,x > 0}, entonces un punto T pertenece a C siy sélo si puede ser representado como una combinacion
convexa de los puntos extremos mds una combinacion conica de sus direcciones extremas.

Entonces, por el teorema anterior podemos reescribir el problema (1.4) en funcién de los puntos
extremos y direcciones extremas del conjunto {u € R™ : A%y < ¢} de la manera siguiente:

méx > Xi(b— Dy)'u’ + Y pi(b— Dy)'v’

i=1 =1

s.a. zn:)\i =1, (1.9)

0, 1€{1,2,...,n},
0, je{l,2,...,m}.

En caso de que el dual sea no acotado, en (1.9) existird un vector v tal que:
(b— Dg)'v? > 0. (1.10)

Que v sea una direccién extrema dice que nos podemos mover indefinidamente en esa direccién mejo-
rando siempre la funcién objetivo del problema dual. Por lo tanto, para evitar problemas de factibilidad
en (1.3) y reconducir el algoritmo hacia soluciones factibles se debe identificar la direccién extrema con
el objetivo de que no aparezca involucrada en las iteraciones siguientes. Para ello, se tiene que asegurar
que (b — Dy)'v’ sea menor o igual a cero en las futuras iteraciones. Geométricamente, tenemos que
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encontrar valores para el vector v tal que (b — Dy)'v7 forme un angulo de menos de 90° con alguna
direccién extrema del conjunto.

Para toda direccién extrema, v/ con j € J, se definir4 el siguiente corte de factibilidad:

v'(b— Dy) < 0. (1.11)

Para la obtencién de una direccién extrema de la regién factible de (1.4), se podréd resolver el

siguiente problema de optimizacion:
méx v’ (b— Dy)

sa. Alv <0
elo< M
v >0,

(1.12)

donde e = (1, ...,1) € R™ y M es un valor suficientemente grande tal que u; € {v € R" : elv < M},Vi =
1, ...,n. Este problema siempre va a ser factible.

1.1.3. Problema maestro de Benders

Ahora ya se tienen todos los ingredientes necesarios para la construccién del problema maestro.
Partiendo del problema original:
min c'z +d'y
sa. Az+Dy>b (1.13)
x>0,y €S CZP.

Por la dualidad débil, las relaciones entre el problema primal y dual asi como por el teorema de
Carathéodory sabemos que el valor éptimo § de y en el problema original se podra obtener mediante
el siguiente problema:

min  mix a(b— Dy)+d'y
a€l
sa. 9(b—Dy)<0,VoelJ (1.14)
y €S CZP,
0 equivalentemente,

min  «

sa. a>dy+u'(b—Dy), icl
vI(b—Dy) <0, jel
yeSCZP,

(1.15)

donde I representa el conjunto de los puntos extremos y J el conjunto de direcciones extremas. Esta
ultima sera la formulacién del problema maestro en el algoritmo de Benders encargado de proporcionar
propuestas para los valores que deben tomar las variables complicantes. Ademaés, por la dualidad débil
se puede observar que el corte de optimalidad acota inferiormente el problema original con lo que las
soluciones del problema maestro son una cota inferior del problema (1.2).
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1.2. Algoritmo de Benders

Con lo visto hasta el momento se puede ver que el subproblema es un problema mas restringido
que el problema original lo que implicada que sus soluciones éptimas seran cotas superiores para dicho
problema. Por su parte, el problema maestro se trata de una relajacién del problema original con lo
que sus soluciones 6ptimas se corresponden a cotas inferiores del mismo. Lo que hace el algoritmo en la
practica es de forma iterativa conseguir que las cotas de ambos problemas converjan al mismo punto,
siendo este punto la solucién éptima del problema original. Cabe destacar que esto ultimo es cierto
solo si estamos trabajando con problemas de programacién matematica convexos. Si embargo, como
veremos mas adelante una generalizacién del método de Benders puede ser aplicado sobre problemas
Nno CONvexos.

A continuacion, en el Algoritmo [I| se muestra el pseudocddigo del método de descomposicién de
Benders.

Algoritmo 1: Método de descomposiciéon de Benders.

Paso 0: Se inicializa § € S C Z” y € > 0 se establecen las cotas superiores e inferiores a
UB =00y LB = —oco. Ademsés, k = 0. Se inicializan [ = J = (.

Paso 1: Resuelve el subproblema de Benders. Actualiza k = k + 1.

min  cz+d'y
sa. Az >b— Dy (1.16)
z>0
si El subproblema y su dual son infactibles entonces
| Termina.
si no, si Fl subproblema tiene solucion éptima entonces
UB = min(UB, 'z + d'y);
se genera el corte de optimalidad de Benders o > dfy + u”*(b — Dy) y se afiade k al conjunto
I del maestro;
si no, si Fl subproblema es infactible y su dual es no acotado entonces
resuelve (1.11) y genera el corte de factibilidad de Benders v*(b — Dy) < 0 y se afiade k al
conjunto J del maestro;

Paso 2: Se resuelve el problema maestro;

min  «

sa. a>dy+u'(b—Dy), i€l
v/(b—Dy) <0, jel
y €S CRP.

(1.17)

obteniendo nuevos valores para ¢ y una solucién para a = a*;
Se actualiza la cota inferior LB = max(LB, o*).
si UB — LB < ¢ entonces

Termina;

en otro caso se vuelve a Paso 1.

Es importante destacar que en el caso de que en el problema original estén implicadas restricciones
en las que unicamente estén involucradas variables complicantes estas restricciones se trasladaran al
problema maestro. Esto se hace porque las variables complicantes en el subproblema original estan
fijas mientras que es el maestro el que propone soluciones para dichas variables.
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También, es relevante el hecho de como encontrar una solucién inicial para las variables complicantes
en el algoritmo. En la practica una sencilla forma de hacerlo es resolver en la inicializacién del mismo
el problema maestro fijando el valor de « para evitar que el problema sea no acotado. Otra forma es
establecer cotas muy grandes, tanto inferiores como superiores para « y resolver el problema.

Un detalle importante de cara a la implementacién del mismo es que aunque para la obtenciéon de
los puntos extremos y direcciones extremas tedricamente se tengan que resolver los problemas duales
definidos a lo largo de este capitulo segiin sea necesario, en la practica se puede hacer de otra forma
que es mas eficiente desde el punto de vista computacional. Los solvers como CBC (Forrest et al.|2018])
0 Gurobi (Gurobi Optimization|[2019) devuelven la informacién del dual asociada al problema primal.
Entonces, lo inico que debemos tener en cuenta a la hora de construir los cortes es que determinar si
el subproblema es factible o no. Si el subproblema es factible le pedimos la informacién dual al solver
para construir el corte de optimalidad y si es infactible se resuelve el problema (1.11) para construir
el corte de factibilidad.

Para finalizar esta seccién, se comentaran algunos aspectos relacionados con la convergencia del
algoritmo y, para ello, se debe tener en cuenta el proceso de generacién de cortes tanto de optimalidad
como de factibilidad. En cada iteracién del algoritmo se introduce un corte y cada corte estd asociado
a un punto extremo o a una direccién extrema. Como la regién factible del problema (1.4) no depende
de las variables complicantes quiere decir que el espacio de las soluciones factibles de dicho problema es
siempre el mismo. Entonces, si se generan todos los posibles cortes, el problema maestro y el problema
original seran problemas equivalentes ya que dichos cortes definen todos los posibles puntos extremos
y direcciones extremas del problema original. Como el conjunto de puntos extremos y direcciones
extremas del problema (1.4) es finito, esto nos asegura que el algoritmo converge en una cantidad
finita de iteraciones. Ademds, cabe decir que si un punto extremo se repite el algoritmo termina
encontrado el 6ptimo del problema y las direcciones extremas nunca se repetirdn entre dos iteraciones.
En el peor de los casos habra que generar todos los cortes posibles para que el algoritmo converja pero
en la practica esto no ocurre.

1.3. Ejemplo numérico del algoritmo
Supongamos que se quiere resolver el siguiente problema de programacion lineal entero mixto:

min x1 + 34y

s.a. x1 —06xs —brs+2y>1
— 1+ 2o + 223+ 3y > 2 (1.18)
x1,T2,23 20
y >0,y €Z.

Se puede ver facilmente que si la variable y no estuviera implicada en el modelo se tendria un
problema de programacién lineal. Ademds, considerar esta variable como la complicante nos permite
separa el problema original en dos problemas diferentes con lo que se podra aplicar el algoritmo de
Benders para resolverlo. El subproblema tendra la siguiente forma:

min 1 +x3+yY
s.a. x1 —06xs —bdrs+2y>1
—(E1+(E2+2{E3+3g22

T1,T2,T3 Z Oa

(1.19)

donde g es un valor fijo de y, con lo que el subproblema solo depende de las variables x1, x2 y x3. El
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problema maestro inicial estara definido por:

min a+y

(1.20)
sa. y>0,y€Z,
donde o € (—o0, 00).
= Paso 0. Se inicializa §° = 0, € es un valor muy pequeiio, se establece UB = oo, LB = —o0.
Ademés, k=0yI=J=10
= Paso 1. Se resuelve el subproblema y se actualiza k = 1.
min x;+x3+0
s.aa. x1 —6xg —bdr3+0>1
e (1.21)

—x1+x2+223+02>2
Ty, T2, x3 > 0,
obteniendo que la solucién de este problema con § = 0 es infactible. Como el subproblema es
infactible resolvemos se resuelve (1.11). En concreto,
min vy + 2y
sa. vy —vy <0
—6v; +v2 <0
—5v1 +2v5 <0
v +ve <M

(1.22)

V1,U2 Z 0,
cuya solucién se alcanza para v; = 1y vo = 5/2. Se genera el corte de factibilidad 12 — 19y < 0.

= Paso 2. Se resuelve el problema maestro;

min a+y

sa. 12-19y <0 (1.23)
y=>0,y€i,
obteniendo y! = 1 y a = —oco. Se actualiza LB = max(—o0, —00) = —co. Como UB — LB > ¢

se vuelve al Paso 1.

= Paso 1. Se resuelve el subproblema y se actualiza k = 2.
min z; +x3+1
sa. x1—6xo —br3+1>1
— T+ T2+ 2x3+12>2

T1,T2,x3 Z 07

(1.24)

obteniendo que la soluciéon de este problema con § = 1 es factible. La solucién se alcanza en
x1 =0, x5 = 0y x3 = 0. Por su parte, pidiéndole la informacién al solver, los duales asociados a
la primera y segunda restriccion toman los valores u; = 0 y us = 0, respectivamente. Se actualiza
UB = min(co, 1) Se genera el corte de optimalidad « > 0.

= Paso 2. Se resuelve el problema Maestro;
min a+y
sa. 12—-19y <0
a>0
y=>0,y €,

(1.25)
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obteniendo y? = 1 y @ = 0. Se actualiza LB = maz(—o0,1) = 1. Como UB = LB el algoritmo
termina.

El valor éptimo de la variable complicante serda y* = 1. Resolviendo nuevamente el subproblema
se obtienen los valores alcanzados por el resto de variables en el éptimo del problema original que
son z1 =0, z3 =0y 0 < x9 < 1/6. Por ltimo, el valor de la funcién objetivo en el éptimo serd 1,
coincidiendo con UB = LB = 1.






Capitulo 2

Problemas de Pooling

Los problemas de pooling son un tipo de problemas de programacién matematica que sirven para
modelar diversas situaciones que se dan en plantas de procesamiento industrial y han adquirido una
gran relevancia en los dltimos cuarenta afios (Alfaki & Haugland|[2014). En concreto, industrias como
la petroquimica o empresas dedicadas al procesamiento y distribuciéon de gas utilizan dicho tipo de
modelos para la optimizacion de sus plantas de procesamiento industrial. En este capitulo se explicara
en que consisten estos modelos y se presentaran dos formulaciones equivalentes del mismo.

El alto valor anadido que generan estos modelos en las industrias comentadas ha provocado que se
estudiaran ampliamente tanto desde el mundo académico como empresarial. La razén principal es que
se tratan de modelos no lineales y no convexos y, es sabido, que tienen multitud de éptimos locales.
Ademas, desde la 6ptica de la complejidad computacional estos modelos estan catalogados como NP-
duros demostrado en |Alfaki & Haugland| (2013) y en Dai et al. (2018]). Por lo tanto, encontrar el
optimo global de este tipo de problemas es muy dificil o computacionalmente prohibitivo cuando el
tamano del problema es considerable. Es por ello, que las dos lineas de investigacién principales en
este campo sean, por un lado, el desarrollo de formulaciones equivalentes del mismo que ayuden a
encontrar mejores soluciones con los solvers existentes en el mercado y, por otro lado, la bisqueda
y desarrollo de nuevos métodos para resolverlos. Sobre la primera linea de investigaciéon se puede
consultar mds informacién de la que se presentan en este capitulo en|Alfaki (2012), |Alfaki & Haugland
(2013)), |[Haverly| (1978)), |Sahinidis & Tawarmalani| (2005)) y [Floudas & Aggarwal (1990) entre otros.
En cuanto a los métodos de resolucién podemos clasificarlos en dos grandes campos: algoritmos cuyo
objetivo es la optimalidad global de dichos problemas y los que tratan de encontrar mejores 6ptimos
locales para los mismos. Dentro de los primeros destaca |Alfaki & Haugland| (2013]) que propone un
método para optimalidad global comparando los resultados con los de la herramienta de optimizacién
global BARON (Tawarmalani & Sahinidis||2005). El problema de tratar de encontrar el 6ptimo global
en los problemas de pooling es que si el nimero de variables y restricciones es elevado, entorno a los
miles, el tiempo de ejecucion de este tipo de algoritmos puede ser excesivo. Es por ello que muchos
autores e incluso empresas del sector no tratan de buscar la optimalidad global sino que tratan de
buscar métodos que consigan llegar a mejores soluciones locales del problema. El hecho de encontrar
mejores soluciones locales puede implicar un aumento de los beneficios muy considerable en este tipo
de industrias. Ejemplos de algoritmos para mejorar la obtencién de éptimos locales en estos problemas
se pueden consultar en Alfaki & Haugland| (2014)) donde se propone una heuristica especialmente
disenada para los problemas de pooling que consigue buenos éptimos locales, en |Dai et al| (2018)) se
utiliza programacién lineal sucesiva (SLP) y una versién mejorada del algoritmo para resolverlos, en
Floudas & Aggarwal (1990) se propone un algoritmo basado en Benders que serd el utilizado en este
trabajo para resolver los problemas de pooling.

11
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Antes de presentar las dos formulaciones utilizadas para los problemas de pooling vamos explicar en
que consisten este tipo de problemas. Supongamos que el modelo de pooling representa una refineria
de petréleo. De una manera sencilla vamos a comentar el proceso que se lleva a cabo en ella. Primero
se compra el crudo que sera almacenado en depésitos inicialmente conocidos como fuentes. Este crudo
es transportado a través de tuberias por la refineria hasta llegar a los pools o tanques. En estas
unidades se mezclan los diferentes productos para conseguir productos intermedios o finales como la
gasolina, el gasoil, el queroseno, etc. Dichos productos son nuevamente transportados por las tuberias
correspondientes hasta llegar a las terminales en las que se pueden volver a mezclar diferentes productos
intermedios para conseguir productos finales o simplemente se almacenan en ellas para atender la
demanda de los consumidores de estos producto finales. Cabe destacar que el objetivo final es la
maximizacién de los beneficios de la refineria minimizando los costes operacionales de la planta de
procesado teniendo en cuenta las restricciones impuestas por la propia operacién de la refineria y
atendiendo la demanda de los consumidores.

En un sentido matematico, el proceso anterior, puede verse como una red de flujo que no es mas que
un grafo orientado con nimeros asociados a los arcos o nodos y en el que por las aristas se transportan
o viajan ciertas unidades de productos (Ver Anexo A). En concreto, el problema de pooling es una
red de flujo con tres capas de nodos. La primera capa recibe el nombre de fuente y es por la que
entran los productos iniciales (crudos), la segunda capa serdn los pool o tanques en las que se mezcla
productos con diferentes propiedades para transformarlos en nuevos productos y, la tercera capa, son
las terminales, en las que se le exige que los nuevos productos cumplan ciertas calidades impuestas por
el mercado. El proceso de mezcla de los productos solo se produce en los tanques y en las terminales
siendo los causantes de no convexidades en el modelo. Es decir, el proceso llevado a cabo en los pools,
matematicamente, se traduce en restricciones bilineales provocando que se pierda la propiedad de la
convexidad en la regién factible del modelo. En caso de que los pool o tanques no estuvieran presentes
en el modelo se tendrian modelos lineales para los que existen algoritmos muy eficientes.

Para entender mejor lo explicado previamente expondremos, a continuacién, uno de los problemas
més famosos en el campo de los problemas de pooling, representando en la Figura2.1]y que fue definido
en Haverly| (1978)).

Figura 2.1: Problema de Pooling de Haverly.

3%S Max 2,5%, S,
0D, .
Coste: 6 Precio: 9,

: Demanda: 600
é% f,. . Max 1,5%, S,

oste: 1 Precio: 15,
Demanda: 200

2% S,

Coste: 10
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En el ejemplo de Haverly tenemos definida una red con flujo con tres capas de nodos. En la pri-
mera capa tenemos las fuentes que en este caso estan formadas por tres tipos diferentes de crudos
representados por S1, So y S3. Cada uno de los crudos tiene asociado una concentraciéon de sulfuro
“S*“ diferentes 3 %, 1% y 2 % respectivamente. A modo aclaratorio las concentraciones de propiedades
como el sulfuro se conocen como calidades en la literatura sobre problemas de pooling. Cada uno de los
crudos tiene un coste asociado como se puede ver en la Figura[2.1] Los crudos Sy y S2 son enviados al
pool donde serdan mezclados mientras que el crudo S3 es enviado directamente a las terminales 77 y T5.
Una vez los crudos se han mezclado en el nodo intermedio se envia a las terminales. En las terminales
se impone que los nuevos productos resultantes de la mezcla en el pool y de la mezcla de los productos
en las terminales cumpla con ciertas calidades. En este caso que la concentracién de sulfuro no exceda
al 2,5% enT1 vy 1,5% en Ty. Adems4s, la terminal T} tiene tiene que atender una demanda de 600 y la
terminal T de 200. Como se puede ver los tres crudos iniciales son procesados para la obtencién de dos
productos finales distintos. Con lo que el problema del pooling consiste operar la hipotética refineria
minimizando los costes de produccién cumpliendo con las calidades exigidas por los consumidores y
con la demanda de los mismos.

2.1. Formulaciones de los problemas de pooling

Antes de presentar los modelos se van a hacer una serie de aclaraciones. Como se ha comentado al
principio de este trabajo, el objetivo principal del mismo ha sido la implementaciéon de un algoritmo
basado en Benders que permite obtener buenos 6ptimos locales en tiempos razonables de ejecucion.
Inicialmente se disponian de tres formulaciones equivalentes para los problemas de pooling PQ,TP
y STP obtenidas de http://www.ii.uib.no/~mohammeda/spooling/| que son las presentadas por el
mismo autor en |Alfaki & Haugland| (2013]). Cabe decir que las instancias estan escritas en el lenguaje
de modelado matemético GAMS y ha sido necesario traducirlas a Pyomo (Hart et al.||2017) ya que
es el lenguaje de modelizacién basado en Python que se ha utilizado. En el presente documento solo
se presentan las formulaciones PQ y TP ya que la STP no daba buenos resultados con el algoritmo
implementado. Es sabido que las diferentes formulaciones equivalentes de los problemas de pooling
tienen diferente tipo de comportamiento en el proceso de busqueda de soluciones 6ptimas en funcién
del algoritmo que se emplee para resolverlas. En cuanto a la notacién, para que sea méas cémodo para
el lector en caso de que quiera profundizar mas sobre el modelado de este tipo de problemas, se ha
tomado la licencia de seguir la notacién utilizada en [Alfaki & Haugland| (2013).

A continuacién se presenta la notacion utilizada. z es un vector de ntimeros reales no negativos
definidos en el conjunto S, es decir =z € Rf_. D = (N, A) es el grafo orientado que representa la
estructura de red en los problemas de pooling donde N es el conjunto de nodos y A es el conjunto
de arcos. S, I y T son tres conjuntos disjuntos con N = S U I UT donde S representan el conjunto
de fuentes, I el conjunto de pools o tanques y T' el conjunto de terminales Para cada nodo i € N se
tiene que N;* = {j € N : (i,j) € A} y N, = {j € N : (j,i) € A}, entonces N, representan los arcos
que salen del nodo ¢ y N; los que llegan a dicho nodo. Se asume que S y 7" son conjuntos no vacios
yque AC (SxI)U(SxT)U(I xT) implicando que N = 0,Vs € Sy N, = (,¥t € T. Es decir,
no puede existir ningin arco que suministre flujo a las fuentes y no existe ningiin arco que salga de
las terminales. P C .S x I x T es el conjunto de caminos con dos arcos en D. Los atributos de calidad
estdn definidos en el conjunto K. Para cada k € K existe una constante para cada fuente y para cada
terminal. ¢¥ es el parametro de calidad del atributo k en la fuente s € S y ¢F es su andlogo para cada
terminal ¢ € T. Para cada i € N se define una constante, capacidad de flujo b; que representa la cota
méxima de flujo que puede pasar por los diferentes elementos de N. Para cada arco (i,j) € A se define
la constante coste unitario ¢;; que representa un coste si la materia prima estd implicada en s y precio
de venta de los productos finales en t.

Tal y como se ha comentado con anterioridad en el caso de que no existieran los pool o tanques en los
problemas de pooling implicaria que dichos modelos fuesen lineales. En concreto, podrian representarse
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como un problema de flujo en redes con coste minimo.

Definicién 2.2. Dada una red con flujo, el problema de flujo en redes con coste minimo consiste en
determinar el flujo que ha de pasar por cada arco de tal manera que el coste asociado sea minimo y
que se cumplan las restricciones de conservacion de flujo y las impuestas por las capacidades.

En ese caso los flujos serfan las variables de decision del problema de optimizacién que consistiria
en elegir los flujos, cumpliendo las restricciones impuestas que minimicen el coste total del flujo que
pasa por la red. Siguiendo con la notacién de |Alfaki & Haugland| (2013) se puede definir el politopo
del flujo F(D,b) como el conjunto de los f € Rf tal que:

_GZN+ fsj S bsv ERS Sa (21)
J s

JeN;

Z fsj — Z fji =0, 1€ I. (23)
JENF JEN

La ecuacién (2.1) indica que la suma de la cantidad de flujo que sale de cada una de las fuentes
tiene que ser menor que by (méxima cantidad de flujo de cada fuente), la ecuacién (2.2) refleja que
la cantidad de flujo que sale de cualquier nodo distinto de las fuentes (terminales o pools) tiene que
ser menor o igual que la cantidad de flujo maximo soportado por cada una esas unidades. La tultima
ecuacion se conoce como conservacién de flujo e indica que la cantidad de flujo que entra en cada uno
de los pool tiene que ser igual a la que sale de ellos.

2.2.1. Formulacién PQ del problema

En la literatura las formulaciones Q de los problemas de pooling se caracterizan por utilizar parame-
tros para las calidades de los productos y materias primas en vez variables. Ademads, la formulacién
PQ se caracteriza principalmente por que se definen variables que indican proporciones de flujo de las
fuentes a los tanques y unidades de flujo de los tanques a las terminales.

Antes de presentar las ecuaciones que definen el modelo de optimizacion se van a presentar una serie
de consideraciones. Si un arco no estd definido en A su flujo asociado sera nulo o lo que es lo mismo
fij=0si4,j€ Ny (i,j) ¢ A. Es decir, se tienen dos nodos el i y el j definidos en la red pero no hay
una conexién (arco) que los una. Se entenderd por variable de proporcién yi a la proporcién de flujo
que va al pool i € I y que se ha originado en la fuente s € S. Al igual que antes y{ = 0 si no existe un
arco que una la fuente s y el pool 4. La proporcién de flujo se calcula como yf = fq;/ ZtET fit donde
fsi es el flujo que va de la fuente s al pool i vy, ZtET fit representa la cantidad total de flujo que sale
del pool i y llega a todas las terminales ¢t de T. Para todos los caminos (s,,t) € P, se define zg;
como el flujo de todo el camino y nuevamente el flujo de ese camino sera nulo si no existe ese camino
(x5t = 0,Y(s,i,t) € (S,1,T) \ P). Llegados a este punto ya se puede presentar la formulacién PQ del

problema de pooling:
min > - (Cstfst +> (esi+ Cit)xsit) (2.4)

Fye SEStET il
s.a. Z (fst + me) < b, s €S, (2.5)
teT iel

szsit < b;, i €1, (2.6)

sesteT



2.1. FORMULACIONES DE LOS PROBLEMAS DE POOLING 15

Z (fst + Z%it) < by, tel, (2.7)

seS el
Z(q:l:_%é)(fst—"zxszt) Soa t€T7k€K7 (28)
ses el
dovi=1, i€l (2.9)
seS
szit:fita ZEI,tET, (210)
ses
szitgbiyf, SGS,iEI, (211)
teT
Tsit = yisfitv (sz7t) S P7 (212)
fit >0, ieSUILteT, (2.13)
0<yi<1, ielseSs. (2.14)

Como se puede ver el problema de optimizacion consiste minimizar los costes donde, en economia, es
analogo a maximizar beneficios teniendo en cuenta todas las restricciones impuestas por la estructura
de red de los problemas de pooling. En la funcién objetivo aparece el pardmetro c, representard un
precio de compra (si es negativo) y de venta (si es positivo), con lo que se trata de minimizar los costes
asociados a todos los flujos que van desde las fuentes a las terminales. La restricciones (2.5), (2.6) y
(2.7) son restricciones de capacidad. La primera indica que el flujo total de las terminales tiene que
ser menor o igual al suministrado por cada una de las fuentes; la segunda que el flujo del camino que
pasa por el pool i tiene que ser menor o igual que la capacidad maxima soportada por el mismo y, la
tercera; que el flujo que llega a cada una de las terminales tiene que ser menor o igual a la capacidad
maxima de dicha terminal.

La inecuacién (2.8) tiene que ver con las cotas para las calidades en las terminales, indicando que
la calidad asociada a cada uno de los productos finales tiene que ser menor o igual a la que tenian las
materias primas empleadas para obtenerlo. Es decir, pensando en el ejemplo de Haverly si cierto crudo
tiene una concentraciéon de sulfuro, por ejemplo, una vez el crudo ha sido procesado y mezclado en
los pool con el fin de transformarlo en otro producto distinto, este tltimo no puede tener una mayor
concentracién de sulfuro. La ecuacién (2.9) representa la restriccion légica de que la suma de todas las
proporciones de flujo que salen de la fuente s al pool ¢ tiene que sumar uno. Las restricciones (2.10) y
(2.11) son redundantes pero mejoran el comportamiento del modelo a la hora de encontrar soluciones
6ptimas para el mismo (Sahinidis & Tawarmalanil[2005). Su interpretacion, respectivamente, es que el
flujo del arco (i,t) tiene que ser igual el flujo suministrado por la fuente para ese arco representado
por el flujo de ese camino, mientras que el camino (i, s,t) no puede consumir mas que una proporcién
y? de la capacidad minima del pool i. El término bilineal aparece en la restriccién (2.12) indicando
que la proporcién de flujo que va de s a i por el flujo que va de los pool a las terminales tiene que ser
igual al flujo total de ese camino. Las dos ltimas ecuaciones indican que los flujos nunca pueden ser
negativos y que la proporcién de flujo que va de las fuentes a los pools tiene que estar comprendida
entre 0 y 1 dado que es una proporcion.
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2.2.2. Formulaciéon TP del problema

La formulacién TP del problema de pooling es simétrica a la formulacién PQ. La diferencia con la
PQ es que ahora las variables que indican proporciones de flujo se definen sobre las terminales en vez
de sobre las fuentes y las variables de flujos se definen sobre los arcos que van desde las fuentes a los
pools.

Para todos los pools i € I se tiene que y! es la proporcién de flujo que va desde el pool i a las terminal
t € T. Entonces el célculo de las variables que representan proporciones de flujo es y! = fir/ >, es Jsi-
Por lo tanto, la formulaciéon TP del problema es la siguiente:

min Z Z (cstfst + Z(Csi + Cit)xsit> (2.15)

fy.x

seSteT i€l
s.a. Z (fst + szit) < bs, s €S, (2.16)
teT il
szsit < b;, el (2.17)
sesSteT
Z (fst + Z%it) < by, teT, (2.18)
seSs i€l
S —af)(fu+ Y ww) <0, teThEKR, (2.19)
seS i€l
doyi=1, i€l (2.20)
teT
D g =fu, i€ls€S, (2.21)
teT
szit < blyf7 (RS I7t € Ta (222)
ses
Tsit = y'ffsia (87271;) S P7 (223)
fsi >0, s€S,ieUUT, (2.24)
0<qyl <1, iel,teT. (2.25)

Dado que el dnico cambio en este modelo son las proporciones de flujo implica que las variables que
representan los flujos la funcién objetivo son las mismas. En este punto se omite una explicacién tan
detallada sobre las restricciones ya que su interpretacion es andloga a la del modelo anterior.

Lo importante y el por qué de tener estas dos formulaciones es que pese a ser modelos equivalentes
para los problemas de pooling computacionalmente presentan comportamientos diferentes. En este
sentido, en los resultados empiricos obtenidos y presentados en el capitulo cuarto, con el algoritmo
implementado, se veran reflejadas las diferencias de comportamiento entre ambos modelos. Este es un
hecho importante a resaltar ya que, como se ha comentado previamente, en la practica, este tipo de
problemas no se resuelve a optimalidad global debido a que el tiempo computacional para instancias
reales o con un numero levado de variables y restricciones puede ser prohibitivo. En la practica lo que
buscan las empresas de las industrias donde se utilizan este tipo de modelos es tratar de encontrar
buenas soluciones locales para dicho problema. Que el comportamiento de ambas formulaciones equi-
valentes sea diferente para los algoritmos sugiere que muchas empresa del sector pueden mejorar sus
resultados econémicos formulando su modelo particular de una o de otra forma.



Capitulo 3

Método de descomposicion de
Benders para los problemas de
pooling

En el capitulo anterior sobre los aspectos generales de los problemas de pooling quedé de manifiesto
que las operaciones realizadas en los tanques o pools provocan que el modelo sea no lineal y no convexo.
En concreto, aparecen restricciones bilineales del tipo zs;; = y! fs;. Para resolver este tipo de problemas
existen técnicas como la programacion lineal sucesiva (SLP) (Palacios-Gomez et al|[1982)), algoritmos
de punto interior (Wéachter & Biegler|2005)), métodos de penalizacién (Bazaraa et al.[2005)), lagrangiano
aumentado (Birgin et al.|[2010), etc. El problema principal de estos métodos es que tienen que lidiar
con el problema completo y dado que los problemas de pooling estan catalogados como problemas
dificiles de resolver, métodos que se aprovechen de la estructura del problema pueden ser de gran
ayuda a la hora de conseguir buenos 6ptimos locales para el problema. Es por ello que en [Floudas &
Aggarwal (1990) se propone el método de Benders generalizado adaptado a los problemas de pooling
y seré el método principal de este trabajo. A modo aclaratorio, el método sirve para resolver cualquier
tipo de problemas de optimizacién no lineales sobre los que se puedan detectar variables complicantes
o cualquier tipo de estructura de separacién que permita dividir el problema en dos: subproblema y
maestro.

En general, tener problemas no lineales tiene una serie de implicaciones:
= no podemos hablar de puntos extremos,

= tampoco se puede hablar de direcciones extremas,

= la regién factible puede no estar definida por un poliedro.

Ademas, si la regién factible es no convexa como en el caso de los problemas de pooling, también
se pierde la propiedad de que todo 6ptimo local es un éptimo global del problema, lo cual facilitaria el
proceso de busqueda de soluciones 6ptimas. Ademas, es sabido que los problemas de pooling presentan
multiples 6ptimos locales causados por la no convexidad de la region factible. Es por ello que en esta
seccién se presentara un algoritmo basado en Benders que en la practica funciona realmente bien a
la hora de buscar buenos éptimos locales para los problemas de pooling siendo este nuestro objetivo
principal. Como las justificaciones tedricas presentadas en el primer capitulo ya no son del todo validas
bajo el supuesto de no linealidad, antes de presentar la extrapolacién del algoritmo de Benders al mundo

17
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no lineal se van a presentar una serie de resultados y proposiciones que serdn de ayuda para el lector.

Dado el siguiente problema de optimizacién:

min f(z,y)

sa. gi(z,y) <0 i=1,...m
hj(z,y) =0 ji=1,...1
(z,y) €S,

(3.1)

donde S = X x Y, siendo X, Y los conjuntos de restricciones féciles que involucran unicamente las
variables z e y, respectivamente (en estos conjuntos estarfan consideradas las restricciones de cota de
las variables). Ademds, dado (z,y) € S, denotamos por R(z,y) = {i: g;(x,y) = 0}, el conjunto de las
restricciones activas o saturadas en (z,y).

Las condiciones de optimalidad en problemas no lineales son diferentes a las condiciones de optima-
lidad bajo supuestos de linealidad. Ahora ya no podemos buscar el punto extremo de la region factible
que consiga el mejor valor para la funcién objetivo ni tampoco (en caso de no ser acotada la regién
factible) aquella direccién extrema en la que moviéndose en su direccién la funcién objetivo no deja
de mejorar. A continuacion, se presenta un teorema que define las condiciones necesarias para que un
punto (x,y) se considere 6ptimo asi como bajo que supuestos se cumplen dichas condiciones.

Teorema 2. (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Dado el problema de optimizacion
(8.1). Supongamos que (x*,y*) es un punto factible tal que

= las funciones [ y g; con i € R(x*,y*) son diferenciables en (x*,y*),
w las funciones g; con i ¢ R(z*,y*) son continuas en (x*,y*),
» las funciones hj(x,y) con j € {1,...,1} son continuamente diferenciables en (z*,y*).

» los wvectores Vg;(z*,y*), con i € R(z*,y*), y Vhj(z*,y*) con j € {1,...,1} son linealmente
independientes.

Si (x*,y*) es un dptimo local, entonces existen escalares Wnicos u; para todo i € R(xz*,y*) y v; para
todo j € {1,...,1} tales que:

1
Vi y )+ Y wVegat,yt) + > v Vhi(a®yt) =0
t€ER(x*,y*) Jj=1
u; >0 Vi € R(x™,y").

(3.2)

Ademds, si las funciones g; con i ¢ R(x*,y*) son también diferenciables en (z*,y*), entonces las
condiciones anteriores pueden ser escritas, de modo equivalente como:

m l
Vi )+ Y uiVa(a®,y") + > v Vhi(a*y*) =0
= = (3.3)
uigi(z*,y*) =0 Vie{l,..,m}
u; >0 Vi e {l,...,m}.

Los escalares u; y v; se conocen como multiplicadores de Lagrange y nos serdn de gran ayuda
para entender la relaciones existentes entre los problemas primal (P) y dual (D) en optimizacién no
lineal. La condicién de que (z*,y*) sea factible se conoce como condicidn de factibilidad del primal, las
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condiciones w;g;(z*,y*) = 0 son las condiciones de holguras complementarias y las condiciones sobre
los gradientes y sobre wu; se conocen como condiciones de factibilidad del dual. Si se quiere ver una
demostracién formal de este teorema se puede consultar en |Bazaraa et al.| (2005).

Si se recuerda del primer capitulo, el algoritmo de Benders se basa en ir resolviendo de forma
iterativa el subproblema y el maestro, pasando informacién el primero al segundo mediante cortes que
se construyen a partir de la teoria de la dualidad. Es por ello, que se va a presentar la funcion lagrangiana
que es de gran relevancia para la construccién del problema dual en programaciéon matematica no lineal.
Dicha funcién, dado el problema (3.1) se define como:

m l
L(l’,y, U,U) = f(xvy) + Zulgz(xvy) + Zvjhj(xvy)' (34)
i=1 j=1

Se puede ver que esta funcién guarda bastante relacién con las condiciones KKT. Dado un punto
(z*,y*) que cumple las condiciones KKT tendriamos que u* > 0 y v*. Entonces se puede rescribir la
funcién lagrangiana restringida al primal como:

m 1

LEP(z,y) = f(z,y) + Zu:gm, y) + Zv;hj (z,y). (3.5)

En optimizacién no lineal una de las formulaciones més utilizadas para estudiar las relaciones entre
los primales y los duales (teorfa de la dualidad) es el dual lagrangiano que guarda una estrecha relacién
con la funcién lagrangiana (3.4). Asociadas a la funcién lagrangiana se tienen las funciones primal y
dual, dadas por LY (z,y) y L”(u,v) y cuyas definiciones son:

LP(xay) = Sup(u,v),szL(mzyvuav) Yy LD(U,U) = l’nf(w,y)eSL(fﬁay,UW)’ (36)
cuyos problemas primal (P) y dual (D) se definen respectivamente como:

min  LF(z,y)

sa. (z,y) €S, 3.7

Y
max L7 (u,v) (3.8)
sa. u>0.

Se puede ver ficilmente que LY (z,y) toma valores en R U {+o00} y L (u,v) en RU {—00}. Supon-
gamos que un punto (z,y) es factible en (3.1), entonces L (z,y) = f(x,y) ya que las restricciones
asociadas a u; toman valores no positivos y las restricciones asociadas a v; toman el valor 0. Para
minimizar LY (x,y) dado que (x,y) es factible lo mejor que se puede hacer es tomar u; = 0, con lo
que se obtiene f(x,y). En el caso de que (x,y) no sea factible y se viole cierta restriccién, podremos
hacer tender L” (z,y) a infinito sin mds que incrementar la variable dual asociada a la restriccién o
restricciones que se estdn violando. Estas relaciones implican que el problema (3.7) y el (3.1) sean
problemas equivalentes.

Haciendo explicitas las expresiones matematicas se puede definir el dual lagrangiano como:

m l
max LD (’LL, U) = fnf(a:,y)esf(J% y) + Z Ui gi (l‘, y) + Z U]h’] (l’, y)

i=1 j=1
sa. u>0.
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Se puede ver que el dual lagrangiano consiste en pasar penalizadas a la funcién objetivo todas las
restricciones del problema primal excepto aquellas definidas en los conjuntos S.

Es facil ver que la condicién de factibilidad del dual de KKT en el punto (z*, y*) es equivalente a que
VLY (x*,y*) = 0. La primera relacién que se puede obtener de la funcién (3.5) es que para cualquier
punto factible L% (z,y) < f(z,y) ya que si el punto es factible h;(z,y) = 0, gi(z,y) < 0y u} > 0.
De las condiciones KKT del primal junto con el lagrangiano restringido al primal si tenemos un punto
(z*,y*) que sea un minimo local para L% (z,y), entonces existird un entorno de (z*,3*) tal que, para
todo (z,y) en el entorno, f(z*,y*) = L7 (x*,y*) < LEP(2,y) < f(x,y). Esta tltima relacién implica
que en un entorno local el lagrangiano restringido al primal es una cota inferior de la funcién objetivo
del primal.

Ahora que ya se tienen las formulaciones del problema primal y su dual en problemas de optimizacién
no lineal se van a presentar dos de los teoremas més importantes en teoria de dualidad: el teorema de
dualidad débil y el teorema de la dualidad fuerte.

Teorema 3. (Teorema de dualidad débil). Dado un par de soluciones factibles (x,y) y (u,v) de los
problemas P y D, respectivamente, entonces f(x,y) = L¥ (z,y) > LP (u,v).

Analiticamente se puede ver que

LD(”:”) lnf(w y* )ESf 7y =+ Zuzgz 7y + ZU] ay

e (3.10)

Flay) +) wigi(a,y) +ng (z,9) < f(x,y),

i€ER

donde la primera desigualdad no es mas que aplicar la definicién de infimo y la segunda se obtiene de
que dado que (z,y) y (u,v) son factibles, entonces u > 0, g;(z,y) <0y hj(z,y) = 0.

El teorema de la dualidad débil indica que la funcién objetivo de cualquier solucién factible del
primal siempre serd superior a la funcién objetivo de cualquier solucién factible del dual. Dado que
el primal es de minimizar, para cualquier punto factible la funcién objetivo de este siempre serd una
cota superior del valor éptimo del problema mientras que en el dual cualquier solucién factible sera
siempre una cota inferior para la solucién 6ptima del problema original. Formalmente, del teorema de
dualidad débil surgen las siguientes implicaciones:

Corolario 3.1. inf, ,es{f(2,y) : g(z,y) < 0,h(z,y) =0} > sup{LP (u,v),u > 0}.

Corolario 3.2. Si f(z*,y*) = LP(u*,v*), con (z*,y*) factible en P y (u*,v*) factible en D, entonces
(z*,y*) es dptimo de P y (u*,v*) es dptimo de D.

Corolario 3.3. Si infy, ,yes{f(z,y) : 9(z,y) <0,h(z,y) =0} = —o0, entonces LP(u,v) = —oc0, para
todo u > 0.

Corolario 3.4. Si sup{L”(u,v),u > 0} = oo, entonces P no tiene soluciones factibles.

Los corolarios que se acaban de presentar seran de gran ayuda para entender cémo se construye
el problema maestro en el algoritmo de Benders generalizado y como se relaciona el mismo con el
subproblema. Es importante destacar que el corolario 3.2 requiere supuestos de convexidad. Bajo
dichos supuestos es una condicién suficiente para la optimalidad global de una solucién factible del
primal. Es decir, si se ha encontrado una solucién factible en P y encontramos una solucion factible en
D con el mismo valor para la funcién objetivo, entonces esta solucién es el 6ptimo global del problema.
Sin embargo, en general, no siempre se cumple e incluso puede que dicha solucién no exista con lo que
se estard ante soluciones del tipo inf(, ,yes{f(z,y) : g(z,y) < 0,h(z,y) = 0} > sup{L”(u,v),u > 0}, y
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la diferencia entre estas dos cantidades se conoce como duality gap. En el caso de que el problema sea de
optimizacién convexa podemos garantizar que se puede cerrar el duality gap a 0. Este tltimo resultado
estd estrechamente relacionado con el teorema de dualidad fuerte que se presenta a continuacion.

Teorema 4. (Teorema de dualidad fuerte). Sea P un problema de optimizacion convexa en el que
el vector 0 pertenece al interior de h(X,Y) y se cumple la siguiente condicidn de regularidad: existe
(x*,y*) tal que g(x*,y*) <0 y h(x*,y*) = 0. Entonces no existe duality gap, es decir,

iz yes{f(@,9) - g(@,y) < 0,h(z,y) = 0} = sup,>L" (u, ). (3.11)
Ademds, si el anterior infimo es finito tenemos que
I sup,>oLP (u,v) se alcanza para un par (u*,v*) con u* >0y
II si el infimo se alcanza en (z*,y*), entonces u*g(x*,y*) = 0.

Si se quiere ver una demostracién formal de este teorema se puede consultar en Bazaraa et al.

(2005).

3.1. Meétodo de descomposiciéon de Benders generalizado

En [Floudas & Aggarwal (1990) se propone el método de descomposicién de Benders generalizado
para problemas de optimizacién no lineales. Los autores enfocan el método desde la éptica de la
resolucién de los problemas de pooling, sin embargo se trata de un método que puede ser aplicado
a otro tipo de problemas no lineales. La idea que esta detras de este algoritmo es esencialmente la
explicada en el primer capitulo. Es decir, se basa en buscar aquellas variables complicantes que nos
permitan identificar algin tipo de estructura de separacién para poder separar el problema original
en dos problemas diferentes més sencillos de resolver: subproblema y maestro. Una vez se tengan
ambos problemas, con el maestro se conseguirdan propuestas para los valores que deben tomar las
variables complicantes y el subproblema le transmitirda informacién al maestro a través de los duales
para indicarle como deberian cambiar el valor las variables complicantes en la siguiente iteracién con el
objetivo de llegar a una soluciéon 6ptima. Es importante destacar que, aunque se puedan resolver todos
los problemas intermedios del algoritmo a sus respectivos éptimos globales, el algoritmo no garantiza
que el éptimo global del problema original sea encontrado.

Para explicar cémo se construye el subproblema y el maestro en el contexto de la optimizacién no
lineal nos basaremos en la teoria de dualidad presentada previamente junto con los fundamentos teori-
cos propuestos en |Geoffrion| (1972)) y [Floudas| (1995). Supongamos que tenemos el siguiente problema
de optimizacién:

min  f(z,y)

z,Y

sa. gi(r,y) <0 i=1,..m
hi(z,y)=0  j=1,..,1, (3.12)
r e X,
yey,

donde X XY C S. y es el vector de variables complicantes. Es decir, aquellas variables en que en caso
de ser fijadas como parametros harfan que el problema fuese mas facil de resolver. En concreto, en lo
problemas de pooling tenemos que si se fija la variable complicante proporcion de flujo pasamos de un
problema no convexo a, una vez descompuesto, dos problemas convexos que si son faciles de resolver
con los solvers y métodos existentes.

Los supuestos fundamentales sobre los cuales se puede aplicar el algoritmo, expuestos en |Geoffrion
(1972) son:
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= Para un valor fijo de y el problema original puede ser separado en diferentes problemas de
optimizacién definidos sobre los vectores de variable x.

= Fijado un valor de y los problemas resultantes pueden ser resueltos de manera eficiente con las
técnicas existentes.

= El problema (3.12) no es convexo en z y y conjuntamente, pero fijado el valor de y el problema
€s Convexo en .

La construccién del subproblema es analoga a la explicada en el primer capitulo. Una vez se ha
identificado la variable complicante esta se fija en el problema original creando asi el subproblema. Es
decir,

min  f(z,7)

s.a. gz(l‘,g) < 0 1= 17 e T (313)
hj(z,q) =0 i=1,..,1,
rzeX.

En ocasiones durante este capitulo se utilizara la notacién vectorial g(z,y) y h(z,y) para designar
91(2,Y)y ooy gm (2, y) v ha(x,y), ..., hi(x, y) respectivamente.

3.1.1. Deduccién del problema maestro

Una vez se tiene el subproblema hay que buscar la forma de construir el problema maestro para
problemas de optimizacién no lineales. La construcciéon de este problema se basa en tres premisas
propuestas en |Geoffrion| (1972):

1. la proyeccién del problema (3.12) sobre el espacio generado por las variables complicantes y,

2. la representacion dual de V' que esencialmente es la region factible del problema para valores
fijos de y. Este serd presentado a continuacion vy,

3. la representacién dual del problema (3.12) sobre el espacio generado por y.

La proyeccién del problema (3.12) sobre el espacio generado por las variables complicantes y es la
siguiente. El problema original puede ser escrito de forma equivalente como:

min  inf, f(z,y)
y

sa. gi(r,y) <0 i=1,.,m
hi(z,y) =0  j=1,..1 (3.14)
reX,
yey.

Parametrizando el problema anterior en y tendremos una formulacién equivalente para el subpro-
blema (3.13) que llamaremos v(y) y serd:

v(y) =inf, f(z,y)
sa. gi(xz,y) <0 i=1,...m
hj(z,y) =0 j=1,...1 (3.15)
e X,
yeYny,
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donde V se define como,

V={y:h(z,y) =0,9(x,y) <0 paraalgin x € X}. (3.16)

Con lo que la solucién de este problema consiste en encontrar el minimo en x dado un valor fijo de y
perteneciente a la regién factible del problema original. La proyeccién del subproblema y del problema
original sobre el espacio generado por y tiene una serie de implicaciones presentadas en el siguiente
teorema (Geoffrion||1972).

Teorema 5. (Proyeccion). El problema (3.12) es infactible o tiene una solucidn éptima no acotada
st lo mismo ocurre para el problema (3.14). Si (x*,y*) es una solucion dptima en (3.12), entonces
y* tiene que ser una solucion dptima para (3.14). Si y* es una solucidn dptima en (3.14) y x* es el
infimo en (8.15) cuando se ha fijado el valor de y = y*, entonces (x*,y*) es una solucidn dptima para
el problema original (3.12).

Supongamos ahora que se ha resuelto el subproblema y se obtiene que para un valor fijo de y la
solucién del problema es infactible. Al igual que en el primer capitulo habra que encontrar alguna
forma de reconducir el algoritmo hacia soluciones factibles del subproblema. Para ello, es necesaria la
representacién dual de V. Supongamos que X es un conjunto convexo no vacio y que g; son convexas y
h; son lineales en X para valores fijos de y € Y. Ademds, supongamos que existe un conjunto cerrado
tal que para cada y € Y se tiene,

Zy={z€R™: h(z,y) =0,9(z,y) <z paraalgin =€ X}, (3.17)

es decir, tiene que existir valores ¥ € Y que estén en V' tal que exista un punto z para que el conjunto
anterior sea acotado y no vacio. Para que esto ocurra el siguiente sistema tiene que tener solucion:

0> L.(z,y,u,v), Yu,v€0O,

1
donde 9:{aeRm,@eRl:azo,zmzl}, (3.18)

Il
_

y donde L. (z,y,u,v) = ug(z,y) + vh(z,y).

Noétese que L. (x,y, 1, D) es la representacién dual de V. La demostracién de que este sistema siempre
tiene solucién cuando el problema de partida es factible y que la solucién trivial © = 0 es una solucién
para dicho sistema se puede consultar en |Geoffrion| (1972). Ademas, la condicién aqui presentada es
fundamental para la construccion de los cortes de factibilidad ya que se trata de encontrar dado un
valor fijo para y un punto factible del problema dado ese valor.

En la préactica, supongamos que se ha resuelto el subproblema para un valor y y resulta que la
solucién de este problema es infactible. Siguiendo a|Floudas & Aggarwal| (1990) una forma de encontrar
una solucién que cumpla las condiciones de (3.18) es resolver el siguiente problema:

min «
T,

sa. gi(z,7) —a<0 i1=1,....,m
hj(z,5) —a<0 j=1,..,1,
—hj(z,5) —a <0 i=1,..,1,
a>0
z e X.

(3.19)

Este problema se conoce con el nombre de subproblema infactible. Otras formulaciones del mismo se
pueden consultar en [Floudas| (1995). Resolver (3.19) consiste en encontrar aquel punto z* tal que para
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un valor fijo de y se minimice la maxima violacién de todas las restricciones del problema. La solucién
6ptima del mismo nos da el punto “mas factible“ dado el valor de las variables complicantes. El corte
de factibilidad asociado a este problema viene dado por la siguiente formulacion del lagrangiano:

L(a%,g,u",v%) = u’g(a”,y) + v h(z",7), (3.20)

donde v* = v] — v5 que son los multiplicadores asociados a las restricciones obtenidas mediante el
desdoblamiento de las restricciones de igualdad y u* son los multiplicadores de Lagrange asociadas
a las restricciones de desigualdad del problema (3.19). Si nos fijamos esta funcién es equivalente a
la representacién dual del conjunto V' presentando en (3.18). Siendo menos formales lo que se quiere
precisamente es evitar el corolario 3.4 de la dualidad débil que indica que si un problema de optimizacién
no lineal es infactible su dual toma el valor infinito. Es decir, si el subproblema es infactible se busca
un valor dado 7 que sea lo més factible posible en el subproblema. Ademds, si se tiene en cuenta la
interpretacién econémica de los multiplicadores de Lagrange estos indican cuanto mejoraria la funcién
objetivo por cada unidad que se relaje su restriccién asociada. Entonces, teniendo en mente el problema
(3.19) donde los valores de y estdn fijos los multiplicadores nos dicen como mejoraria la factibilidad del
subproblema si se pudiera relajar la restriccion asociada y, como las variables complicantes se resuelven
en el maestro estas restricciones si se podran relajar para otros valores de y teniendo en cuenta la
informacién proporcionada por los multiplicadores de Lagrange. Por lo tanto, teniendo presente (3.17),
(3.18) y (3.19) es sencillo deducir que los cortes de factibilidad que serdn introducidos en el problema
maestro seran:

L.(z%,y,u*,v") <0, (3.21)

donde, en el problema maestro, y deja de ser una constante y el resto de variables serdn parametros.
Ademds que (3.21) sea menor que cero evita que si el subproblema es infactible el dual tome el valor
infinito y, por otro lado, el resultado presentado en (3.18) nos asegura que existe una solucién y* tal que
se cumpla la condicién (3.21). En caso de que dicha condicién no se cumpla indicard que el problema
de partida no es factible.

El ultimo ingrediente que falta para la construccion del problema maestro son los cortes de optima-
lidad. Al igual que en el primer capitulo estos cortes se derivan a partir del subproblema cuando este
tiene soluciones factibles. Para ello, en programacion no lineal es necesario presentar la representacion
dual del problema (3.12) sobre el espacio generado por y. Si recordamos de la dualidad en programacién
no lineal podemos escribir L (u,v) del problema (3.12) de manera equivalente como:

SUPy >0 inerXL(xa Y, u, U)a Vy eyYyn Va (322)

que como veremos a continuaciéon L(z,y,u,v), definida en (3.4]), serd la ecuacién necesaria para la
construccién de los cortes de optimalidad.

Para la derivacién del problema maestro recordemos que por dualidad fuerte se sabe que en el
éptimo f(z,y) = LP(u,v) pero como puede existir duality gap nos conformaremos con la condicién
de la dualidad débil que indica f(x,y) > L (u,v) ya que nuestros problemas son de minimizar. En el
primer capitulo se habia comentado que el problema maestro era una relajacién del problema original
y que si todos los cortes posibles generados por el algoritmo eran considerados en el maestro, este
iltimo seria equivalente al problema de partida. Por ello, teniendo en cuenta las relaciones anteriores
podemos sustituir (3.22) y (3.18) en (3.14) obteniendo el siguiente problema equivalente al (3.14):

min = sup, ,>o frex L(z,y,u,v)
v = (3.23)
s.aa. InfyexLi(z,y,u,9) <0, Y(u,0)e€O,

anadiendo una variable escalar auxiliar p y utilizando la definicién del supremo como minima cota
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superior se obtiene:
min
YEY, 1
s.a. InfyexL(z,y,0,0) <pu, Yo,Ya >0 (3.24)

infrex Li(z,y,4,0) <0, V(u,v)e€0O.

Este tltimo problema es justamente la formulacion del problema maestro donde el primer conjunto
de restricciones representa los cortes de optimalidad y el segundo conjunto los cortes de factibilidad.
Ademas, por la dualidad débil de puede ver que el corte de optimalidad acota inferiormente el problema
original con lo que las soluciones del problema maestro son una cota inferior del problema (3.14).

Lo ultimo que se quiere resaltar en esta subseccion son las intuiciones para la interpretacion geométri-
ca del problema maestro. Cuando se presenté el algoritmo de Benders en el mundo lineal se habia
comentado que este caracterizaba los puntos extremos y direcciones extremas del problema original.
En este caso, como el algoritmo estd pensado para problemas de optimizacién no lineales ya no se
puede interpretar de esta forma. Ahora lo que se consigue con el problema maestro es aproximar la
regién factible del problema original mediante los lagrangianos de las restricciones del subproblema.
Supongamos que los lagrangianos son lineales en y entonces el maestro ird construyendo la regién
factible del problema (3.15) mediante hiperplanos. Si se quiere buscar una explicacién mas formal de
la interpretacién geométrica del problema maestro de puede consultar en [Floudas| (1995).

3.2. Algoritmo de Benders generalizado

Al igual que ocurria en el método de Benders presentado en el primer capitulo el subproblema es
un problema maés restringido que el problema original con lo que este serd una cota superior para el
mismo. Por su parte, el problema maestro, es una relajacion del problema original con lo que acotara
inferiormente a dicho problema. Cabe decir que la cota inferior aumenta de forma mondtona a medida
que se van incorporando cortes de optimalidad, por lo que ira cerrando el duality gap de forma iterativa.
En caso de que el problema original sea un problema de optimizacion convexa, en el éptimo, las cota
de ambos problemas coincidirian. Sin embargo, como el método de Benders generalizado estd pensado
para un campo mas amplio de problemas de optimizacién. Si el problema de partida es no convexo,
como los problemas de pooling, puede existir duality gap con lo que las cotas de ambos problemas
nunca convergeran al mismo punto porque dicho punto puede no existir. La forma de remediarlo, con
el fin de que el algoritmo termine, es monitorizar las cotas dadas por el problema maestro y si estas
no cambian en un numero determinado de iteraciones el algoritmo termina. A continuacion, en el
Algoritmo [2| se muestra el pseudocddigo del método de descomposicion de Benders generalizado.

Es importante recordar que si en el problema que se quiera resolver tenemos restricciones en las
que solo aparecen involucradas variables complicantes estas restricciones deben ser trasladadas al
problema maestro. El resto de consideraciones para su implementacién en la practica son andlogas a
las comentadas en el primer capitulo.

Lo ultimo que se quiere destacar es que el algoritmo de Benders generalizado converge en una can-
tidad finita de paso. La demostracion de la convergencia del algoritmo se puede consultar en |Geoffrion
(1972).

3.3. Aspectos especificos del modelado
En el proceso de investigacion llevado a cabo para la realizacion de este documento se han probado

distintas formulaciones para el subproblema y el subproblema infactible. Es importante destacar que lo
presentado en esta subseccién presenta un buen comportamiento para los problemas de pooling pero,
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Algoritmo 2: Método de descomposicién de Benders generalizado

Paso 0: Se inicializa y' € Y y € > 0 se establecen las cotas superiores e inferiores a UB = co y
LB = —oco. Ademés, k = 0. Se inicializa K/°% = K€% =0, LBimes = 20 ¥ LBeount = 0.

Paso 1: Resuelve el subproblema de Benders. Actualiza k =k + 1.

min  f(z,y")
xr

sa. gi(z,y*) <0 i=1,.,m (3.25)
h/](x’yk) =0 J = 1, ...,l,
r e X.

si Fl subproblema tiene solucion optima entonces

UB = min(UB, f(z,y"));

se genera el corte de optimalidad de Benders L(z*,y,v* u*) < u y se actualiza
Kfeas — Kfeas +1:

si no, si FEl subproblema es infactible se resuelve el subproblema infactible entonces
min  «
x,a

sa. gz, y") —a <0

hiz,y*) = a <0 (3.26)
—h(z,y") —a <0

a>0

rzeX.

Se genera el corte de factibilidad de Benders L, (z*,y, u*,v*) <0 y se actualiza
Kinfeas — Kinfeas +1:

Paso 2: Se resuelve el problema Maestro;

min
yeY
sa. LF yuf of) <p, k=1,.., K/ (3.27)
L.(2z%,y,u® v%) <0, k=1,.. Kinfes,
obteniendo los valores y*, u*;
Se actualiza la cota inferior LB = max (LB, p*).

si el maestro es infactible entonces

| Termina.

si UB — LB < € entonces
|  Termina.

si Si LBijmes = LBeount €ntonces
|  Termina.

en otro caso
‘ LBcount = LBcount + 1’
vuelve a Paso 1.
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en general, no tiene porque ser asi para todo tipo de problemas. En caso de que se quiera implementar
este algoritmo para la resolucién de otro tipo de problemas se tendran que estudiar sus caracteristicas
concretas y en base a ello formularlos de manera adecuada.

El primer problema que nos encontramos y que también se encontré en |[Floudas & Aggarwal| (1990)),
utilizando una formulacién diferente a la aqui presentada para los problemas de pooling, es que aun
consiguiendo una solucién 6ptima para un valor fijo de las variables complicantes puede ocurrir que
con dicha solucién no se pueda generar ningtn corte de optimalidad. Si pensamos detenidamente, los
cortes del problema maestro se generan a partir de restricciones del subproblema que tengan implicadas
variables complicantes. Si el multiplicador asociado a dicha restriccién toma el valor cero el corte queda
anulado provocando que el problema maestro deje de ser una guia para futuros valores de las variables
complicantes. En un punto donde se cumplan las condiciones KKT se pueden dividir las restricciones
activas en dicho punto en dos conjuntos. En concreto,

» Restricciones fuertemente activas. R (z*,y*) = {i : u} > 0}.

= Restricciones débilmente activas. R®(x*,y*) = {i : u} = 0}.

A modo aclaratorio para cualquier punto factible (z,y) se considera que una restriccién del tipo
g(z,y) < 0 esta activa en ese punto si g(x,y) = 0 e inactiva si g(x, y) < 0. Por su parte, las restricciones
del tipo A(z,y) = 0 siempre estdn activas para cualquier punto factible del problema.

En [Floudas & Aggarwall (1990) para solventar dicho problema introducen nuevas restricciones en el
problema y nuevas variables binarias para asegurar que en una solucién concreta del subproblema al
menos una de las restricciones que tengan implicadas variables complicantes esté fuertemente activa en
dicho punto. En este documento se hace una propuesta diferente para conseguir que los multiplicadores
asociados dichas restricciones sean distintos de cero sin incrementar la dificultad computacional del
problema que se deriva de la introducciéon de variables binarias.

Lo primero que se ha hecho es reformular el subproblema con todas sus restricciones de menor o
igual. La forma de hacerlo es la siguiente:

= Restricciones del tipo g(x,y) > 0 puede ser escritas como —g(z,y) < 0.

= Restricciones del tipo h(z,y) = 0 se pueden desdoblar en dos restricciones del tipo —h(x,y) <0
y h(z,y) <0.

Una vez se ha hecho esta transformacién para todas las restricciones del subproblema se introduce
una variable de holgura en las restricciones en las que aparezcan implicadas variables complicantes
y esta variable se penaliza en la funcién objetivo multiplicindola por un valor M muy grande. Para
entenderlo, como tenemos todas las restricciones de menor o igual y teniendo en mente las condiciones
KKT del subproblema pueden ocurrir dos cosas:

= La primera es que la restriccion no este activa para un valor fijo de las variable complicante con
lo que para cumplir las condiciones KKT necesariamente su multiplicador asociado toma el valor
cero.

= La segunda es que la restriccién este activa en ese punto con lo que su multiplicador tomara un
valor positivo.

Al anadir la variable de slack (holgura), x°!%°* | penalizada en la funcién objetivo del problema jus-

tamente obligamos a que al menos una de las restricciones que tenga variables complicantes implicadas
esté activa en ese punto. Lo que se acaba de explicar se entendera mejor con un ejemplo y para ello
consideremos la formulaciéon PQ de los problemas de pooling con las transformaciones aqui comenta-
das. Nétese que las variables complicantes serdn las variables correspondientes a las proporciones de
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flujo y por tanto apareceran fijas como 7.

¢ slack
min >N (Cstfst +) (csi + Cit)xsit> + Mz (3.28)

seSteT el
s.a. Z (fst + szit> < bs, s€S, (329)
teT el
Z szit S bia i€ Ia (330)
seSteT
> (fst + szit) <b, teT, (3.31)
ses el
S = af)(fu+ Y ww) <0, teThEKR, (3.32)
seS i€l
Z —Zsit < — fit, iel,teT, (3.33)
seS
szit < f’ita { GI,t ET, (334)
seS
D@ <bigi + 2, seSiel, (3.35)
teT
—Tsit S 7gff7t + leaCka (Sa iv t) € Pa (336)
Tsit S gzsflt + xSlaCkv (87 ia t) € P7 (337)
—f1 <0, i€SUILteT, (3.38)
xslack > 0. (339)

Si nos fijamos detenidamente el hecho de introducir una tdnica variable de slack penalizada en la
funcién objetivo provoca que o bien una de las restricciones asociadas a la variable de slack esta activa
en un punto dado o de lo contrario esta variable auxiliar tomard un valor positivo provocando que
la funcién objetivo empeore. Como el problema es de minimizar los solvers empleados para resolver
el subproblema dardan una mayor importancia a reducir el valor de la funcién objetivo tratando que
el valor de la variable auxiliar sea lo méas pequeno posible. Esta serd la formulacién empleada para
resolver el problema PQ con el método de Benders generalizado. La formulacién para el problema TP
es analoga.

La formulacion del subproblema aqui presentada es la que proporcioné un mejor comportamiento en
las pruebas realizadas. Ademas de esta se han considerado otras dos formulaciones. La primera consistia
en mantener la formulacién original del problema metiendo una variable de slack por cada restriccion
de menor o igual en las que aparecen implicadas variables complicantes y dos variables de slack en las
restricciones andlogas pero de igualdad. La segunda era similar a la formulaciéon propuesta pero en vez
de tener una tnica variable de slack se tenia una por restriccién con variables complicantes implicadas.
Finalmente, después de haber realizado diversas pruebas nos hemos decantado por la formulacién aqui
propuesta ya que era la que conseguia mejores resultados para los problemas de pooling.
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En cuanto a la formulacién para el subproblema infactible, en la literatura se han propuesto diversas
formas de hacerlo. Ejemplos de ello se pueden consultar en [Floudas| (1995) o en |Grothey et al.| (2000).
Para este trabajo se han probado tres formulaciones: la primera es la propuesta en [Floudas & Aggarwal
(1990) que es justamente el problema (3.19); la segunda se corresponde a una modificacién de esta pero
metiendo una variable de slack en cada restriccién y en funcién objetivo tendriamos que minimizar un
vector de variables en vez de una unica variable y; la tercera consiste en lo mismo pero manteniendo
la formulacién original de las restricciones del problema lo que implica que en las restricciones de
igualdad se tengan que introducir dos variables distintas de slack. Los resultados que se presentaran
en este documento han sido ejecutados con la primera formulacién porque ha sido la que mejores
resultados nos ha aportado.

3.4. Mejoras o modificaciones del algoritmo

El objetivo principal de todo este trabajo ha sido la implementacién del algoritmo de Benders
generalizado para conseguir buenos 6ptimos locales para los problemas de pooling ya que como se ha
comentado muchas industrias como las petroquimicas o gasisticas utilizan este tipo de modelos para
la optimizacién de sus plantas de produccién. Si pensamos desde el punto de vista de estas industrias
querran, ademas de tener buenos éptimos locales para el problema, conseguir dichas soluciones en el
menor tiempo posible. Se podria pensar en por qué estas empresas no tratan de resolver sus problemas
de optimizacién a optimalidad global y la respuesta es que con los solvers existentes para optimalidad
global los tiempos de resolucion pueden ser prohibitivos o incluso no llegar a conseguir dicha solucién
debido a la complejidad de los mismos. En esta seccién se presentaran dos pequefias modificaciones
que pueden acelerar y mejorar el proceso de bisqueda de soluciones 6ptimas: cortes dindmicos y
estabilizacién cuadratica del algoritmo.

3.4.1. Cortes dinamicos

En el algoritmo de Benders la mayor parte del esfuerzo computacional se produce a la hora de
resolver el problema maestro. En general, el subproblema es lineal o convexo para valores fijos de
las variables complicantes mientras que el maestro puede ser lineal, no lineal, no lineal con variables
enteras, etc. Es decir, a priori el problema maestro presenta mayor dificultad desde el punto de vista de
la optimizacion. Si a ello le sumamos que en cada iteracion del algoritmo se anade una nueva restriccién
al maestro y si el niimero de iteraciones para encontrar la soluciéon 6ptima es elevado puede causar
que la resolucién de dicho problema no sea una tarea sencilla. Justamente motivado por el tamano que
puede alcanzar el problema maestro y su dificultad en [Soumis et al.| (2012) se propone un algoritmo
para realizar una actualizacién dindmica de los cortes introducidos en el problema maestro.

La idea detras de este método de actualizacién de cortes es facil de entender. Supongamos que esta-
mos en una iteraciéon k del algoritmo y resolvemos el problema maestro con k cortes. Entonces, puede
ocurrir que en la solucién 6ptima del problema maestro en esa iteracién no todas las restricciones estén
activas en ese punto implicando que la solucién del problema maestro se podria alcanzar igualmente
si dichas restricciones no estuvieran presentes en el problema. La idea del método consiste en eliminar
de alguna forma las restricciones que no se estan utilizando para la consecucion de las soluciones en
el problema maestro. Si lo pensamos detenidamente el problema maestro va construyendo la region
factible del problema original mediante los cortes con lo que al llegar a determinado punto de la regién
puede ocurrir que muchos cortes ya no sean necesarios para caracterizarlo.

El hecho de eliminar los cortes provoca que el problema maestro sea més pequeno con lo que sera
mas facil de resolver. Sin embargo, lo que no se puede hacer es en cada iteracién eliminar todos
los cortes que estén inactivos porque el algoritmo se puede ciclar. Supongamos que estamos en una
iteracion k del algoritmo, resolvemos el maestro, obtenemos una nueva solucién para las variables
complicantes y eliminamos las restricciones que no han estado activas en ese punto. Ahora vamos a la
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siguiente iteracién k + 1 repetimos el proceso y llegamos a otro punto para las variables complicantes.
Comenzamos la iteracién k + 2 y el subproblema nos indica que los cortes que se deben introducir en
el problemas maestro son justo los que se han eliminado en la iteracion k, resolvemos el maestro y nos
devuelve la solucién obtenida en k. Este proceso podria repetirse indefinidamente y es lo que se conoce
como ciclado del algoritmo.

El método propuesto en [Soumis et al.| (2012)) esta disenado para evitar que el algoritmo no se cicle o
en caso de que se detecte un ciclo el algoritmo pueda salir de él. Lo que hace el método en la practica
es lo siguiente:

= Se espera un cantidad M de iteraciones antes de eliminar ningin corte.

= Una vez se ha superado M se comprueban los cortes que han estado inactivos por méas de K
iteraciones consecutivas. En caso de que se supere dicha cantidad se eliminan dichos cortes.

= sise han eliminado cortes en 3 iteraciones consecutivas se actualiza el factor M como M = M x1,5

Con la primera condicién se espera a que el problema maestro tenga el nimero de cortes suficientes
para que las soluciones que reporte sean una buena guia para el valor de las variables complicantes.
Con la segunda condicion se espera a tener un indicador razonable de que el corte ya no estd aportando
informacién al problema maestro. La tercera condicién es la utilizada para evitar incurrir en ciclos,
ademds con se ha propuesto una condicién més que no esta recogida en [Soumis et al.| (2012) para
facilitar que el algoritmo no se cicle. Si un corte que ha sido eliminado por el proceso dindmico se
vuelve a introducir en el problema maestro en iteraciones posteriores este ya no se elimina nunca
mas. En la préctica, se lleva un registro de los cortes y los multiplicadores asociados a cada corte.
Supongamos que estamos en una iteracion k del algoritmo en la que tenemos k cortes en el problema
maestro, resolvemos el subproblema y obtenemos un nuevo corte. Entonces, lo que se hace es ver si los
coeficientes de este nuevo corte son iguales, con una tolerancia, a los coeficientes de los cortes que han
sido eliminados pero que se saturarian para la solucién del maestro en la iteracién k. Si resulta que los
cortes son iguales con esa cierta tolerancia este el corte que se introduce en la iteracién k y ya no se
elimina nunca mas. A continuacién, en el Algoritmo [3]| se presenta el pseudocddigo del método que es
una leve modificacién del presentado en [Soumis et al.| (2012]).

Algoritmo 3: Algoritmo de cortes dindmicos
Paso 0: Se inicializa M =10, c¢* . =0y K = 3.

mnac

Paso 1: Resuelve el problema maestro obteniendo z*.
si u* > p*~! entonces
Actualiza el contador de inactividad para cada corte ¢k, . =ck —+1;
si el numero de cortes de Benders > M entonces
si el numero de veces consecutivas que se han eliminado cortes < 3 entonces
‘ Desactiva todos los cortes que han estado inactivos K o més veces;
en otro caso
| M=Mx1,5
en otro caso
No trates de eliminar ningtin corte;
Ejecuta el algoritmo de Benders

Resuelve el subproblema o subproblema infactible;

Anade el corte correspondiente al mestro;

si el corte ya ha sido desactivado y estd saturado en k entonces
‘ Activa el corte en el maestro para siempre;

Vuelve a Paso 1.
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Los parametros que aqui se establecen son los utilizados en la implementacién practica de este
método para resolver los problemas de pooling. Se han probado distintas configuraciones y esta fue
la que mejor funcionaba para todas las instancias ejecutadas. A la hora de elegir unos u otros valores
dependeréd de las propias caracteristicas del problema. Por la experiencia préctica si el valor de M
y de K son muy cercanos el algoritmo elimina una mayor cantidad de cortes pero puede incurrir en
ciclos teniendo que ir aumentando el valor de M futuras iteraciones hasta salir del ciclo. En cambio si
esta diferencia es muy grande es mucho més dificil que el algoritmo se cicle pero el niimero de cortes
eliminados serd menor. En definitiva, no hay una regla exacta para la eleccién de dichos pardmetros,
dependerd del problema concreto que se trate de resolver. Si se quiere ver una demostracién de que el
algoritmo de Benders con la actualizacién dindmica de cortes converge se puede ver en

(2012).

Lo ultimo que se quiere destacar en esta subseccién es que el proceso dindmico de eliminacién de
cortes puede provocar que la cota inferior definida por la funcién objetivo del problema maestro deje
de ser monotonamente creciente.

3.4.2. Estabilizacién cuadratica del algoritmo

En esta subseccion se va a presentar una pequena heuristica que se ha implementado con el objetivo
de acelerar el proceso de btisqueda de soluciones 6ptimas en el algoritmo de Benders. Esta heuristica se
basa en los bundle methods que se pueden consultar en [Lemaréchal et al.| (1995). Los bundle methods
fueron originalmente pensados para estabilizar el método de planos de corte (Kelley|1960) en problemas
convexos. La idea del método de planos de corte consiste en ir aproximando la solucién éptima del
problema mediante hiperplanos, véase la Figura|3.1

Figura 3.1: Evolucién del método de planos de corte.
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En este gréafico se muestran posibles hiperplanos que genera el método de planos de corte y la linea
discontinua de color rojo representa la soluciéon éptima del problema de optimizacién. La desventaja de
este método es que cuando las soluciones del proceso iterativo se encuentran muy cerca de la solucion
o6ptima del problema se produce un fenémeno de oscilacién entorno a dicho 6ptimo provocando que la
convergencia del algoritmo sea lenta en la practica.

Los bundle methods surgen precisamente para estabilizar el algoritmo. La idea subyacente al método
es que cada vez que se produzca una mejora “importante, en términos de funcién objetivo, en la
siguiente iteracion se obliga a permanecer cerca del punto que la ha causado. En esencia el método
obliga a mantenerse cerca de la mejor soluciéon encontrada durante el proceso iterativo actualizandose
esa mejor soluciéon a medida que el algoritmo avanza.

La idea subyacente del problema maestro en el algoritmo de Benders consiste en construir la region
factible del subproblema a través de la informacion proporcionada por los cortes de factibilidad y de
optimalidad. Intuitivamente los primeros nos dicen hacia donde nos debemos mover para conseguir
soluciones factibles y los segundos en que direcciones la funcién objetivo del subproblema mejoraria.
Por ello, parece razonable pensar que una forma de acelerar el proceso de bisqueda de éptimos locales
seria indicarle al problema maestro que no se aleje demasiado de los puntos factibles encontrados pero
permitiendo movimiento en el caso de que se encuentre un nuevo punto factible que mejore el valor de
la funcién objetivo.

A modo explicativo se presenta la forma maés sencilla para los bundle methods apoydndonos en la
formulacion del problema maestro. Esta ha sido la utilizada en este trabajo y tiene la siguiente forma:

1
{ + =Rlly —"|I%,
Join it g lly — 4"l

sa. MfyexL(z,y,u,0) <p, Vo,Y4>0 (3.40)

infyexLi(x,y,0,0) <0, V(a,v) €O,

donde y® se conoce como centro de estabilizacién y R es un pardmetro de penalizacién. Entonces,
basandonos en estos métodos, la heuristica que se ha propuesto consiste en cada vez que se introduzca
un corte de optimalidad se comprueba si la funcién objetivo del problema maestro ha mejorado respecto
a la iteracién anterior. Si ha mejorado se actualiza el centro de estabilizacién al punto causante de la
mejora, en caso contrario se deja el punto anterior. De cara a la implementacion es importante tener
en cuenta que solo se actualiza el centro de estabilizacién cuando se introducen cortes de optimalidad
porque son los que realmente mueven la funcién objetivo del problema maestro. Por otro lado, si el
algoritmo parte de puntos infactibles estaran introduciéndose cortes de factibilidad en el problema
maestro hasta que se encuentre un punto factible, en ese caso se toma R = 0 hasta que se genere un
corte de optimalidad y la funcién objetivo del maestro mejore respecto a la iteraciéon anterior. Para
resolver los problemas de pooling se ha fijado R = 2 ya que asi conseguimos buenas soluciones. Una
gran parte de la investigacién realizada sobre estos métodos se basa precisamente es determinar qué
se considera por una mejora importante en funcion objetivo y cudl es la mejor forma de actualizar el
parametro de penalizacién para que el algoritmo consiga mejores soluciones y termine lo mas rapido
posible. Méas informacion sobre estos métodos aplicados al método de Benders se puede consultar en
Zaourar & Malick (2014) y [Rubiales et al.| (2013]).

Por 1ltimo, es importante destacar que la implementacién de esta heuristica ha sido lo mas bésica
posible en el sentido de que se considera una mejora “importante“ en funcién objetivo cada vez que
el valor de la funcién objetivo del problema maestro decrece y se ha propuesto un valor fijo para el
parametro de penalizacién. Es importante recordar que nuestro objetivo con esta heuristica es acelerar
el proceso de busqueda de buenos 6ptimos locales no tener un método que busque el mejor éptimo local
posible, pues para ello tenemos el algoritmo de Benders generalizado. Por otro lado, la introduccién de
esta expresion penalizada en funcién objetivo puede provocar, al igual que con la eliminacién dindmica
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de cortes, que la cota inferior definida por el maestro deje de ser monotonamente creciente.
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Capitulo 4

Resultados Computacionales

El objetivo principal de este trabajo ha sido la implementacion de una herramienta de optimizacion
que nos permita obtener buenos éptimos locales para los problemas de pooling. Recapitulando en lo
expuesto hasta el momento se tienen dos modelos PQ y TP y cuatro variantes del método de Benders
generalizado para resolverlos:

= Algoritmo de Benders generalizado (B).

= Algoritmo de Benders generalizado con cortes dindmicos (BD).

= Algoritmo de Benders generalizado con estabilizacién cuadratica (BB).

= Algoritmo de Benders generalizado con estabilizacién cuadrética y cortes dindmicos (BBD)

En la préactica, cuando se trabaja con problemas complejos desde la 6ptica de la optimizacién ma-
tematica, es decir, no convexos y que tienen multitud de 6ptimos locales, se suelen emplear distintas
técnicas en tdndem para obtener mejores soluciones si cabe. Estas técnicas consisten en resolver con
una herramienta de optimizacién el problema en cuestion e inicializar con la soluciéon obtenida otro
algoritmo para asi conseguir un mejor 6ptimo local. Los tandem realizados en este trabajo consisten
en resolver primero el problema con los métodos implementados y las soluciones obtenidas utilizarlas
como punto de partida para la herramienta comercial de optimizacién no lineal Knitro (Byrd et al.
2006). Ademas, para determinar la calidad de las soluciones obtenidas con las distintas técnicas imple-
mentadas, compararemos nuestros resultados con los de la literatura sobre los problemas de pooling,
en concreto, los presentados en |Alfaki & Haugland (2014) y con los resultantes de utilizar Knitro y
la herramienta comercial de optimalidad global BARON (Tawarmalani & Sahinidis [2005). También
se ha intentado hacer la comparativa con una herramienta de optimizacién no lineal de software libre
IPOPT (Waéchter & Biegler||2005) pero finalmente se ha descartado porque no era capaz de obtener
soluciones para la gran mayoria de las instancias. A modo aclaratorio todos los solvers empleados se
lanzaron con sus configuraciones por defecto.

La implementacién de los métodos se ha realizado integramente en el lenguaje de programacion
Python (Van Rossum & Drake||2009). Para el modelado de los problemas se ha utilizado la libreria
Pyomo (Hart et al.|2017) de Python que es un lenguaje de modelado matemético. A la hora de resolver
el subproblema y el maestro, dado que dichos problemas resultantes de la descomposicién son lineales,
se han utilizado los solvers Gurobi (Gurobi Optimization|2019) y CBC (Forrest et al.[2018). El primero
es una herramienta comercial disenada para resolver problemas de optimizacion lineal y CBC es una
herramienta de software libre disenada especialmente para resolver problemas con variables enteras.
Sin embargo, este ultimo tiene implementado un potente solver lineal llamado CLP que es el que
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realmente resuelve los problemas cuando son lineales y no presentan variables enteras. La versién de
Gurobi utilizada ha sido la 8.0.0 y de CBC la 2.10.2. Por lo tanto, podemos tener una herramienta
totalmente gratuita si los problemas intermedios se resuelven con solvers de software libre que como
veremos mas adelante proporcionan resultados competentes con sus analogos comerciales. La maquina
empleada para la ejecucién de los resultados tiene 64 gigas de memoria RAM y un procesador Intel(R)
Core(TM) i7-6700K con 4.00GHz.

A continuacién se presentaran las instancias utilizadas para los experimentos empiricos que han
sido obtenidas de http://www.ii.uib.no/~mohammeda/spooling/. Estas instancias han sido amplia-
mente utilizadas en la literatura para testar distintos algoritmos de optimizacién tanto global como
local. Ejemplos de ello se pueden consultar en [Alfaki & Haugland| (2013), |Alfaki & Haugland| (2014]),
Haverly| (1978]), |Alfaki (2012)) o Dai et al.| (2018) entre otros. Es importante destacar que las instancias
publicadas en el enlace estan escritas en GAMS con lo que ha sido necesario traducirlas a Pyomo.

En la Tabla se presenta informacién acerca de las instancias consideradas pequenas en este
documento. S representa el nimero de fuentes, I el niimero de pools o tanques, T es la cantidad de
terminales, K es el nimero de propiedades y A representa la cantidad de arcos de la red. La columna
n® vars hace referencia al nimero de variables implicadas en el modelo, la columna bilineal es el niimero
de restricciones en las que aparecen implicados términos bilineales y la ultima columna representa el
nuimero de restricciones lineales implicadas en el modelo.

S I T K A n°vars bilineal lineal

Adhyal 5 2 4 4 13 33 20 42
Adhya2 5 2 4 6 13 33 20 50
Adhya3 8 3 4 6 20 52 32 62
Adhya4 8§ 2 5 4 18 58 40 55
Bental4 4 1 2 1 7 13 6 15
Bental5 5 3 5 2 32 92 60 53
Haverlyl 3 1 2 1 6 10 4 13
Haverly2 3 1 2 1 6 10 4 13
Haverly3 3 1 2 1 6 10 4 13

Tabla 4.1: Tamano de las instancias pequenas.

Por su parte, en la Tabla[4.2] tenemos representado el tamafio de las instancias consideradas grandes.
Como se puede ver las instancias aqui presentadas tiene un tamafio considerable, superando las 1000
variables y restricciones en la mayoria de los casos y llegando, las de mayor tamano, a superar las
10000 variables y restricciones. Ademads, vemos como el nimero de restricciones con términos bilineales
también es elevado y, si se recuerda, estos son los causantes de las no convexidades en los modelos de
pooling. Debido al tamano considerable y a la complejidad de las instancias, los resultados obtenidos
en las pruebas empiricas pueden ser un indicador bastante realista del comportamiento que tendrian
los algoritmos implementados sobre problemas reales de caracteristicas similares.
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S I T K A n°vars Dbilineal lineal
A0 20 10 15 24 171 500 329 531
Al 20 10 15 24 179 540 361 541
A2 20 10 15 24 192 756 538 562
A3 20 10 15 24 218 756 538 562
A4 20 10 15 24 248 979 731 592
A5 20 10 15 24 277 1245 968 611

A6 20 10 15 24 281 1364 1083 624

A7 20 10 15 24 325 1825 1500 661

A8 20 10 15 24 365 1895 1530 667

A9 20 10 15 24 407 2399 1992 701

Bo 35 17 21 34 384 1537 1153 1093

B1 35 17 21 34 515 2354 1839 1180

B2 35 17 21 34 646 3739 3093 1273

B3 35 17 21 34 790 5327 4537 1385

B4 35 17 21 34 943 7534 6591 1494

B5 35 17 21 34 1044 8991 7947 1566

Co 60 15 50 40 811 3637 2826 2356

Cl 60 15 50 40 1070 5840 4770 2533

C2 60 15 50 40 1278 7998 6720 2674

C3 60 15 50 40 1451 10567 9116 2828

Tabla 4.2: Tamano de las instancias grandes.

4.1. Rendimiento de los algoritmos y comportamiento de los
modelos

En esta seccion se realizara un andlisis de los resultados empiricos para las instancias presentadas
previamente, formuladas con los modelos PQ y TP. Estas seran ejecutadas con: los algoritmos imple-
mentados, los tandem, Knitro y BARON. Para todas las pruebas realizadas se ha puesto un limite
de tiempo maximo de 1200 segundos y solo se presentaran resultados referentes a soluciones factibles.
A modo aclaratorio para los tdndem se dejan estos 1200 segundos de tiempo méaximo en los métodos
implementados y en la segunda pasada con Knitro. Con ello se tratard de dar respuesta a las siguientes
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preguntas:
= ; Qué método tiene un mejor rendimiento y consigue mejores resultados?
= ;Existen diferencias de comportamiento de los algoritmos en funciéon del modelo utilizado?

= En caso de querer tener la mejor solucién posible, jse pueden conseguir mejoras utilizando los
tandem?

= ;Se mejoran los resultados obtenidos de Knitro, BARON o los expuestos en la literatura en
|& Haugland| (2014)?

Se comienza el andlisis de los resultados haciendo una comparativa de los métodos (sin tdndem)
para ver cual presentan un mejor comportamiento para todas las instancias y modelos utilizados. La
Figura se conoce como violin. Estas representaciones graficas estdn compuestas por un gréaficos de
cajas acompanados por las curvas de densidad empirica de los datos en cuestién. Las cajas contienen
informacién acerca de la media y mediana (en el interior), el limite superior de la caja representa el
cuartil que deja el 75% (Q3) de los datos por debajo de ese limite y el inferior se corresponde con
el cuartil que acota el 25% (Q1) de los datos inferiormente, con lo que en el interior de la caja se
encuentra el 50 % de los mismo. Las lineas que salen de las cajas se conocen como “bigotes® y se
extienden hasta 1,5 veces el rango intercuartilico (Q3 — @Q1). La ventaja de estos gréficos frente a los
de cajas convencionales es que con las curvas de densidad empiricas se puede ver de forma mas clara
donde hay una mayor concentraciéon de informacién.

Una vez explicado en que consiste el violin de forma general se va a proceder con la interpretacion
de los resultados aqui expuestos. La Figura|4.1| representa la distribucién de los valores para la funcién
objetivo relativa obtenida a partir de los distintos métodos para todas las instancias. Dado que los
valores en funcién objetivo son muy diferentes (ver Apéndice B) se han rescalado sus valores donde el
cero representa la mejor funcién objetivo y el uno la peor. En cuanto a la leyenda “cbc“ y “gurobi
indican que se ha utilizado como solver CBC o Gurobi para resolver los problemas de optimizacién
intermedios. Si estos aparecen solos quiere decir que el algoritmo empleado es el B. Por su parte,
“dynamic“, “bundle“ y “bundle_.dynamic“ se refieren a las ejecuciones realizadas con los algoritmos
BD, BB y BBD respectivamente con los solvers indicados.

Figura 4.1: Distribucién de la funcién objetivo relativa para todos los métodos (sin tdndem).
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Con lo explicado hasta el momento se considerara que los métodos que tienen un mejor compor-
tamiento en términos de optimalidad (mejor funcién objetivo) son aquellos que presentan una mayor
concentracién de datos cerca del cero. En la practica nos interesan herramientas de optimizacién lo
mas robustas posibles en el sentido de que sean capaces de resolver cualquier problema dentro de una
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clase de problemas, siendo en nuestro caso los problemas de pooling. En vista a los resultados para la
funcién objetivo relativa obtenida por cada método, podemos decir que el mejor comportamiento se
alcanza con los algoritmos: B con CBC, BD con CBC, BB con CBC y BBD con Gurobi.

El objetivo no solo es conseguir buenos 6ptimos locales para los problemas de pooling, sino también
llegar a ellos en el menor tiempo posible. En la Figura [£.2] se presenta el rendimiento medio alcanzado
con los métodos (sin tdndem). Se compara la funcién objetivo relativa media obtenida por el método con
el tiempo medio de resolucién para todas las instancias y problemas. Se entiende que una herramienta
de optimizacién tiene mejor rendimiento que otra si es capaz de conseguir mejores soluciones en menor
tiempo. Entonces, si nos fijamos en la gréfica, los puntos que se encuentran abajo a la izquierda serdan
aquellos con mejor rendimiento mientras que los de arriba a la derecha seran los peores. Como se puede
observar, en media, los mejores resultados se consiguen utilizando: B con CBC, BD con CBC y BB con
CBC. La primera leccién que podemos extraer con la representacion grafica anterior y con esta es que
los métodos que presentan mayor robustez, en términos de funcién objetivo, son también los que tienen
un mejor rendimiento computacional en media. En base a ello, respondiendo a la primera pregunta,
podemos decir que los métodos con mejor rendimiento y que aportan unos mejores resultados en media
son B con CBC, BB con CBC y BD con CBC.

Figura 4.2: Rendimiento en media para todos los métodos (sin tdndem).
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Tal y como se ha comentado en apartados anteriores, no solo el algoritmo utilizado para resolver los
problemas de pooling es critico a la hora de obtener buenos éptimos locales, sino también el modelado
empleado para los mismos puede influir en la calidad de las soluciones obtenidas. Por ello, se realizara
un andlisis similar al anterior desagregando los resultados en funcién del modelo utilizado.

En la Figura [£.3] se presenta mediante el violin la distribucién de los valores de la funcién objetivo
relativa desagregando segun el modelo utilizado. La interpretacion de los resultados es andloga a la
presentada previamente, la diferencia es que “pq“ indica que el algoritmo y solver ha sido utilizado
sobre el modelo PQ y “tp“ lo mismo pero para el modelo TP. Nuevamente, los mejores resultados en
términos de funcién objetivo relativa se han obtenido utilizando los métodos B, BD y BB, todos ellos
con CBC. En cuanto al modelo empleado, no podemos ver una clara diferencia de un modelo respecto
al otro. Parece que con el modelo TP los métodos comentados son més robustos ya que hay una mayor
concentracién de soluciones cercanas al cero. En concreto con el que mejores soluciones se obtienen,
para las pruebas realizadas, es el modelo TP utilizando el algoritmo BB con CBC.

Teniendo en cuenta que la utilizacién de un modelo u otro influye a la hora de obtener mejores
6ptimos locales vamos a comprobar si también afecta al rendimiento medio de los algoritmos empleados.
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Figura 4.3: Distribuciéon de la funcién objetivo relativa para todos los métodos desagregando por
modelo (sin tdndem).

1.2

0.8

0.6

0.4

F.Objetivo relativa

0.2

IO DODNODEEOE

pg_cbhc

pq_gurobi

pq_bundle_cbc
pg_bundle_gurobi
pag_dynamic_cuts_cbc
pq_dynamic_cuts_gurobi
pag_dynamic_cuts_bundle_cbc
pg_dynamic_cuts_bundle_gurobi
tp_cbc

tp_gurobi

tp_bundle_cbc
tp_bundle_gurobi
tp_dynamic_cuts_cbc
tp_dynamic_cuts_gurobi
tp_dynamic_cuts_bundle_cbc
tp_dynamic_cuts_bundle_gurobi

En la Figura[4:4] se puede ver que los mejores rendimientos medios en términos de funcién objetivo se
alcanzan con el modelo TP utilizando B, BD y BB con CBC. Mientras que las soluciones mas réapidas se
alcanzan con el modelo PQ el algoritmo B con CBC. Pensando en una implementacién para un proyecto
de optimizacion de plantas de procesamiento industrial la eleccién de la formulaciéon del modelo o del
método elegido dependera de si estamos dispuestos a esperar mas tiempo para obtener unos mejores
resultados o, por la contra, se prefiere sacrificar mejores éptimos locales pero consiguiendo resultados en
menor tiempo. Independientemente del método o formulacién elegida los mejores rendimientos medios
se consiguen resolviendo los problemas intermedios con la herramienta de optimizacién gratuita CBC.

Figura 4.4: Rendimiento en media para todos los métodos desagregando por modelo (sin tdndem).
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Al trabajar con problemas no convexos que presentan multitud de éptimos locales nos puede in-
teresar utilizar técnicas de optimizacién en tandem para tratar de explorar mejores puntos dentro de
la region factible del modelo. En la Figura |[4.5] se presenta la distribucion de los resultados obtenidos
utilizando los distintos métodos implementados, los tdandem con Knitro y las soluciones obtenidas solo
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utilizando Knitro. Se puede ver que aunque Knitro llega a los mejores resultados en términos de funcién
objetivo relativa en algunos casos consigue las peores soluciones en 1200 segundos ya que no es capaz
de dar con soluciones factibles para algunas instancias en este tiempo (Ver Apéndice B). Knitro es
capaz de resolver las instancias pequenas pero le cuesta resolver las instancias grandes. Por su parte,
los métodos implementados si son capaces de conseguir soluciones factibles para todas las instancias
con el limite de tiempo de 1200 segundos. Comparando nuestros mejores métodos (B, BB y BD con
CBC) con Knitro podemos decir que los métodos basados en Benders presentan una mayor robustez
para resolver los problemas de pooling ya que estos siempre consiguen un 6ptimo local con el limite
maximo de tiempo de 1200 segundos. Sin embargo, cuando se utilizan los tdndem con Knitro vemos
como los resultados se concentran mucho mas entorno al cero indicando que los mejores valores para la
funcién objetivo en términos relativos se han obtenido con estos métodos. En concreto, los que mejor
comportamiento presentan son los tdndem utilizando los algoritmos B, BD y BB todos ellos con CBC.
Con lo que si nuestro objetivo principal es conseguir los mejores éptimos se deben emplear los métodos
en tandem.

Figura 4.5: Distribuciéon de la funciéon objetivo relativa para todos los métodos con tandem
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En cuanto al rendimiento comparando funcién objetivo relativa media y tiempos de ejecucién medios
para los métodos implementados, los tdandem y Knitro se puede ver que este 1ltimo es el que consigue
unos tiempos de ejecucién menores en media. Cabe decir que este es un solver comercial programado
en el lenguaje de programacién C (Kernighan & Ritchie|[1978) y es sabido que se trata de un lenguaje
con mejor rendimiento computacional que Python. Por su parte, los mejores valores medios para la
funcién objetivo relativa se alcanzan siempre con los tdndem, siendo los mejores los obtenidos con los
métodos BBD, BD y BB con CBC como solver lineal.

= Si se quieren soluciones rapidas se puede utilizar Knitro, corriendo el riesgo puede no conseguir
soluciones factibles en tiempos razonables para los problemas de pooling.

= Si se quiere asegurar la obtencién de puntos factibles, consiguiendo un poco mas de funcién
objetivo en términos relativos y consumiendo un poco mas de tiempo se puede utilizar el algoritmo

B con CBC.

= Silo deseado es conseguir los mejores 6ptimos locales, entonces se deben emplear los tandem con
Knitro. En concreto, los algoritmos BB y BD con CBC o BB con Gurobi.

Lo dltimo que se presentara en este capitulo es una comparativa de nuestros mejores métodos con
los métodos heuristicos HRS y HRS_ALT presentados en |Alfaki & Haugland| (2014), Knitro y BARON
para todas las instancias grandes. La idea del método HRS consiste en partir del problema de flujo en
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Figura 4.6: Rendimiento en media para todos los métodos con tandem
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redes a coste minimo resultante de no incluir los pools en la red e ir construyendo la red introduciendo
los pools de forma iterativa resolviendo los respectivos problemas de optimizaciéon. Por su parte, el
método HRS_ALT es un tandem que consiste en resolver el problema de pooling con HRS e inicializar
el método ALT con la solucién obtenida con el primero. El método ALT (Audet et al.[2004) consiste
en hacer una particiéon del conjunto de variables de tal forma que si fijamos las variables del primer
conjunto y las del segundo no, el problema resultante es lineal y viceversa. Este método va fijando de
forma iterativa las variables del primer conjunto, resuelve el problema lineal, desfija las primeras y fija
las del segundo resuelve el problema lineal... El proceso contintia hasta que se encuentre un 6ptimo
local. Este se identifica cuando las soluciones del problema no cambian de una iteracién a otra. Es
importante destacar que los resultados obtenidos con nuestros métodos y las heuristicas de la literatura
se pueden comprar ya que estas ultimas siempre convergen antes del limite de tiempo prefijado por
los autores, 1200 segundos. Aunque las maquinas en las que se han ejecutado son diferentes, como la
nuestra presenta una potencia superior, en caso de ser ejecutados en nuestra maquina los resultados
serfan los mismo pero el tiempo de ejecucion, posiblemente, fuese menor.

En la Figura tenemos representados los valores alcanzados en términos de funcién objetivo
relativa con nuestros mejores métodos, HSR, HRS_ALT, Knitro y BARON para todas las instancias
grandes sobre el modelo PQ. Aqui solo se muestran resultados referentes a este modelo ya que es el
Unico coincidente entre nuestros resultados y los expuestos en |Alfaki & Haugland (2014)). Se puede
observar que, los tdndem implementados alcanzan mejores soluciones que las obtenidas con HSR y
HRS_ALT para todas las instancias. Si comparamos los resultados de aplicar unicamente el algoritmo
B con CBC sobre las instancias grandes vemos como este mejora en todos los casos a HSR excepto en
la instancia sppA2 e incluso es competente con el tdndem HRS_ALT en térnimos de funcién objetivo
relativa. Este hecho es relevante ya que los métodos HSR y HRS_ALT estdn expresamente disenados
para los problemas de pooling mientras que los métodos implementados son mucho mas generales.
Ademsds, es importante destacar que B con CBC es directamente comparable con HSR ya que no son
métodos en tdndem mientras que HRS_ALT si lo es. Si se hace una comparativa directamente con
los solvers comerciales se observa como hay una mayor robustez, a la hora de resolver los problemas
de pooling, con los métodos implementados que con los solver comerciales. Ademas, vemos que para
algunas instancias estos solvers comerciales no son capaces de encontrar una solucién factible del
problema en menos de 1200 segundos, mientras que con nuestros métodos siempre se encuentran
soluciones factibles en el limite de tiempo. Finalmente, si nos tuviéramos que decantar por la eleccién
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de uno de los métodos para resolver los problemas de pooling elegiriamos los tdndem BB o BD con
CBC utilizando Knitro en la segunda pasada.

Figura 4.7: Comparativa con la literatura, Knitro y BARON de los resultados obtenidos con los mejores
métodos sobre el modelo PQ.
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Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue la implementacién de cuatro variantes del método de
descomposicién de Benders generalizado que permiten encontrar buenos 6ptimos locales para los pro-
blemas de pooling en un tiempo de ejecucién razonable. Ha quedado de manifiesto que resolver este
tipo de problemas, cuando el tamano de los mismos es elevado, es una tarea muy dificil. Se ha visto
como el solver comercial Knitro, para algunas de las instancias grandes, no es capaz de conseguir ni
una solucién factible en menos de 1200 segundo. El comportamiento atin es peor en el caso del solver
global BARON ya que en 11 de las 20 instancias grandes con el modelo PQ no es capaz de encontrar
una solucién factible en el limite de tiempo permitido. En cambio, las técnicas de descomposicién im-
plementadas consiguen, para todos los problemas e instancias soluciones factibles antes de este limite
de tiempo. Con lo que queda de manifiesto que la utilizacién de los métodos implementados pueden ser
de gran ayuda para empresas de las industrias petroquimicas y gasisticas. Ademds, ha resultado que
incluso técnicas disenadas especificamente para encontrar éptimos locales en los problemas de pooling
como HSR y HRS_ALT consiguen peores éptimos locales que los conseguidos con las mejores técnicas
implementadas, siendo estas mucho mas generales.

De los métodos implementados se puede concluir que los que mejor comportamiento tienen, en
general, tanto en términos de optimalidad como en tiempos de ejecuciéon son B, BD, y BB todos ellos
con CBC. Con lo que se tiene una herramienta totalmente gratuita y competente para resolver la familia
de problemas consideradas en este trabajo. Si se utilizan, estas técnicas en tandem los resultados son
competentes e incluso superando a los obtenidos con herramientas comerciales.

En cuanto a la formulacion matematica del problema de optimizacién hay diferencias de compor-
tamiento entre la formulacién PQ y TP, pero los resultados obtenidos también dependen del método
utilizado para resolverlos. No se puede concluir que uno se comporte mejor que el otro de manera clara
en términos medios. El modelo TP con los algoritmos B, BB con CBC o BBD con Gurobi es el que
consigue un mejor rendimiento medio en términos de funcién objetivo relativa. Sin embargo, si lo que
se quieren son resultados mas rapidos se podria utilizar el modelo PQ y el algoritmo B con CBC.

Lo siguiente a destacar es que se puede tener una herramienta para resolver problemas de opti-
mizaciéon con caracteristicas similares a los de pooling y competente con los solvers comerciales de
forma gratuita. Es decir, si los solver utilizados tanto para resolver los problemas intermedios como
los tandem son gratuitos el coste monetario de la herramienta sera nulo.

Lo novedoso de este trabajo ha sido la formulacién del subproblema para los problemas de pooling
presentada en la subseccién 3.3. Se ha conseguido remediar el problema de que los cortes de Benders
se anulen cuando las restricciones estan débilmente activas en un punto sin aumentar la complejidad
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computacional del modelo. La forma de hacerlo ha sido formular el subproblema con todas sus res-
tricciones como menor o igual y utilizar una unica variable de holgura penalizada en funcién objetivo
sobre aquellas restricciones en las que aparecen implicadas variables complicantes.

A modo aclaratorio, los cortes dindmicos fueron pensados originalmente para ser utilizados en el
método de Benders sobre problemas de programacién estocdstica (Soumis et al.|[2012)). Cuando se
trabaja con problemas estocéasticos con el algoritmo de Benders, se puede tener multitud de subpro-
blemas y un tnico problema maestro que es el encargado de coordinar todos los subproblemas. Lo que
ocurre es que en vez de anadir un corte en cada iteracion del algoritmo se anaden tantos cortes como
subproblemas se tengan. Esto provoca que el crecimiento del problema maestro sea muy rapido. En los
problemas de pooling (deterministas) se comprobé que en muchas instancias el nimero de iteraciones
para que el algoritmo convergiera era elevado, se decidié implementar esta heuristica para facilitar la
resolucién del problema maestro. En los resultados empiricos resulté que la heuristica sobre el método
de Benders generalizado aplicado sobre los problemas de pooling funciona realmente bien. Incluso per-
mite explorar puntos de la region factible a los que el método de Benders generalizado convencional
no es capaz de llegar, en algunos casos.

Los bundle methods utilizados en el algoritmo de Benders, fueron originalmente pensados para ser
aplicados sobre problema convexos. Basandonos en el hecho de que los problemas de pooling presentan
multitud de éptimos locales se han adaptado con el objetivo de acelerar el procesos de biisqueda de
6ptimos locales. La idea es que si queremos obtener éptimos locales de forma rapida una forma sencilla
de hacerlo es mantenerse cerca del mejor 6ptimo encontrado en el proceso iterativo, permitiendo
movimiento cada vez que se encuentra un nuevo 6ptimo local mejor. En los resultados empiricos no
resulté ser el método mas rapido pero si que es uno de los que mejores 6ptimos locales consigue.

De cara a un posible trabajo futuro, la herramienta de optimizacién implementada puede ser me-
jorada mediante la construccién de un multiarranque de manera sencilla. Durante el proceso iterativo
de los algoritmos implementados se recorren multitud de 6ptimos locales del problema original para
finalmente devolver el mejor. Es facil ver que en dicho proceso iterativo se pueden guardar, si se quiere,
otros 6ptimos locales. Con el algoritmo de Benders, o las modificaciones implementadas, se podria, por
ejemplo, guardar un numero prefijado de éptimos locales que se hayan encontrado durante el proce-
so iterativo y asi inicializar nuevamente el algoritmo con las soluciones encontradas. Ademas, si este
iltimo paso lo realizamos en paralelo el tiempo computacional no serd muy diferente al consumido la
primera vez que se empled el método.



Apéndice A

Nociones basicas de teoria de grafos
y redes con flujo

A.1. Nociones basicas de teoria de grafos

Un grafo D es un par (N, A) consistente en un conjunto N de elementos llamados nodos o vértices
y un conjutno A cuyos elementos representan arcos o aristas. Segin cémo sean los elementos de A se
pueden distinguir dos tipos de grafos:

= Grafos orientados: Un grafo orientado o dirigido es aquel en el que A C N x N, es decir, los
arcos son pares ordenados; el arco (i, j) empieza en el nodo i y termina en el nodo j.

= Grafos no orientados: En un grafo no orientado A estd compuesto por subconjuntos de N de
dos elementos. En este caso, como {%,j} v {J, 4} son el mismo conjunto, representardn el mismo
arco.

Graficamente, el caracter orientado o no orientado de un grafo se representard mediante presencia o
ausencia de flechas. Se usard n y m para referisse al niimero total de nodos y aristas respectivamente.

Un grafo es completo si todas las aristas posibles estan presentes. En el caso de un grafo orientado
el méximo numero de aristas en n(n — 1) porque no se permiten lazos en este documento y, en el caso
de un grafo no orientado, se tendrd la mitad, n(n — 1)/2. Un grafo es plano si puede dibujarse en un
plano sin que sus aristas se corten.

Un subgrafo de D es un grafo D' = (N’, A’) que tiene todos sus vértices y aristas en D, es decir,
N’ C Ny A’ C A. Un subgrafo de ezpansién de D es un subgrafo D’ = (N’, A’) tal que N’ = N. Si
la arista (7, j) estd presente en un grafo D, decimos que los nodos 7 y j son adyacentes y también que
son incidentes con las aristas (¢,7) y que la arista (4,7) es incidente con los nodos i y j. El grado de
un nodo cualquiera de un grafo D es el nimero de aristas incidentes con él, es decir, es el ntimero de
aristas que entras y salen de ese nodo. Sea D un grafo no orientado y sea (a1, as, ..., a,) y una secuencia
de aristas de D. Si existen vértices vg, vy, ..., v, tales que, paral € {1,2,...,7}, a; = (v;—1,v;), decimos
que la secuencia es una cadena. Para referirnos a una cadena se usara indistintamente la secuencia de
aristas o la secuencia de nodos que la forma. Se tienen los siguientes tipos de cadenas:

= Cadena cerrada: Una cadena en la que vy = v,

= Camino: Una cadena en la que todos los vértices sin distintos.
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= Circuito o ciclo: Una cadena cerrada en la que no hay més nodos coincidentes que el primero
y el ultimo.

Un grafo se dice que es conezo si para cada par de vértices existe una cadena no orientada que los
une. Se dice que es fuertemente conexo si para cada par de vértices existe una cadena orientada que
los une. Un grafo se dice que es un &rbol si es conexo y no contiene ciclos (no orientados). Un drbol
de expansion de D es un arbol que es un subgrafo de expansiéon de D. Dicho arbol serd un subgrafo
conexo minimal en el sentido de que no habré otro subgrafo conexo con menos aristas.

A.2. Redes con flujo

Una red es un grafo con uno o mas nimeros asociados con cada arco o nodo. Estos nimeros pueden
representar distancias, costes, fiabilidades u otros parametros de interés. Llamaremos flujo al envio
de elementos u objetos de un lugar a otro dentro de una red. Por ejemplo, el transporte de crudos o
derivados de los mismos a través de tuberias en una refineria, el traslado de personas desde su domicilio
a su lugar de trabajo, el trasporte de gas a través de una red de gas... Los modelos correspondientes a
estas situaciones los llamaremos modelos de redes con flujo.Por ejemplo, podriamos estar interesados
en minimizar el coste de envio de productos a través de las tuberias en una refineria de petroleo.

Los objetos que ”viajan” o fluyen por la red de llaman unidades de flujo o simplemente unidades.
Las unidades de flujo pueden ser bienes, personas, informacién o casi cualquier cosa. La red con flujo
es un grafo orientado. De forma general llamaremos f; al flujo que pasa por el arco k. A cada arco k
se le asignaran tres parametros:

= Cota inferior, [; > 0: Cantidad minima de flujo que debe pasar por el arco k.
= Capacidad o cota superior, u; > 0: Cantidad maxima de flujo que el arco k& puede soportar.

= Coste o beneficio, ¢ : Si es negativo denota el coste de unidad de flujo que pasa por el arco
k; si es positivo denota beneficios.

El arco k también se puede denotar como (4, j) (siendo i y j los nodos incidentes en el arco k); en este
caso, también se denotard los pardmetros asociados como l;5, u;; y c;;. Entonces una red con flujo R
vendré caracterizada por una tupla ((N, A), (I,u,c)), donde (N, A) es el grafo subyacente a la red y
(I, u, ¢) serdn las capacidades o costes de los arcos.
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