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Método de descomposición de Benders. Rendimiento del algoritmo y aplicaciones

fue realizado bajo su dirección por don Daniel Alves Yáñez para el Máster en Técnicas Estad́ısticas.
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agradecer a todos mis compañeros de trabajo de ITMATI: Fito, Rabi, Jorge, Andrea, Javi, Gabriel
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Resumen

Resumen en español

El propósito de este trabajo ha sido la implementación del método de descomposición de Benders
generalizado para resolver una clase de problemas conocida como los problemas de pooling. Los pro-
blemas de pooling se utilizan para modelar plantas de procesamiento industrial en industrias como
la petroqúımica o la gaśıstica. La dificultad de los mismos radica en que son problemas no lineales
y no convexos. Con el método de descomposición de Benders generalizado nos aprovechamos de la
estructura de este tipo de problemas para conseguir buenos óptimos locales. Se propone una nueva
formulación para el subproblema en los modelos de pooling. Los resultados principales del estudio son
que con la utilización de este método para resolver los problemas de pooling se consiguen resultados
competentes con los de los solvers comerciales. Además, incluso en instancias en las que las herra-
mientas comerciales de optimización no son capaces de conseguir soluciones factibles en un tiempo
prefijado, el método de descomposición de Benders si consigue buenos óptimos locales. Por último, se
han comparado nuestros resultados con los de la literatura y nuestra herramienta de optimización es
capaz de encontrar mejores óptimos.

English abstract

The goal of this work has been the implementation of the generalized Benders decomposition method
to solve a class of problems known as pooling problems. Pooling problems are used to model industrial
processing plants in industries such as petrochemicals or gas. Their difficulty is that they are nonlinear
and non-convex problems. With the generalized Benders decomposition method, we take advantage of
the structure of these types of problems to achieve good local optimum. A new formulation is proposed
for the subproblem in pooling models. The main results of the study are that with the use of this method
to solve pooling problems, competent results are achieved with those of commercial solvers. In addition,
even in instances where commercial optimization tools are not able to achieve feasible solutions in a
predetermined time, Benders decomposition method does achieve local optimum. Finally, our results
have been compared with those of the literature and our optimization tool is able to find better local
optimal solutions.
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Prefacio

Este trabajo está motivado por las labores de investigación llevadas a cabo por el autor, en colabora-
ción con el ITMATI, sobre la optimización de plantas de proceso industrial. Por motivo de los acuerdos
de confidencialidad firmados por ITMATI y el autor no se podrá exponer el código implementado.

En la actualidad los problemas de programación matemática de gran dimensión están muy presentes
en la industria ya que permiten modelar de una manera realista multitud de procesos. Por ejemplo,
en plantas de producción industrial se utilizan este tipo de modelos para la toma de decisiones tanto
en escenarios presentes como futuros. En muchas ocasiones resolver de manera eficiente o simplemente
obtener un buen óptimo local para los escenarios presentes con este tipo de problemas puede resultar
una tarea dif́ıcil. Por ello, es de gran importancia la exploración de técnicas que permitan obtener
soluciones óptimas para estos problemas es tiempos razonables.

Dentro del mundo de la programación matemática podemos clasificar los problemas en dos grandes
campos: lineales y no lineales. Para los primeros, considerados fáciles, existen algoritmos como el
método śımplex o versiones mejoradas del mismo que consiguen resolver problemas con una gran
dimensión muy eficientemente y en poco tiempo. Para los segundos, los algoritmos existentes ya no
son tan eficientes como el śımplex. En el caso más dif́ıcil, problemas no lineales y no convexos, los
algoritmos existentes pueden tardar mucho tiempo incluso en dar con una solución local del mismo.

Debido a la dificultad para la consecución de soluciones en los problemas de planificación industrial
autores como (Dantzig & Wolfe 1960) o (Benders 1962), a principios de los años sesenta, propusieron
técnicas de descomposición con el objetivo de acelerar el proceso para la obtención de soluciones óptimas
de dichos problemas. En el presente documento unicamente se empleará un método de descomposición
basado en Benders ya que es más adecuado para resolución de los problemas que han aparecido en las
colaboraciones con ITMATI.

La idea esencial del método de descomposición de Benders es acelerar el proceso de búsqueda de
soluciones óptimas apoyándose en la estructura de determinados problemas. El enfoque original está
basado en descomponer el problema original en dos problemas: el subproblema y el maestro. Con
ellos lo que se consigue es tener dos problemas que son más sencillos de resolver, por separado, que
el problema original. Supongamos que en ciertas restricciones del problema original están implicadas
variables enteras o variables que conllevan la aparición de no linealidades en esas restricciones, lo que
se trata de hacer con la descomposición de Benders es separar de alguna forma el problema original
teniendo en cuenta estas variables. Una vez se tenga realizada la separación del problema original se
resuelve de manera iterativa e independiente ambos problemas permitiendo una comunicación entre
ellos basada en la información de los problemas duales. La ventaja principal de este algoritmo es que
puede ser adaptado para multitud de problemas de programación matemática: lineales, lineales con
variables enteras, no lineales, no lineales con variables enteras etc.

El objetivo de este trabajo es estudiar su rendimiento sobre una clase de problemas académicos
conocida como los problemas de pooling. La elección de estos problemas está justificada ya que debido
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xiv PREFACIO

a su naturaleza son los que más se asemejan a los problemas reales sobre los que el autor investiga
en colaboración con ITMATI. Además, dentro del campo de la complejidad computacional, estos
problemas se encuentran dentro de la clase NP-duros (Alfaki & Haugland 2013) con lo que nos permite
obtener resultados realista sobre el comportamiento del algoritmo ya que son muy dif́ıciles de resolver.

La organización de esta memoria es la siguiente: en el primer caṕıtulo se presentan el método de
descomposición de Benders en su formulación original explicando los conceptos teóricos y prácticos
del método acompañados al final del caṕıtulo por un ejemplo; en el segundo caṕıtulo se presentan
los problemas de pooling justificando su importancia a la hora de formular procesos de planificación
industrial y se presentan dos formulaciones equivalentes de problema; en el tercer caṕıtulo se presentan
la extrapolación del método de Benders para problemas de optimización no lineal, aspectos espećıficos
del modelado para los problemas de pooling al utilizar dicho algoritmo y se presentan dos heuŕısticas
diseñadas para mejorar el rendimiento del mismo. En el caṕıtulo cuarto se presentan los resultados
computacionales obtenidos con los distintos métodos implementados y aplicados sobre los problemas
de pooling. Por último, en el caṕıtulo quinto se presentarán las conclusiones del trabajo.

En determinadas situaciones se tomará el abuso de notación ut = u siempre que se considere que
esto puede facilitar la comprensión al lector.



Caṕıtulo 1

Método de descomposición de
Benders

A principios de los años sesenta Jacques F. Benders presenta en Benders (1962) un nuevo método
para la resolución de problemas de programación matemática entera mixta (MIP). La dificultad de
este tipo de problemas es que algunas de las variables que lo definen son de naturaleza entera. Este
hecho provoca que se pierda la propiedad de la convexidad de la región factible dificultando la solución
del mismo. Otras técnicas que se utilizan en la práctica para resolver este tipo de problemas son
ramificación y acotación (Land & Doig 1960) o de planos de corte Kelley (1960) que no son tan
eficientes. La ventaja principal del algoritmo de Benders, frente a los otros dos, es que este se basa la
idea de identificar algún tipo de estructura que nos permita separar el problema en dos: el subproblema
y el maestro. Esto permite resolver dos problemas que de forma separada son más sencillos de resolver,
desde el punto de vista computacional, que el problema original.

En la literatura sobre Benders la aparición de variables que dificultan la resolución de los proble-
mas de programación matemática son conocidas como variables complicantes. Es decir, son aquellas
variables que en el caso de ser fijadas como parámetros provocaŕıan que el proceso de búsqueda de
la solución óptima fuese mucho más sencillo. Por ejemplo, son complicantes aquellas variables enteras
implicadas en restricciones lineales o aquellas variables que provocan no linealidades en restricciones y
en caso de ser fijadas como parámetros implicaŕıan que dichas restricciones fuesen lineales. También se
entiende como variables complicantes aquellas que permiten identificar algún tipo de estructura en el
problema que nos permita separarlo en dos problemas diferentes. En definitiva cualquier variable que
en caso de no estar involucrada en el problema haŕıa que este tuviera unas mejores propiedades ma-
temáticas desde el punto de vista de la optimización y que además permita identificar una estructura
de separación se considerará una variable complicante.

Dado el siguiente problema MIP:

mı́n ctx+ f(y)

s.a. Ax+ F (y) ≥ b
x ≥ 0, y ∈ S ⊂ Zp,

(1.1)

donde c y x son vectores en Rm, f(y) es una función escalar en R, A es una matriz definida en Rn×m,
tanto F (y) como b están definidas en Rn y S es un subconjunto de Zp. Nótese que no se especifica ningún
supuesto sobre f(y) y F (y). Lo único que se exige en este método es que los problemas resultantes de
la separación puedan ser resueltos con los métodos o solvers existentes.

1



2 CAPÍTULO 1. MÉTODO DE DESCOMPOSICIÓN DE BENDERS

Como se puede observar en (1.1) aparecen dos conjuntos de variables claramente diferenciados: por
un lado, variables continuas x, por otro lado variables enteras y. Además en caso de ser eliminados
o fijados los términos en los que están implicadas las variables y se tendŕıan problemas lineales. Este
hecho lleva a la idea principal del método de descomposición de Benders que consiste en aprovecharse
de la estructura del problema para separarlo en dos problemas: el subproblema que será lineal y el
maestro que puede ser lineal, no lineal, discreto etc. En vez de resolver el problema completo que
resultaŕıa complejo, se resolverán, de forma iterativa, dos problemas de optimización por separado más
sencillos desde el punto de vista computacional.

1.1. Deducción del subproblema y el maestro

Para simplificar la explicación de cómo se crean ambos problemas y cual es la relación entre ellos
se introduce el siguiente problema de programación lineal entero mixto (MILP):

mı́n ctx+ dty

s.a. Ax+Dy ≥ b
x ≥ 0, y ∈ S ⊂ Zp,

(1.2)

se trata de una modificación del problema (1.1) considerando que las funciones f(y) y F (y) son lineales
y donde S ⊂ Zp, lo que implica que las variables y han de tomar valores enteros.

Tal y como se ha comentado con anterioridad el método de descomposición de Benders es un
método iterativo que se apoya en la resolución de dos problemas, el subproblema y el maestro, pero
estos problemas no se resuelven de forma independiente sino que hay una comunicación entre ellos a
través de la información de los problemas duales. En un sentido menos formal, el problema maestro
hace propuestas para las variables complicantes, el subproblema resuelve fijando dichas variables y le
transmite información al maestro mediante el dual.

A modo explicativo se va a considerar que la variable complicante del problema (1.2) es la y debido
a su carácter entero. Por lo tanto, se puede definir el subproblema lineal como:

mı́n ctx+ dtȳ

s.a. Ax ≥ b−Dȳ
x ≥ 0,

(1.3)

el problema dual asociado a (1.3), ignorando el término constante dtȳ es

máx ut(b−Dȳ)

s.a. Atu ≤ c
u ≥ 0.

(1.4)

La primera relación que se puede deducir del problema (1.3) y de su dual (1.4), ignorando el término
constante dtȳ, es que si x y u son soluciones factibles del primal y del dual, respectivamente. Entonces,
Ax ≥ b−Dȳ, x ≥ 0, Atu = uA ≤ c y u ≥ 0. Aplicando estas relaciones obtenemos que

ctx ≥ (uA)tx = ut(Ax) ≥ ut(b−Dȳ). (1.5)

Esta relación se conoce como propiedad de dualidad débil.

Proposición 1.1. (Dualidad débil). Dado un par de problemas primal (P) y dual (D), la función
objetivo asociada a cualquier solución factible del problema de minimización es mayor o igual que la
función objetivo asociada a cualquier solución factible del problema de maximización.
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De esta proposición y de las relaciones propuestas en (1.5) se deducen varias implicaciones. Las
soluciones factibles del problema de minimización siempre serán cotas superiores para el problema de
maximización y, equivalentemente, las soluciones factibles para los problemas de maximización siempre
serán cotas inferiores del problema de minimización. Esta relación es de gran importancia ya que se
cumple para cualquier par (P) y (D) independientemente de que sean lineales o no y será una de las
piezas fundamentales del método de Benders. Por otra parte, la propiedad de dualidad débil permite
obtener de forma inmediata los dos siguientes corolarios.

Corolario 1.1. Si x y u son soluciones factibles del primal y del dual tales que ctx = ut(b − Dȳ),
entonces x y u son soluciones óptimas de sus respectivos problemas.

Corolario 1.2. Dado un par problemas (P) y (D), si la función objetivo de uno de ellos es no acotada,
entonces el otro no tiene soluciones factibles.

La última propiedad que se necesitará para entender las relaciones entre el subproblema y el maestro
es la de la dualidad fuerte.

Proposición 1.2. (Dualidad fuerte). Dado un par de problemas primal (P) y dual (D), si uno de
ellos tiene una solución óptima, entonces también el otro tiene solución óptima y los valores óptimos
de la función objetivo coinciden. En particular, si x∗ y u∗ son soluciones óptimas de (P) y (D),
respectivamente, tenemos que

ctx∗ = u∗t(b−Dȳ). (1.6)

Es importante destacar que, a diferencia de la propiedad de dualidad débil que siempre se cumple
incluso en problemas no lineales, esta propiedad puede no cumplirse si los problemas no son lineales.
Una condición suficiente para que se cumpla la propiedad de la dualidad fuerte es que tanto la función
objetivo como la región factible del problema sean convexas.

A continuación se presentan tres subsecciones en las que con la ayuda de los problemas (1.3) y (1.4)
juntos con las relaciones y propiedades matemáticas obtenidas a partir de los mismos, se tratará de
explicar en detalle como se construye el problema maestro y las relaciones de este con el subproblema
en forma de restricciones que se denominan cortes. Para realizar dichos cortes es necesario determinar
los puntos extremos y direcciones extremas del conjunto factible del problema (1.4).

1.1.1. Cortes de optimalidad

Los cortes de optimalidad se derivan de los puntos extremos de (1.4). Una de las relaciones entre
un par (P) y (D) es que si la función objetivo del primero es acotada entonces el segundo tiene
soluciones factibles. Por lo tanto, para la construcción de estos cortes lo primero que se necesita es que
el subproblema tenga una solución factible finita y, entonces, se tratará de buscar un punto extremo en
su dual. Una solución óptima del dual (1.4) se corresponde con identificar un punto extremo u∗ de la
región factible del dual. Al ser este un problema de programación lineal implica que su región factible
está definida por un poliedro convexo. Entonces, dicho punto se puede caracterizar como:

Proposición 1.3. Dado un conjunto convexo C, un punto u ∈ C es un punto extremo de C si no puede
ser representando como una combinación convexa estricta de dos puntos distintos de C. Formalmente,
el vector z es un punto extremo de C si la igualdad z = λx + (1 − λ)y con λ ∈ (0, 1) implica que
z = x = y. Donde z, x e y son vectores y λ es un escalar.

A modo explicativo la proposición anterior junto con la propiedad de que la región factible del
problema dual está definida por un poliedro convexo implica que los puntos extremos se encontrarán
en las esquinas de dicho poliedro.

Supongamos que la función objetivo óptima del problema (1.3) es un escalar α y la solución óptima
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del dual asociado (1.4) es un vector u∗. Por la tanto, la propiedad de la dualidad fuerte nos asegura
que

α− dtȳ = u∗t(b−Dȳ). (1.7)

Además como la región factible del dual (1.4) no depende del valor fijado de las variables com-
plicantes, u∗ será factible para cualquiera valor fijo de dichas variables. Debido a que si el primal es
factible y tiene óptimo finito siempre existirá un u∗ que será factible en el dual, por la propiedad de
la dualidad débil tenemos:

α ≥ dtȳ + u∗t(b−Dȳ). (1.8)

Las consecuencias derivadas de la dualidad débil nos llevan a que la desigualdad (1.8) proporciona
una cota inferior para el problema original. Como la desigualdad es válida para cualquier valor de y,
se introducirá en el maestro como un corte de optimalidad.

1.1.2. Cortes de factibilidad

Lo siguiente que hay que considerar es que la solución del problema (1.3) sea infactible. En este
caso, derivado de las relaciones entre el problema primal y el dual puede ocurrir, en general, que el
dual asociado (1.4) esté no acotado en ese punto o sea infactible. Para entender en profundidad las
implicaciones de la no acotación de este problema necesitamos introducir dos conceptos importantes
en problemas de programación lineal: direcciones extremas y el teorema de Carathéodory.

Proposición 1.4. Dado un conjunto convexo C, una dirección d de C es una dirección extrema si
no puede ser representada como una combinación cónica estricta de dos direcciones distintas de C.
Formalmente, el vector d es una dirección extrema de C si la igualdad d = λ1c

1 + λ2c
2 con λ1 > 0 y

λ2 > 0, implica que d, c1 y c2 representan la misma dirección. Donde λ1 y λ2 con escalares y, por su
parte c1 y c2 son vectores.

Teorema 1. (Teorema de Carathéodory). Sea C ⊆ Rn el poliedro no vaćıo definido por {x : Ax ≤
b, x ≥ 0}, entonces un punto x̄ pertenece a C si y sólo si puede ser representado como una combinación
convexa de los puntos extremos más una combinación cónica de sus direcciones extremas.

Entonces, por el teorema anterior podemos reescribir el problema (1.4) en función de los puntos
extremos y direcciones extremas del conjunto {u ∈ Rn : Atu ≤ c} de la manera siguiente:

máx

n∑
i=1

λi(b−Dȳ)tui +

m∑
j=1

µj(b−Dȳ)tvj

s.a.

n∑
i=1

λi = 1,

λi ≥ 0, i ∈ {1, 2, ..., n},
µj ≥ 0, j ∈ {1, 2, ...,m}.

(1.9)

En caso de que el dual sea no acotado, en (1.9) existirá un vector v tal que:

(b−Dȳ)tvj > 0. (1.10)

Que v sea una dirección extrema dice que nos podemos mover indefinidamente en esa dirección mejo-
rando siempre la función objetivo del problema dual. Por lo tanto, para evitar problemas de factibilidad
en (1.3) y reconducir el algoritmo haćıa soluciones factibles se debe identificar la dirección extrema con
el objetivo de que no aparezca involucrada en las iteraciones siguientes. Para ello, se tiene que asegurar
que (b − Dȳ)tvj sea menor o igual a cero en las futuras iteraciones. Geométricamente, tenemos que



1.1. DEDUCCIÓN DEL SUBPROBLEMA Y EL MAESTRO 5

encontrar valores para el vector v tal que (b − Dȳ)tvj forme un ángulo de menos de 90o con alguna
dirección extrema del conjunto.

Para toda dirección extrema, vj con j ∈ J , se definirá el siguiente corte de factibilidad:

vt(b−Dȳ) ≤ 0. (1.11)

Para la obtención de una dirección extrema de la región factible de (1.4), se podrá resolver el
siguiente problema de optimización:

máx vt(b−Dȳ)

s.a. Atv ≤ 0

etv ≤M
v ≥ 0,

(1.12)

donde e = (1, ..., 1) ∈ Rn y M es un valor suficientemente grande tal que ui ∈ {v ∈ Rn : etv ≤M},∀i =
1, ..., n. Este problema siempre va a ser factible.

1.1.3. Problema maestro de Benders

Ahora ya se tienen todos los ingredientes necesarios para la construcción del problema maestro.
Partiendo del problema original:

mı́n ctx+ dty

s.a. Ax+Dy ≥ b
x ≥ 0, y ∈ S ⊂ Zp.

(1.13)

Por la dualidad débil, las relaciones entre el problema primal y dual aśı como por el teorema de
Carathéodory sabemos que el valor óptimo ȳ de y en el problema original se podrá obtener mediante
el siguiente problema:

mı́n máx
ū∈I

ū(b−Dy) + dty

s.a. v̄(b−Dy) ≤ 0,∀v̄ ∈ J
y ∈ S ⊂ Zp,

(1.14)

o equivalentemente,
mı́n α

s.a. α ≥ dty + ui(b−Dy), i ∈ I

vj(b−Dy) ≤ 0, j ∈ J

y ∈ S ⊂ Zp,

(1.15)

donde I representa el conjunto de los puntos extremos y J el conjunto de direcciones extremas. Esta
última será la formulación del problema maestro en el algoritmo de Benders encargado de proporcionar
propuestas para los valores que deben tomar las variables complicantes. Además, por la dualidad débil
se puede observar que el corte de optimalidad acota inferiormente el problema original con lo que las
soluciones del problema maestro son una cota inferior del problema (1.2).
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1.2. Algoritmo de Benders

Con lo visto hasta el momento se puede ver que el subproblema es un problema más restringido
que el problema original lo que implicada que sus soluciones óptimas serán cotas superiores para dicho
problema. Por su parte, el problema maestro se trata de una relajación del problema original con lo
que sus soluciones óptimas se corresponden a cotas inferiores del mismo. Lo que hace el algoritmo en la
práctica es de forma iterativa conseguir que las cotas de ambos problemas converjan al mismo punto,
siendo este punto la solución óptima del problema original. Cabe destacar que esto último es cierto
solo si estamos trabajando con problemas de programación matemática convexos. Si embargo, como
veremos más adelante una generalización del método de Benders puede ser aplicado sobre problemas
no convexos.

A continuación, en el Algoritmo 1 se muestra el pseudocódigo del método de descomposición de
Benders.

Algoritmo 1: Método de descomposición de Benders.

Paso 0 : Se inicializa ȳ ∈ S ⊂ Zp y ε ≥ 0 se establecen las cotas superiores e inferiores a
UB =∞ y LB = −∞. Además, k = 0. Se inicializan I = J = ∅.

Paso 1 : Resuelve el subproblema de Benders. Actualiza k = k + 1.

mı́n ctx+ dtȳ

s.a. Ax ≥ b−Dȳ
x ≥ 0

(1.16)

si El subproblema y su dual son infactibles entonces
Termina.

si no, si El subproblema tiene solución óptima entonces
UB = mı́n(UB, ctx̄+ dtȳ);

se genera el corte de optimalidad de Benders α ≥ dty+ uk(b−Dy) y se añade k al conjunto
I del maestro;

si no, si El subproblema es infactible y su dual es no acotado entonces
resuelve (1.11) y genera el corte de factibilidad de Benders vk(b−Dy) ≤ 0 y se añade k al
conjunto J del maestro;

Paso 2 : Se resuelve el problema maestro;

mı́n α

s.a. α ≥ dty + ui(b−Dy), i ∈ I

vj(b−Dy) ≤ 0, j ∈ J

y ∈ S ⊂ Rp.

(1.17)

obteniendo nuevos valores para ȳ y una solución para α = α∗;
Se actualiza la cota inferior LB = máx(LB,α∗).
si UB − LB ≤ ε entonces

Termina;
en otro caso se vuelve a Paso 1 .

Es importante destacar que en el caso de que en el problema original estén implicadas restricciones
en las que únicamente estén involucradas variables complicantes estas restricciones se trasladarán al
problema maestro. Esto se hace porque las variables complicantes en el subproblema original están
fijas mientras que es el maestro el que propone soluciones para dichas variables.
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También, es relevante el hecho de como encontrar una solución inicial para las variables complicantes
en el algoritmo. En la práctica una sencilla forma de hacerlo es resolver en la inicialización del mismo
el problema maestro fijando el valor de α para evitar que el problema sea no acotado. Otra forma es
establecer cotas muy grandes, tanto inferiores como superiores para α y resolver el problema.

Un detalle importante de cara a la implementación del mismo es que aunque para la obtención de
los puntos extremos y direcciones extremas teóricamente se tengan que resolver los problemas duales
definidos a lo largo de este caṕıtulo según sea necesario, en la práctica se puede hacer de otra forma
que es más eficiente desde el punto de vista computacional. Los solvers como CBC (Forrest et al. 2018)
o Gurobi (Gurobi Optimization 2019) devuelven la información del dual asociada al problema primal.
Entonces, lo único que debemos tener en cuenta a la hora de construir los cortes es que determinar si
el subproblema es factible o no. Si el subproblema es factible le pedimos la información dual al solver
para construir el corte de optimalidad y si es infactible se resuelve el problema (1.11) para construir
el corte de factibilidad.

Para finalizar esta sección, se comentarán algunos aspectos relacionados con la convergencia del
algoritmo y, para ello, se debe tener en cuenta el proceso de generación de cortes tanto de optimalidad
como de factibilidad. En cada iteración del algoritmo se introduce un corte y cada corte está asociado
a un punto extremo o a una dirección extrema. Como la región factible del problema (1.4) no depende
de las variables complicantes quiere decir que el espacio de las soluciones factibles de dicho problema es
siempre el mismo. Entonces, si se generan todos los posibles cortes, el problema maestro y el problema
original serán problemas equivalentes ya que dichos cortes definen todos los posibles puntos extremos
y direcciones extremas del problema original. Como el conjunto de puntos extremos y direcciones
extremas del problema (1.4) es finito, esto nos asegura que el algoritmo converge en una cantidad
finita de iteraciones. Además, cabe decir que si un punto extremo se repite el algoritmo termina
encontrado el óptimo del problema y las direcciones extremas nunca se repetirán entre dos iteraciones.
En el peor de los casos habrá que generar todos los cortes posibles para que el algoritmo converja pero
en la práctica esto no ocurre.

1.3. Ejemplo numérico del algoritmo

Supongamos que se quiere resolver el siguiente problema de programación lineal entero mixto:

mı́n x1 + x3 + y

s.a. x1 − 6x2 − 5x3 + 2y ≥ 1

− x1 + x2 + 2x3 + 3y ≥ 2

x1, x2, x3 ≥ 0

y ≥ 0, y ∈ Z.

(1.18)

Se puede ver fácilmente que si la variable y no estuviera implicada en el modelo se tendŕıa un
problema de programación lineal. Además, considerar esta variable como la complicante nos permite
separa el problema original en dos problemas diferentes con lo que se podrá aplicar el algoritmo de
Benders para resolverlo. El subproblema tendrá la siguiente forma:

mı́n x1 + x3 + ȳ

s.a. x1 − 6x2 − 5x3 + 2ȳ ≥ 1

− x1 + x2 + 2x3 + 3ȳ ≥ 2

x1, x2, x3 ≥ 0,

(1.19)

donde ȳ es un valor fijo de y, con lo que el subproblema solo depende de las variables x1, x2 y x3. El
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problema maestro inicial estará definido por:

mı́n α+ y

s.a. y ≥ 0, y ∈ Z,
(1.20)

donde α ∈ (−∞,∞).

Paso 0. Se inicializa ȳ0 = 0, ε es un valor muy pequeño, se establece UB = ∞, LB = −∞.
Además, k = 0 y I = J = ∅

Paso 1. Se resuelve el subproblema y se actualiza k = 1.

mı́n x1 + x3 + 0

s.a. x1 − 6x2 − 5x3 + 0 ≥ 1

− x1 + x2 + 2x3 + 0 ≥ 2

x1, x2, x3 ≥ 0,

(1.21)

obteniendo que la solución de este problema con ȳ = 0 es infactible. Como el subproblema es
infactible resolvemos se resuelve (1.11). En concreto,

mı́n v1 + 2v2

s.a. v1 − v2 ≤ 0

− 6v1 + v2 ≤ 0

− 5v1 + 2v2 ≤ 0

v1 + v2 ≤M
v1, v2 ≥ 0,

(1.22)

cuya solución se alcanza para v1 = 1 y v2 = 5/2. Se genera el corte de factibilidad 12− 19y ≤ 0.

Paso 2. Se resuelve el problema maestro;

mı́n α+ y

s.a. 12− 19y ≤ 0

y ≥ 0, y ∈ Z,
(1.23)

obteniendo y1 = 1 y α = −∞. Se actualiza LB = máx(−∞,−∞) = −∞. Como UB − LB > ε
se vuelve al Paso 1.

Paso 1. Se resuelve el subproblema y se actualiza k = 2.

mı́n x1 + x3 + 1

s.a. x1 − 6x2 − 5x3 + 1 ≥ 1

− x1 + x2 + 2x3 + 1 ≥ 2

x1, x2, x3 ≥ 0,

(1.24)

obteniendo que la solución de este problema con ȳ = 1 es factible. La solución se alcanza en
x1 = 0, x2 = 0 y x3 = 0. Por su parte, pidiéndole la información al solver, los duales asociados a
la primera y segunda restricción toman los valores u1 = 0 y u2 = 0, respectivamente. Se actualiza
UB = mı́n(∞, 1) Se genera el corte de optimalidad α ≥ 0.

Paso 2. Se resuelve el problema Maestro;

mı́n α+ y

s.a. 12− 19y ≤ 0

α ≥ 0

y ≥ 0, y ∈ Z,

(1.25)
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obteniendo y2 = 1 y α = 0. Se actualiza LB = max(−∞, 1) = 1. Como UB = LB el algoritmo
termina.

El valor óptimo de la variable complicante será y∗ = 1. Resolviendo nuevamente el subproblema
se obtienen los valores alcanzados por el resto de variables en el óptimo del problema original que
son x1 = 0, x3 = 0 y 0 ≤ x2 ≤ 1/6. Por último, el valor de la función objetivo en el óptimo será 1,
coincidiendo con UB = LB = 1.





Caṕıtulo 2

Problemas de Pooling

Los problemas de pooling son un tipo de problemas de programación matemática que sirven para
modelar diversas situaciones que se dan en plantas de procesamiento industrial y han adquirido una
gran relevancia en los últimos cuarenta años (Alfaki & Haugland 2014). En concreto, industrias como
la petroqúımica o empresas dedicadas al procesamiento y distribución de gas utilizan dicho tipo de
modelos para la optimización de sus plantas de procesamiento industrial. En este caṕıtulo se explicará
en que consisten estos modelos y se presentarán dos formulaciones equivalentes del mismo.

El alto valor añadido que generan estos modelos en las industrias comentadas ha provocado que se
estudiaran ampliamente tanto desde el mundo académico como empresarial. La razón principal es que
se tratan de modelos no lineales y no convexos y, es sabido, que tienen multitud de óptimos locales.
Además, desde la óptica de la complejidad computacional estos modelos están catalogados como NP-
duros demostrado en Alfaki & Haugland (2013) y en Dai et al. (2018). Por lo tanto, encontrar el
óptimo global de este tipo de problemas es muy dif́ıcil o computacionalmente prohibitivo cuando el
tamaño del problema es considerable. Es por ello, que las dos ĺıneas de investigación principales en
este campo sean, por un lado, el desarrollo de formulaciones equivalentes del mismo que ayuden a
encontrar mejores soluciones con los solvers existentes en el mercado y, por otro lado, la búsqueda
y desarrollo de nuevos métodos para resolverlos. Sobre la primera ĺınea de investigación se puede
consultar más información de la que se presentan en este caṕıtulo en Alfaki (2012), Alfaki & Haugland
(2013), Haverly (1978), Sahinidis & Tawarmalani (2005) y Floudas & Aggarwal (1990) entre otros.
En cuanto a los métodos de resolución podemos clasificarlos en dos grandes campos: algoritmos cuyo
objetivo es la optimalidad global de dichos problemas y los que tratan de encontrar mejores óptimos
locales para los mismos. Dentro de los primeros destaca Alfaki & Haugland (2013) que propone un
método para optimalidad global comparando los resultados con los de la herramienta de optimización
global BARON (Tawarmalani & Sahinidis 2005). El problema de tratar de encontrar el óptimo global
en los problemas de pooling es que si el número de variables y restricciones es elevado, entorno a los
miles, el tiempo de ejecución de este tipo de algoritmos puede ser excesivo. Es por ello que muchos
autores e incluso empresas del sector no tratan de buscar la optimalidad global sino que tratan de
buscar métodos que consigan llegar a mejores soluciones locales del problema. El hecho de encontrar
mejores soluciones locales puede implicar un aumento de los beneficios muy considerable en este tipo
de industrias. Ejemplos de algoritmos para mejorar la obtención de óptimos locales en estos problemas
se pueden consultar en Alfaki & Haugland (2014) donde se propone una heuŕıstica especialmente
diseñada para los problemas de pooling que consigue buenos óptimos locales, en Dai et al. (2018) se
utiliza programación lineal sucesiva (SLP) y una versión mejorada del algoritmo para resolverlos, en
Floudas & Aggarwal (1990) se propone un algoritmo basado en Benders que será el utilizado en este
trabajo para resolver los problemas de pooling.

11
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Antes de presentar las dos formulaciones utilizadas para los problemas de pooling vamos explicar en
que consisten este tipo de problemas. Supongamos que el modelo de pooling representa una refineŕıa
de petróleo. De una manera sencilla vamos a comentar el proceso que se lleva a cabo en ella. Primero
se compra el crudo que será almacenado en depósitos inicialmente conocidos como fuentes. Este crudo
es transportado a través de tubeŕıas por la refineŕıa hasta llegar a los pools o tanques. En estas
unidades se mezclan los diferentes productos para conseguir productos intermedios o finales como la
gasolina, el gasoil, el queroseno, etc. Dichos productos son nuevamente transportados por las tubeŕıas
correspondientes hasta llegar a las terminales en las que se pueden volver a mezclar diferentes productos
intermedios para conseguir productos finales o simplemente se almacenan en ellas para atender la
demanda de los consumidores de estos producto finales. Cabe destacar que el objetivo final es la
maximización de los beneficios de la refineŕıa minimizando los costes operacionales de la planta de
procesado teniendo en cuenta las restricciones impuestas por la propia operación de la refineŕıa y
atendiendo la demanda de los consumidores.

En un sentido matemático, el proceso anterior, puede verse como una red de flujo que no es más que
un grafo orientado con números asociados a los arcos o nodos y en el que por las aristas se transportan
o viajan ciertas unidades de productos (Ver Anexo A). En concreto, el problema de pooling es una
red de flujo con tres capas de nodos. La primera capa recibe el nombre de fuente y es por la que
entran los productos iniciales (crudos), la segunda capa serán los pool o tanques en las que se mezcla
productos con diferentes propiedades para transformarlos en nuevos productos y, la tercera capa, son
las terminales, en las que se le exige que los nuevos productos cumplan ciertas calidades impuestas por
el mercado. El proceso de mezcla de los productos solo se produce en los tanques y en las terminales
siendo los causantes de no convexidades en el modelo. Es decir, el proceso llevado a cabo en los pools,
matemáticamente, se traduce en restricciones bilineales provocando que se pierda la propiedad de la
convexidad en la región factible del modelo. En caso de que los pool o tanques no estuvieran presentes
en el modelo se tendŕıan modelos lineales para los que existen algoritmos muy eficientes.

Para entender mejor lo explicado previamente expondremos, a continuación, uno de los problemas
más famosos en el campo de los problemas de pooling, representando en la Figura 2.1 y que fue definido
en Haverly (1978).

Figura 2.1: Problema de Pooling de Haverly.

  S1

  S2

  S3

  T2

  T1

  P1

3% S,
Coste: 6

1% S,
Coste: 16

2% S,
Coste: 10

Max 2,5%, S,
Precio: 9,
Demanda: 600

Max 1,5%, S,
Precio: 15,
Demanda: 200
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En el ejemplo de Haverly tenemos definida una red con flujo con tres capas de nodos. En la pri-
mera capa tenemos las fuentes que en este caso están formadas por tres tipos diferentes de crudos
representados por S1, S2 y S3. Cada uno de los crudos tiene asociado una concentración de sulfuro
“S“ diferentes 3 %, 1 % y 2 % respectivamente. A modo aclaratorio las concentraciones de propiedades
como el sulfuro se conocen como calidades en la literatura sobre problemas de pooling. Cada uno de los
crudos tiene un coste asociado como se puede ver en la Figura 2.1. Los crudos S1 y S2 son enviados al
pool donde serán mezclados mientras que el crudo S3 es enviado directamente a las terminales T1 y T2.
Una vez los crudos se han mezclado en el nodo intermedio se env́ıa a las terminales. En las terminales
se impone que los nuevos productos resultantes de la mezcla en el pool y de la mezcla de los productos
en las terminales cumpla con ciertas calidades. En este caso que la concentración de sulfuro no exceda
al 2, 5 % en T1 y 1, 5 % en T2. Además, la terminal T1 tiene tiene que atender una demanda de 600 y la
terminal T2 de 200. Como se puede ver los tres crudos iniciales son procesados para la obtención de dos
productos finales distintos. Con lo que el problema del pooling consiste operar la hipotética refineŕıa
minimizando los costes de producción cumpliendo con las calidades exigidas por los consumidores y
con la demanda de los mismos.

2.1. Formulaciones de los problemas de pooling

Antes de presentar los modelos se van a hacer una serie de aclaraciones. Como se ha comentado al
principio de este trabajo, el objetivo principal del mismo ha sido la implementación de un algoritmo
basado en Benders que permite obtener buenos óptimos locales en tiempos razonables de ejecución.
Inicialmente se dispońıan de tres formulaciones equivalentes para los problemas de pooling PQ,TP
y STP obtenidas de http://www.ii.uib.no/~mohammeda/spooling/ que son las presentadas por el
mismo autor en Alfaki & Haugland (2013). Cabe decir que las instancias están escritas en el lenguaje
de modelado matemático GAMS y ha sido necesario traducirlas a Pyomo (Hart et al. 2017) ya que
es el lenguaje de modelización basado en Python que se ha utilizado. En el presente documento solo
se presentan las formulaciones PQ y TP ya que la STP no daba buenos resultados con el algoritmo
implementado. Es sabido que las diferentes formulaciones equivalentes de los problemas de pooling
tienen diferente tipo de comportamiento en el proceso de búsqueda de soluciones óptimas en función
del algoritmo que se emplee para resolverlas. En cuanto a la notación, para que sea más cómodo para
el lector en caso de que quiera profundizar más sobre el modelado de este tipo de problemas, se ha
tomado la licencia de seguir la notación utilizada en Alfaki & Haugland (2013).

A continuación se presenta la notación utilizada. x es un vector de números reales no negativos
definidos en el conjunto S, es decir x ∈ RS

+. D = (N,A) es el grafo orientado que representa la
estructura de red en los problemas de pooling donde N es el conjunto de nodos y A es el conjunto
de arcos. S, I y T son tres conjuntos disjuntos con N = S ∪ I ∪ T donde S representan el conjunto
de fuentes, I el conjunto de pools o tanques y T el conjunto de terminales Para cada nodo i ∈ N se
tiene que N+

i = {j ∈ N : (i, j) ∈ A} y N−i = {j ∈ N : (j, i) ∈ A}, entonces N+
i representan los arcos

que salen del nodo i y N−i los que llegan a dicho nodo. Se asume que S y T son conjuntos no vaćıos
y que A ⊆ (S × I) ∪ (S × T ) ∪ (I × T ) implicando que N−s = ∅,∀s ∈ S y N+

t = ∅,∀t ∈ T . Es decir,
no puede existir ningún arco que suministre flujo a las fuentes y no existe ningún arco que salga de
las terminales. P ⊆ S × I × T es el conjunto de caminos con dos arcos en D. Los atributos de calidad
están definidos en el conjunto K. Para cada k ∈ K existe una constante para cada fuente y para cada
terminal. qks es el parámetro de calidad del atributo k en la fuente s ∈ S y qkt es su análogo para cada
terminal t ∈ T . Para cada i ∈ N se define una constante, capacidad de flujo bi que representa la cota
máxima de flujo que puede pasar por los diferentes elementos de N . Para cada arco (i, j) ∈ A se define
la constante coste unitario cij que representa un coste si la materia prima está implicada en s y precio
de venta de los productos finales en t.

Tal y como se ha comentado con anterioridad en el caso de que no existieran los pool o tanques en los
problemas de pooling implicaŕıa que dichos modelos fuesen lineales. En concreto, podŕıan representarse

http://www.ii.uib.no/~mohammeda/spooling/
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como un problema de flujo en redes con coste mı́nimo.

Definición 2.2. Dada una red con flujo, el problema de flujo en redes con coste mı́nimo consiste en
determinar el flujo que ha de pasar por cada arco de tal manera que el coste asociado sea mı́nimo y
que se cumplan las restricciones de conservación de flujo y las impuestas por las capacidades.

En ese caso los flujos seŕıan las variables de decisión del problema de optimización que consistiŕıa
en elegir los flujos, cumpliendo las restricciones impuestas que minimicen el coste total del flujo que
pasa por la red. Siguiendo con la notación de Alfaki & Haugland (2013) se puede definir el politopo
del flujo F (D, b) como el conjunto de los f ∈ RA+ tal que:∑

j∈N+
s

fsj ≤ bs, s ∈ S,
(2.1)

∑
j∈N−i

fji ≤ bi, i ∈ N \ S,
(2.2)

∑
j∈N+

s

fsj −
∑
j∈N−i

fji = 0, i ∈ I.
(2.3)

La ecuación (2.1) indica que la suma de la cantidad de flujo que sale de cada una de las fuentes
tiene que ser menor que bs (máxima cantidad de flujo de cada fuente), la ecuación (2.2) refleja que
la cantidad de flujo que sale de cualquier nodo distinto de las fuentes (terminales o pools) tiene que
ser menor o igual que la cantidad de flujo máximo soportado por cada una esas unidades. La última
ecuación se conoce como conservación de flujo e indica que la cantidad de flujo que entra en cada uno
de los pool tiene que ser igual a la que sale de ellos.

2.2.1. Formulación PQ del problema

En la literatura las formulaciones Q de los problemas de pooling se caracterizan por utilizar paráme-
tros para las calidades de los productos y materias primas en vez variables. Además, la formulación
PQ se caracteriza principalmente por que se definen variables que indican proporciones de flujo de las
fuentes a los tanques y unidades de flujo de los tanques a las terminales.

Antes de presentar las ecuaciones que definen el modelo de optimización se van a presentar una serie
de consideraciones. Si un arco no está definido en A su flujo asociado será nulo o lo que es lo mismo
fij = 0 si i, j ∈ N y (i, j) /∈ A. Es decir, se tienen dos nodos el i y el j definidos en la red pero no hay
una conexión (arco) que los una. Se entenderá por variable de proporción ysi a la proporción de flujo
que va al pool i ∈ I y que se ha originado en la fuente s ∈ S. Al igual que antes ysi = 0 si no existe un
arco que una la fuente s y el pool i. La proporción de flujo se calcula como ysi = fsi/

∑
t∈T

fit donde

fsi es el flujo que va de la fuente s al pool i y,
∑
t∈T

fit representa la cantidad total de flujo que sale

del pool i y llega a todas las terminales t de T . Para todos los caminos (s, i, t) ∈ P , se define xsit
como el flujo de todo el camino y nuevamente el flujo de ese camino será nulo si no existe ese camino
(xsit = 0,∀(s, i, t) ∈ (S, I, T ) \ P ). Llegados a este punto ya se puede presentar la formulación PQ del
problema de pooling:

mı́n
f,y,x

∑
s∈S

∑
t∈T

(
cstfst +

∑
i∈I

(csi + cit)xsit

)
(2.4)

s.a.
∑
t∈T

(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ bs, s ∈ S, (2.5)

∑
s∈S

∑
t∈T

xsit ≤ bi, i ∈ I, (2.6)
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∑
s∈S

(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ bt, t ∈ T, (2.7)

∑
s∈S

(qks − qkt )
(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ 0, t ∈ T, k ∈ K, (2.8)

∑
s∈S

ysi = 1, i ∈ I, (2.9)

∑
s∈S

xsit = fit, i ∈ I, t ∈ T, (2.10)

∑
t∈T

xsit ≤ biysi , s ∈ S, i ∈ I, (2.11)

xsit = ysi fit, (s, i, t) ∈ P, (2.12)

fit ≥ 0, i ∈ S ∪ I, t ∈ T, (2.13)

0 ≤ ysi ≤ 1, i ∈ I, s ∈ S. (2.14)

Como se puede ver el problema de optimización consiste minimizar los costes donde, en economı́a, es
análogo a maximizar beneficios teniendo en cuenta todas las restricciones impuestas por la estructura
de red de los problemas de pooling. En la función objetivo aparece el parámetro c, representará un
precio de compra (si es negativo) y de venta (si es positivo), con lo que se trata de minimizar los costes
asociados a todos los flujos que van desde las fuentes a las terminales. La restricciones (2.5), (2.6) y
(2.7) son restricciones de capacidad. La primera indica que el flujo total de las terminales tiene que
ser menor o igual al suministrado por cada una de las fuentes; la segunda que el flujo del camino que
pasa por el pool i tiene que ser menor o igual que la capacidad máxima soportada por el mismo y, la
tercera; que el flujo que llega a cada una de las terminales tiene que ser menor o igual a la capacidad
máxima de dicha terminal.

La inecuación (2.8) tiene que ver con las cotas para las calidades en las terminales, indicando que
la calidad asociada a cada uno de los productos finales tiene que ser menor o igual a la que teńıan las
materias primas empleadas para obtenerlo. Es decir, pensando en el ejemplo de Haverly si cierto crudo
tiene una concentración de sulfuro, por ejemplo, una vez el crudo ha sido procesado y mezclado en
los pool con el fin de transformarlo en otro producto distinto, este último no puede tener una mayor
concentración de sulfuro. La ecuación (2.9) representa la restricción lógica de que la suma de todas las
proporciones de flujo que salen de la fuente s al pool i tiene que sumar uno. Las restricciones (2.10) y
(2.11) son redundantes pero mejoran el comportamiento del modelo a la hora de encontrar soluciones
óptimas para el mismo (Sahinidis & Tawarmalani 2005). Su interpretación, respectivamente, es que el
flujo del arco (i, t) tiene que ser igual el flujo suministrado por la fuente para ese arco representado
por el flujo de ese camino, mientras que el camino (i, s, t) no puede consumir más que una proporción
ysi de la capacidad mı́nima del pool i. El término bilineal aparece en la restricción (2.12) indicando
que la proporción de flujo que va de s a i por el flujo que va de los pool a las terminales tiene que ser
igual al flujo total de ese camino. Las dos últimas ecuaciones indican que los flujos nunca pueden ser
negativos y que la proporción de flujo que va de las fuentes a los pools tiene que estar comprendida
entre 0 y 1 dado que es una proporción.
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2.2.2. Formulación TP del problema

La formulación TP del problema de pooling es simétrica a la formulación PQ. La diferencia con la
PQ es que ahora las variables que indican proporciones de flujo se definen sobre las terminales en vez
de sobre las fuentes y las variables de flujos se definen sobre los arcos que van desde las fuentes a los
pools.

Para todos los pools i ∈ I se tiene que yti es la proporción de flujo que va desde el pool i a las terminal
t ∈ T . Entonces el cálculo de las variables que representan proporciones de flujo es yti = fit/

∑
s∈S fsi.

Por lo tanto, la formulación TP del problema es la siguiente:

mı́n
f,y,x

∑
s∈S

∑
t∈T

(
cstfst +

∑
i∈I

(csi + cit)xsit

)
(2.15)

s.a.
∑
t∈T

(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ bs, s ∈ S, (2.16)∑

s∈S

∑
t∈T

xsit ≤ bi, i ∈ I, (2.17)∑
s∈S

(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ bt, t ∈ T, (2.18)∑

s∈S
(qks − qkt )

(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ 0, t ∈ T, k ∈ K, (2.19)∑

t∈T
yti = 1, i ∈ I, (2.20)∑

t∈T
xsit = fit, i ∈ I, s ∈ S, (2.21)∑

s∈S
xsit ≤ biyti , i ∈ I, t ∈ T, (2.22)

xsit = ytifsi, (s, i, t) ∈ P, (2.23)

fsi ≥ 0, s ∈ S, i ∈ U ∪ T, (2.24)

0 ≤ yti ≤ 1, i ∈ I, t ∈ T. (2.25)

Dado que el único cambio en este modelo son las proporciones de flujo implica que las variables que
representan los flujos la función objetivo son las mismas. En este punto se omite una explicación tan
detallada sobre las restricciones ya que su interpretación es análoga a la del modelo anterior.

Lo importante y el por qué de tener estas dos formulaciones es que pese a ser modelos equivalentes
para los problemas de pooling computacionalmente presentan comportamientos diferentes. En este
sentido, en los resultados emṕıricos obtenidos y presentados en el caṕıtulo cuarto, con el algoritmo
implementado, se verán reflejadas las diferencias de comportamiento entre ambos modelos. Este es un
hecho importante a resaltar ya que, como se ha comentado previamente, en la práctica, este tipo de
problemas no se resuelve a optimalidad global debido a que el tiempo computacional para instancias
reales o con un número levado de variables y restricciones puede ser prohibitivo. En la práctica lo que
buscan las empresas de las industrias donde se utilizan este tipo de modelos es tratar de encontrar
buenas soluciones locales para dicho problema. Que el comportamiento de ambas formulaciones equi-
valentes sea diferente para los algoritmos sugiere que muchas empresa del sector pueden mejorar sus
resultados económicos formulando su modelo particular de una o de otra forma.



Caṕıtulo 3

Método de descomposición de
Benders para los problemas de
pooling

En el caṕıtulo anterior sobre los aspectos generales de los problemas de pooling quedó de manifiesto
que las operaciones realizadas en los tanques o pools provocan que el modelo sea no lineal y no convexo.
En concreto, aparecen restricciones bilineales del tipo xsit = ytifsi. Para resolver este tipo de problemas
existen técnicas como la programación lineal sucesiva (SLP) (Palacios-Gomez et al. 1982), algoritmos
de punto interior (Wächter & Biegler 2005), métodos de penalización (Bazaraa et al. 2005), lagrangiano
aumentado (Birgin et al. 2010), etc. El problema principal de estos métodos es que tienen que lidiar
con el problema completo y dado que los problemas de pooling están catalogados como problemas
dif́ıciles de resolver, métodos que se aprovechen de la estructura del problema pueden ser de gran
ayuda a la hora de conseguir buenos óptimos locales para el problema. Es por ello que en Floudas &
Aggarwal (1990) se propone el método de Benders generalizado adaptado a los problemas de pooling
y será el método principal de este trabajo. A modo aclaratorio, el método sirve para resolver cualquier
tipo de problemas de optimización no lineales sobre los que se puedan detectar variables complicantes
o cualquier tipo de estructura de separación que permita dividir el problema en dos: subproblema y
maestro.

En general, tener problemas no lineales tiene una serie de implicaciones:

no podemos hablar de puntos extremos,

tampoco se puede hablar de direcciones extremas,

la región factible puede no estar definida por un poliedro.

Además, si la región factible es no convexa como en el caso de los problemas de pooling, también
se pierde la propiedad de que todo óptimo local es un óptimo global del problema, lo cual facilitaŕıa el
proceso de búsqueda de soluciones óptimas. Además, es sabido que los problemas de pooling presentan
múltiples óptimos locales causados por la no convexidad de la región factible. Es por ello que en esta
sección se presentará un algoritmo basado en Benders que en la práctica funciona realmente bien a
la hora de buscar buenos óptimos locales para los problemas de pooling siendo este nuestro objetivo
principal. Como las justificaciones teóricas presentadas en el primer caṕıtulo ya no son del todo válidas
bajo el supuesto de no linealidad, antes de presentar la extrapolación del algoritmo de Benders al mundo

17
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no lineal se van a presentar una serie de resultados y proposiciones que serán de ayuda para el lector.

Dado el siguiente problema de optimización:

mı́n f(x, y)

s.a. gi(x, y) ≤ 0 i = 1, ...,m

hj(x, y) = 0 j = 1, ..., l

(x, y) ∈ S,

(3.1)

donde S = X × Y , siendo X, Y los conjuntos de restricciones fáciles que involucran únicamente las
variables x e y, respectivamente (en estos conjuntos estaŕıan consideradas las restricciones de cota de
las variables). Además, dado (x, y) ∈ S, denotamos por R(x, y) = {i : gi(x, y) = 0}, el conjunto de las
restricciones activas o saturadas en (x, y).

Las condiciones de optimalidad en problemas no lineales son diferentes a las condiciones de optima-
lidad bajo supuestos de linealidad. Ahora ya no podemos buscar el punto extremo de la región factible
que consiga el mejor valor para la función objetivo ni tampoco (en caso de no ser acotada la región
factible) aquella dirección extrema en la que moviéndose en su dirección la función objetivo no deja
de mejorar. A continuación, se presenta un teorema que define las condiciones necesarias para que un
punto (x, y) se considere óptimo aśı como bajo que supuestos se cumplen dichas condiciones.

Teorema 2. (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Dado el problema de optimización
(3.1). Supongamos que (x∗, y∗) es un punto factible tal que

las funciones f y gi con i ∈ R(x∗, y∗) son diferenciables en (x∗, y∗),

las funciones gi con i /∈ R(x∗, y∗) son continuas en (x∗, y∗),

las funciones hj(x, y) con j ∈ {1, ..., l} son continuamente diferenciables en (x∗, y∗).

los vectores ∇gi(x∗, y∗), con i ∈ R(x∗, y∗), y ∇hj(x∗, y∗) con j ∈ {1, ..., l} son linealmente
independientes.

Si (x∗, y∗) es un óptimo local, entonces existen escalares únicos ui para todo i ∈ R(x∗, y∗) y vj para
todo j ∈ {1, ..., l} tales que:

∇f(x∗, y∗) +
∑

i∈R(x∗,y∗)

ui∇gi(x∗, y∗) +

l∑
j=1

vj∇hj(x∗, y∗) = 0

ui ≥ 0 ∀i ∈ R(x∗, y∗).

(3.2)

Además, si las funciones gi con i /∈ R(x∗, y∗) son también diferenciables en (x∗, y∗), entonces las
condiciones anteriores pueden ser escritas, de modo equivalente como:

∇f(x∗, y∗) +

m∑
i=1

ui∇gi(x∗, y∗) +

l∑
j=1

vj∇hj(x∗, y∗) = 0

uigi(x
∗, y∗) = 0 ∀i ∈ {1, ...,m}
ui ≥ 0 ∀i ∈ {1, ...,m}.

(3.3)

Los escalares uj y vj se conocen como multiplicadores de Lagrange y nos serán de gran ayuda
para entender la relaciones existentes entre los problemas primal (P) y dual (D) en optimización no
lineal. La condición de que (x∗, y∗) sea factible se conoce como condición de factibilidad del primal, las
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condiciones uigi(x
∗, y∗) = 0 son las condiciones de holguras complementarias y las condiciones sobre

los gradientes y sobre ui se conocen como condiciones de factibilidad del dual. Si se quiere ver una
demostración formal de este teorema se puede consultar en Bazaraa et al. (2005).

Si se recuerda del primer caṕıtulo, el algoritmo de Benders se basa en ir resolviendo de forma
iterativa el subproblema y el maestro, pasando información el primero al segundo mediante cortes que
se construyen a partir de la teoŕıa de la dualidad. Es por ello, que se va a presentar la función lagrangiana
que es de gran relevancia para la construcción del problema dual en programación matemática no lineal.
Dicha función, dado el problema (3.1) se define como:

L(x, y, u, v) = f(x, y) +

m∑
i=1

uigi(x, y) +

l∑
j=1

vjhj(x, y). (3.4)

Se puede ver que esta función guarda bastante relación con las condiciones KKT. Dado un punto
(x∗, y∗) que cumple las condiciones KKT tendŕıamos que u∗ ≥ 0 y v∗. Entonces se puede rescribir la
función lagrangiana restringida al primal como:

LRP (x, y) = f(x, y) +

m∑
i=1

u∗i gi(x, y) +

l∑
j=1

v∗jhj(x, y). (3.5)

En optimización no lineal una de las formulaciones más utilizadas para estudiar las relaciones entre
los primales y los duales (teoŕıa de la dualidad) es el dual lagrangiano que guarda una estrecha relación
con la función lagrangiana (3.4). Asociadas a la función lagrangiana se tienen las funciones primal y
dual, dadas por LP (x, y) y LD(u, v) y cuyas definiciones son:

LP (x, y) = sup(u,v),v≥0L(x, y, u, v) y LD(u, v) = ı́nf(x,y)∈SL(x, y, u, v), (3.6)

cuyos problemas primal (P) y dual (D) se definen respectivamente como:

mı́n LP (x, y)

s.a. (x, y) ∈ S,
(3.7)

y,
máx LD(u, v)

s.a. u ≥ 0.
(3.8)

Se puede ver fácilmente que LP (x, y) toma valores en R ∪ {+∞} y LD(u, v) en R ∪ {−∞}. Supon-
gamos que un punto (x, y) es factible en (3.1), entonces LP (x, y) = f(x, y) ya que las restricciones
asociadas a ui toman valores no positivos y las restricciones asociadas a vj toman el valor 0. Para
minimizar LP (x, y) dado que (x, y) es factible lo mejor que se puede hacer es tomar ui = 0, con lo
que se obtiene f(x, y). En el caso de que (x, y) no sea factible y se viole cierta restricción, podremos
hacer tender LP (x, y) a infinito sin más que incrementar la variable dual asociada a la restricción o
restricciones que se están violando. Estas relaciones implican que el problema (3.7) y el (3.1) sean
problemas equivalentes.

Haciendo explicitas las expresiones matemáticas se puede definir el dual lagrangiano como:

máx LD(u, v) = ı́nf(x,y)∈Sf(x, y) +

m∑
i=1

uigi(x, y) +

l∑
j=1

vjhj(x, y)

s.a. u ≥ 0.

(3.9)
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Se puede ver que el dual lagrangiano consiste en pasar penalizadas a la función objetivo todas las
restricciones del problema primal excepto aquellas definidas en los conjuntos S.

Es fácil ver que la condición de factibilidad del dual de KKT en el punto (x∗, y∗) es equivalente a que
∇LP (x∗, y∗) = 0. La primera relación que se puede obtener de la función (3.5) es que para cualquier
punto factible LRP (x, y) < f(x, y) ya que si el punto es factible hj(x, y) = 0, gi(x, y) ≤ 0 y u∗i > 0.
De las condiciones KKT del primal junto con el lagrangiano restringido al primal si tenemos un punto
(x∗, y∗) que sea un mı́nimo local para LRP (x, y), entonces existirá un entorno de (x∗, y∗) tal que, para
todo (x, y) en el entorno, f(x∗, y∗) = LRP (x∗, y∗) ≤ LRP (x, y) ≤ f(x, y). Esta última relación implica
que en un entorno local el lagrangiano restringido al primal es una cota inferior de la función objetivo
del primal.

Ahora que ya se tienen las formulaciones del problema primal y su dual en problemas de optimización
no lineal se van a presentar dos de los teoremas más importantes en teoŕıa de dualidad: el teorema de
dualidad débil y el teorema de la dualidad fuerte.

Teorema 3. (Teorema de dualidad débil). Dado un par de soluciones factibles (x, y) y (u, v) de los
problemas P y D, respectivamente, entonces f(x, y) = LP (x, y) ≥ LD(u, v).

Anaĺıticamente se puede ver que

LD(u, v) = ı́nf(x∗,y∗)∈Sf(x∗, y∗) +
∑
i∈R

uigi(x
∗, y∗) +

l∑
j=1

vjhj(x
∗, y∗)

≤ f(x, y) +
∑
i∈R

uigi(x, y) +

l∑
j=1

vjhj(x, y) ≤ f(x, y),

(3.10)

donde la primera desigualdad no es más que aplicar la definición de ı́nfimo y la segunda se obtiene de
que dado que (x, y) y (u, v) son factibles, entonces u ≥ 0, gi(x, y) ≤ 0 y hj(x, y) = 0.

El teorema de la dualidad débil indica que la función objetivo de cualquier solución factible del
primal siempre será superior a la función objetivo de cualquier solución factible del dual. Dado que
el primal es de minimizar, para cualquier punto factible la función objetivo de este siempre será una
cota superior del valor óptimo del problema mientras que en el dual cualquier solución factible será
siempre una cota inferior para la solución óptima del problema original. Formalmente, del teorema de
dualidad débil surgen las siguientes implicaciones:

Corolario 3.1. ı́nf(x,y)∈S{f(x, y) : g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0} ≥ sup{LD(u, v), u ≥ 0}.

Corolario 3.2. Si f(x∗, y∗) = LD(u∗, v∗), con (x∗, y∗) factible en P y (u∗, v∗) factible en D, entonces
(x∗, y∗) es óptimo de P y (u∗, v∗) es óptimo de D.

Corolario 3.3. Si ı́nf(x,y)∈S{f(x, y) : g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0} = −∞, entonces LD(u, v) = −∞, para
todo u ≥ 0.

Corolario 3.4. Si sup{LD(u, v), u ≥ 0} =∞, entonces P no tiene soluciones factibles.

Los corolarios que se acaban de presentar serán de gran ayuda para entender cómo se construye
el problema maestro en el algoritmo de Benders generalizado y como se relaciona el mismo con el
subproblema. Es importante destacar que el corolario 3.2 requiere supuestos de convexidad. Bajo
dichos supuestos es una condición suficiente para la optimalidad global de una solución factible del
primal. Es decir, si se ha encontrado una solución factible en P y encontramos una solución factible en
D con el mismo valor para la función objetivo, entonces esta solución es el óptimo global del problema.
Sin embargo, en general, no siempre se cumple e incluso puede que dicha solución no exista con lo que
se estará ante soluciones del tipo ı́nf(x,y)∈S{f(x, y) : g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0} > sup{LD(u, v), u ≥ 0}, y
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la diferencia entre estas dos cantidades se conoce como duality gap. En el caso de que el problema sea de
optimización convexa podemos garantizar que se puede cerrar el duality gap a 0. Este último resultado
está estrechamente relacionado con el teorema de dualidad fuerte que se presenta a continuación.

Teorema 4. (Teorema de dualidad fuerte). Sea P un problema de optimización convexa en el que
el vector 0 pertenece al interior de h(X,Y ) y se cumple la siguiente condición de regularidad: existe
(x∗, y∗) tal que g(x∗, y∗) < 0 y h(x∗, y∗) = 0. Entonces no existe duality gap, es decir,

ı́nf(x,y)∈S{f(x, y) : g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0} = supu≥0L
D(u, v). (3.11)

Además, si el anterior ı́nfimo es finito tenemos que

I supu≥0L
D(u, v) se alcanza para un par (u∗, v∗) con u∗ ≥ 0 y

II si el ı́nfimo se alcanza en (x∗, y∗), entonces u∗g(x∗, y∗) = 0.

Si se quiere ver una demostración formal de este teorema se puede consultar en Bazaraa et al.
(2005).

3.1. Método de descomposición de Benders generalizado

En Floudas & Aggarwal (1990) se propone el método de descomposición de Benders generalizado
para problemas de optimización no lineales. Los autores enfocan el método desde la óptica de la
resolución de los problemas de pooling, sin embargo se trata de un método que puede ser aplicado
a otro tipo de problemas no lineales. La idea que está detrás de este algoritmo es esencialmente la
explicada en el primer caṕıtulo. Es decir, se basa en buscar aquellas variables complicantes que nos
permitan identificar algún tipo de estructura de separación para poder separar el problema original
en dos problemas diferentes más sencillos de resolver: subproblema y maestro. Una vez se tengan
ambos problemas, con el maestro se conseguirán propuestas para los valores que deben tomar las
variables complicantes y el subproblema le transmitirá información al maestro a través de los duales
para indicarle como debeŕıan cambiar el valor las variables complicantes en la siguiente iteración con el
objetivo de llegar a una solución óptima. Es importante destacar que, aunque se puedan resolver todos
los problemas intermedios del algoritmo a sus respectivos óptimos globales, el algoritmo no garantiza
que el óptimo global del problema original sea encontrado.

Para explicar cómo se construye el subproblema y el maestro en el contexto de la optimización no
lineal nos basaremos en la teoŕıa de dualidad presentada previamente junto con los fundamentos teóri-
cos propuestos en Geoffrion (1972) y Floudas (1995). Supongamos que tenemos el siguiente problema
de optimización:

mı́n
x,y

f(x, y)

s.a. gi(x, y) ≤ 0 i = 1, ...,m

hj(x, y) = 0 j = 1, ..., l,

x ∈ X,
y ∈ Y,

(3.12)

donde X × Y ⊆ S. y es el vector de variables complicantes. Es decir, aquellas variables en que en caso
de ser fijadas como parámetros haŕıan que el problema fuese más fácil de resolver. En concreto, en lo
problemas de pooling tenemos que si se fija la variable complicante proporción de flujo pasamos de un
problema no convexo a, una vez descompuesto, dos problemas convexos que si son fáciles de resolver
con los solvers y métodos existentes.

Los supuestos fundamentales sobre los cuales se puede aplicar el algoritmo, expuestos en Geoffrion
(1972) son:
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Para un valor fijo de y el problema original puede ser separado en diferentes problemas de
optimización definidos sobre los vectores de variable x.

Fijado un valor de y los problemas resultantes pueden ser resueltos de manera eficiente con las
técnicas existentes.

El problema (3.12) no es convexo en x y y conjuntamente, pero fijado el valor de y el problema
es convexo en x.

La construcción del subproblema es análoga a la explicada en el primer caṕıtulo. Una vez se ha
identificado la variable complicante esta se fija en el problema original creando aśı el subproblema. Es
decir,

mı́n
x

f(x, ȳ)

s.a. gi(x, ȳ) ≤ 0 i = 1, ...,m

hj(x, ȳ) = 0 j = 1, ..., l,

x ∈ X.

(3.13)

En ocasiones durante este caṕıtulo se utilizara la notación vectorial g(x, y) y h(x, y) para designar
g1(x, y), ..., gm(x, y) y h1(x, y), ..., hl(x, y) respectivamente.

3.1.1. Deducción del problema maestro

Una vez se tiene el subproblema hay que buscar la forma de construir el problema maestro para
problemas de optimización no lineales. La construcción de este problema se basa en tres premisas
propuestas en Geoffrion (1972):

1. la proyección del problema (3.12) sobre el espacio generado por las variables complicantes y,

2. la representación dual de V que esencialmente es la región factible del problema para valores
fijos de y. Este será presentado a continuación y,

3. la representación dual del problema (3.12) sobre el espacio generado por y.

La proyección del problema (3.12) sobre el espacio generado por las variables complicantes y es la
siguiente. El problema original puede ser escrito de forma equivalente como:

mı́n
y

ı́nfx f(x, y)

s.a. gi(x, y) ≤ 0 i = 1, ...,m

hj(x, y) = 0 j = 1, ..., l

x ∈ X,
y ∈ Y.

(3.14)

Parametrizando el problema anterior en y tendremos una formulación equivalente para el subpro-
blema (3.13) que llamaremos v(y) y será:

v(y) = ı́nfx f(x, y)

s.a. gi(x, y) ≤ 0 i = 1, ...,m

hj(x, y) = 0 j = 1, ..., l

x ∈ X,
y ∈ Y ∩ V,

(3.15)
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donde V se define como,

V = {y : h(x, y) = 0, g(x, y) ≤ 0 para algún x ∈ X}. (3.16)

Con lo que la solución de este problema consiste en encontrar el mı́nimo en x dado un valor fijo de y
perteneciente a la región factible del problema original. La proyección del subproblema y del problema
original sobre el espacio generado por y tiene una serie de implicaciones presentadas en el siguiente
teorema (Geoffrion 1972).

Teorema 5. (Proyección). El problema (3.12) es infactible o tiene una solución óptima no acotada
si lo mismo ocurre para el problema (3.14). Si (x∗, y∗) es una solución óptima en (3.12), entonces
y∗ tiene que ser una solución óptima para (3.14). Si y∗ es una solución óptima en (3.14) y x∗ es el
ı́nfimo en (3.15) cuando se ha fijado el valor de y = y∗, entonces (x∗, y∗) es una solución óptima para
el problema original (3.12).

Supongamos ahora que se ha resuelto el subproblema y se obtiene que para un valor fijo de y la
solución del problema es infactible. Al igual que en el primer caṕıtulo habrá que encontrar alguna
forma de reconducir el algoritmo hacia soluciones factibles del subproblema. Para ello, es necesaria la
representación dual de V . Supongamos que X es un conjunto convexo no vaćıo y que gi son convexas y
hj son lineales en X para valores fijos de y ∈ Y . Además, supongamos que existe un conjunto cerrado
tal que para cada y ∈ Y se tiene,

Zy = {z ∈ Rm : h(x, y) = 0, g(x, y) ≤ z para algún x ∈ X}, (3.17)

es decir, tiene que existir valores ȳ ∈ Y que estén en V tal que exista un punto z para que el conjunto
anterior sea acotado y no vaćıo. Para que esto ocurra el siguiente sistema tiene que tener solución:

0 ≥ L∗(x, y, ū, v̄), ∀ū, v̄ ∈ Θ,

donde Θ =
{
ū ∈ Rm, v̄ ∈ Rl : ū ≥ 0,

l∑
i=1

ūi = 1
}
,

y donde L∗(x, y, ū, v̄) = ūg(x, y) + v̄h(x, y).

(3.18)

Nótese que L∗(x, y, ū, v̄) es la representación dual de V . La demostración de que este sistema siempre
tiene solución cuando el problema de partida es factible y que la solución trivial v̄ = 0 es una solución
para dicho sistema se puede consultar en Geoffrion (1972). Además, la condición aqúı presentada es
fundamental para la construcción de los cortes de factibilidad ya que se trata de encontrar dado un
valor fijo para y un punto factible del problema dado ese valor.

En la práctica, supongamos que se ha resuelto el subproblema para un valor ȳ y resulta que la
solución de este problema es infactible. Siguiendo a Floudas & Aggarwal (1990) una forma de encontrar
una solución que cumpla las condiciones de (3.18) es resolver el siguiente problema:

mı́n
x,α

α

s.a. gi(x, ȳ)− α ≤ 0 i = 1, ...,m

hj(x, ȳ)− α ≤ 0 j = 1, ..., l,

− hj(x, ȳ)− α ≤ 0 j = 1, ..., l,

α ≥ 0

x ∈ X.

(3.19)

Este problema se conoce con el nombre de subproblema infactible. Otras formulaciones del mismo se
pueden consultar en Floudas (1995). Resolver (3.19) consiste en encontrar aquel punto x∗ tal que para
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un valor fijo de y se minimice la máxima violación de todas las restricciones del problema. La solución
óptima del mismo nos da el punto “más factible“ dado el valor de las variables complicantes. El corte
de factibilidad asociado a este problema viene dado por la siguiente formulación del lagrangiano:

L∗(x
∗, ȳ, u∗, v∗) = u∗g(x∗, ȳ) + v∗h(x∗, ȳ), (3.20)

donde v∗ = v∗1 − v∗2 que son los multiplicadores asociados a las restricciones obtenidas mediante el
desdoblamiento de las restricciones de igualdad y u∗ son los multiplicadores de Lagrange asociadas
a las restricciones de desigualdad del problema (3.19). Si nos fijamos esta función es equivalente a
la representación dual del conjunto V presentando en (3.18). Siendo menos formales lo que se quiere
precisamente es evitar el corolario 3.4 de la dualidad débil que indica que si un problema de optimización
no lineal es infactible su dual toma el valor infinito. Es decir, si el subproblema es infactible se busca
un valor dado ȳ que sea lo más factible posible en el subproblema. Además, si se tiene en cuenta la
interpretación económica de los multiplicadores de Lagrange estos indican cuanto mejoraŕıa la función
objetivo por cada unidad que se relaje su restricción asociada. Entonces, teniendo en mente el problema
(3.19) donde los valores de y están fijos los multiplicadores nos dicen como mejoraŕıa la factibilidad del
subproblema si se pudiera relajar la restricción asociada y, como las variables complicantes se resuelven
en el maestro estas restricciones śı se podrán relajar para otros valores de y teniendo en cuenta la
información proporcionada por los multiplicadores de Lagrange. Por lo tanto, teniendo presente (3.17),
(3.18) y (3.19) es sencillo deducir que los cortes de factibilidad que serán introducidos en el problema
maestro serán:

L∗(x
∗, y, u∗, v∗) ≤ 0, (3.21)

donde, en el problema maestro, y deja de ser una constante y el resto de variables serán parámetros.
Además que (3.21) sea menor que cero evita que si el subproblema es infactible el dual tome el valor
infinito y, por otro lado, el resultado presentado en (3.18) nos asegura que existe una solución y∗ tal que
se cumpla la condición (3.21). En caso de que dicha condición no se cumpla indicará que el problema
de partida no es factible.

El último ingrediente que falta para la construcción del problema maestro son los cortes de optima-
lidad. Al igual que en el primer caṕıtulo estos cortes se derivan a partir del subproblema cuando este
tiene soluciones factibles. Para ello, en programación no lineal es necesario presentar la representación
dual del problema (3.12) sobre el espacio generado por y. Si recordamos de la dualidad en programación
no lineal podemos escribir LD(u, v) del problema (3.12) de manera equivalente como:

supv,u≥0 ı́nfx∈XL(x, y, u, v), ∀y ∈ Y ∩ V, (3.22)

que como veremos a continuación L(x, y, u, v), definida en (3.4), será la ecuación necesaria para la
construcción de los cortes de optimalidad.

Para la derivación del problema maestro recordemos que por dualidad fuerte se sabe que en el
óptimo f(x, y) = LD(u, v) pero como puede existir duality gap nos conformaremos con la condición
de la dualidad débil que indica f(x, y) ≥ LD(u, v) ya que nuestros problemas son de minimizar. En el
primer caṕıtulo se hab́ıa comentado que el problema maestro era una relajación del problema original
y que si todos los cortes posibles generados por el algoritmo eran considerados en el maestro, este
último seŕıa equivalente al problema de partida. Por ello, teniendo en cuenta las relaciones anteriores
podemos sustituir (3.22) y (3.18) en (3.14) obteniendo el siguiente problema equivalente al (3.14):

mı́n
y

supv,u≥0 ı́nfx∈XL(x, y, u, v)

s.a. ı́nfx∈XL∗(x, y, ū, v̄) ≤ 0, ∀(ū, v̄) ∈ Θ,
(3.23)

añadiendo una variable escalar auxiliar µ y utilizando la definición del supremo como mı́nima cota
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superior se obtiene:

mı́n
y∈Y,µ

µ

s.a. ı́nfx∈XL(x, y, ū, v̄) ≤ µ, ∀v̄,∀ū ≥ 0

ı́nfx∈XL∗(x, y, ū, v̄) ≤ 0, ∀(ū, v̄) ∈ Θ.

(3.24)

Este último problema es justamente la formulación del problema maestro donde el primer conjunto
de restricciones representa los cortes de optimalidad y el segundo conjunto los cortes de factibilidad.
Además, por la dualidad débil de puede ver que el corte de optimalidad acota inferiormente el problema
original con lo que las soluciones del problema maestro son una cota inferior del problema (3.14).

Lo último que se quiere resaltar en esta subsección son las intuiciones para la interpretación geométri-
ca del problema maestro. Cuando se presentó el algoritmo de Benders en el mundo lineal se hab́ıa
comentado que este caracterizaba los puntos extremos y direcciones extremas del problema original.
En este caso, como el algoritmo está pensado para problemas de optimización no lineales ya no se
puede interpretar de esta forma. Ahora lo que se consigue con el problema maestro es aproximar la
región factible del problema original mediante los lagrangianos de las restricciones del subproblema.
Supongamos que los lagrangianos son lineales en y entonces el maestro irá construyendo la región
factible del problema (3.15) mediante hiperplanos. Si se quiere buscar una explicación más formal de
la interpretación geométrica del problema maestro de puede consultar en Floudas (1995).

3.2. Algoritmo de Benders generalizado

Al igual que ocurŕıa en el método de Benders presentado en el primer caṕıtulo el subproblema es
un problema más restringido que el problema original con lo que este será una cota superior para el
mismo. Por su parte, el problema maestro, es una relajación del problema original con lo que acotará
inferiormente a dicho problema. Cabe decir que la cota inferior aumenta de forma monótona a medida
que se van incorporando cortes de optimalidad, por lo que irá cerrando el duality gap de forma iterativa.
En caso de que el problema original sea un problema de optimización convexa, en el óptimo, las cota
de ambos problemas coincidiŕıan. Sin embargo, como el método de Benders generalizado está pensado
para un campo más amplio de problemas de optimización. Si el problema de partida es no convexo,
como los problemas de pooling, puede existir duality gap con lo que las cotas de ambos problemas
nunca convergerán al mismo punto porque dicho punto puede no existir. La forma de remediarlo, con
el fin de que el algoritmo termine, es monitorizar las cotas dadas por el problema maestro y si estas
no cambian en un número determinado de iteraciones el algoritmo termina. A continuación, en el
Algoritmo 2 se muestra el pseudocódigo del método de descomposición de Benders generalizado.

Es importante recordar que si en el problema que se quiera resolver tenemos restricciones en las
que solo aparecen involucradas variables complicantes estas restricciones deben ser trasladadas al
problema maestro. El resto de consideraciones para su implementación en la práctica son análogas a
las comentadas en el primer caṕıtulo.

Lo último que se quiere destacar es que el algoritmo de Benders generalizado converge en una can-
tidad finita de paso. La demostración de la convergencia del algoritmo se puede consultar en Geoffrion
(1972).

3.3. Aspectos espećıficos del modelado

En el proceso de investigación llevado a cabo para la realización de este documento se han probado
distintas formulaciones para el subproblema y el subproblema infactible. Es importante destacar que lo
presentado en esta subsección presenta un buen comportamiento para los problemas de pooling pero,
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Algoritmo 2: Método de descomposición de Benders generalizado

Paso 0 : Se inicializa y1 ∈ Y y ε ≥ 0 se establecen las cotas superiores e inferiores a UB =∞ y
LB = −∞. Además, k = 0. Se inicializa Kfeas = Kinfeas = 0, LBtimes = 20 y LBcount = 0.

Paso 1 : Resuelve el subproblema de Benders. Actualiza k = k + 1.

mı́n
x

f(x, yk)

s.a. gi(x, y
k) ≤ 0 i = 1, ...,m

hj(x, y
k) = 0 j = 1, ..., l,

x ∈ X.

(3.25)

si El subproblema tiene solución óptima entonces
UB = mı́n(UB, f(x, yk));

se genera el corte de optimalidad de Benders L(xk, y, vk, uk) ≤ µ y se actualiza
Kfeas = Kfeas + 1;

si no, si El subproblema es infactible se resuelve el subproblema infactible entonces

mı́n
x,α

α

s.a. g(x, yk)− α ≤ 0

h(x, yk)− α ≤ 0

− h(x, yk)− α ≤ 0

α ≥ 0

x ∈ X.

(3.26)

Se genera el corte de factibilidad de Benders L∗(x
k, y, uk, vk) ≤ 0 y se actualiza

Kinfeas = Kinfeas + 1;

Paso 2 : Se resuelve el problema Maestro;

mı́n
y∈Y,µ

µ

s.a. L(xk, y, uk, vk) ≤ µ, k = 1, ...,Kfeas

L∗(x
k, y, uk, vk) ≤ 0, k = 1, ...,Kinfeas.

(3.27)

obteniendo los valores y∗, µ∗;
Se actualiza la cota inferior LB = máx(LB, µ∗).

si el maestro es infactible entonces
Termina.

si UB − LB ≤ ε entonces
Termina.

si Si LBtimes = LBcount entonces
Termina.

en otro caso
LBcount = LBcount + 1;

vuelve a Paso 1 .
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en general, no tiene porque ser aśı para todo tipo de problemas. En caso de que se quiera implementar
este algoritmo para la resolución de otro tipo de problemas se tendrán que estudiar sus caracteŕısticas
concretas y en base a ello formularlos de manera adecuada.

El primer problema que nos encontramos y que también se encontró en Floudas & Aggarwal (1990),
utilizando una formulación diferente a la aqúı presentada para los problemas de pooling, es que aun
consiguiendo una solución óptima para un valor fijo de las variables complicantes puede ocurrir que
con dicha solución no se pueda generar ningún corte de optimalidad. Si pensamos detenidamente, los
cortes del problema maestro se generan a partir de restricciones del subproblema que tengan implicadas
variables complicantes. Si el multiplicador asociado a dicha restricción toma el valor cero el corte queda
anulado provocando que el problema maestro deje de ser una gúıa para futuros valores de las variables
complicantes. En un punto donde se cumplan las condiciones KKT se pueden dividir las restricciones
activas en dicho punto en dos conjuntos. En concreto,

Restricciones fuertemente activas. R+(x∗, y∗) = {i : u∗i > 0}.

Restricciones débilmente activas. R0(x∗, y∗) = {i : u∗i = 0}.

A modo aclaratorio para cualquier punto factible (x, y) se considera que una restricción del tipo
g(x, y) ≤ 0 esta activa en ese punto si g(x, y) = 0 e inactiva si g(x, y) < 0. Por su parte, las restricciones
del tipo h(x, y) = 0 siempre están activas para cualquier punto factible del problema.

En Floudas & Aggarwal (1990) para solventar dicho problema introducen nuevas restricciones en el
problema y nuevas variables binarias para asegurar que en una solución concreta del subproblema al
menos una de las restricciones que tengan implicadas variables complicantes esté fuertemente activa en
dicho punto. En este documento se hace una propuesta diferente para conseguir que los multiplicadores
asociados dichas restricciones sean distintos de cero sin incrementar la dificultad computacional del
problema que se deriva de la introducción de variables binarias.

Lo primero que se ha hecho es reformular el subproblema con todas sus restricciones de menor o
igual. La forma de hacerlo es la siguiente:

Restricciones del tipo g(x, y) ≥ 0 puede ser escritas como −g(x, y) ≤ 0.

Restricciones del tipo h(x, y) = 0 se pueden desdoblar en dos restricciones del tipo −h(x, y) ≤ 0
y h(x, y) ≤ 0.

Una vez se ha hecho esta transformación para todas las restricciones del subproblema se introduce
una variable de holgura en las restricciones en las que aparezcan implicadas variables complicantes
y esta variable se penaliza en la función objetivo multiplicándola por un valor M muy grande. Para
entenderlo, como tenemos todas las restricciones de menor o igual y teniendo en mente las condiciones
KKT del subproblema pueden ocurrir dos cosas:

La primera es que la restricción no este activa para un valor fijo de las variable complicante con
lo que para cumplir las condiciones KKT necesariamente su multiplicador asociado toma el valor
cero.

La segunda es que la restricción este activa en ese punto con lo que su multiplicador tomará un
valor positivo.

Al añadir la variable de slack (holgura), xslack, penalizada en la función objetivo del problema jus-
tamente obligamos a que al menos una de las restricciones que tenga variables complicantes implicadas
esté activa en ese punto. Lo que se acaba de explicar se entenderá mejor con un ejemplo y para ello
consideremos la formulación PQ de los problemas de pooling con las transformaciones aqúı comenta-
das. Nótese que las variables complicantes serán las variables correspondientes a las proporciones de
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flujo y por tanto aparecerán fijas como ȳ.

mı́n
f,x

∑
s∈S

∑
t∈T

(
cstfst +

∑
i∈I

(csi + cit)xsit

)
+Mxslack (3.28)

s.a.
∑
t∈T

(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ bs, s ∈ S, (3.29)

∑
s∈S

∑
t∈T

xsit ≤ bi, i ∈ I, (3.30)

∑
s∈S

(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ bt, t ∈ T, (3.31)

∑
s∈S

(qks − qkt )
(
fst +

∑
i∈I

xsit

)
≤ 0, t ∈ T, k ∈ K, (3.32)

∑
s∈S
−xsit ≤ −fit, i ∈ I, t ∈ T, (3.33)

∑
s∈S

xsit ≤ fit, i ∈ I, t ∈ T, (3.34)

∑
t∈T

xsit ≤ biȳsi + xslack, s ∈ S, i ∈ I, (3.35)

−xsit ≤ −ȳsi fit + xslack, (s, i, t) ∈ P, (3.36)

xsit ≤ ȳsi fit + xslack, (s, i, t) ∈ P, (3.37)

−fit ≤ 0, i ∈ S ∪ I, t ∈ T, (3.38)

xslack ≥ 0. (3.39)

Si nos fijamos detenidamente el hecho de introducir una única variable de slack penalizada en la
función objetivo provoca que o bien una de las restricciones asociadas a la variable de slack está activa
en un punto dado o de lo contrario esta variable auxiliar tomará un valor positivo provocando que
la función objetivo empeore. Como el problema es de minimizar los solvers empleados para resolver
el subproblema darán una mayor importancia a reducir el valor de la función objetivo tratando que
el valor de la variable auxiliar sea lo más pequeño posible. Esta será la formulación empleada para
resolver el problema PQ con el método de Benders generalizado. La formulación para el problema TP
es análoga.

La formulación del subproblema aqúı presentada es la que proporcionó un mejor comportamiento en
las pruebas realizadas. Además de esta se han considerado otras dos formulaciones. La primera consist́ıa
en mantener la formulación original del problema metiendo una variable de slack por cada restricción
de menor o igual en las que aparecen implicadas variables complicantes y dos variables de slack en las
restricciones análogas pero de igualdad. La segunda era similar a la formulación propuesta pero en vez
de tener una única variable de slack se teńıa una por restricción con variables complicantes implicadas.
Finalmente, después de haber realizado diversas pruebas nos hemos decantado por la formulación aqúı
propuesta ya que era la que consegúıa mejores resultados para los problemas de pooling.
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En cuanto a la formulación para el subproblema infactible, en la literatura se han propuesto diversas
formas de hacerlo. Ejemplos de ello se pueden consultar en Floudas (1995) o en Grothey et al. (2000).
Para este trabajo se han probado tres formulaciones: la primera es la propuesta en Floudas & Aggarwal
(1990) que es justamente el problema (3.19); la segunda se corresponde a una modificación de esta pero
metiendo una variable de slack en cada restricción y en función objetivo tendŕıamos que minimizar un
vector de variables en vez de una única variable y; la tercera consiste en lo mismo pero manteniendo
la formulación original de las restricciones del problema lo que implica que en las restricciones de
igualdad se tengan que introducir dos variables distintas de slack. Los resultados que se presentarán
en este documento han sido ejecutados con la primera formulación porque ha sido la que mejores
resultados nos ha aportado.

3.4. Mejoras o modificaciones del algoritmo

El objetivo principal de todo este trabajo ha sido la implementación del algoritmo de Benders
generalizado para conseguir buenos óptimos locales para los problemas de pooling ya que como se ha
comentado muchas industrias como las petroqúımicas o gaśısticas utilizan este tipo de modelos para
la optimización de sus plantas de producción. Si pensamos desde el punto de vista de estas industrias
querrán, además de tener buenos óptimos locales para el problema, conseguir dichas soluciones en el
menor tiempo posible. Se podŕıa pensar en por qué estas empresas no tratan de resolver sus problemas
de optimización a optimalidad global y la respuesta es que con los solvers existentes para optimalidad
global los tiempos de resolución pueden ser prohibitivos o incluso no llegar a conseguir dicha solución
debido a la complejidad de los mismos. En esta sección se presentarán dos pequeñas modificaciones
que pueden acelerar y mejorar el proceso de búsqueda de soluciones óptimas: cortes dinámicos y
estabilización cuadrática del algoritmo.

3.4.1. Cortes dinámicos

En el algoritmo de Benders la mayor parte del esfuerzo computacional se produce a la hora de
resolver el problema maestro. En general, el subproblema es lineal o convexo para valores fijos de
las variables complicantes mientras que el maestro puede ser lineal, no lineal, no lineal con variables
enteras, etc. Es decir, a priori el problema maestro presenta mayor dificultad desde el punto de vista de
la optimización. Si a ello le sumamos que en cada iteración del algoritmo se añade una nueva restricción
al maestro y si el número de iteraciones para encontrar la solución óptima es elevado puede causar
que la resolución de dicho problema no sea una tarea sencilla. Justamente motivado por el tamaño que
puede alcanzar el problema maestro y su dificultad en Soumis et al. (2012) se propone un algoritmo
para realizar una actualización dinámica de los cortes introducidos en el problema maestro.

La idea detrás de este método de actualización de cortes es fácil de entender. Supongamos que esta-
mos en una iteración k del algoritmo y resolvemos el problema maestro con k cortes. Entonces, puede
ocurrir que en la solución óptima del problema maestro en esa iteración no todas las restricciones estén
activas en ese punto implicando que la solución del problema maestro se podŕıa alcanzar igualmente
si dichas restricciones no estuvieran presentes en el problema. La idea del método consiste en eliminar
de alguna forma las restricciones que no se están utilizando para la consecución de las soluciones en
el problema maestro. Si lo pensamos detenidamente el problema maestro va construyendo la región
factible del problema original mediante los cortes con lo que al llegar a determinado punto de la región
puede ocurrir que muchos cortes ya no sean necesarios para caracterizarlo.

El hecho de eliminar los cortes provoca que el problema maestro sea más pequeño con lo que será
más fácil de resolver. Sin embargo, lo que no se puede hacer es en cada iteración eliminar todos
los cortes que estén inactivos porque el algoritmo se puede ciclar. Supongamos que estamos en una
iteración k del algoritmo, resolvemos el maestro, obtenemos una nueva solución para las variables
complicantes y eliminamos las restricciones que no han estado activas en ese punto. Ahora vamos a la
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siguiente iteración k+ 1 repetimos el proceso y llegamos a otro punto para las variables complicantes.
Comenzamos la iteración k + 2 y el subproblema nos indica que los cortes que se deben introducir en
el problemas maestro son justo los que se han eliminado en la iteración k, resolvemos el maestro y nos
devuelve la solución obtenida en k. Este proceso podŕıa repetirse indefinidamente y es lo que se conoce
como ciclado del algoritmo.

El método propuesto en Soumis et al. (2012) esta diseñado para evitar que el algoritmo no se cicle o
en caso de que se detecte un ciclo el algoritmo pueda salir de él. Lo que hace el método en la práctica
es lo siguiente:

Se espera un cantidad M de iteraciones antes de eliminar ningún corte.

Una vez se ha superado M se comprueban los cortes que han estado inactivos por más de K
iteraciones consecutivas. En caso de que se supere dicha cantidad se eliminan dichos cortes.

si se han eliminado cortes en 3 iteraciones consecutivas se actualiza el factor M como M = M×1,5

Con la primera condición se espera a que el problema maestro tenga el número de cortes suficientes
para que las soluciones que reporte sean una buena gúıa para el valor de las variables complicantes.
Con la segunda condición se espera a tener un indicador razonable de que el corte ya no está aportando
información al problema maestro. La tercera condición es la utilizada para evitar incurrir en ciclos,
además con se ha propuesto una condición más que no esta recogida en Soumis et al. (2012) para
facilitar que el algoritmo no se cicle. Si un corte que ha sido eliminado por el proceso dinámico se
vuelve a introducir en el problema maestro en iteraciones posteriores este ya no se elimina nunca
más. En la práctica, se lleva un registro de los cortes y los multiplicadores asociados a cada corte.
Supongamos que estamos en una iteración k del algoritmo en la que tenemos k cortes en el problema
maestro, resolvemos el subproblema y obtenemos un nuevo corte. Entonces, lo que se hace es ver si los
coeficientes de este nuevo corte son iguales, con una tolerancia, a los coeficientes de los cortes que han
sido eliminados pero que se saturaŕıan para la solución del maestro en la iteración k. Si resulta que los
cortes son iguales con esa cierta tolerancia este el corte que se introduce en la iteración k y ya no se
elimina nunca más. A continuación, en el Algoritmo 3 se presenta el pseudocódigo del método que es
una leve modificación del presentado en Soumis et al. (2012).

Algoritmo 3: Algoritmo de cortes dinámicos

Paso 0 : Se inicializa M = 10, ckinac = 0 y K = 3.

Paso 1 : Resuelve el problema maestro obteniendo µk.
si µk > µk−1 entonces

Actualiza el contador de inactividad para cada corte ckinac = ckinac + 1;
si el número de cortes de Benders > M entonces

si el número de veces consecutivas que se han eliminado cortes < 3 entonces
Desactiva todos los cortes que han estado inactivos K o más veces;

en otro caso
M = M × 1,5

en otro caso
No trates de eliminar ningún corte;
Ejecuta el algoritmo de Benders 2;

Resuelve el subproblema o subproblema infactible;
Añade el corte correspondiente al mestro;
si el corte ya ha sido desactivado y está saturado en k entonces

Activa el corte en el maestro para siempre;
Vuelve a Paso 1 .
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Los parámetros que aqúı se establecen son los utilizados en la implementación práctica de este
método para resolver los problemas de pooling. Se han probado distintas configuraciones y esta fue
la que mejor funcionaba para todas las instancias ejecutadas. A la hora de elegir unos u otros valores
dependerá de las propias caracteŕısticas del problema. Por la experiencia práctica si el valor de M
y de K son muy cercanos el algoritmo elimina una mayor cantidad de cortes pero puede incurrir en
ciclos teniendo que ir aumentando el valor de M futuras iteraciones hasta salir del ciclo. En cambio si
esta diferencia es muy grande es mucho más dif́ıcil que el algoritmo se cicle pero el número de cortes
eliminados será menor. En definitiva, no hay una regla exacta para la elección de dichos parámetros,
dependerá del problema concreto que se trate de resolver. Si se quiere ver una demostración de que el
algoritmo de Benders con la actualización dinámica de cortes converge se puede ver en Soumis et al.
(2012).

Lo último que se quiere destacar en esta subsección es que el proceso dinámico de eliminación de
cortes puede provocar que la cota inferior definida por la función objetivo del problema maestro deje
de ser monotonamente creciente.

3.4.2. Estabilización cuadrática del algoritmo

En esta subsección se va a presentar una pequeña heuŕıstica que se ha implementado con el objetivo
de acelerar el proceso de búsqueda de soluciones óptimas en el algoritmo de Benders. Esta heuŕıstica se
basa en los bundle methods que se pueden consultar en Lemaréchal et al. (1995). Los bundle methods
fueron originalmente pensados para estabilizar el método de planos de corte (Kelley 1960) en problemas
convexos. La idea del método de planos de corte consiste en ir aproximando la solución óptima del
problema mediante hiperplanos, véase la Figura 3.1.

Figura 3.1: Evolución del método de planos de corte.
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En este gráfico se muestran posibles hiperplanos que genera el método de planos de corte y la ĺınea
discontinua de color rojo representa la solución óptima del problema de optimización. La desventaja de
este método es que cuando las soluciones del proceso iterativo se encuentran muy cerca de la solución
óptima del problema se produce un fenómeno de oscilación entorno a dicho óptimo provocando que la
convergencia del algoritmo sea lenta en la práctica.

Los bundle methods surgen precisamente para estabilizar el algoritmo. La idea subyacente al método
es que cada vez que se produzca una mejora “importante“, en términos de función objetivo, en la
siguiente iteración se obliga a permanecer cerca del punto que la ha causado. En esencia el método
obliga a mantenerse cerca de la mejor solución encontrada durante el proceso iterativo actualizándose
esa mejor solución a medida que el algoritmo avanza.

La idea subyacente del problema maestro en el algoritmo de Benders consiste en construir la región
factible del subproblema a través de la información proporcionada por los cortes de factibilidad y de
optimalidad. Intuitivamente los primeros nos dicen haćıa donde nos debemos mover para conseguir
soluciones factibles y los segundos en que direcciones la función objetivo del subproblema mejoraŕıa.
Por ello, parece razonable pensar que una forma de acelerar el proceso de búsqueda de óptimos locales
seŕıa indicarle al problema maestro que no se aleje demasiado de los puntos factibles encontrados pero
permitiendo movimiento en el caso de que se encuentre un nuevo punto factible que mejore el valor de
la función objetivo.

A modo explicativo se presenta la forma más sencilla para los bundle methods apoyándonos en la
formulación del problema maestro. Esta ha sido la utilizada en este trabajo y tiene la siguiente forma:

mı́n
y∈Y,µ

µ+
1

2
R||y − yb||2,

s.a. ı́nfx∈XL(x, y, ū, v̄) ≤ µ, ∀v̄,∀ū ≥ 0

ı́nfx∈XL∗(x, y, ū, v̄) ≤ 0, ∀(ū, v̄) ∈ Θ,

(3.40)

donde yb se conoce como centro de estabilización y R es un parámetro de penalización. Entonces,
basándonos en estos métodos, la heuŕıstica que se ha propuesto consiste en cada vez que se introduzca
un corte de optimalidad se comprueba si la función objetivo del problema maestro ha mejorado respecto
a la iteración anterior. Si ha mejorado se actualiza el centro de estabilización al punto causante de la
mejora, en caso contrario se deja el punto anterior. De cara a la implementación es importante tener
en cuenta que solo se actualiza el centro de estabilización cuando se introducen cortes de optimalidad
porque son los que realmente mueven la función objetivo del problema maestro. Por otro lado, si el
algoritmo parte de puntos infactibles estarán introduciéndose cortes de factibilidad en el problema
maestro hasta que se encuentre un punto factible, en ese caso se toma R = 0 hasta que se genere un
corte de optimalidad y la función objetivo del maestro mejore respecto a la iteración anterior. Para
resolver los problemas de pooling se ha fijado R = 2 ya que aśı conseguimos buenas soluciones. Una
gran parte de la investigación realizada sobre estos métodos se basa precisamente es determinar qué
se considera por una mejora importante en función objetivo y cuál es la mejor forma de actualizar el
parámetro de penalización para que el algoritmo consiga mejores soluciones y termine lo más rápido
posible. Más información sobre estos métodos aplicados al método de Benders se puede consultar en
Zaourar & Malick (2014) y Rubiales et al. (2013).

Por último, es importante destacar que la implementación de esta heuŕıstica ha sido lo más básica
posible en el sentido de que se considera una mejora “importante“ en función objetivo cada vez que
el valor de la función objetivo del problema maestro decrece y se ha propuesto un valor fijo para el
parámetro de penalización. Es importante recordar que nuestro objetivo con esta heuŕıstica es acelerar
el proceso de búsqueda de buenos óptimos locales no tener un método que busque el mejor óptimo local
posible, pues para ello tenemos el algoritmo de Benders generalizado. Por otro lado, la introducción de
esta expresión penalizada en función objetivo puede provocar, al igual que con la eliminación dinámica
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de cortes, que la cota inferior definida por el maestro deje de ser monotonamente creciente.





Caṕıtulo 4

Resultados Computacionales

El objetivo principal de este trabajo ha sido la implementación de una herramienta de optimización
que nos permita obtener buenos óptimos locales para los problemas de pooling. Recapitulando en lo
expuesto hasta el momento se tienen dos modelos PQ y TP y cuatro variantes del método de Benders
generalizado para resolverlos:

Algoritmo de Benders generalizado (B).

Algoritmo de Benders generalizado con cortes dinámicos (BD).

Algoritmo de Benders generalizado con estabilización cuadrática (BB).

Algoritmo de Benders generalizado con estabilización cuadrática y cortes dinámicos (BBD)

En la práctica, cuando se trabaja con problemas complejos desde la óptica de la optimización ma-
temática, es decir, no convexos y que tienen multitud de óptimos locales, se suelen emplear distintas
técnicas en tándem para obtener mejores soluciones si cabe. Estas técnicas consisten en resolver con
una herramienta de optimización el problema en cuestión e inicializar con la solución obtenida otro
algoritmo para aśı conseguir un mejor óptimo local. Los tándem realizados en este trabajo consisten
en resolver primero el problema con los métodos implementados y las soluciones obtenidas utilizarlas
como punto de partida para la herramienta comercial de optimización no lineal Knitro (Byrd et al.
2006). Además, para determinar la calidad de las soluciones obtenidas con las distintas técnicas imple-
mentadas, compararemos nuestros resultados con los de la literatura sobre los problemas de pooling,
en concreto, los presentados en Alfaki & Haugland (2014) y con los resultantes de utilizar Knitro y
la herramienta comercial de optimalidad global BARON (Tawarmalani & Sahinidis 2005). También
se ha intentado hacer la comparativa con una herramienta de optimización no lineal de software libre
IPOPT (Wächter & Biegler 2005) pero finalmente se ha descartado porque no era capaz de obtener
soluciones para la gran mayoŕıa de las instancias. A modo aclaratorio todos los solvers empleados se
lanzaron con sus configuraciones por defecto.

La implementación de los métodos se ha realizado ı́ntegramente en el lenguaje de programación
Python (Van Rossum & Drake 2009). Para el modelado de los problemas se ha utilizado la libreŕıa
Pyomo (Hart et al. 2017) de Python que es un lenguaje de modelado matemático. A la hora de resolver
el subproblema y el maestro, dado que dichos problemas resultantes de la descomposición son lineales,
se han utilizado los solvers Gurobi (Gurobi Optimization 2019) y CBC (Forrest et al. 2018). El primero
es una herramienta comercial diseñada para resolver problemas de optimización lineal y CBC es una
herramienta de software libre diseñada especialmente para resolver problemas con variables enteras.
Sin embargo, este último tiene implementado un potente solver lineal llamado CLP que es el que

35
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realmente resuelve los problemas cuando son lineales y no presentan variables enteras. La versión de
Gurobi utilizada ha sido la 8.0.0 y de CBC la 2.10.2. Por lo tanto, podemos tener una herramienta
totalmente gratuita si los problemas intermedios se resuelven con solvers de software libre que como
veremos más adelante proporcionan resultados competentes con sus análogos comerciales. La máquina
empleada para la ejecución de los resultados tiene 64 gigas de memoria RAM y un procesador Intel(R)
Core(TM) i7-6700K con 4.00GHz.

A continuación se presentarán las instancias utilizadas para los experimentos emṕıricos que han
sido obtenidas de http://www.ii.uib.no/~mohammeda/spooling/. Estas instancias han sido amplia-
mente utilizadas en la literatura para testar distintos algoritmos de optimización tanto global como
local. Ejemplos de ello se pueden consultar en Alfaki & Haugland (2013), Alfaki & Haugland (2014),
Haverly (1978), Alfaki (2012) o Dai et al. (2018) entre otros. Es importante destacar que las instancias
publicadas en el enlace están escritas en GAMS con lo que ha sido necesario traducirlas a Pyomo.

En la Tabla 4.1 se presenta información acerca de las instancias consideradas pequeñas en este
documento. S representa el número de fuentes, I el número de pools o tanques, T es la cantidad de
terminales, K es el número de propiedades y A representa la cantidad de arcos de la red. La columna
no vars hace referencia al número de variables implicadas en el modelo, la columna bilineal es el número
de restricciones en las que aparecen implicados términos bilineales y la última columna representa el
número de restricciones lineales implicadas en el modelo.

S I T K A no vars bilineal lineal

Adhya1 5 2 4 4 13 33 20 42

Adhya2 5 2 4 6 13 33 20 50

Adhya3 8 3 4 6 20 52 32 62

Adhya4 8 2 5 4 18 58 40 55

Bental4 4 1 2 1 7 13 6 15

Bental5 5 3 5 2 32 92 60 53

Haverly1 3 1 2 1 6 10 4 13

Haverly2 3 1 2 1 6 10 4 13

Haverly3 3 1 2 1 6 10 4 13

Tabla 4.1: Tamaño de las instancias pequeñas.

Por su parte, en la Tabla 4.2 tenemos representado el tamaño de las instancias consideradas grandes.
Como se puede ver las instancias aqúı presentadas tiene un tamaño considerable, superando las 1000
variables y restricciones en la mayoŕıa de los casos y llegando, las de mayor tamaño, a superar las
10000 variables y restricciones. Además, vemos como el número de restricciones con términos bilineales
también es elevado y, si se recuerda, estos son los causantes de las no convexidades en los modelos de
pooling. Debido al tamaño considerable y a la complejidad de las instancias, los resultados obtenidos
en las pruebas emṕıricas pueden ser un indicador bastante realista del comportamiento que tendŕıan
los algoritmos implementados sobre problemas reales de caracteŕısticas similares.

http://www.ii.uib.no/~mohammeda/spooling/
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S I T K A no vars bilineal lineal

A0 20 10 15 24 171 500 329 531

A1 20 10 15 24 179 540 361 541

A2 20 10 15 24 192 756 538 562

A3 20 10 15 24 218 756 538 562

A4 20 10 15 24 248 979 731 592

A5 20 10 15 24 277 1245 968 611

A6 20 10 15 24 281 1364 1083 624

A7 20 10 15 24 325 1825 1500 661

A8 20 10 15 24 365 1895 1530 667

A9 20 10 15 24 407 2399 1992 701

B0 35 17 21 34 384 1537 1153 1093

B1 35 17 21 34 515 2354 1839 1180

B2 35 17 21 34 646 3739 3093 1273

B3 35 17 21 34 790 5327 4537 1385

B4 35 17 21 34 943 7534 6591 1494

B5 35 17 21 34 1044 8991 7947 1566

C0 60 15 50 40 811 3637 2826 2356

C1 60 15 50 40 1070 5840 4770 2533

C2 60 15 50 40 1278 7998 6720 2674

C3 60 15 50 40 1451 10567 9116 2828

Tabla 4.2: Tamaño de las instancias grandes.

4.1. Rendimiento de los algoritmos y comportamiento de los
modelos

En esta sección se realizará un análisis de los resultados emṕıricos para las instancias presentadas
previamente, formuladas con los modelos PQ y TP. Estas serán ejecutadas con: los algoritmos imple-
mentados, los tándem, Knitro y BARON. Para todas las pruebas realizadas se ha puesto un ĺımite
de tiempo máximo de 1200 segundos y solo se presentarán resultados referentes a soluciones factibles.
A modo aclaratorio para los tándem se dejan estos 1200 segundos de tiempo máximo en los métodos
implementados y en la segunda pasada con Knitro. Con ello se tratará de dar respuesta a las siguientes
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preguntas:

¿Qué método tiene un mejor rendimiento y consigue mejores resultados?

¿Existen diferencias de comportamiento de los algoritmos en función del modelo utilizado?

En caso de querer tener la mejor solución posible, ¿se pueden conseguir mejoras utilizando los
tándem?

¿Se mejoran los resultados obtenidos de Knitro, BARON o los expuestos en la literatura en Alfaki
& Haugland (2014)?

Se comienza el análisis de los resultados haciendo una comparativa de los métodos (sin tándem)
para ver cual presentan un mejor comportamiento para todas las instancias y modelos utilizados. La
Figura 4.1 se conoce como violin. Estas representaciones gráficas están compuestas por un gráficos de
cajas acompañados por las curvas de densidad emṕırica de los datos en cuestión. Las cajas contienen
información acerca de la media y mediana (en el interior), el ĺımite superior de la caja representa el
cuartil que deja el 75 % (Q3) de los datos por debajo de ese ĺımite y el inferior se corresponde con
el cuartil que acota el 25 % (Q1) de los datos inferiormente, con lo que en el interior de la caja se
encuentra el 50 % de los mismo. Las ĺıneas que salen de las cajas se conocen como “bigotes“ y se
extienden hasta 1,5 veces el rango intercuart́ılico (Q3 − Q1). La ventaja de estos gráficos frente a los
de cajas convencionales es que con las curvas de densidad emṕıricas se puede ver de forma más clara
donde hay una mayor concentración de información.

Una vez explicado en que consiste el violin de forma general se va a proceder con la interpretación
de los resultados aqúı expuestos. La Figura 4.1 representa la distribución de los valores para la función
objetivo relativa obtenida a partir de los distintos métodos para todas las instancias. Dado que los
valores en función objetivo son muy diferentes (ver Apéndice B) se han rescalado sus valores donde el
cero representa la mejor función objetivo y el uno la peor. En cuanto a la leyenda “cbc“ y “gurobi“
indican que se ha utilizado como solver CBC o Gurobi para resolver los problemas de optimización
intermedios. Si estos aparecen solos quiere decir que el algoritmo empleado es el B. Por su parte,
“dynamic“, “bundle“ y “bundle dynamic“ se refieren a las ejecuciones realizadas con los algoritmos
BD, BB y BBD respectivamente con los solvers indicados.

Figura 4.1: Distribución de la función objetivo relativa para todos los métodos (sin tándem).

Con lo explicado hasta el momento se considerará que los métodos que tienen un mejor compor-
tamiento en términos de optimalidad (mejor función objetivo) son aquellos que presentan una mayor
concentración de datos cerca del cero. En la práctica nos interesan herramientas de optimización lo
más robustas posibles en el sentido de que sean capaces de resolver cualquier problema dentro de una
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clase de problemas, siendo en nuestro caso los problemas de pooling. En vista a los resultados para la
función objetivo relativa obtenida por cada método, podemos decir que el mejor comportamiento se
alcanza con los algoritmos: B con CBC, BD con CBC, BB con CBC y BBD con Gurobi.

El objetivo no solo es conseguir buenos óptimos locales para los problemas de pooling, sino también
llegar a ellos en el menor tiempo posible. En la Figura 4.2 se presenta el rendimiento medio alcanzado
con los métodos (sin tándem). Se compara la función objetivo relativa media obtenida por el método con
el tiempo medio de resolución para todas las instancias y problemas. Se entiende que una herramienta
de optimización tiene mejor rendimiento que otra si es capaz de conseguir mejores soluciones en menor
tiempo. Entonces, si nos fijamos en la gráfica, los puntos que se encuentran abajo a la izquierda serán
aquellos con mejor rendimiento mientras que los de arriba a la derecha serán los peores. Como se puede
observar, en media, los mejores resultados se consiguen utilizando: B con CBC, BD con CBC y BB con
CBC. La primera lección que podemos extraer con la representación gráfica anterior y con esta es que
los métodos que presentan mayor robustez, en términos de función objetivo, son también los que tienen
un mejor rendimiento computacional en media. En base a ello, respondiendo a la primera pregunta,
podemos decir que los métodos con mejor rendimiento y que aportan unos mejores resultados en media
son B con CBC, BB con CBC y BD con CBC.

Figura 4.2: Rendimiento en media para todos los métodos (sin tándem).

Tal y como se ha comentado en apartados anteriores, no solo el algoritmo utilizado para resolver los
problemas de pooling es cŕıtico a la hora de obtener buenos óptimos locales, sino también el modelado
empleado para los mismos puede influir en la calidad de las soluciones obtenidas. Por ello, se realizará
un análisis similar al anterior desagregando los resultados en función del modelo utilizado.

En la Figura 4.3 se presenta mediante el violin la distribución de los valores de la función objetivo
relativa desagregando según el modelo utilizado. La interpretación de los resultados es análoga a la
presentada previamente, la diferencia es que “pq“ indica que el algoritmo y solver ha sido utilizado
sobre el modelo PQ y “tp“ lo mismo pero para el modelo TP. Nuevamente, los mejores resultados en
términos de función objetivo relativa se han obtenido utilizando los métodos B, BD y BB, todos ellos
con CBC. En cuanto al modelo empleado, no podemos ver una clara diferencia de un modelo respecto
al otro. Parece que con el modelo TP los métodos comentados son más robustos ya que hay una mayor
concentración de soluciones cercanas al cero. En concreto con el que mejores soluciones se obtienen,
para las pruebas realizadas, es el modelo TP utilizando el algoritmo BB con CBC.

Teniendo en cuenta que la utilización de un modelo u otro influye a la hora de obtener mejores
óptimos locales vamos a comprobar si también afecta al rendimiento medio de los algoritmos empleados.
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Figura 4.3: Distribución de la función objetivo relativa para todos los métodos desagregando por
modelo (sin tándem).

En la Figura 4.4 se puede ver que los mejores rendimientos medios en términos de función objetivo se
alcanzan con el modelo TP utilizando B, BD y BB con CBC. Mientras que las soluciones más rápidas se
alcanzan con el modelo PQ el algoritmo B con CBC. Pensando en una implementación para un proyecto
de optimización de plantas de procesamiento industrial la elección de la formulación del modelo o del
método elegido dependerá de si estamos dispuestos a esperar más tiempo para obtener unos mejores
resultados o, por la contra, se prefiere sacrificar mejores óptimos locales pero consiguiendo resultados en
menor tiempo. Independientemente del método o formulación elegida los mejores rendimientos medios
se consiguen resolviendo los problemas intermedios con la herramienta de optimización gratuita CBC.

Figura 4.4: Rendimiento en media para todos los métodos desagregando por modelo (sin tándem).

Al trabajar con problemas no convexos que presentan multitud de óptimos locales nos puede in-
teresar utilizar técnicas de optimización en tándem para tratar de explorar mejores puntos dentro de
la región factible del modelo. En la Figura 4.5 se presenta la distribución de los resultados obtenidos
utilizando los distintos métodos implementados, los tándem con Knitro y las soluciones obtenidas solo
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utilizando Knitro. Se puede ver que aunque Knitro llega a los mejores resultados en términos de función
objetivo relativa en algunos casos consigue las peores soluciones en 1200 segundos ya que no es capaz
de dar con soluciones factibles para algunas instancias en este tiempo (Ver Apéndice B). Knitro es
capaz de resolver las instancias pequeñas pero le cuesta resolver las instancias grandes. Por su parte,
los métodos implementados si son capaces de conseguir soluciones factibles para todas las instancias
con el ĺımite de tiempo de 1200 segundos. Comparando nuestros mejores métodos (B, BB y BD con
CBC) con Knitro podemos decir que los métodos basados en Benders presentan una mayor robustez
para resolver los problemas de pooling ya que estos siempre consiguen un óptimo local con el ĺımite
máximo de tiempo de 1200 segundos. Sin embargo, cuando se utilizan los tándem con Knitro vemos
como los resultados se concentran mucho más entorno al cero indicando que los mejores valores para la
función objetivo en términos relativos se han obtenido con estos métodos. En concreto, los que mejor
comportamiento presentan son los tándem utilizando los algoritmos B, BD y BB todos ellos con CBC.
Con lo que si nuestro objetivo principal es conseguir los mejores óptimos se deben emplear los métodos
en tándem.

Figura 4.5: Distribución de la función objetivo relativa para todos los métodos con tándem

En cuanto al rendimiento comparando función objetivo relativa media y tiempos de ejecución medios
para los métodos implementados, los tándem y Knitro se puede ver que este último es el que consigue
unos tiempos de ejecución menores en media. Cabe decir que este es un solver comercial programado
en el lenguaje de programación C (Kernighan & Ritchie 1978) y es sabido que se trata de un lenguaje
con mejor rendimiento computacional que Python. Por su parte, los mejores valores medios para la
función objetivo relativa se alcanzan siempre con los tándem, siendo los mejores los obtenidos con los
métodos BBD, BD y BB con CBC como solver lineal.

Si se quieren soluciones rápidas se puede utilizar Knitro, corriendo el riesgo puede no conseguir
soluciones factibles en tiempos razonables para los problemas de pooling.

Si se quiere asegurar la obtención de puntos factibles, consiguiendo un poco más de función
objetivo en términos relativos y consumiendo un poco más de tiempo se puede utilizar el algoritmo
B con CBC.

Si lo deseado es conseguir los mejores óptimos locales, entonces se deben emplear los tándem con
Knitro. En concreto, los algoritmos BB y BD con CBC o BB con Gurobi.

Lo último que se presentará en este caṕıtulo es una comparativa de nuestros mejores métodos con
los métodos heuŕısticos HRS y HRS ALT presentados en Alfaki & Haugland (2014), Knitro y BARON
para todas las instancias grandes. La idea del método HRS consiste en partir del problema de flujo en
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Figura 4.6: Rendimiento en media para todos los métodos con tándem

redes a coste mı́nimo resultante de no incluir los pools en la red e ir construyendo la red introduciendo
los pools de forma iterativa resolviendo los respectivos problemas de optimización. Por su parte, el
método HRS ALT es un tándem que consiste en resolver el problema de pooling con HRS e inicializar
el método ALT con la solución obtenida con el primero. El método ALT (Audet et al. 2004) consiste
en hacer una partición del conjunto de variables de tal forma que si fijamos las variables del primer
conjunto y las del segundo no, el problema resultante es lineal y viceversa. Este método va fijando de
forma iterativa las variables del primer conjunto, resuelve el problema lineal, desfija las primeras y fija
las del segundo resuelve el problema lineal... El proceso continúa hasta que se encuentre un óptimo
local. Este se identifica cuando las soluciones del problema no cambian de una iteración a otra. Es
importante destacar que los resultados obtenidos con nuestros métodos y las heuŕısticas de la literatura
se pueden comprar ya que estas últimas siempre convergen antes del ĺımite de tiempo prefijado por
los autores, 1200 segundos. Aunque las máquinas en las que se han ejecutado son diferentes, como la
nuestra presenta una potencia superior, en caso de ser ejecutados en nuestra máquina los resultados
seŕıan los mismo pero el tiempo de ejecución, posiblemente, fuese menor.

En la Figura 4.7 tenemos representados los valores alcanzados en términos de función objetivo
relativa con nuestros mejores métodos, HSR, HRS ALT, Knitro y BARON para todas las instancias
grandes sobre el modelo PQ. Aqúı solo se muestran resultados referentes a este modelo ya que es el
único coincidente entre nuestros resultados y los expuestos en Alfaki & Haugland (2014). Se puede
observar que, los tándem implementados alcanzan mejores soluciones que las obtenidas con HSR y
HRS ALT para todas las instancias. Si comparamos los resultados de aplicar unicamente el algoritmo
B con CBC sobre las instancias grandes vemos como este mejora en todos los casos a HSR excepto en
la instancia sppA2 e incluso es competente con el tándem HRS ALT en térnimos de función objetivo
relativa. Este hecho es relevante ya que los métodos HSR y HRS ALT están expresamente diseñados
para los problemas de pooling mientras que los métodos implementados son mucho más generales.
Además, es importante destacar que B con CBC es directamente comparable con HSR ya que no son
métodos en tándem mientras que HRS ALT śı lo es. Si se hace una comparativa directamente con
los solvers comerciales se observa como hay una mayor robustez, a la hora de resolver los problemas
de pooling, con los métodos implementados que con los solver comerciales. Además, vemos que para
algunas instancias estos solvers comerciales no son capaces de encontrar una solución factible del
problema en menos de 1200 segundos, mientras que con nuestros métodos siempre se encuentran
soluciones factibles en el ĺımite de tiempo. Finalmente, si nos tuviéramos que decantar por la elección
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de uno de los métodos para resolver los problemas de pooling elegiŕıamos los tándem BB o BD con
CBC utilizando Knitro en la segunda pasada.

Figura 4.7: Comparativa con la literatura, Knitro y BARON de los resultados obtenidos con los mejores
métodos sobre el modelo PQ.





Caṕıtulo 5

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue la implementación de cuatro variantes del método de
descomposición de Benders generalizado que permiten encontrar buenos óptimos locales para los pro-
blemas de pooling en un tiempo de ejecución razonable. Ha quedado de manifiesto que resolver este
tipo de problemas, cuando el tamaño de los mismos es elevado, es una tarea muy dif́ıcil. Se ha visto
como el solver comercial Knitro, para algunas de las instancias grandes, no es capaz de conseguir ni
una solución factible en menos de 1200 segundo. El comportamiento aún es peor en el caso del solver
global BARON ya que en 11 de las 20 instancias grandes con el modelo PQ no es capaz de encontrar
una solución factible en el ĺımite de tiempo permitido. En cambio, las técnicas de descomposición im-
plementadas consiguen, para todos los problemas e instancias soluciones factibles antes de este ĺımite
de tiempo. Con lo que queda de manifiesto que la utilización de los métodos implementados pueden ser
de gran ayuda para empresas de las industrias petroqúımicas y gaśısticas. Además, ha resultado que
incluso técnicas diseñadas espećıficamente para encontrar óptimos locales en los problemas de pooling
como HSR y HRS ALT consiguen peores óptimos locales que los conseguidos con las mejores técnicas
implementadas, siendo estas mucho más generales.

De los métodos implementados se puede concluir que los que mejor comportamiento tienen, en
general, tanto en términos de optimalidad como en tiempos de ejecución son B, BD, y BB todos ellos
con CBC. Con lo que se tiene una herramienta totalmente gratuita y competente para resolver la familia
de problemas consideradas en este trabajo. Si se utilizan, estas técnicas en tándem los resultados son
competentes e incluso superando a los obtenidos con herramientas comerciales.

En cuanto a la formulación matemática del problema de optimización hay diferencias de compor-
tamiento entre la formulación PQ y TP, pero los resultados obtenidos también dependen del método
utilizado para resolverlos. No se puede concluir que uno se comporte mejor que el otro de manera clara
en términos medios. El modelo TP con los algoritmos B, BB con CBC o BBD con Gurobi es el que
consigue un mejor rendimiento medio en términos de función objetivo relativa. Sin embargo, si lo que
se quieren son resultados más rápidos se podŕıa utilizar el modelo PQ y el algoritmo B con CBC.

Lo siguiente a destacar es que se puede tener una herramienta para resolver problemas de opti-
mización con caracteŕısticas similares a los de pooling y competente con los solvers comerciales de
forma gratuita. Es decir, si los solver utilizados tanto para resolver los problemas intermedios como
los tándem son gratuitos el coste monetario de la herramienta será nulo.

Lo novedoso de este trabajo ha sido la formulación del subproblema para los problemas de pooling
presentada en la subsección 3.3. Se ha conseguido remediar el problema de que los cortes de Benders
se anulen cuando las restricciones están débilmente activas en un punto sin aumentar la complejidad

45
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computacional del modelo. La forma de hacerlo ha sido formular el subproblema con todas sus res-
tricciones como menor o igual y utilizar una única variable de holgura penalizada en función objetivo
sobre aquellas restricciones en las que aparecen implicadas variables complicantes.

A modo aclaratorio, los cortes dinámicos fueron pensados originalmente para ser utilizados en el
método de Benders sobre problemas de programación estocástica (Soumis et al. 2012). Cuando se
trabaja con problemas estocásticos con el algoritmo de Benders, se puede tener multitud de subpro-
blemas y un único problema maestro que es el encargado de coordinar todos los subproblemas. Lo que
ocurre es que en vez de añadir un corte en cada iteración del algoritmo se añaden tantos cortes como
subproblemas se tengan. Esto provoca que el crecimiento del problema maestro sea muy rápido. En los
problemas de pooling (deterministas) se comprobó que en muchas instancias el número de iteraciones
para que el algoritmo convergiera era elevado, se decidió implementar esta heuŕıstica para facilitar la
resolución del problema maestro. En los resultados emṕıricos resultó que la heuŕıstica sobre el método
de Benders generalizado aplicado sobre los problemas de pooling funciona realmente bien. Incluso per-
mite explorar puntos de la región factible a los que el método de Benders generalizado convencional
no es capaz de llegar, en algunos casos.

Los bundle methods utilizados en el algoritmo de Benders, fueron originalmente pensados para ser
aplicados sobre problema convexos. Basándonos en el hecho de que los problemas de pooling presentan
multitud de óptimos locales se han adaptado con el objetivo de acelerar el procesos de búsqueda de
óptimos locales. La idea es que si queremos obtener óptimos locales de forma rápida una forma sencilla
de hacerlo es mantenerse cerca del mejor óptimo encontrado en el proceso iterativo, permitiendo
movimiento cada vez que se encuentra un nuevo óptimo local mejor. En los resultados emṕıricos no
resultó ser el método más rápido pero śı que es uno de los que mejores óptimos locales consigue.

De cara a un posible trabajo futuro, la herramienta de optimización implementada puede ser me-
jorada mediante la construcción de un multiarranque de manera sencilla. Durante el proceso iterativo
de los algoritmos implementados se recorren multitud de óptimos locales del problema original para
finalmente devolver el mejor. Es fácil ver que en dicho proceso iterativo se pueden guardar, si se quiere,
otros óptimos locales. Con el algoritmo de Benders, o las modificaciones implementadas, se podŕıa, por
ejemplo, guardar un número prefijado de óptimos locales que se hayan encontrado durante el proce-
so iterativo y aśı inicializar nuevamente el algoritmo con las soluciones encontradas. Además, si este
último paso lo realizamos en paralelo el tiempo computacional no será muy diferente al consumido la
primera vez que se empleó el método.



Apéndice A

Nociones básicas de teoŕıa de grafos
y redes con flujo

A.1. Nociones básicas de teoŕıa de grafos

Un grafo D es un par (N,A) consistente en un conjunto N de elementos llamados nodos o vértices
y un conjutno A cuyos elementos representan arcos o aristas. Según cómo sean los elementos de A se
pueden distinguir dos tipos de grafos:

Grafos orientados: Un grafo orientado o dirigido es aquel en el que A ⊂ N ×N , es decir, los
arcos son pares ordenados; el arco (i, j) empieza en el nodo i y termina en el nodo j.

Grafos no orientados: En un grafo no orientado A está compuesto por subconjuntos de N de
dos elementos. En este caso, como {i, j} y {j, i} son el mismo conjunto, representarán el mismo
arco.

Gráficamente, el carácter orientado o no orientado de un grafo se representará mediante presencia o
ausencia de flechas. Se usará n y m para referisse al número total de nodos y aristas respectivamente.

Un grafo es completo si todas las aristas posibles están presentes. En el caso de un grafo orientado
el máximo número de aristas en n(n− 1) porque no se permiten lazos en este documento y, en el caso
de un grafo no orientado, se tendrá la mitad, n(n− 1)/2. Un grafo es plano si puede dibujarse en un
plano sin que sus aristas se corten.

Un subgrafo de D es un grafo D′ = (N ′, A′) que tiene todos sus vértices y aristas en D, es decir,
N ′ ⊆ N y A′ ⊆ A. Un subgrafo de expansión de D es un subgrafo D′ = (N ′, A′) tal que N ′ = N . Si
la arista (i, j) está presente en un grafo D, decimos que los nodos i y j son adyacentes y también que
son incidentes con las aristas (i, j) y que la arista (i, j) es incidente con los nodos i y j. El grado de
un nodo cualquiera de un grafo D es el número de aristas incidentes con él, es decir, es el número de
aristas que entras y salen de ese nodo. Sea D un grafo no orientado y sea (a1, a2, ..., ar) y una secuencia
de aristas de D. Si existen vértices v0, v1, ..., vr tales que, para l ∈ {1, 2, ..., r}, al = (vl−1, vl), decimos
que la secuencia es una cadena. Para referirnos a una cadena se usará indistintamente la secuencia de
aristas o la secuencia de nodos que la forma. Se tienen los siguientes tipos de cadenas:

Cadena cerrada: Una cadena en la que v0 = vr

Camino: Una cadena en la que todos los vértices sin distintos.
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Circuito o ciclo: Una cadena cerrada en la que no hay más nodos coincidentes que el primero
y el último.

Un grafo se dice que es conexo si para cada par de vértices existe una cadena no orientada que los
une. Se dice que es fuertemente conexo si para cada par de vértices existe una cadena orientada que
los une. Un grafo se dice que es un árbol si es conexo y no contiene ciclos (no orientados). Un árbol
de expansión de D es un árbol que es un subgrafo de expansión de D. Dicho árbol será un subgrafo
conexo minimal en el sentido de que no habrá otro subgrafo conexo con menos aristas.

A.2. Redes con flujo

Una red es un grafo con uno o más números asociados con cada arco o nodo. Estos números pueden
representar distancias, costes, fiabilidades u otros parámetros de interés. Llamaremos flujo al env́ıo
de elementos u objetos de un lugar a otro dentro de una red. Por ejemplo, el transporte de crudos o
derivados de los mismos a través de tubeŕıas en una refineŕıa, el traslado de personas desde su domicilio
a su lugar de trabajo, el trasporte de gas a través de una red de gas... Los modelos correspondientes a
estas situaciones los llamaremos modelos de redes con flujo.Por ejemplo, podŕıamos estar interesados
en minimizar el coste de env́ıo de productos a través de las tubeŕıas en una refineŕıa de petróleo.

Los objetos que ”viajan” o fluyen por la red de llaman unidades de flujo o simplemente unidades.
Las unidades de flujo pueden ser bienes, personas, información o casi cualquier cosa. La red con flujo
es un grafo orientado. De forma general llamaremos fk al flujo que pasa por el arco k. A cada arco k
se le asignarán tres parámetros:

Cota inferior, lk ≥ 0: Cantidad mı́nima de flujo que debe pasar por el arco k.

Capacidad o cota superior, uk ≥ 0: Cantidad máxima de flujo que el arco k puede soportar.

Coste o beneficio, ck : Si es negativo denota el coste de unidad de flujo que pasa por el arco
k; si es positivo denota beneficios.

El arco k también se puede denotar como (i, j) (siendo i y j los nodos incidentes en el arco k); en este
caso, también se denotará los parámetros asociados como lij , uij y cij . Entonces una red con flujo R
vendrá caracterizada por una tupla ((N,A), (l, u, c)), donde (N,A) es el grafo subyacente a la red y
(l, u, c) serán las capacidades o costes de los arcos.



Apéndice B

Tablas de resultados
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śı

m
b

o
lo

-
in

d
ic

a
q
u

e
n

o
se

h
a

ob
te

n
id

o
u

n
a

so
lu

ci
ón

fa
ct

ib
le

en
m

en
o
s

d
e

1
2
0
0

se
g
u

n
d

o
.
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