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Resumen

El propésito de este trabajo es modelar y resolver situaciones reales en las cuales un cierto
nimero de inversores desea crear una cartera de inversiéon a través de uno o varios bancos.
Por un lado el banco tiene que decidir qué comisiones poner a cada activo y por otro lado
el inversor tiene que decidir como configurar su cartera. A diferencia de los modelos clasicos,
en este trabajo se considerara el CVaR como medida de riesgo, por sus buenas propiedades
matematicas y su alta aceptacién en la literatura. Ademds, se crearan diferentes modelos
en funcion de si es el banco o el inversor el que toma primero la decisién, dando lugar a
problemas binivel. A dichos problemas se le aplicaran técnicas matematicas de optimizacion
para poder resolverlos de forma eficiente y finalmente se presentard una discusion de los

resultados obtenidos.

Abstract

The goal of this work is to model and solve real situations in which a certain number of
investors aim to create a portfolio through one or several banks. On the one hand the bank
has to decide which commissions to put on each asset and on the other hand the investor has to
decide how to configure the portfolio. Unlike the classic models, the risk measure considered in
this work will be the CVaR, due to its good mathematical properties and its high acceptance
in the literature. In addition, different models will be created depending on whether it is the
bank or the investor who makes the decision first, leading to bi-level problems. After that,
mathematical optimization techniques will be applied to these problems in order to solve them

efficiently. Finally a discussion of the results will be presented.
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Introduccion

Historicamente, el principal criterio para decidir en qué carteras y con qué cantidad invertia un
inversor era ver que combinacion generaba mayor rentabilidad. Sin embargo, esto cambio en en
el ano 1952, cuando Harry Markowitz introdujo un factor a tener en cuenta igual de importante
que la rentabilidad: el riesgo de cada inversiéon (Markowitz (1952)). Asi, se empezaron a
considerar modelos en los cuales se combinaban las ideas de maximizar la rentabilidad y
minimizar el riesgo a la hora de decidir. La medida utilizada por Markowitz para medir el
riesgo fue la varianza.

Sin embargo, la varianza, a pesar de ser una buena medida de dispersion, como medida de
riesgo tiene bastantes limitaciones. Debido a esto, en afios posteriores se propusieron medidas
alternativas, como es el caso del VaR (Stambaugh (1996)) y del CVaR (Rockafellar y Uryasev
(2000)), esta dltima con muy buenas propiedades matemadticas. Asi, uno de objetivos de este
trabajo sera explicar estas medidas de riesgo, sus ventajas y desventajas, asi como la forma
de calcularlas.

Por otro lado, el modelo propuesto por Markowitz solamente se centra en encontrar una
cartera optima desde el punto de vista del inversor. Sin embargo, en este trabajo se ird méas
alld y se estudiardn situaciones en las que no solamente un inversor quiere encontrar su
cartera Optima, sino que el inversor tiene que pagar unas comisiones al banco para realizar su
inversor y el banco quiere maximizar los beneficios que obtiene. De este modo, surgen diversas
situaciones dependiendo de quién escoja primero su estrategia o de si hay colaboraciéon o no.
Una primera aproximacién a estos modelos, aunque con ciertas diferencias a lo que se tratara
en este trabajo, se puede ver en Leal et al. (2018). Tanto el autor como el director de este
trabajo de Fin de Master han trabajado estrechamente con dos de los coautores del anterior
articulo: Marina Leal y Justo Puerto de la Universidad de Sevilla. Dicha colaboracién ha
permitido la realizacién de parte de este trabajo y el objetivo es seguir investigando en esta
linea mas alla de lo presentado en esta memoria.

Ademas, es importante destacar que los problemas que se plantearan en este trabajo se
modelaran primero teniendo en cuenta la situaciéon de partida y posteriormente se utilizardn

técnicas de optimizacién matemaética que permitan resolverlos de forma eficiente. Una de

\Y



las técnicas utilizadas serd la conocida como RLT (Reformulation-Linearization Technique),
introducida en Sherali y Tuncbilek (1991) y estudiada en detalle en Gonzalez-Rodriguez (2017)
(trabajo de Fin de Grado del mismo autor que esta memoria).

La organizacién de este documento serd la siguiente: en primer lugar se enunciaran defi-
niciones y resultados relativos a la programaciéon matemaética que se utilizardn a lo largo del
trabajo, para ayudar al lector que no esté familizarizado con los mismos. Posteriormente se
hard una revisiéon de los modelos clasicos relativos a optimizacion de carteras y se tratardn
los principales conceptos relacionados con el CVaR como medida de riesgo. Finalmente se
estudiaran los modelos matematicos y el proceso para llegar a ellos, asi como los resultados

obtenidos, dando una interpretaciéon de los mismos.
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Capitulo 1

Fundamentos de la programacién matema-

tica

En este capitulo se explicaran brevemente los principales conceptos de la programaciéon mate-
matica, que seran utilizados a lo largo de todo el trabajo. El objetivo es enunciar los principales
resultados de optimalidad en la programacién matematica, para poder aplicarlos posterior-
mente a los problemas de carteras entre bancos e inversores.

Para la redaccién de este capitulo se tomara como principal referencia Gonzalez-Rodriguez
(2017).

1.1. Conceptos basicos

Definicion 1.1.1. En general, un problema de programacién matemadtica consiste en mini-
mizar o maximizar una funciéon f : R” — R sobre un conjunto especifico F' C R", denominado

conjunto factible.

Observacion 1.1.1. Notese que maximizar una funcién f es equivalente a minimizar la funciéon
—f, por lo que a lo largo de este capitulo trataremos solamente problemas de minimizar (es

el convenio utilizado por la mayoria de libros).
Observacion 1.1.2. Se utilizara el convenio estandar de denotar los vectores de R™ usando la

negrita. Ademas, los consideraremos siempre vectores columna.

Definicion 1.1.2. Se define solucion factible como cualquier punto ® € F', independiente-
mente del valor de f(x).

Definicién 1.1.3. Se define solucidn dptima como cualquier punto & € F tal que f(Z) < f(x)

para todo x € F'. También se denomina solucién déptima global.
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Definiciéon 1.1.4. Se dice que un punto & € F' es una solucion éptima local si para algin

entorno U de & se tiene que f(&) < f(x) para todo x € FNU.

Definicién 1.1.5. Se llama conjunto dptimo al conjunto de todas las soluciones éptimas (si

las hubiera).

Definicion 1.1.6. Se define el valor dptimo como la mayor cota inferior de los valores de
f(x) con & € F, es decir, el infycp{f(x)}. Puede que f alcance dicho valor en algiin punto

x € F o no.

Observacion 1.1.3. Si f no estd acotada inferiormente, entonces el valor éptimo es —oo. Por

convenio, decimos que el valor éptimo es +oo si ' = ().

Definicion 1.1.7. En general, formularemos los problemas de programacion matemética de

la siguiente forma (formato estandar):

minimizar f(x)

sujeto a  g;(x) <0, i1=1,...,m,
hj(z) =0, ji=1,...,1,
xre X CR”,

donde g; : R" = Ry h; : R" — R.

El conjunto factible F es el conjunto de todos los puntos & € X que satisfacen las restric-
ciones g;(x) <0y hj(x) = 0.

En la mayoria de libros se suele usar el conjunto X para agrupar en él las restricciones

que se consideran “faciles” (como cotas inferiores y superiores). En general, consideraremos
X =R"

1.2. Distintas clasificaciones

En esta seccién veremos dos principales formas de clasificar los problemas de programacion

matematica: en lineales y no lineales y en convexos y no convexos.

Definicién 1.2.1. Se dice que una funcién f : R — R es afin si f(x) = f(x1,...,2,) =
co + c1x1 + ... + ¢y, para unos ciertos co,ci,...,c, € R. Se dice que f es lineal si es afin y

ademas ¢g = 0.
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Con la definicién anterior podemos hacer una primera clasificacién de los problemas de

programacién matematica a partir de la forma estdndar de la definicién 1.1.7.

e Problema de programacion lineal: se trata del caso en el que f es una funcién lineal, g;
y h; son funciones afines y el conjunto X es R™. La restriccion de que f sea lineal y
no afin no es relevante puesto que sumar o restarle una constante solo haria cambiar el

valor de la funcién objetivo, siendo la solucién 6ptima la misma.

e Problema de programacion no lineal: cualquier problema de programacion matematica

que no sea lineal.

Ejemplo 1.2.1. El problema

minimizar 5x1 + 2z9 — x3
sujetoa 4r; +x2—20<0
T1+x3—6=0
x1 > 0,29 >0,23 >0

es un ejemplo de problema de programacion lineal de dimensién 3 (R” = R3).
El problema
minimizar 5xijxs — T3
sujeto a 4z + x% —20<0
T1+2x3—6=0
z1 20,22 20,23 20

es un ejemplo de problema de programacién no lineal de dimensién 3 (R" = R3).

Proposiciéon 1.2.1. Cualquier problema de programacion lineal se puede expresar de la si-

guiente forma:

minimizar ¢'x

sujetoa Ax=0b
x>0,

donde x € R" es el vector de variables, ¢ € R"™ el vector de los coeficientes de la funcion
objetivo, A € M« matriz de los coeficientes de las restricciones y b € R™ vector de los
términos independientes.

Se entiende por x > 0 que todas las componentes del vector  son mayores o iguales que 0.
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La demostracion de lo anterior es bastante sencilla y puede verse en Gonzélez-Rodriguez
(2017).

Definicién 1.2.2. Se dice que una funciéon f : R® — R es conveza si, para todo par de puntos
x,y € R", se tiene que f((1 — Nz + Ay) < (1 —\)f(z) + Af(y) para todo X € [0, 1].

Proposicién 1.2.2. Una funcién afin (en particular lineal) f : R™ — R es conveza.

Demostracion. Sea f : R™ — R una funcién afin (en particular es lineal). Por la defini-
cion 1.2.1, f(x) = f(z1,...,2n) = co + 121 + . .. + cpxy,. De lo anterior se deduce facilmente
que f(x +vy) = f(x)+ f(y) para todo &,y € R" y que f(Ax) = A\f(x) para todo ¢ € R" y
todo A € R.

Asi, para todo A € [0,1] se tiene que f((1 =Nz + Ay) = (1 =N f(x) + A\f(y) < (1 —
Nf(@) + M (w). m

Definicion 1.2.3. Se dice que un conjunto C' C R" es convero si, para todo par de puntos

x,y € C, se tiene que \x + (1 — \)y € C para todo X € [0, 1].

Atendiendo a lo anterior se puede hacer una segunda clasificaciéon de los problemas de

programacién matematica. Consideraremos el problema dado en su forma estandar 1.1.7.

e Problema de programacién convera: se trata del caso en el que f y g; son funciones

convexas, h; son afines y el conjunto X es un conjunto convexo.

e Problema de programacion no conveza: cualquier problema de programacion matemaética

que no sea convexo.
Ejemplo 1.2.2. El problema
minimizar 2x% + x% — 22129
sujeto a 227 — 323 —-1<0
r1+x3—12=0
1 Z 0,1'2 Z 0,1’3 Z 0
es un ejemplo de problema de programacién convexa de dimensién 3 (R™ = R?).

Observacion 1.2.1. Es inmediato ver que todo problema de programacién lineal es un problema

de programacién convexa.
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Proposicién 1.2.3. Un problema de programacion matemdtica es convexo si y sélo si f es

conveza y el conjunto factible F' es un conjunto convexo.

Demostracion. Es inmediato ver que las restricciones que involucran a las funciones g; y h;
dan lugar a un conjunto convexo. De forma reciproca, si el conjunto factible F' es convexo,
basta tomar X = F'. m

Proposicién 1.2.4. En cualquier problema de optimizacion conveza (en particular en cual-

quier problema de programacion lineal), todo dptimo local es también éptimo global.

De nuevo, la demostracién del anterior resultado es sencilla y puede verse en Gonzélez-
Rodriguez (2017).

Un caso especial de problemas de programaciéon matematica son los problemas de progra-
macion entera, que son en los que se exige que las variables sean enteras, es decir, x € Z™. Otro
tipo de problemas son los problemas de programacion mixta, en lo cuales solamente algunas
de las variables que aparecen son enteras. No profundizaremos en ellos, pues los problemas

que apareceran en este trabajo seran problemas con variables continuas.

1.3. Condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker

En el &mbito de la programacion no lineal, el principal resultado relacionado con la optimalidad
(local), es el teorema de Karush-Kuhn-Tucker. Dicho teorema nos proporciona, bajo unas
ciertas hipotesis, una serie de condiciones necesarias para que un punto sea un 6ptimo local.

A continuacién, enunciaremos el teorema de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Su
demostracién no se incluye en este trabajo, pues requiere demostrar varios resultados previos,
que se salen del objetivo de esta memoria. El proceso llevado a cabo para llegar a la demos-
tracién de este teorema puede encontrarse en Gonzalez-Rodriguez (2017) y en Bazaraa et al.
(2006).

Antes de enunciar el siguiente teorema, necesitamos definir formalmente lo que se conoce

como el conjunto de restricciones saturadas en un punto.
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Definicion 1.3.1. Consideremos el siguiente el problema de programacién matematica:

minimizar f(x)

sujeto a  gi(x) <0, i=1,....,m
1

Dado un punto « € F se define el conjunto I(x) = {i : gi(x) = 0}. Asi, I(x) es el conjunto
formado por los indices de las restricciones de desigualdad en las cuales no existe un entorno
en el que se pueda mover x sin salirse del conjunto factible F'. Dichas restricciones se conocen

como restricciones saturadas en el punto .

Teorema 1.3.1 (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Consideremos el problema

de programacion matemdtica dado por:

minimizar f(x)

sujetoa gi(x) <0, i=1,...,m
1

y supongamos que T es un punto factible tal que f y g; con i € I(Z) son diferenciables
en &, que hj con j € {1,...,l} son continuamente diferenciables, que g; con i ¢ I(Z) son
continuas en & y que los vectores Vg;(Z) con i € I(Z) y Vhj(Z) con j € {1,...,l} son
linealmente independientes. ST & es un minimo local, entonces existen escalares unicos u;

para todo i € I(Z) y vj para todo j € {1,...,1} tales que:
o VI(&) + Yicr@ i Voi(®) + X v Vhi(®) =0 y
e u; >0 para todo i € 1(Z).

Si ademds las funciones g; con i ¢ I(Z) son diferenciables en &, entonces las condiciones
anteriores son equivalentes a que existen escalares tnicos u; para todo i € {1,...,m} y v;

para todo j € {1,...,1} tales que:
o V(&) + Xk ui Vgi(ZT) + Y5, v Vhy(E) = 0,
e u;gi(Z) =0 para todoi € {1,...,m} y

e u; >0 para todo i € {1,...,m}.
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De este modo, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker nos proporcionan unas condiciones
necesarias para que un punto sea un 6ptimo local en cualquier problema de programacion
matematica. Ademads, se puede demostrar que en problemas de programacién lineal, estas

condiciones son también suficientes (Bazaraa et al. (2006)).

1.4. Dualidad en programacion lineal

Por dltimo y, para finalizar este capitulo de nociones bésicas de la programacion matematica,
enunciaremos los teoremas de dualidad (teorema de dualidad débil y teorema de dualidad
fuerte). Dichos teoremas se enuncian para cualquier problema de programacién matematica,
pero en esta memoria solamente enunciaremos los teoremas de dualidad en programacion

lineal, ya que sera sobre esta clase de problemas sobre la que los apliquemos.

Definiciéon 1.4.1. Dado un problema de programacion lineal

minimizar ¢'x

sujetoa Ax =b
x>0,

se define su problema dual como

maximizar 7'b

sujetoa ATw <e,

Se puede ver ficilmente que se cumplen las siguientes relaciones entre el problema primal

y el problema dual:
e El problema dual tiene tantas variables como restricciones tiene el programa primal.
e El problema dual tiene tantas restricciones como variables tiene el programa primal.

e Los coeficientes de la funcion objetivo del problema dual son los términos independientes

de las restricciones del programa primal.

e Los términos independientes de las restricciones del problema dual son los coeficientes

de la funcién objetivo del problema primal.
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e La matriz de coeficientes del problema dual es la traspuesta de la matriz de coeficientes

del problema primal.

e Si el programa primal es un problema de minimizacién, el programa dual es un problema

de maximizacién.
e El problema dual de un problema dual es el programa primal original.

En este caso, se ha definido el problema dual para un problema de programacién lineal de la
forma vista en la proposicion 1.2.1, ya que sabemos que cualquier problema de programacion
lineal se podia expresar de dicha forma. Sin embargo, se puede construir directamente el
dual de un problema de programacién lineal con restricciones tanto de igualdad como de
desigualdad y con variables tanto mayores o iguales que 0 como menores o iguales que 0 o
libres.

Para ello, basta con construir el problema dual siguiendo las indicaciones de las ta-
blas 1.1 y 1.2. Asi, podemos ver que el signo de las restricciones del problema dual depende
del signo de las variables del problema primal y el signo de las variables del problema dual

depende del signo de las restricciones del problema primal.

Primal Dual

minimizar c¢'x maximizar 7w'b

sujeto a A{:L' > by, 1 € My || sujeto a m; >0, 1€ M
Ale <b;, ieM, 7 <0, i€ My
Ale=1b;, ieM; m; € R, i € Ms
ijO, j€N1 TI'TAg-SCj, jENl
z; <0, j € Ny wTAS>c;,  jEN,
z; € R, j € N3 nTAS=¢;, jeENs

Tabla 1.1: Transformaciéon de un problema a su dual.

A continuacién, enunciaremos el teorema de dualidad débil y posteriormente el teorema

de dualidad fuerte para problemas de programacién lineal.

Teorema 1.4.1 (Teorema de dualidad débil). Para todo par de soluciones factibles T y 7 de

los problemas primal y dual, respectivamente, se tiene que ¢'& > 7' b.
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Primal Dual
Funcién objetivo | Minimizar || Maximizar | Funcién objetivo
> >
Restricciones < < Variables
= libres
> <
Variables < > Restricciones
libres =

Tabla 1.2: Transformacion de un problema a su dual.

Demostracion. En efecto, para todo par de soluciones factibles & y 7 de los problemas primal

y dual, respectivamente, se tiene que
c'z>(FTAZ=7"(AZ)>7'b O

Corolario 1.4.2. Si c'@ = ®'b con T solucion factible del problema primal y 7 solucion
factible del problema dual, entonces & es un optimo global del problema primal y T es un

optimo global del problema dual.

Por tanto, el valor de la funcién objetivo en una solucién factible del problema primal acota
superiormente el valor de la soluciéon éptima, mientras que el valor de la funcién objetivo en una
solucién factible del problema dual lo acota inferiormente. Ademés, si dichas cotas coinciden
estamos ante un 6ptimo global.

En general, dichas cotas pueden no coincidir, quedando un espacio entre ellas denominado
duality gap. Sin embargo, en programacion lineal esto no ocurre, tal y como nos garantiza el

teorema de dualidad fuerte que se enuncia a continuacién.

Teorema 1.4.3 (Teorema de dualidad fuerte). Dado un problema de programacion lineal y

su dual se tiene que
inf{c"x} = sup{w b}
z ™

La demostracién de este teorema se deduce aplicando las condiciones de Karush-Kuhn-

Tucker (teorema 1.3.1) y puede verse en Bazaraa et al. (2006).






Capitulo 2

Optimizacién de carteras y medidas de ries-

g0

En este capitulo presentaremos varios modelos clasicos que se utilizan para calcular la cartera
de inversion Optima para un cierto inversor en términos de rentabilidad y riesgo, seleccio-
nando de forma adecuada los activos que compondran dicha cartera. Los modelos que aqui
presentaremos se basan en el trabajo de Markowitz (1952), considerado como el nacimiento
de la teoria moderna de inversion.

Para poder entender dichos modelos, dedicaremos una primera seccién a explicar conceptos
bésicos relacionados con carteras de inversion.

Finalmente, se introducirdn medidas de riesgo alternativas a la varianza, que es la medida

de riesgo clésica y la que se utiliza en Markowitz (1952).

2.1. Carteras de inversion

En primer lugar introduciremos una serie de conceptos basicos que utilizaremos a lo largo de

esta memoria.

Definicién 2.1.1. Un activo financiero es un instrumento financiero que representa derechos
parciales del propietario sobre una cierta empresa con el objetivo de obtener un beneficio

econdmico.

Definicion 2.1.2. Una cartera de inversién es una combinacién de activos financieros en los
que se decide invertir una cierta cantidad de dinero.
En general, denotaremos una cartera de inversién por * = (x1,...,%y,), siendo z; la

cantidad de dinero que se invierte en el activo j.
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Observacion 2.1.1. Supondremos sin pérdida de generalidad que para cualquier cartera de
inversién se cumple que Z}":l xj = 1. Asi, z; denotara la proporcién del total invertido que

invertimos en el activo j.

A lo largo de esta memoria necesitamos predecir de alguna forma el comportamiento de
los activos en el futuro. Como el futuro es desconocido, no hay una unica forma valida de
hacer esto. El enfoque que utilizaremos en esta memoria es considerar diferentes escenarios

futuros con una cierta probabilidad asociada en funcién de lo que ocurrié en el pasado.

Definicién 2.1.3. Consideramos un activo j en el cual se puede invertir. Se define el retorno

. L . . ) Vs e — s
de dicho activo j en un instante de tiempo ¢ como el cociente r;; = Lt”

siendo vj; el

valor del activo j en el instante ¢ y v;;41 el valor del activo j en el instante ¢ + 1.

En general, consideraremos como unidad de tiempo el dia. Ademas, si el activo j obtuvo
retornos rj;, cont € {1,...,T}, en los dltimos 7" dias, lo que haremos sera considerar 1,...,T
escenarios futuros con una probabilidad asociada p; de forma que en el escenario ¢ el retorno

futuro del activo j sea r;;. En general, los escenarios se considerardn equiprobables.

Observacion 2.1.2. Un estudio realista pasaria por usar técnicas estadisticas méas avanzadas
como series de tiempo, pero prescindiremos de ellas aqui para centrarnos en los problemas de

optimizacién resultantes.

Definicién 2.1.4. Para cada activo j denotaremos por R; la variable aleatoria discreta que
toma valores r;; con probabilidad p;. Evidentemente, las probabilidades de los escenarios
futuros deben sumar 1, es decir, Zthl pt = 1. Dicha variable aleatoria I?; se denomina retorno

del activo j.

Definicion 2.1.5. Se define el retorno esperado de un activo j como la esperanza de la

variable R;. Asi, el retorno esperado de un activo, viene dado por

T
Ej = E(RJ) = Zpﬂ‘jt.
t=1

En caso de que supongamos los escenarios equiprobables, se tiene que

1 T
Ej = th::lrjt'
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A continuacién se definen conceptos andlogos para una cartera de inversion.

Definicién 2.1.6. Se define el retorno de una cartera de inversion & = (x1, ..., 2;,) como la

variable aleatoria R de forma que toma el valor Z}”:l x;7j; con probabilidad p.

Definicién 2.1.7. El retorno esperado de una cartera de inversiéon @ = (z1,. .., Zy,) se define
como
m
E=ER) =) (pe Dz
t=1 j=1

En el caso de que todos los escenarios sean equiprobables, se tiene que

1 T m m 1 T m

E=5 Y =32 5 it =) #E
t=1j=1 j=1 t=1 j=1

Asi, el retorno esperado de una cartera de inversién se puede calcular como la suma de

los retornos esperados de cada activo multiplicados por la cantidad invertida en cada uno de

ellos.
A continuacién se muestra un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos dos posibles activos en los que invertir: A7 y As. Supongamos
que tras un estudio previo hemos llegado a la conclusion de que el activo A; tendra un
retorno de 0.2 (beneficio) con una probabilidad 0.5 y un retorno de —0.1 (pérdida) con una
probabilidad 0.5. Por otra parte, el activo As tendrd un retorno de 0.01 con un probabilidad
0.5 y un retorno de 0.03 con una probabilidad 0.5.

Asi, si consideramos la cartera de inversiéon * = (z,1 — z) con x € [0, 1], su retorno

esperado sera

0.2-0.1 0.01 +0.03
EZSE-leL(l*x)-RQ:.%‘-TJr(l*l‘)’%:0.05l‘+0.02(17$)
De este modo, podemos ver que el méximo de la funcién 0.05z 4 0.02(1 — x) con x € [0, 1]

se alcanza en x = 1, es decir, invertir todo el dinero en el activo Aj.

El anterior ejemplo pone de manifiesto que centrarse solamente en maximizar el retorno
esperado quiza no sea lo méas conveniente. En efecto, en este ejemplo estariamos invirtiendo

todo nuestro dinero en el activo Ay, pues es el que mayor retorno esperado tiene. Sin embargo,
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es importante destacar el alto riesgo de dicha inversién, pues hay una probabilidad del 50 %
de tener pérdidas del 10 %, mientras que invirtiendo en el activo Ay nos asegurariamos no

tener pérdidas en ningin caso, a pesar de que su retorno esperado sea mas bajo.

Por tanto, necesitamos una medida del riesgo de la inversién. En Markowitz (1952) se

considera la varianza, tal y como se define a continuacién.

Definicién 2.1.8. Se define la varianza de un activo j como la varianza de su retorno R;.

Asi, la varianza del activo j es
T
0'J2- = Var(R;) = Zpt(rjt — Ej)z.
t=1

Definicion 2.1.9. Se define la covarianza entre dos activos j y k& como la covarianza entre

los retornos R; y Ry,. Asi, la covarianza de entre el activo j y el activo k viene dada por

T

Ok — COV(Rj, Rk) = Zpt(rjt — Ej)(rkt — Ek)
t=1

A continuacién definimos la varianza de una cartera de inversién.

Definicién 2.1.10. Se define la varianza de una cartera de inversién = (z1, ...,y ) como

la varianza del retorno de dicha cartera R. Asi,

T 2

V= Var(R) = Zpt Zl’j’l“jt —F
t=1 Jj=1

Ahora probaremos una breve proposicion que nos proporciona una forma facil de calcular

la varianza de una cartera de inversion en la practica.

Proposicién 2.1.1. La varianza de una cartera de inversion viene dada por
m m
V= E E TjTRO -

j=1k=1
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Demostracion. Haciendo operaciones se tiene que

T m 2 T m m 2 m
V =Var(R) = Zpt Z zirg—E| = Zpt Z TjTjE — Z xzjE; | = Var Z ziR; | .
t=1 j=1 t=1 j=1 j=1 j=1
Utilizando ahora las propiedades de la varianza, se tiene que

V= Z Z ov(z;Rj, xxRy) = Z Z jxxCov(R;, Ri) = Z Z TR0k L]
j=1k=1

J=1k=1 j=1k=1

A continuacién se muestra un ejemplo que pone de manifiesto la importancia del enfoque

que le demos al problema de elegir la cartera éptima.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos los activos A1, A2 y Az de forma que cada uno de ellos tiene
dos escenarios futuros posibles con una probabilidad de 0.5 cada uno de ellos. Los retornos

en cada escenario se muestran en la tabla 2.1.

’ Activo ‘ Escenario 1 | Escenario 2

Ay —0.1 0.2
As —0.01 0.05
As 0.001 0.005

Tabla 2.1: Retornos en los posibles escenarios para cada activo en el ejemplo 2.1.2.

Vamos a elegir la cartera 6ptima siguiendo 2 enfoques diferentes:

1. Maximizando el retorno esperado. En este caso, el retorno esperado de la cartera x =
($1,x2,x3>, con ri + r2 + T3 = 17 €s
0.2-0.1 0.05 —0.01 0.001 + 0.005
szl'Rl+x2'R2+$3'R3:$1'T+$2'f+$3'#
= 0.05z1 4 0.02z2 + 0.003x3.

Asi, el méximo de la funcién 0.05z1 +0.02x2 +0.003x3 (sujeto a que 1 +xz2+23 = 1) se
alcanza en (x1,x2,x3) = (1,0,0), es decir, invertir todo en el activo A;. Esto concuerda

con el hecho de que el activo A; es el que tiene un retorno esperado mayor.
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2.

2.2,

Minimizando la varianza. En este caso, la varianza de la cartera @ = (z1, 22, 23), con

r1+x2+2x3=1,8es

3
V= Z Z TjTROjk = T1T1011 + 122012 + L1T3013 + T2X1021 + L2T2022+
j=1k=1

2 2 2 2 2 2
ToT3023 + T3T1031 + T3T2032 + T3x3033 = Tr10] + 505 + X303+

2(x172012 + 123013 + T2T3023).
Haciendo los célculos de las correspondientes varianzas y covarianzas, obtenemos que:

V = 0.02252% 4 0.000923 + 4 - 107%22 + 0.009z1 29 4 0.000621 23 + 1.2 - 10~ 12923

Se puede ver que el minimo de la funcién anterior, sujeto a que x1 + xo + x3 = 1, se
alcanza en (z1,z2,23) = (0,0,1), por lo que se invertiria todo el dinero en el activo
As. Esto concuerda con el hecho de que el activo A3 sea el que menos dispersién tiene.
En este caso, también coincide con el hecho de que sea el tinico activo que no tiene un
retorno negativo en ninguno de los escenarios. Sin embargo, esto no tendria por qué
ocurrir, ya que un activo con retornos negativos muy parecidos tendria menor varianza
que un activo con retornos positivos pero mas dispersos. Esto nos indica que la varianza,
siendo una buena medida de dispersién, no es en si misma una buena medida del riesgo,

y por eso hoy en dia existen una gran cantidad de medidas de riesgo alternativas.

Modelos clasicos

El ejemplo 2.1.2 pone de manifiesto que con diferentes enfoques se pueden obtener carteras

completamente diferentes. A continuacién, se muestra un nuevo enfoque posible, el cual tiene

como objetivo buscar un equilibrio entre los dos anteriores enfoques.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos los datos del ejemplo 2.1.2. Nuestro objetivo ahora serd ma-

ximizar una combinacién convexa del retorno esperado y la varianza cambiada de signo. Por

ejemplo, podemos considerar la funciéon a maximizar 0.5- F —0.5- V.

Asi, haciendo célculos similares a los del ejemplo 2.1.2, se obtiene que la cartera éptima
en este caso es (r1,xe,r3) = (0.79167,0.20833,0).
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Es importante destacar que tanto el caso de maximizar el retorno esperado como el caso de
minimizar la varianza son ambos un caso particular de maximizar una combinacién convexa
del retorno esperado y la varianza cambiada de signo.

A continuacién, vamos a resolver de nuevo el anterior ejemplo, considerando combinaciones
convexas de la forma AE —(1—\)V, para diferentes valores de A en el intervalo [0, 1]. Para ello,
utilizamos AMPL (Fourer et al. (1990)) con el solver RAPOSa! (Gonzalez-Diaz (2018)) que
garantiza la optimalidad global de las soluciones. En el apéndice B.1 se encuentra el cédigo

utilizado. Ejecutando dicho cédigo, obtenemos los resultados que se muestran en la tabla 2.2.

ENENENES
0 0 0 1
0.025| 0 ]0.21]0.79
0.05 0 0.5 | 0.5
0.075| 0 |0.81|0.19
0.1 0 1 0
0.3 0.2 | 08 0
04 1044 |1056| O
05 10791021 ] O
0.6 1 0 0
0.8 1 0 0
1 1 0 0

Tabla 2.2: Carteras éptimas para diferentes valores de A.

Se puede ver que cuando A es pequeno, lo 6ptimo es invertir en el activo A3 (minimo ries-
go), mientras que cuando A es grande lo 6ptimo es invertir en el activo A; (méximo retorno
esperado). Por otra parte, cuando tenemos un valor de A de 0.1, lo éptimo es invertir en el ac-
tivo Ag, pues no tiene ni el mayor riesgo ni el menor retorno esperado. Es importante destacar
que las escalas de los valores de los retornos esperados y las varianzas no son comparables, de

ahi que se invierta todo en el activo As con A = 0.1 en vez de con A = 0.5. Por esta misma

'RAPOSa es una herramienta de optimizacién polinémica desarrollada por investigadores de la USC
y del IMTATI, siendo uno de los principales desarrolladores el autor de esta memoria. En la web
www.itmati.com/RAPOSa/index.html puede encontrarse mds informacién.


http://www.itmati.com/RAPOSa/index.html
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razén, la malla escogida para los valores de A no es uniforme.
Sin embargo, el enfoque anterior no es el tinico posible, ademés de que tiene el inconveniente
de no saber de antemano qué malla de valores de A tomar. A continuacion se plantean otros

dos enfoques diferentes:

e Resolver el problema de minimizar la varianza sujeto a la restriccion de que el retorno
esperado tiene que ser mayor que una cierta cantidad. Se trataria de resolver por tanto

el siguiente problema de optimizacién matematica:

m m
minimizar ZE TjTOjk

j=1k=1

m
sujeto a ijR- > FEmin
j=1

m
2T =
j=1
x>0

siendo m el niimero de activos, E,i, el minimo retorno esperado que el inversor se quiere

garantizar y R; el retorno esperado del activo j.

e Resolver el problema de maximizar el retorno esperado sujeto a la restriccion de que
la varianza tiene que ser menor que una cierta cantidad. En este caso, se trataria de
resolver el siguiente problema de optimizacion matemaética:

maximizar

xj R;

m
sujeto a Z 2jxR0jk < Vinax

Msu NE H'Ms

l’jzl

.
Il

1
>0

8

siendo m el ntimero de activos, Vax la maxima varianza que el inversor quiere tener y

R; el retorno esperado del activo j.

Para el primero de los enfoques, lo que haremos serd una malla (ahora si la podemos hacer
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uniforme) en las posibles cotas inferiores para el retorno esperado. Sabemos que el maximo
retorno esperado que podemos obtener en este caso es 0.05, invirtiendo todo en el activo Ay,
mientras que el minimo es 0.003, invirtiendo todo en el activo As. En la tabla 2.3 se pueden
ver los resultados obtenidos para las diferentes cotas inferiores del retorno esperado. En el

apéndice B.1 se muestra el cdédigo utilizado para obtener los resultados.

Cota inferior del retorno esperado ‘ T ‘ T9 ‘ T3 ‘
0.003 0 0 1
0.0124 0 0.55294 | 0.44706
0.0218 0.06 0.94 0
0.0312 0.373 | 0.627 0
0.0406 0.687 | 0.313 0
0.05 1 0 0

Tabla 2.3: Carteras 6ptimas para diferentes cotas inferiores del retorno esperado.

Asi, vemos que cuando la cota inferior del valor esperado es pequena (0.003), la inversién
6ptima consiste en invertir todo en el activo Ag, pues es el que tiene menor varianza. Sin
embargo, segiin vamos aumentando la cota inferior del valor esperado, podemos observar que
primero se invierte en el activo As y finalmente se acaba invirtiendo todo en el activo Aj,
pues es la unica forma de que el retorno esperado sea 0.05. Es importante destacar que en
este caso, la restriccién de que el valor esperado sea mayor que una cierta cantidad siempre
se satura, pues los activos de menor varianza son también los de menor retorno esperado y
viceversa.

De forma andloga, podemos utilizar el segundo de los enfoques, para hacer una malla
uniforme en las cotas superiores de la varianza. Sabemos que la varianza minima que se puede
alcanzar en este caso es 4 - 1079 invirtiendo todo en el activo A3, mientras que la varianza
maxima es 0.0225, invirtiendo todo en el activo A;. En la tabla 2.4 se pueden ver los resultados
obtenidos para las diferentes cotas superiores de la varianza. En el apéndice B.1 se muestra
el codigo utilizado para obtener los resultados.

Asi, vemos que cuando la cota superior de la varianza es pequefia (4 - 107°), la inversién
6ptima consiste en invertir todo en el activo As, pues es la Unica forma de garantizarse una

varianza de 4 - 107%. Sin embargo, seglin vamos aumentando la cota superior de la varianza,
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podemos observar que primero se invierte en el activo Ay y finalmente se acaba invirtiendo
todo en el activo Ay, pues la cota superior de la varianza deja de ser restrictiva y se puede
invertir todo en el activo A; con el objetivo de maximizar el retorno esperado. De nuevo, la
restriccién de que la varianza sea menor que una cierta cantidad siempre se satura, por el

mismo motivo que comentamos anteriormente.

Cota superior de la varianza ‘ 1 ‘ T ‘ T3 ‘
4-1076 0 0 1
4.5032 - 1073 0.31 069 | 0
9.0024 - 1073 0.54 | 0.46 | 0
1.35016 - 102 0.72 1028 | 0
1.80008 - 102 0.87 [ 0.13 | 0
2.25.1072 1 0 |0

Tabla 2.4: Carteras 6ptimas para diferentes cotas superiores de la varianza.

Frontera eficiente acotando inferiormente el retorno esperado

0.02

0.015

Varianza

0.01

0.005

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Retorno esperado

Figura 2.1: Frontera eficiente acotando inferiormente el retorno esperado y minimizando la

varianza.
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Finalmente, haciendo una malla més fina en ambos casos, podemos obtener las graficas de
las figuras 2.1 y 2.2. En la grafica 2.1 podemos ver cual es la minima varianza para cada uno
de los retornos esperados que el inversor se quiera garantizar. Asi, si el inversor quiere que su
cartera tenga un retorno esperado mayor o igual 0.03, la menor varianza que puede obtener

es 0.005. Esto es lo que se denomina frontera eficiente.

De modo similar, en la grafica 2.2 podemos ver cudl es el maximo retorno esperado que
puede obtener un inversor para cada una de las varianzas que el inversor se quiera garantizar.
Asi, si el inversor quiere que su cartera tenga una varianza menor o igual que 0.01, el maximo

retorno esperado que puede obtener es 0.0375.

Obsérvese que ambos métodos llegan a la misma frontera eficiente, lo tinico que cambia

en las graficas son los ejes.

Frontera eficiente acotando superiormente la varianza

0.05

0.04

Retorno esperado

0.02

0.01

0.005 0.01 0.015 0.02

Varianza

Figura 2.2: Frontera eficiente acotando superiormente la varianza y maximizando el retorno

esperado.
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2.3. Una medida de riesgo alternativa a la varianza: el CVaR

Hasta ahora, hemos considerado la varianza como la medida asociada al riesgo de una in-
version. Sin embargo, existen otras medidas que se utilizan mas en la actualidad, como es el
caso del Value at Risk (VaR), descrito en Stambaugh (1996), o el Conditional Value at Risk
(CVaR), introducido en Rockafellar y Uryasev (2000). En esta seccién explicaremos qué son
y c¢émo se calculan y también comentaremos sus principales ventajas e inconvenientes con
respecto a la varianza.

En primer lugar definiremos el VaR y, a continuacién el CVaR, que sera el que utilicemos

a lo largo de esta memoria.

Definicién 2.3.1. Dada una variable aleatoria (continua o discreta) X que toma valores en
un cierto soporte Sx, con funcién de densidad f(z) y funcién de distribucién F'(z), se define
el VaR con nivel a € (0,1) como el valor més pequeno tal que la probabilidad de que X sea

menor que dicho valor es mayor o igual que a. Matematicamente se define como
VaRq(X) = inf{x € Sx : F(z) > a}.

En la grafica 2.3 se puede ver una interpretacion grafica del VaR aplicado a la distribuciéon
normal.

Si ahora consideramos una cartera de inversion @ = (x1,...,Zy,), definimos su VaR, ()
como el opuesto al VaR de sus retornos, es decir, VaR, () = —VaR,(R). El objetivo del signo
menos es transformar un beneficio (presumiblemente negativo) en una pérdida. Asi, cuanto

mayor sea el VaR de una cartera de inversion, mayor sera su riesgo.

Definicion 2.3.2. Dada una variable aleatoria continua X que toma valores en todo R con

funcién de densidad f(x), se define el CVaR con nivel o como

1 VaRa(X)
CVaR,(X) = —/ xf(z)dz.?

& J—inf

2Es importante destacar que en algunos articulos se define el CVaR como

CVaRa (X) = i / " VaR (X)d5.
0
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5%

VaR0.05

Figura 2.3: Interpretacion gréafica del VaR

Asi, el CVaR es la media de los valores que estan a la izquierda del VaR.

Para variables aleatorias discretas el CVaR se define de forma andaloga, tal y como se

muestra a continuacion.

Definicién 2.3.3. Consideremos una variable aleatoria discreta X que toma valores {z1,...,z7}

con funcién de densidad f(z;) = p; tal que Zthl p = 1 y supongamos sin pérdida de genera-

lidad que z1 < z9 < ..., < xp_1 < x7. Se define el CVaR con nivel o como
1 q—1 qg—1
CVaR,(X) = o thpt—i—xq a—Zpt , (2.1)
t=1 t=1

siendo ¢ tal que VaR,(X) = .

Veamos ahora como aplicar esta definicién de CVaR a lo que hemos visto en relacién con

carteras de inversion.

Definicién 2.3.4. Consideremos una cartera de inversién « = (z1,..., %) y un conjunto de

T escenarios con los correspondientes retornos asociados a cada activo, que denotaremos por

rit,con j € {l,...,m}ete{l,..., T}, siendo rj el retorno del activo j en el escenario ¢.
Asi, el CVaR de la cartera de inversién x es el opuesto del CVaR asociado al retorno de

dicha cartera. Es decir, se tiene que

1 q—1 m m q—1
CVaRq () = ~CVaRa(R) = —— S oDz |+ (D zimje | - [a=Do ||, (22)
t=1 j=1 j=1 t=1

En Acerbi y Tasche (2002) se puede ver que estd definicién es equivalente a la dada en la definicién 2.3.2.
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siendo ¢ tal que VaR,(R) = z,,.

En el caso de que todos los escenarios sean equiprobables, se tiene que

1t

Z ijrjt + <a - ) Zmﬁjq] ) (2.3)

tljl

CVaRe () = —CVaRu(R) = ——

De nuevo, el objetivo del signo menos involucrado en la definiciéon del CVaR es justamente
convertir los beneficios (retornos esperados) en pérdidas. Asi, cuanto mayor sea el CVaR
mayor riesgo tendra la cartera de inversion.

Para finalizar esta seccién, se muestra un ejemplo de como calcular el VaR y CVaR, de

una cartera de inversién concreta.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos los activos y los retornos que se muestran en la tabla 2.3.1.

Supondremos que los 4 escenarios son equiprobables, con probabilidad 0.25 cada uno de ellos.

’ Activo ‘ Escenario 1 | Escenario 2 | Escenario 3 | Escenario 4

Ay -0.1 0.1 —0.05 -0.15
As —0.05 0.05 -0.1 0.2
Az 0 —0.05 0.2 -0.15

Tabla 2.5: Retornos de cada uno de los activos del ejemplo 2.3.1.

A continuacién, calculamos el VaR,, y el CVaR,, de la cartera de inversién = (0.4,0.1,0.5)
para a = 0.3. Primero lo haremos con la férmula genérica y posteriormente con la férmula
simplificada teniendo en cuenta que los escenarios son equiprobables.

Lo primero que necesitamos es saber como se distribuye la variable de los retornos R. Para
ello, calculamos que valor toma en cada uno de los 4 escenarios posibles obteniendo que en el
escenario 1 toma el valor —0.1-0.4 —0.05-0.1 +0-0.5 = —0.045, en el escenario 2 el valor
0.1-:0.440.05-0.1—0.05-0.5 = 0.02, en el escenario 3 el valor —0.05-0.4—0.1-0.14+0.2-0.5 = 0.07
y en el escenario 4 el valor —0.15-0.4+ 0.2-0.1 + —0.15- 0.5 = —0.115. Asi, para calcular el
VaR y el CVaR, necesitamos reoordenar nuestros escenarios de peor a mejor, de forma que el
4 pasa aserel 1, el 1 pasaaserel?2, el2pasaaserel3yel3pasaa ser el 4. Obtenemos asi,
los datos de la tabla 2.3.1.
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’ Activo/Cartera ‘Escenario 1 | Escenario 2 | Escenario 3 | Escenario 4

A —0.15 —0.1 0.1 —0.05

Ay 0.2 —0.05 0.05 —0.1

As —0.15 0 —0.05 0.2
x =(0.4,0.1,05) | —0.115 —0.045 0.02 0.07

Tabla 2.6: Retornos de cada uno de los activos del ejemplo 2.3.1 reoordenando los escenarios.

Por tanto, la variable aleatoria R toma el valor r; = —0.115 con probabilidad 0.25, el
valor 7 = —0.045 con probabilidad 0.25, el valor r3 = 0.02 con probabilidad 0.25 y el valor
r4 = 0.07 con probabilidad 0.25.

Asi, se tiene que

VaR,(x) = —VaR,(R) = —inf {r € {-0.115, —-0.045,0.02,0.07} : F(r) > 0.3} = 0.045.

Por tanto, el VaR de la cartera de inversién es, en este caso, 0.045.

Procedemos ahora a calcular el CVaR utilizando la férmula genérica (2.4) para una variable
aleatoria, en este caso la variable de los retornos R. Asi, se tiene que
1|l K =2 1
CVaR,(x) = —CVaR,(R) = - Zrtpt +rg | a— Zpt =03 [rip1 + 72(0.3 — p1)]
t=1 t=1 :

1
=03 (—0.115-0.25 — 0.045 - 0.05) = 0.1033.

Asi, el CVaR nos indica que la media de las pérdidas que tendria el inversor en los peores
casos (tal que su probabilidad suma 0.3) es de 0.1033, es decir, del 10.33 %.

Por 1ltimo, si no hubiésemos calculado la distribucién de probabilidad de R, simplemente
podriamos haber sustituido en la férmula (2.2) o en la férmula (2.3), ya que los escenarios
son equiprobables. A continuacién, se muestran los célculos para que ver que, efectivamente,

el resultado obtenido es el mismo.
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CVaR,(

Q\*—‘

b (E) (8

[p1(x1m11 + zaro1 + x3r31) + (21712 + Toree + 23733) - (0.3 — p1)] =

\w%
w

= 53025 (04 (~0.15) + 0.1-0.2+ 0.5 (~0.15))+

o
3%

4+0.4 - (—=0.1) + 0.1 (=0.05) + 0.5 - 0) - (0.3 — 0.25))] =
= 0.1033.

m _1 m

1
(z17m11 + 22721 + 23731) + (0.3 — Z) (x17r12 + 22122 + 3637’33)]

2 (0.4 (=0.15) + 0.1-0.2 4+ 0.5 - (—0.15))+
+(0.3 - %) (0.4 (=0.1) 4+ 0.1 (—0.05) 4 0.5 - 0)] _
= 0.1033.

Una vez vistas las definiciones de VaR y CVaR, podemos ver cuales son las principales
diferencias entre ambos. Asi, en Acerbi y Tasche (2002) puede verse una amplia explicacién
de las ventajas del CVaR frente al VaR, siendo la principal de ellas el hecho de que el VaR
no cumple la propiedad de subaditividad® y el CVaR sf la cumple. Del mismo modo, en Roc-
kafellar (2014) puede verse una amplia explicacién de otras muchas medidas de riesgo y sus
propiedades.

Sin embargo, teniendo en cuenta que el objetivo de este trabajo es modelar problemas
binivel que surgen entre bancos e inversores y utilizar técnicas matematicas sofisticadas para
resolverlos, no desarrollaremos en profundidad las diferentes medidas de riesgo que se utilizan

en la actualidad. Asi, consideraremos a lo largo de este trabajo el CVaR como medida de

3La propiedad de subaditividad nos dice que el riesgo de una cartera formada por dos activos es menor o
igual que la suma de los riesgos individuales. Es decir, nos dice que la diversificaciéon puede disminuir el riesgo
pero nunca aumentarlo.
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riesgo, por ser la que tiene una mayor aceptacién en la literatura. No obstante, es importante
destacar que en la préactica, la mayoria de las entidades financieras siguen utilizando el VaR
como medida de riesgo, a pesar de que se ha demostrado que el CVaR tiene propiedades
mejores desde el punto de vista matematico.

Para finalizar este este capitulo mostraremos una forma alternativa de calcular el CVaR,
resolviendo para ello un problema de optimizacion. Esto nos serd de gran ayuda a la hora de

plantear los problemas binivel entre inversores y bancos.

Definicién 2.3.5. Consideremos una cartera de inversion & = (z1,. .., %y ). Definimos

m
Yt = Z T5tX
J=1

como el retorno de la cartera x en el escenario t.

Ahora, definimos la funcién
1 T
Fo(n)=-n+— Z[ﬁ — ui] e,
@ =
con a € (0,1) y n € R y siendo [ — y:]7 = mdx{n — y, 0}

A continuacién, se enuncia una proposicién que nos permite calcular el CVaR resolviendo

un problema de optimizacién matematica.

Proposicién 2.3.1. Dada una cartera de inversion € = (x1,...,%m), con retornos y; =
E;"Zl rjix; en cada escenario t € {1,...,T} y un nivel de confianza o € (0,1) se tiene que
CVaR,(x) = min F,(n). (2.4)
neR

En Rockafellar y Uryasev (2000) se demuestra una proposicién analoga a la 2.3.1, pero
para variables continuas. Para el caso de variables discretas, como es nuestro caso, puede
encontrarse una breve explicacién de por qué se cumple lo anterior en Mansini et al. (2003).
La principal diferencia radica en que la funcién F,(n) es diferenciable para el caso continuo,
pero no lo es para el caso discreto, por lo que no podemos utilizar el mismo razonamiento que
se utiliza en Rockafellar y Uryasev (2000). Sin embargo, podemos demostrarla siguiendo otro

procedimiento, tal y como se muestra a continuacion.
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Demostracion. Lo primero que debemos destacar es que la funcién F,(n) es convexa, pues
se trata de una suma de funciones convexas, ya que el maximo entre dos funciones convexas
siempre es una funcién convexa. Asi, por la proposicion 1.2.4, sabemos que cualquier minimo
local serd global. Lo que haremos a continuacién serd probar que n = VaR,(R) (siendo R
la variable de los retornos de la cartera @ = (x1,...,2y)) es un minimo local (y por tanto

global) de la funcién F,(n). Para ello basta ver que existe un § tal que
Fo(VaR4(R)) < Fo(VaR4(R) —€) v Fo(VaR4(R)) < F(VaR4(R) +¢)

para todo € € (0, 6).

Consideramos los retornos y; = >~/ rjiz; ordenados de forma creciente y denotemos por

q el indice tal que VaRq(R) = y4. De esta forma, se tiene que

1!

F, (yq =—Yq+— E = —Yq+ — (yq - yt)pt
«
t=1

Por otra parte, podemos tomar § > 0 lo suficientemente pequenio de forma que y,—1 <

Yg — 0 < yg + 0 < yg+1. De este modo se tiene que para todo € € (0,0)

T

1
Folyg+e)=—yg—c+ > lvate—ul'p
t=1

=Yg -+~ qu+€—yt)p
tl
q—1

1 1
=—yg—e+—(Wgt+e—Ypg+ — D (g +€—ve)pe

« Oét 1

1 q 1 q 1
=Yg+ — (yq+€—yq)pq+ Z —y)pt+ — Zspt

1!

=Yg —e+t— Z —y)pt + — 251015

= Fa(yq) +e (z:talpt - 1) > Fa(yq)a

ya que utilizando la definicién 2.3.1 de VaR sabemos que >°7_; pr > a, pues VaRy(R) = y,.
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De forma similar, se tiene que
Foly,—e) =—yg+e+— Z —e—yTps

:_yq+5+ Z _e—yt

1!

= —yg+e+— Z —ype— — D ep

t=1

—Fa(yq>+5<1 ic 1pt> > Fo(yq),

ya que utilizando de nuevo la definiciéon 2.3.1 de VaR sabemos que Z?;ll pr < @, pues en caso
contrario VaRq(R) = yg—1 y sabemos que eso es falso, pues VaRq(R) = y,.

De esta forma, hemos probado que Fy,(n) tiene un minimo global en el punto n = VaR, (R).
Ahora, veamos cudnto vale F,,(VaRy(R)).

1 T
Fo(VaRa(R)) = —yq + = > [yg —
=1

1!
= —Yqt — Z(Z/q -
(0%
t=1
1!

=Yg — — Z(_yqpt + yipe)
a s

1 q—1 q—1
=—= |ayg+ > _upe + Y —Yabr
o t=1 t=1

1 q—1 q—1
=—— Z?Jtpt‘i‘yq a_zpt
@ = t=1

Asi, teniendo en cuenta que y; = > 7L, x;7, se tiene que F,(VaRy(R)) = CVaRq(z)

comparando la anterior expresién con la expresion (2.2). ]

Corolario 2.3.2. Sea = (x1,...,2Ty) una cartera de inversion con retornos y; = Z;-”zl T
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en cada escenario t € {1,...,T} y sea o € (0,1) un nivel de confianza. Entonces, se tiene

que el CVaR,(x) es el valor dptimo del siguiente problema de optimizacion lineal:

1 T
minimizar —n + o Z dipy

.4 t=1
sujeto a  dy > n — y, t=1,...,T (2.5)
neR
dy >0, t=1,...,T.

Demostracion. La demostraciéon del corolario anterior es inmediata teniendo en cuenta la
proposicién 2.3.1. En efecto, como d; > 0y d; > n — yq, se tiene que d; > [n — y]* para todo
te{l,...,T}. Ademds, como el problema (2.5) es un problema de minimizar, d; va a alcanzar
su cota inferior en el éptimo, es decir dy = [ —y:]" en el éptimo, por lo que el problema (2.5)

es equivalente al problema (2.4). O

Asi, tenemos una forma de calcular el CVaR resolviendo un problema de optimizacion

lineal, lo cual serd de gran utilidad mas adelante cuando optimicemos con respecto al CVaR.



Capitulo 3

Problemas binivel entre inversores y bancos

Hasta ahora, hemos estudiado problemas relacionados con la optimizacion de carteras desde
el punto de vista del inversor. Sin embargo, en este capitulo daremos un paso mas, teniendo
en cuenta tanto el rendimiento y el riesgo del inversor como el beneficio que obtiene el banco
con dicha inversién.

En efecto, si un inversor decide invertir en una serie de activos financieros a través de un
banco, el banco fija unas ciertas comisiones para dichos activos, obteniendo un cierto beneficio
por cada unidad monetaria que invierta el inversor en cada activo.

El objetivo de este capitulo es plantear diferentes modelos matematicos que representen
este tipo de situaciones: por un lado los intereses del inversor y por otro los intereses del
banco. Para ello, se plantearan lo que se denominan problemas de optimizacién binivel. Por

consiguiente, lo primero que haremos serd una breve introduccién a los problemas binivel.

3.1. Problemas de optimizacion binivel

Un problema de optimizacién binivel es un problema de optimizacion mateméatica en el cual
alguna de sus restricciones consiste en resolver a su vez otro problema de optimizacién mate-
maética.

Los primeros problemas de optimizaciéon binivel que se conocen, fueron planteados por el
economista aleman Heinrich Freiherr von Stackelberg, tal y como se puede ver en Stackelberg
(2013)%. Dichos problemas surgieron dentro del campo de la teorfa de juegos y tenian la
peculiaridad de que dos jugadores competian entre ellos de forma que uno elegia primero
qué hacer (lider) y posteriormente el otro jugador (seguidor) tomaba su decisién teniendo en

cuenta lo que habia hecho el jugador lider.

!La referencia aportarda se trata de una traduccién al inglés del trabajo original, publicado en alemdn en
1934 por Stackelberg.
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Asi, si el lider quiere encontrar su estrategia Optima, tendrd que anticipar la estrategia
optima que adoptara el seguidor para cada una de las posibles estrategias que pueda adoptar
el lider. Aqui se puede ver claramente que tenemos dos problemas de optimizacién, estando

uno embebido dentro de otro.

A continuacion se muestra un sencillo ejemplo, que ilustra una situaciéon real en la que

surge un problema binivel.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos 2 empresas del mercado textil que producen el mismo tipo de
tela. Cada empresa tiene que decidir cuantos metros produce de dicha tela. Evidentemente
dicho niimero no puede ser negativo y ademdas supondremos que por cuestiones logisticas

ninguna de ellas puede producir més de 5 metros de tela.

Por otra parte, sabemos que el precio de producir 1 metro de tela es el mismo para las dos
empresas: 5 unidades monetarias. Ademas, el precio al que se va a vender el metro de tela en
el mercado viene dado por 10 — (21 + x2), siendo z1 los metros de tela que produce la empresa

1y x5 los metros que produce la empresa 2.

Los beneficios de cada una de las empresas vienen dados por la diferencia entre lo que
ingresan al vender el producto y lo que le ha costado la produccién del mismo. Asi, denotamos
por fi(x1,z2) = [10 — (z1 + x2)]x1 — 5x1 los beneficios de la empresa 1 y por fa(z1,22) =

[10 — (1 + =2)]z2 — Bz los beneficios de la empresa 2.

Como se puede observar, el beneficio de la empresa 1 depende de cudntas unidades pro-
duzca la empresa 2 y viceversa. Del mismo modo, el nimero 6ptimo de metros de tela que

debe producir cada empresa depende de los metros que produzca la otra.

Supongamos ahora que la empresa 1 decide primero cuintos metros de tela producir y
posteriormente la empresa 2 toma su decisién, sabiendo lo que ha decidido la empresa 1.

Siguiendo lo dicho anteriormente, la empresa 1 es la lider y la empresa 2 la seguidora.

Por tanto, la empresa 1 tiene que decidir cuantos metros de tela producir teniendo en
cuenta lo que va a hacer la empresa 2 después de que ella decida. Esta situacion se puede
modelar como un problema de optimizacién matematica binivel, tal y como se muestra a

continuaciéon:
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maximizar f1(z1,22) = [10 — (21 + x2)]z1 — 511

sujeto a o € arg max fao(x1,xe) = [10 — (21 + x2)]x2 — bao
z2€[0,5]

x1,x2 2 0.

En este caso, el problema resultante es relativamente facil de resolver recurriendo a deri-
vadas de primer y segundo orden. El primer paso es resolver el subproblema de la empresa 2,

para lo que basta con calcular la derivada de fo(x1,x2) con respecto a zo. Asi, se tiene que

0 5—x
O 10—y — 2wy — 5 =5 — 1 — 2wy = 0 &> 3y — L
8392 2
Como ademés gzg z = —2 < 0, se tiene que lo éptimo para la empresa 2 es producir 53”1

metros de tela, siendo x; la cantidad de tela que ha producido la empresa 1. Es decir, gracias

a esto, la empresa 1 puede predecir la estrategia de la empresa 2, ya que sabe que si produce

x1 unidades, entonces la empresa 2 producira 5‘%

Debido a lo anterior, podemos reescribir nuestro problema binivel como un problema de

programacién matematica estandar, tal y como se muestra a continuacién:

maximizar f1 (1‘1,:B2) = [10 — (1'1 + iL'Q)]iL’l — 51

5—x1
2

x1,722 2 0.

sujeto a xp =

Por tanto, se trata de encontrar el maximo de la funcién f1(z1) = [10— (21 —1—5_%)]961 —5x7.

Haciendo operaciones obtenemos que

5 15 — 1521 — 2% — 10 511 — o7
fi(z1) = [10 - jL:lcl]901—5=’70127‘%1961—5961: S L
2 2 2
Derivando, se tiene que
8f1 5— 2331
— =———=0& 1z =25.
8ZE1 2 1
Ademaés, gi g{ 1 = —1 < 0, por lo que tenemos garantizado que el 6ptimo es 1 = 2.5.

De este modo, el 6ptimo del problema binivel original es (2.5,2.5), es decir, que ambas
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empresas produzcan 2.5 metros de tela.

Observacion 3.1.1. En este caso el problema resulta ser simétrico y por tanto es indiferente
que empresa decide primero y cual después. Sin embargo, esto no va a ocurrir siempre, como
veremos en los problemas més complejos que se plantearan a lo largo de este trabajo.
Ademaés, en este problema las condiciones de optimalidad de los subproblemas se pueden
obtener simplemente derivando. En casos mas complejos habra que utilizar las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker (teorema 1.3.1) y conceptos de dualidad (teoremas 1.4.1 y 1.4.3).

3.2. Modelado de los problemas del banco y del inversor

Consideremos la siguiente situacién: una persona va a un banco porque quiere invertir su
dinero en una cierta cartera a través del banco. Es decir, el inversor quiere distribuir su
dinero en diferentes activos, configurando para ello una cartera de inversién. Por otra parte,
el banco cobrard una serie de comisiones al inversor en cada uno de los activos en los que
decida invertir. Estd claro que en esta situacién aparecen dos problemas optimizaciéon bien
diferenciados. Por una parte el problema del inversor, que desea o bien maximizar el retorno
esperado de su cartera o minimizar el riesgo o bien alguna combinacién de ambas. Por otra
parte, el problema del banco, que desea ganar lo maximo posible gracias a las comisiones que
le pone al inversor en cada activo.

El problema del inversor que aqui consideraremos serd el problema de minimizar el riesgo
de la inversién (utilizando para ello el CVaR como medida de riesgo) sujeto a que se garantiza
un cierto retorno esperado.

Recordemos que por el corolario 2.3.2, el CVaR se puede obtener resolviendo el siguiente

problema de optimizacion:

T
1
minimizar —n+ — Z dipy
Qi

n,d

sujeto a  dy > 1 — 1y, t=1,...,T
neR
dy >0, t=1,...,T,

donde n y di, t € {1,...,T} son las variables del problema.
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Por otra parte, el retorno esperado de la cartera de inversion & = (x1, ..., x,,) viene dado

T m . . s .
por > ;4 (pt DIy i) rjtxj), tal y como vimos en la definiciéon 2.1.7. Sin embargo, ahora hay
que tener en cuenta las comisiones que pone el banco a cada activo, las cuales tiene que pagar
el inversor. Por tanto, el retorno esperado del inversor es i, (pt g (e — Pj):cj). De
esta forma, la condicién de que el inversor se garantice un cierto retorno esperado Ej puede

escribirse como
T

> e > Eo
t=1

siendo y; = > 7" (rjt — Pj)z;j para todo t € {1,...,T}.
Teniendo en cuenta lo anterior y fijadas unas comisiones P;, el problema del inversor puede

formularse como

1 T
inimizar —n+— d PI
minimizar — 1+~ ; D (PInv)
sujeto a dy > n — y, t=1,...,T (3.1)
m
y=> (rjg— Pz, t=1,....T (3.2)
j=1
T
> ype > Eo (3.3)
t=1

i z;=1 (3.4)
j=1

nekR (3.5)
v € R, t=1,...,T (3.6)
dy >0, t=1,...,T (3.7)
zj >0, j=1,...,m, (3.8)

donde las variables del problema son 1, y, d y & y tenemos los siguientes parametros:
e Pj es la comision que el banco le pone al activo j € {1,...,m}.
e p; es la probabilidad del escenario ¢ € {1,...,T}.

e rj; es el retorno del activo j en el escenario ¢.
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e I es el minimo retorno esperado que se quiere garantizar el inversor.
e T es el nimero de escenarios.
e m es el nimero de activos en los que se puede invertir.

En efecto, por una parte, el conjunto de restricciones (3.1), (3.2), (3.5), (3.6) y (3.7), junto
a la funcién objetivo, vienen de la formulacién del CVaR. Por otra parte, la restriccién (3.3)
es la que garantiza que el inversor obtenga un retorno esperado al menos de Ej unidades,
mientras que las restricciones (3.4) y (3.8) son las condiciones de que = (z1,...,Z,) sea
una cartera de inversién.

A continuacion, presentaremos un modelo para el problema del banco. Como se dijo ante-
riormente, el objetivo del banco es maximizar el beneficio que obtiene gracias a las comisiones
que le pone a cada activo. Sin embargo, si no restringimos de ninguna forma las comisiones
que el banco puede poner a cada activo, estéd claro que el problema no tendrd un 6ptimo finito
ya que, dada una combinacién de comisiones, el banco podria subirlas incrementando su be-
neficio tanto como desease. Esto es algo que no se da en la practica, ya que las comisiones que
puede fijar un banco estan reguladas por diversos factores, ya sean legislativos o simplemente
de competencia con otros bancos. En este trabajo optaremos por poner un maximo a la suma
de las comisiones de todos los activos (que serd 0.3) y un maximo individual a cada una de las
comisiones (que serd 0.1). Evidentemente, estos valores se podrian cambiar sin que afectasen

al modelado que se expone en este trabajo.?

Asi, dada una cartera de inversiéon © = (x1,...,2;,), el problema del banco viene dado
por

m

imi Pix; PBank

maximizar Jz::l (T (PBank)
m

sujeto a Z P; <03 (3.9)
j=1

0<P <01, j=1,...,m, (3.10)

2Conviene recordar que el objetivo de este trabajo es, fundamentalmente, utilizar técnicas mateméticas
sofisticadas para resolver problemas binivel fruto de la interaccién entre inversores y bancos y no tanto dar un
reflejo 100 % real de lo que ocurre en la practica. Esto también se aplica a cémo construimos los escenarios
futuros, ya que como se dijo anteriormente, se podrian haber utilizado series de tiempo para obtenerlos.
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donde las variables del problema son las comisiones P; con j € {1,...,m} y los z; con

j €{1,...,m} son los pardmetros que representan la cartera de inversién fijada por el inversor.

3.3. Banco lider e inversor seguidor

Hasta ahora, hemos visto por separado el problema del banco y el problema del inversor.
Sin embargo, dichos problemas estan intimamente relacionados, tal y como se puede deducir
del hecho de que en el problema del banco aparece la cartera elegida por el inversor y en el
problema del inversor aparecen las comisiones puestas por el banco.

En esta seccién, consideraremos el problema en el cual el banco es el lider y el inversor es
el seguidor. Es decir, primero el banco decide qué comisiones poner a los diferentes activos vy,
en funcién de esa eleccion, el inversor decide a posteriori su cartera de inversién éptima.

Matemaéaticamente, esto se puede modelar como un problema binivel, tal y como vimos en

la seccién 3.1. El problema resultante es el siguiente:

m

imi Pjx; BoT
e 2 (5D

m
sujeto a ZPJ <0.3
j=1

1
T € arg min —77+—§ dipy
n7d7y7m o t=1

sujeto a dy > n — y, t=1,...,T
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0<P; <01, i=1,....m

x; >0, j=1....m

el cual denotaremos por BoT (Bank on Top).

En primer lugar debemos resaltar que el problema del inversor PInv es un problema lineal.
No obstante, es importante destacar que para unas ciertas comisiones P; fijadas, el problema
del inversor puede tener multiples 6ptimos. De la forma que estd modelado el problema,
estamos asumiendo implicitamente que el banco puede garantizarse que el inversor, en caso
de tener multiples 6ptimos, elegird el éptimo mas beneficioso para el banco. Aunque en la
literatura es frecuente observar enfoques méas “conservadores” tipo “maxmin” (maximizar lo
que se obtiene en el peor de los casos), en este contexto parece razonable suponer que el
banco va a poder ofrecer algiin pequeno incentivo al inversor para que el éptimo deseado por
el banco pase a ser el tinico 6ptimo del inversor.

De este modo, ya tenemos el problema binivel planteado y el siguiente paso seria resolverlo.
Para ello, utilizaremos técnicas de dualidad con el fin de convertir el anterior problema binivel
en un problema de un solo nivel, ya que una resolucién analitica directa como la mostrada en
el ejemplo 3.1.1 no es posible.

Como dijimos anteriormente, el problema del inversor PInv es un problema lineal. Por tan-
to, podemos aplicar el corolario 1.4.2. Para ello, debemos construir el problema dual de PInv

que, siguiendo las indicaciones de las tablas 1.1 y 1.2, obtenemos que es el siguiente?:

maximizar — Egu — 3 (PInvDual)
¥:0,1,8
T
sujeto a —Z(Tjt—Pj)(St—,BSO, ji=1,....m
t=1
—%tﬁﬁ t=1,...,T
a
— Y +o—ppu=0 t=1,...,T
T
- m=-1
t=1
%§0, tzl,...,T

3En el apéndice A se muestra detalladamente la construccién de dicho problema, dual.
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5tER,

p<0

B eR,

donde las variables son « (asociada al conjunto de restricciones primales (3.1)), d (asociada

al conjunto de restricciones primales (3.2)), p (asociada a la restriccién primal (3.3)) y

(asociada a la restriccion primal (3.4)).

Ahora, aplicando el corolario 1.4.2 se tiene que resolver el problema PInv es equivalente a

resolver el problema de encontrar una solucién factible del primal y del dual de forma que el

valor de las funciones objetivo del primal y dual coincidan. Por tanto, podemos reformular el

problema binivel BoT como un problema de un solo nivel de la siguiente formas:

maximizar
Pny.dx,y,0,u,

sujeto a

m
> Pjx;

j=1

m
> P;<03
j=1

T
1
_n+azdtpt:_E0N_/8

t=1

dtzn_ytv

m

yr = (rjt — Pz,

t=1,
t=1,.
J=1,
t=1,
t=1,

(BoT’)
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t=1
7 <0, t=1,...,T
ot € R, t=1,...,T
p<0

BER

neR

Y € R, t=1,...,T
dy > 0, t=1,...,T
x; >0, j=1....m
0<P; <01, j=1,...,m

De este modo, ya hemos modelado nuestra situacién inicial en la que el banco es el lider
y el inversor es el seguidor mediante un problema de programacién matematica de un solo
nivel. En particular, estamos ante un problema de programacién matematica no lineal, lo cual
dificulta su resolucién de forma global. No obstante, en el siguiente capitulo se comentara la

técnica utilizada para resolverlo, asi como los resultados obtenidos.

3.3.1. Caso con varios inversores

Hasta ahora, hemos visto como modelar la situacién en la que tenemos un banco lider y un
inversor seguidor. Sin embargo, también podemos considerar una situacién en la cual haya
varios inversores. Ademads, cada uno de ellos puede tener diferentes perfiles de riesgo, es decir,
diferentes valores de «. Asi, modelaremos ahora una situacién con n inversores, cada uno de
ellos con un perfil de riesgo dado por «;, i{1,...,n}. De este modo, valores altos de « indicaran
poca aversion al riesgo, mientras que valores pequenos de « indicardn una alta aversion al
riesgo. En efecto, recordemos que el CVaR mide cémo de grandes son las pérdidas en los g
peores escenarios tales que su probabilidad suma «. Por tanto, un « cercano a 1 indica que el
inversor se centra en mirar las pérdidas en casi todos los escenarios (no le importa el riesgo)
mientras que un valor cercano a 0 indica que el inversor se centra en mirar solamente el peor

escenario (una clara aversién al riesgo).
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Es importante destacar que, un inversor con un perfil de riesgo dado por un cierto «,
puede verse como el conjunto de todos los inversores con ese perfil de riesgo, es decir, como
una masa de inversores que se comportan de la misma forma (pues todos resuelven el mismo
problema de optimizacion). Asi, podemos entender una situacién con n inversores como una
situacién con un numero elevado de inversores entre los cuales hay n perfiles diferentes de
riesgo (n valores de «).

De nuevo, consideramos por una parte el problema del banco y por otra el problema del
inversor. La principal diferencia con el caso anterior es que ahora tendremos n problemas de
inversores, uno para cada tipo de inversor. Asi, los modelos resultantes en este caso son los

siguientes:

T
1
inimizar —n; + — > d; Plnv;
minimiser i 3 du e
sujeto a  dj > 1n; — Yit, t=1,...,n
m
Yit = Z(Tjt - Pjxy;, t=1,...,T
j=1
T
Zyitpt > Fo
t=1
m
Zl‘ij =1
j=1
7; € R
yitGR, t=1,...,T
d’ltzoy tzl’...7T
l‘ijzo, j:1,...,m
m n
maxi}r)nizar > szlxij (PBankMult)
Jj= i=

m
sujeto a ZP]- <0.3
j=1
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0<P; <01, j=1,...,m

siendo x; = (241,...,%im) la cartera de inversion del inversor 4, es decir, z;; es lo que
el inversor ¢ invierte en el activo j. Ademas, denotamos por Ep; el retorno esperado que se

quiere garantizar el inversor 1.

De este modo, tendremos n problemas de la forma Plnv;, uno para cada inversor, y el
problema del banco PBankMult.

Asi, esta situaciéon se modelaria mediante el siguiente problema binivel:

maximizar

m
Pndy,x —

(Pj > 93]> (BoTMult)
=1

m
sujeto a Z P; <0.3
j=1

x; € arg min {PInv;}, i=1,...,n
Ni,di Y, T4
0< P <01, j=1,....m

Por tanto, en este caso, tenemos n subproblemas dentro del problema original. Proce-
deremos de forma andloga al caso con un inversor y, utilizando técnicas de dualidad para
programacion lineal en los n subproblemas, obtenemos el siguiente problema de un tnico

nivel:

m

n
maximizar (Pj Zx”> (BoTMult)
i=1

Pny.day,,u.8 =

m
sujeto a Z P; <03

j=1
1

—ni+— Y dupy = —Eopi — B, i=1,...,n
i 21

dit > i — Yit, t=1,....,7, i=1,...,n
m

yit:Z(Tjt—Pj)ﬂ?ij, t=1,....,7, i=1,...,n

=1
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T
ZyitptZEo,i i=1,...,n
t=1
m
inj=1 i=1,...,n
j=1
T
= (rje — Pj)éi — B; <0, j=1,....,m, i=1,...,n
t=1
—’Yz'tSﬁ t=1,....7, i=1,....n
«;
— Yit + 0t — Dejti = 0 t=1,....7, i=1,....n
T
Z’Yit:_]-a i:1,...,n
t=1
Yit < 0, t=1,....,7, i=1,...,n
dit € R, t=1,....,7, i=1,...,n
i <0 i1=1,...,n
Bi € R i=1,...,n
n; €R 1=1,...,n
yiteRa t= a"'?Tv =1, y TV
di >0, t=1,....7, i=1,...,n
$13207 J: yeees My =1, y T
0< P <01, j=1...,m.

De esta manera, hemos conseguido modelar el problema en el cual hay un banco que decide
primero qué comisiones poner a cada activo y, posteriormente, n inversores con diferentes
perfiles de riesgo deciden su cartera, conocedores de las comisiones que ha fijado el banco.
Podria parecer que resolver el problema BoTMult’ es equivalente a resolver n problemas BoT".
Sin embargo, esto no es cierto, pues en el caso del problema BoTMult’, el banco tiene que fijar
unas comisiones para cada activo, comunes a todos los inversores, mientras que si resolviésemos
n problemas BoT’ el banco tendria libertad para fijar precios diferentes adaptados a cada
inversor. En cualquier caso, en el siguiente capitulo se podra comprobar esto en vista de los

resultados obtenidos.
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En esta seccién se ha estudiado el caso en el que hay varios inversores (seguidores). Del
mismo modo, también podria plantearse el problema que surge cuando tenemos varios bancos.
Sin embargo, plantearse un problema con varios lideres daria lugar a un problema multiobje-

tivo, el cual se escapa del objetivo de este memoria.

3.4. Inversor lider y banco seguidor

Consideremos ahora la situacion inversa a la planteada anteriormente. Es decir, consideremos
un inversor y un banco de forma que primero el inversor decide en que carteras invertir y,
posteriormente, el banco decide qué comisiones poner. Asi, ahora el inversor es el lider y el
banco es el seguidor.

Considerando los problemas PBank y PInv, el problema binivel que modela esta situacién

es el siguiente:

1 I
minimizar —n + - t; dipy (IoT)
sujeto a dy > n — yy, t=1,...,T
m
yt:Z(rjt—Pj)xj, t=1,...,T
j=1
T

>y > Eo
t=1

m
Za:j =1
j=1

m
P € arg max Z Pjx;

m
sujeto a ZP] <0.3
j=1

0<P; <01, 5=1,...,m
neR
Yyt € R, t=1,...,T
di > 0, t=1,....,T
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T

]205

Denotaremos dicho problema por IoT (Investor on Top).

j=1,...

,m

Al igual que comentamos en el caso del problema BoT, el subproblema de optimizacién

(en este caso es el del banco) puede tener miltiples 6ptimos. Sin embargo, en este caso al

inversor le va a resultar indiferente qué 6ptimo elija el banco, ya que como el banco gana lo

mismo con todos los éptimos, el inversor también obtiene el mismo beneficio (tanto en CVaR

como en retorno esperado) independientemente del éptimo que elija el banco. Esto se debe a

que lo que gana el banco es a costa de lo que paga el inversor y viceversa.

Nuevamente, el subproblema (en este caso es PBank) es lineal, por lo que podemos aplicar

los resultados de dualidad sobre el subproblema PBank. Obtenemos el siguiente problema dual:

m
minimizar — 0.3v — E 0.1u;
v, J

j=1
sujeto a v+ u; < —xj, j=1....m
v <0
u; <0, j=1....m

(PBankDual)

Asi, aplicando el corolario 1.4.2, obtenemos que el problema binivel IoT es equivalente al

siguiente problema:

minimizar
n7y7d7x7P7v7u

sujeto a

| T
—77+azdtpt

t=1
de > 1 — Y, t=1,.
m
yt:Z(Tjt_-Pj)xja t:]-7
j=1
T
Zytpt > Ey

H
Il
—

Mz
&
I
—_

.
Il
—_

(IoT")
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> Pjzj=-03v—) 0.1u;
i=1 j=1

m
> P;<03

j=1

v+ u; < —xj, ji=1....m
v <0

u; <0, j=1....,m
0<P;<0.1, j=1....m
neR

yr € R, t=1,...,T
di >0, t=1,...,T
x; >0, ji=1....m

Asi, hemos transformado nuestro problema binivel original en un problema de un solo
nivel. De nuevo, estamos ante un problema de programacién matematica no lineal.

Ahora, cabria plantearse una situacion con varios seguidores, en este caso con varios ban-
cos. Sin embargo, dicho modelo no aportaria nada nuevo, ya que al no haber diferentes “per-
files” para los bancos (en el caso de los inversores tenemos la aversién al riesgo dada por ),
el hecho de incluir varios bancos no afiade riqueza al modelo. Esto se debe a que, como los
bancos son idénticos, reaccionaran de la misma forma a la eleccion del inversor y asi el inversor
puede invertir todo en un mismo banco, sin que invertir en diferentes bancos pueda darle un
beneficio mayor.

Del mismo modo, al igual que se coment6 en la seccién anterior, un problema con varios
inversores (lideres en este caso) darfa lugar a un problema de optimizacién multiobjetivo, el

cual no trataremos en esta memoria.

3.5. Modelo cooperativo

Para finalizar este capitulo, consideraremos la situacién en la cual no hay lider ni seguidor, sino
que el objetivo es maximizar el “bien comin”. Con “bien comin” nos referimos a maximizar

el beneficio del banco y minimizar el riesgo (CVaR) del inversor. Por tanto, esta situacién se
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podra modelar directamente como un problema de programacién matematica de un solo nivel,
yva que lo que se busca es la estrategia 6ptima de precios y eleccién de cartera que maximice
el bien comin. Nuevamente, podemos ver un inversor con un perfil de riesgo dado por o como
una masa de inversores con ese perfil de riesgo.

El objetivo de este modelo es buscar la frontera eficiente y comparar los resultados con
los obtenidos para los modelos BoT e IoT.

Podemos modelar esta situacion de la siguiente forma:

1 T m
imi ——> d Pjz; SW
ISR 2t 2 P SW
sujeto a dy > n — yr, t=1,...,T (3.11)
m
ye= (rjp— Py,  t=1,....T (3.12)
j=1
T
>y > Eo (3.13)
t=1
m
xj=1 (3.14)
j=1
m
Y P;<03 (3.15)
j=1
neR (3.16)
v € R, t=1,...,T (3.17)
d; > 0, t=1,...,T (3.18)
z; >0, j=1,...,m (3.19)
0< P;<0.1, ji=1,....m (3.20)

Denotaremos este problema por SW (social welfare). Por una parte tenemos las restric-
ciones (3.11), (3.12), (3.13), (3.14), (3.16), (3.17), (3.18) y (3.19) asociadas al problema del
inversor y las restricciones (3.15) y (3.20) asociadas al problema del banco. Por otra parte, la
funcién objetivo consiste en maximizar el beneficio del banco més el opuesto al CVaR.

La forma en la que resolveremos este problema es similar a la presentada en la seccién 2.2,

obteniendo una frontera eficiente. Para ello, lo que haremos serd resolver el problema de
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minimizar el CVaR del inversor, sujeto a que el beneficio del banco es mayor o igual que una
cierta cantidad, que denotaremos By. De esta forma, haremos una malla uniforme sobre By
y la resolucion de los diferentes problemas nos proporcionard una frontera eficiente para el
problema SW. Asi, los problemas que resolveremos para obetener la frontera eficiente son de

la siguiente forma:

1 T

inimizar — 7+ — % d SW’
T o 2 W)

m
sujeto a Z Pjx; > By, (3.21)

j=1
dtZT}—yt, t:].,,T (322)

m
y=Y (rjt—Pz;, t=1,....T (3.23)
j=1

> upe > Eo (3.24)

t=1

m
ozj=1 (3.25)

j=1

m
> Pi<03 (3.26)

j=1
neR (3.27)
y: € R, t=1,...,T (3.28)
dy >0, t=1,...,T (3.29)
x; >0, j=1,...,m (3.30)
0< P;<0.1, j=1,....m (3.31)

Aunque la extensién del modelo SW a situaciones con multiples perfiles de inversores y
muiltiples bancos podria ser interesante y aportar nuevos resultados e interpretaciones econé-
micas, dicha extensién va mas alla del alcance de esta memoria.

Con los tres modelos planteados a lo largo de este capitulo se cubre un amplio abanico de
casos que se puedan dar en la realidad. Una posible extensién de este trabajo seria plantear

un juego no cooperativo entre el banco y el inversor y tratar de buscar posibles equilibrios
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de Nash. En Leyffer y Munson (2010) puede verse una forma de abordar estos problemas.
Un método habitual consiste en reescribirlos utilizando técnicas de dualidad y condiciones de
optimalidad (en particular condiciones de Karush-Kuhn-Tucker) y posteriormente crear un
algoritmo iterativo que converja eventualmente a un equilibrio de Nash.

Finalmente, comentar que un estudio similar a las situaciones planteadas en este capitulo,
pero considerando que las comisiones que pone el banco son discretas y no continuas, pue-
de verse en Leal et al. (2018). A pesar de que los problemas econémicos subyacentes estan
muy relacionados, los problemas de programacion matematica que surgen en ese caso son

sustancialmente diferentes, asi como las técnicas de resolucion.






Capitulo 4

Resultados numéricos

En este capitulo se presentaran los resultados obtenidos al realizar diferentes ejecuciones de
los modelos visto en el capitulo anterior, dando una interpretacién de los mismos. En primer

lugar, se mencionaran los principales detalles relativos a las ejecuciones realizadas.

4.1. Datos utilizados y método de resolucion

La ejecuciones que se presentan en este capitulo han sido realizadas bajo una serie de direc-

trices, que son las que explicaremos a continuacion.

En primer lugar, los datos utilizados para generar los futuros escenarios son los datos de las
principales empresas (se han escogido 30) del Dow Jones. Dichas empresas son las siguientes:
AAPL, AXP, BA, CAT, CSCO, CVX, DIS, DWDP, GS, HD, IBM, INTC, JNJ, JPM, KO,
MCD, MMM, MRK, MSFT, NKE, PFE, PG, TRV, UNH, UTX, V, VZ, WBA, WMT y
XOM.! Ademss, se han considerado datos semanales, mirando cual es el valor de cada una
de las empresas al cierre del mercado. El periodo de tiempo que se ha tenido en cuenta es
desde el 15 de agosto de 2018 al 17 de marzo de 2019, dando lugar a un total de 30 semanas.
Con dichos datos se han calculado los retornos de cada uno de los posibles escenarios futuros
(equiprobables), tal y como se explico en la definicién 2.1.3. Para realizar este proceso, el autor
de esta memoria ha realizado un script en Python (consultar, por ejemplo, Rossum y Drake

(2011)). En la grafica 4.1 se puede ver para cada activo su retorno esperado y su varianza.

!Para conocer el nombre y las caracteristicas detalladas de cada empresa, basta buscar el cédigo de la
empresa en https://es.finance.yahoo.com.
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Varianza frente a retorno esperado para cada activo

30 CATl
[ ]
GS
BA
25 * .
DWDP

S weA
N AAPL
% °
< 1BM e UNH AXP

15 )
= HD MMM

%o MSFT INTC
IPM @ o yTX XOM ° V D
. o PG
‘o e oDIS NKE *
¢ 8N mcp MRK
TRV .
5
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Retorno esperado

Figura 4.1: Retorno esperado y varianza para cada una de las empresas consideradas.

Por otra parte, los modelos se han implementado en AMPL (Fourer et al., 1990), por
ser un lenguaje de programacion matematica flexible y ampliamente usado. Ademas, para el
modelado y la ejecucién de los problemas en AMPL se ha hecho uso de las instalaciones de
ITMATTI (Instituto Tecnolégico de Matemédtica Industrial), al cual el autor de esta memoria

le reitera de nuevo su agradecimiento.

Finalmente, la principal herramienta utilizada para resolver dichos problemas es RAPOSa
(Reformulation Algorithm for Polynomial Optimization - Santiago), un algoritmo de optimiza-
cién para problemas de programacién polinémica con convergencia a un 6ptimo global. Dicha
herramienta esta siendo desarrollada por el autor de esta memoria, junto a otros investigadores
dela USCy el ITMATI, y puede encontrarse en http://www.itmati.com/RAPOSa/index.html.
RAPOSa utiliza una técnica de ramificacién y acotacién que resuelve miltiples relajaciones

lineales del problema original. Dicha técnica puede verse detalladamente en Sherali y Tunc-
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bilek (1991) y en Gonzélez-Rodriguez (2017) (trabajo de Fin de Grado realizado por el autor
de esta memoria).

La otra herramienta que se ha utilizado para resolver estos problemas ha sido BARON
(Tawarmalani y Sahinidis, 2005), una de los solvers mas populares actualmente para resolver

problemas de programacién matematica no lineales con optimalidad global.

4.2. Modelo BoT

En esta seccién se presentaran los resultados relativos al modelo Bank on Top (BoT). Para
resolverlo, se ha modelado el problema equivalente de un solo nivel BoT’ cuya formulacién en
AMPL se puede ver en el apéndice B.2.

Recordemos que en dicho problema hay una restriccién que nos indica que el valor esperado
de la cartera del inversor tiene que ser mayor o igual que una cierta cantidad Ey. Asi, lo que
se ha hecho en esta memoria es una malla sobre el valor de Ej, obteniendo diferentes valores
de las variables del problema para cada uno de los valores de Ej. Dicha malla se ha hecho de
forma uniforme en el intervalo [—0.1,0.9] con una longitud de 40 elementos.

Ademas, se han considerado inversores con diferentes perfiles de riesgo, es decir, con dife-
rentes valores de o € {0.05,0.25,0.50,0.99}, siendo el inversor con o = 0.05 el mas averso al
riesgo.

Veamos ahora los resultados obtenidos al ejecutar el modelo BoT con los datos del Dow
Jones mencionados anteriormente para inversores con diferentes perfiles de riesgo.

En primer lugar, podemos observar en la grafica 4.2 los valores del CVaR de cada inversor
en el eje y, frente a cada valor de Ey en el eje z. Es importante destacar que en esta grafica
los CVaR de los inversores no son comparables entre ellos, pues cada uno de ellos se calcula
con un « diferente. Sin embargo, si podemos ver como evolucionan individualmente, viendo
que, hasta el punto en el que Fy es aproximadamente 0.6, el valor del CVaR va creciendo y
posteriormente decrece. El crecimiento se debe a que seglin va aumentando el valor de Ep, el
inversor se quiere garantizar un retorno esperado mayor y para ello necesita asumir més riesgo,
incrementando el valor de su CVaR. Sin embargo, lo que ocurre al final es que el banco tiene
que relajar sus comisiones para que el problema sea factible, de ahi que el CVaR disminuya en
el ultimo tramo. De hecho, se comenté anteriormente que la malla de Ey iba de —0.1 a 0.9 y

sin embargo la grafica se corta aproximadamente en Fg = 0.7. Esto se debe a que a partir de
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ese valor los problemas son infactibles, es decir, el inversor no puede garantizarse un retorno
esperado tan elevado, incluso aunque el banco no ponga comisién alguna. Lo anterior se puede
ver si analizamos la grafica 4.1, ya que el activo de mayor retorno esperado es PG, con un
retorno esperado aproximado de 0.7, por lo que es imposible garantizarse un retorno esperado
mayor que ese. También es importante destacar que el CVaR del inversor con a = 0.99 es
practicamente constante. Esto se debe a que a dicho inversor no le preocupa el riesgo, es mas,
su CVaR se convierte practicamente en su retorno esperado cambiado de signo. Por tanto el
inversor con a = 0.99 al minimizar su CVaR esta realmente maximizando su retorno esperado,
de ahi que el valor que toma el CVaR esté entre —0.6 y —0.7, lo cual es equivalente a retornos
esperados de 0.6 y 0.7, que vimos que era lo méximo que podia garantizarse un inversor (0.6

cuando el banco pone al maximo las comisiones y 0.7 cuando tiene que reducir las comisiones).

Por otra parte, en las graficas 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 se puede ver una comparacién del compor-
tamiento de los diferentes inversores pero fijando un a concreto para el calculo del CVaR, para
que asi sean comparables. De esta forma, lo que se observa es que si calculamos los valores de
los CVaR para un « concreto, justamente el inversor con ese valor de o dominara en CVaR al
resto, es decir, su CVaR,, serd menor que el del resto. Asi, considerando por ejemplo o = 0.25,
se puede ver que el menor CVaR de la grafica 4.4 es el del inversor con a = 0.25. Esto es
lo que cabria esperar, pues en el problema del inversor el objetivo es minimizar el CVaR
correspondiente. Es importante destacar también que en todas las graficas 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6
las lineas se solapan a partir de Fy = 0.6. Esto se debe al hecho comentado anteriormente:
a partir de ahi la inica forma de que el problema sea factible es invertir todo el dinero en el
activo de mayor retorno esperado (empresa PG), por lo que la configuracion de las carteras

es igual para todos los inversores.

Como comentamos anteriormente, el banco necesita reducir sus comisiones a partir del
valor Ey = 0.6 ya que si no el problema no seria factible. Asi, y siempre redondeando ligera-
mente los valores, en el punto Ey = 0.6 el inversor invierte todo en el activo de la empresa
PG (con retorno esperado 0.7) y el banco fija la méxima comisién posible (0.1) en ese activo.
Por tanto, el retorno esperado del inversor es 0.7 — 0.1 = 0.6. Sin embargo, a partir de ahi,
por ejemplo en Ey = 0.65, la tinica forma de que el retorno esperado de la cartera del inversor
sea 0.65, es que el inversor invierta todo en el activo de la empresa PG, pero que a su vez
el banco solamente le cobre una comisién de 0.05. Esto ocurre hasta el punto Ey = 0.7, a

partir del cual nuestro problema deja de ser factible, tal y como explicamos anteriormente.
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Este comportamiento se puede ver claramente en la grafica 4.7, que representa el beneficio
del banco. Ademas, en dicha grafica se pueden ver otros detalles interesantes. El primero de
ellos es que al inversor con o = 0.99 el banco siempre (hasta que tiene aflojar las comisiones)
le gana el maximo posible: 0.1. Esto se debe a que a dicho inversor no le preocupa el riesgo y
maximizar su CVaR es equivalente a maximizar su retorno esperado, por lo que invierte todo
en el activo de mayor retorno esperado, la empresa PG. De este modo, el banco puede fijar
una comisién de 0.1 en dicho activo y ganar asi lo maximo. Esto se aprecia en la grafica 4.9,
donde se ve que el inversor con a = 0.99 invierte solamente en un activo. Un segundo detalle
interesante en la grafica 4.7 es que a los inversores a los que el banco les gana méas dinero es a
los que tienen valores de o mas extremos. Esto se debe a que dichos inversores son justamente
los que menos diversifican su cartera (trivial en el caso del inversor con o = 0.99), por lo
que al banco le resulta mas facil ganarles mas dinero, ya que recordemos que el banco solo
puede cobrar un maximo de 0.3 en total. De nuevo, esta menor diversificacion se aprecia en la
grafica 4.9. Del mismo modo, en dicha grafica se puede ver como el nimero de activos es los
que invierten los inversores va decreciendo segin aumenta el valor de Ey, lo cual es légico, ya
que para garantizarse un retorno esperado més grande tienen que restringirse a activos con
retornos esperados elevados y no pueden diversificar tanto su cartera.

Finalmente, en la grafica 4.8 se representa el retorno esperado obtenido por cada inversor
en funcién del valor de Ey. Lo que se observa aqui es que la restriccién de que el retorno
esperado de la cartera sea mayor que un cierto valor Ey se satura a partir de un cierto punto,
diferente para cada inversor. Asi, cuanto mayor sea la aversién al riesgo, antes se saturard

dicha restriccién, pues el inversor méas averso al riesgo obtiene retornos esperados menores.
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4.2.1. Modelo BoT con varios inversores

En esta subseccion analizaremos los resultados obtenidos para el modelo BoT con méas de un
inversor. Para resolver dicho problema, se ha modelado el problema de un solo nivel BoTMult’
en AMPL, tal y como se puede ver en el apéndice B.2. Las graficas que se presentardn en esta
subseccion son similares a las vistas anteriormente, con una malla sobre Ey y con diferentes
perfiles de riesgo, aunque ahora incluyendo a todos los inversores en el mismo modelo y no

resolviendo un problema independiente para cada inversor.

En este caso, se han considerados 3 inversores, con perfiles de riesgo a € {0.05,0.50,0.99}.
El principal motivo de no incluir los 4 tipos de inversores analizados anteriormente es que, al
considerar todos los inversores bajo el mismo modelo, la complejidad de resolucién aumenta.
De hecho, los problemas relativos al modelo BoT con varios inversores no se llegaron a resolver
completamente en una hora, aunque la precisién de las soluciones es lo suficientemente buena

como para poder interpretar los resultados.

Las graficas relativas a los resultados obtenidos en este caso se incluyen en el apéndice C.1
(graficas C.1, C.2, C.3,C.4, C.5,C.6 y C.7). Se puede ver que el comportamiento cualitativo es
igual al caso de considerar varios modelos con los inversores separados, por lo que no precisan
de més comentarios. El tinico detalle es que se observan algunas pequenas irregularidades,
pero esto se debe a que, como comentamos anteriormente, los problemas no se han resuelto

con una tolerancia tan pequena como en el caso anterior, debido a la dificultad de los mismos.

Lo que es realmente interesante es comparar ambos casos y ver si a los inversores les
compensa interactuar de alguna forma o no. La intuicion nos dice que el modelo en el que se
consideran varios inversores a la vez deberia ser mas beneficioso para los inversores y menos
para el banco, ya que en este modelo el banco tiene que fijar unas comisiones comunes a todos
los inversores, mientras que en el caso de varios modelos individuales, el banco puede fijar

diferentes comisiones a los inversores.

Asi, en las graficas 4.10, 4.11 y 4.12 se puede ver el CVaR obtenido por cada uno de los
inversores en el modelo con un unico inversor y en el modelo con los inversores juntos. A la
vista de dichas gréaficas se concluye que cuando los inversores estan juntos, su CVaR es menor,
tal y como cabria esperar. Ademaés se puede ver que a partir de un cierto Ey, los valores del
CVaR coinciden en ambos modelos ya que para garantizarse un Ej tan grande solamente

pueden realizar una inversién concreta, es decir, el valor de « deja de influir en su eleccién. De
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nuevo se ve que las lineas correspondientes al modelo con varios inversores presentan algunos
pequeiios picos debido a los problemas de precision de la solucion.

Por otra parte, en las graficas 4.13, 4.14 y 4.15 se representa el beneficio del banco en uno
y otro modelo para cada inversor, respectivamente. En este caso, se puede ver que el modelo
con varios inversores es peor para el banco, pues los beneficios que obtiene de cada inversor
son menores, tal y como cabria esperar. De hecho, al inversor con o = 0.99 en el modelo
con un solo inversor siempre le gana 0.1 (hasta que el Ey es muy grande) ya que le fija la
comision al méximo en el inico activo en el que invierte. Sin embargo, en el modelo con varios
inversores, al banco no le compensa poner la comisiéon al méximo en dicho activo, pues dejaria
de ganarle dinero a los otros dos inversores.

Algo destacable de ambos modelos es que la evolucion del beneficio del banco no es cre-
ciente o decreciente durante todo el recorrido, sino que presenta altibajos. Esto se debe a
que, al fin y al cabo, para que el banco gane méas dinero lo que necesita es que el inversor no
diversifique mucho su cartera. Recordemos que el banco podia fijar en total una comisién de
0.3, por lo que solamente ganara el maximo 0.1 cuando el inversor tenga una cartera con 3
o menos activos. Asi, la evolucién del beneficio del banco estd sujeta a la diversificacién del
inversor, esto es, no solo al niimero de activos en los que invierte, sino también cémo distribuye
su dinero entre los diferentes activos.

En el apéndice C.1 se incluyen las graficas relativas a la comparacién entre los dos modelos
del retorno esperado (gréaficas C.8, C.9 y C.10) y el nimero de activos en los que invierte
(graficas C.11, C.12 y C.13) cada inversor. Respecto al nimero de activos en los que invierte
cada inversor, se puede ver que el comportamiento es similar en cada modelo. Por otra parte,
respecto al retorno esperado se ve que de nuevo el modelo con los inversores juntos es mejor (en
términos de retorno esperado) que el modelo con un solo inversor. Sin embargo, a pesar de que
esto parezca logico, no tendria por qué ser necesariamente asi, ya que la funcién objetivo del
problema del inversor es minimizar el CVaR, no maximizar el retorno esperado. No obstante,
cabe esperar este comportamiento, pues al estar el banco mas restringido a la hora de fijar

las comisiones, el inversor deberia de tener un retorno esperado mayor.
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Figura 4.10: Comparacién del CVaR, del inversor con a = 0.05 entre el modelo con un solo

inversor y el modelo con varios inversores.
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Figura 4.11: Comparacién del CVaR del inversor con a = 0.50 entre el modelo con un solo

inversor y el modelo con varios inversores.
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Figura 4.12: Comparacién del CVaR, del inversor con a = 0.99 entre el modelo con un solo

inversor y el modelo con varios inversores.
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Figura 4.13: Comparacién del beneficio obtenido por el banco al inversor con « = 0.05 entre

el modelo con un solo inversor y el modelo con varios inversores.
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Figura 4.14: Comparacién del beneficio obtenido por el banco al inversor con o« = 0.50 entre

el modelo con un solo inversor y el modelo con varios inversores.
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Figura 4.15: Comparacién del beneficio obtenido por el banco al inversor con v = 0.99 entre

el modelo con un solo inversor y el modelo con varios inversores.
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4.3. Modelo IoT

En esta seccién se presentaran los resultados relativos al modelo Investor on Top (IoT). Para
resolverlo, se ha modelado en AMPL el problema equivalente de un solo nivel IoT’ tal y como
se puede ver en el apéndice B.3.

En esta seccion, prescindiremos de algunos comentarios que se hicieron en la seccién an-
terior, pues el procedimiento para obtener los resultados ha sido el mismo. Asi, en vez de
mostrar los resultados relativos al problema IoT, mostraremos directamente unas graficas
comparando el modelo IoT con el modelo BoT (para el caso con un solo inversor). Esto se
debe a que el comportamiento cualitativo es similar en ambos casos, aunque con algunas

pequenas diferencias que se comentan a continuacion:

e Para el problema IoT veremos que las graficas se cortan a partir de Ey = 0.5, mientras
que el modelo BoT se cortaban en torno a Fy = 0.7, porque a partir de ahi dejaba de ser
factible. Sin embargo, esto no se debe a que el modelo IoT deje de ser factible a partir de
Ey = 0.5, de hecho el algoritmo de optimizacién utilizado devuelve una solucién factible
al cabo de 1 hora. Sin embargo, no devuelve ninguna garantia de que dicha solucién sea
Optima, pues no es capaz de resolver el problema en 1 hora de forma global. Este es el
motivo de que las lineas que representan al modelo IoT finalicen antes, lo cual pone de

relieve una vez mas la dificultad de resolver estos problemas.

e Haciendo varias ejecuciones del modelo IoT con diferentes soluciones iniciales para los
problemas del modelo IoT, observamos que los resultados obtenidos eran diferentes (en
términos de solucién 6ptima), por lo que en este caso estamos ante un problema con
mas de un 6ptimo global. Por tanto los valores del beneficio del banco pueden variar
dependiendo de que 6ptimo global se considere. Lo que si tiene que ser igual para todas
las soluciones es el CVaR, pues es lo que aparece en la funcién objetivo del problema IoT".
El hecho de que tengamos mas de un 6ptimo global se debe a que el inversor puede
diversificar mas y que el banco le quite menos en comisiones o puede elegir pocos y

mejores activos pero perdiendo méas en comisiones.

Asi, en la grafica 4.16, se puede ver una comparativa entre los CVaR obtenidos para
diferentes perfiles de inversores en el modelo IoT (gris) y en el modelo BoT (negro). Como se

dijo anteriormente, el comportamiento cualitativo es similar. Sin embargo, esta claro que el
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modelo BoT es mejor para el inversor, pues podemos ver que el riesgo que toma en el modelo
IoT es mayor. Ademads, la mayor diferencia se ve en el inversor con o = 0.05, justamente el
mas averso al riesgo.

Respecto al banco, en las graficas 4.17, 4.18, 4.19 y 4.20 se representa por un lado el bene-
ficio del banco para el modelo BoT (linea negra) y por otro lado una banda para el beneficio
del banco en el modelo IoT (banda gris). Esta banda se ha obtenido después de ejecutar los
problemas con diferentes soluciones iniciales y quedarnos con los valores més grandes y mas
pequenos obtenidos para el beneficio del banco. Evidentemente, no hay garantia de que esta
banda contenga a todos los posibles 6ptimos, pero tenemos que conformarnos con esto, ya que
no hay ningiin método matematico que nos permita obtener todos los éptimos globales de un
problema. Teniendo en cuenta esto, lo que vemos en las graficas 4.17, 4.18, 4.19 y 4.20 es que
de nuevo, el modelo BoT es més beneficioso para el banco que el modelo IoT, en general. El
Unico tipo de inversor para el que no estd tan claro es el inversor con a = 0.05, pues la linea
negra esta entre medias de la banda gris en algunos puntos.

En el anexo C.2 se pueden encontrar la gréafica relativa al retorno esperado y al nimero de
activos en los que se invierte, aunque no aportan nada nuevo a lo comentado anteriormente.

Asi, hemos visto que claramente el modelo BoT es mejor que el modelo IoT tanto para
el banco como para el inversor. Ademaés, es importante destacar que justamente la situacién
que representa el modelo BoT es la que se da en la practica, pues primero el banco decide
que comisiones poner y posteriormente, sabiendo esas comisiones, es el inversor el que decide

donde y cuanto invertir.
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Figura 4.16: Comparativa del CVaR para diferentes perfiles de inversores en el modelo IoT
frente al modelo BoT.
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Figura 4.18: Comparativa del beneficio del banco para un inversor con o = 0.25 en el modelo
IoT frente al modelo BoT.
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Figura 4.19: Comparativa del beneficio del banco para un inversor con a = 0.50 en el modelo
[oT frente al modelo BoT.
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Figura 4.20: Comparativa del beneficio del banco para un inversor con o = 0.99 en el modelo
IoT frente al modelo BoT.

4.4. Modelo SW

En esta seccién mostraremos los resultados obtenidos en el modelo cooperativo (SW) y los
compararemos con los obtenidos para los modelos BoT y IoT. Como ya se comentd en la
seccién 3.5, lo que haremos es generar fronteras eficientes resolviendo el problema SW’, donde
la funcién objetivo es minimizar el CVaR y se anade una restriccién de que el banco gane
un beneficio mayor o igual que una cierta cantidad. Haciendo una malla sobre esa cantidad,
construimos la frontera eficiente. El modelado en AMPL del problema SW’ puede verse en el
apéndice B.4.

Lo que haremos es generar la frontera eficiente del modelo SW para unos ciertos valores de
Ey (minimo retorno esperado que se quiere garantizar el inversor). Los valores de Ey escogidos
son —0.1, 0.13 y 0.39. Por otra parte, a la hora de generar la frontera eficiente haremos una
malla uniforme de los valores de By (minimo beneficio del banco) entre 0 y 0.1 ya que son el
valor minimo y maximo, respectivamente, del beneficio que puede obtener el banco.

Asi, en las graficas 4.21, 4.22 y 4.23 podemos ver las fronteras eficientes para Ey = —0.1,

Ey =0.13y Ey = 0.39, respectivamente. Ademads, se representa con un punto el valor obtenido
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para dicho Ej en el modelo BoT y con una cruz en el modelo IoT. De esta forma, podemos
ver que los puntos del modelo BoT son eficientes, pues estan sobre la linea. Sin embargo,
las cruces relativas al modelo IoT estan por encima de las fronteras eficientes y ademas, casi
siempre a la izquierda de los puntos del modelo IoT. Esto refuerza lo discutido en la seccion
anterior, donde vimos que el modelo BoT era méas beneficioso tanto para el banco como para

el inversor.

EO = -0.1
005 0.05
ORI SO 0 T
0.05 —-=0.50
= —0.99
O;IZ-S e ————=-=-=-—-"""7 ® Model BoT
2 e - - m - ———— —el— — — — — — —
0.25 4 Model IoT
1.5
E 0.50
+ -—
© 1 i i — e e —————— ._ ............
0.50
0.5
0
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Figura 4.21: Frontera eficiente para el modelo SW con Ey = —0.1.
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Figura 4.22: Frontera eficiente para el modelo SW con Fy = 0.13.
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Figura 4.23: Frontera eficiente para el modelo SW con Ey = 0.39.






Apéndice A

Construccion detallada de un problema dual

En este apéndice se explicaran detalladamente los pasos realizados para construir el dual del

problema PInv. Dicho problema se puede escribir de la siguiente forma:

T
1
minimizar — 7+ — dipy Plnv
5 t; (PInv)
sujetoa n—1y —dy <0, t=1,...,T (A1)
m
yt_Z(rjt_Pj)l'j =0, t=1,...,T (A.2)
j=1
T
> oyt < —Ey (A.3)
t=1

— Z:Ej =—-1 (A4)
j=1

neR (A.5)
y: € R, t=1,...,T (A.6)
dy >0, t=1,...,T (A7)
xzj >0, ji=1,...,m (A.8)

En primer lugar, denotaremos las variables del dual por 7 = (v, d, p, 5), siendo

e ~ el vector T' dimensional de variables duales asociado al conjunto de restricciones A.1
e § el vector T' dimensional de variables duales asociado al conjunto de restricciones A.2
e 4 la variable dual asociada a la restricciéon A.3

e [ la variable asociada a la restriccién A.4.
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Por tanto, en virtud de la tabla 1.1, sabemos que v y p van a ser variables menores o

iguales que 0, mientras que d y [ van a ser variables libres.

Por otra parte, la funcién objetivo del problema dual viene dada por 7'b. En este caso,
denotando por O el vector T" dimensional con todos sus elementos iguales a 0, se tiene que

b= (07,07, —FEy, —1), por lo que la funcién objetivo del problema dual serd w"b = —Eopu— .

Respecto a las restricciones del problema dual, sabemos que cada variable del primal
tendréd asociada una restricciéon en el dual. Recordemos que el vector de variables del primal
es (x,d,y,n) y que el vector de coeficientes de la funcién objetivo es ¢ = (0, ép, Op,—1).

Ademads, la matriz A del problema primal es

Orsxm —Irxr —Irxr 13,
Orxm Orxr  Irxr Of,
o/ 0/, —p/ 0
-1/, o} o, 0

donde I es la matriz identidad, 1 es un vector con todos los elementos igual a 1 y los super-

indices f y ¢ denotan vectores fila y columna, respectivamente.

Por tanto, en virtud de la tabla 1.1, se tiene que

e El conjunto de restricciones asociadas al vector de variables primales x es

>

t=1

rjt_Pj)(St_/BS(L jzlvm

e El conjunto de restricciones asociadas al vector de variables primales d es

1
77t§7pt7 t:]-aT
(0

e El conjunto de restricciones asociadas al vector de variables primales y

1
f’yt+6tfpt,u20§apt, tzl,T
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e La restriccion asociada a la variable primal 7 es

dom=-1

Asi, el problema dual del problema del inversor es

maximizar — Fou —
T

sujeto a —Z(rjt - Pj)6—pB<0, j=1,...

t=1

_’Ytgﬁ t:]-)
«
— Y+ 0 —pip=0 t=1,
T
—Z’Yt:—l
t=1
’Yt<07 t:]-)
0 € R, t=1,
p<0

(PInvDual)






Apéndice B

Cédigo utilizado a lo largo del trabajo

En este apéndice se mostraran los scripts citados a lo largo del trabajo, los cuales se han

creado para el desarrollo de esta memoria.

B.1. Modelos clasicos

A continuacién se muestran los modelos de AMPL utilizados para resolver el ejemplo 2.2.1

de diferentes formas.

e Cddigo utilizado para resolver el problema mediante una combinacién convexa de del

retorno esperado y la varianza.

param m;
param T;
param returns{j in 1..m, t in 1..T};

param lambda;
var money{j in 1..m} >=0;

maximize objective: lambda*sum{j in 1..m}(money[jl* (sum{t in 1..T}
returns[j,t]/T) ) - (1-lambda)*(sum{jl in 1..m}sum{j2 in 1..m} (
money [j1]*money[j2]* (sum{t in 1..T}(returns[jl,t]l*returns[j2,t])
/T = ((sum{t in 1..T} returns[j1,t]/T)*(sum{t in 1..T} returns[j2
»£1/T)))));

subject to total_money: sum{j in 1..m} money[j]l = 1;
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e (Cobdigo utilizado para resolver el problema minimizando la varianza sujeto a que el

retorno esperado es mayor que una cierta cantidad.

param m;
param T;
param returns{j in 1..m, t in 1..T};

param minev;
var money{j in 1..m} >=0;

minimize variance: sum{jl in 1..m}sum{j2 in 1..m} (money[jl1]*money[
j21* (sum{t in 1..T}(returns[jl,tl*returns[j2,t])/T - ((sum{t in
1..T} returns[j1,t]/T)*(sum{t in 1..T} returns[j2,t]1/T))));

subject to total_money: sum{j in 1..m} money[j] = 1;
subject to ev_min: sum{j in 1..m}(money[jl* (sum{t in 1..T} returnsl[

j,t1/T)) >= minev;

e Cédigo utilizado para resolver el problema maximizando el retorno esperado sujeto a

que la varianza es menor que una cierta cantidad.

param m;
param T;
param returns{j in 1..m, t in 1..T};

param maxvar,

var money{j in 1..m} >=0;

maximize ev: sum{j in 1..m}(money[jl* (sum{t in 1..T} returns([j,t]/T

));

subject to total_money: sum{j in 1..m} money[j] = 1;
subject to var_max: sum{jl in 1..m}sum{j2 in 1..m} (moneyl[jl1]*moneyl[

j21* (sum{t in 1..T}(returns[jl,tl*returns[j2,t])/T - ((sum{t in
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1..T} returns[j1,t]/T)*(sum{t in 1..T} returns[j2,t]/T)))) <=

maxvar;

El archivo de datos de AMPL es el que se muestra a continuacién. Dependiendo en qué

caso estemos, habra que eliminar dos de las tres tltimas lineas.

param m := 3;
param T := 2;
param returns: 1 2 :=

1-0.1 0.2
2 -0.01 0.05
3 0.001 0.005;
param lambda := 0.075;
param minev := 0.05;

param maxvar := 0.000004;

B.2. Modelo BoT

A continuacién se muestra el modelado en AMPL del problema BoTMult’. Es importante
destacar que este cédigo también sirve para modelar el problema BoT’ simplemente indicando

que el nimero de inversores es 1 (n = 1).

# Model BoT (Bank leader, several investors followers)

param n;
param m;

param T;

param probs{1l..T};

param returns{i..m,1..T};
param pricebounds{1l..m};
param sumpricebounds;

param alpha{l..n};
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param EO{1..n};

# Leader problem variables

var prices{j in 1..m} >=0, <=priceboundsl[j];

# Follower subproblem primal variables
var x{1..n,1..m} >=0, <=1;

var y{1..n,1..T};

var eta{l..n};

var d{1..n,1..T}>=0;

# Follower subproblem dual variables
var beta{l..n};

var mu{l..n} <=0;

var delta{l..n,1..T};

var gamma{l..n,1..T} <=0;

# Problem definition

maximize bankprofit:

sum{j in 1..m} prices[jl*(sum{i in 1..n} x[i,jl);

subject to polyhedron:

sum{j in 1..m} prices[j] <= sumpricebounds;

subject to strongduality{i in 1..n}:
-etali]+(1/alpha[i])*sum{t in 1..T} (d[i,t]l*probs[t]) = -betali]l-mul[i]=*
EO[i];

subject to CVaR{i in 1..n, t in 1..T}:
d[i,t] >= etalil-yl[i,t];
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subject to ydef{i in 1..n, t in 1..T}:
y[i,t] = sum{j in 1..m} (returns[j,t]l-prices[jl)*xI[i,]j];

subject to avgreturn{i in 1..n}:

sum{t in 1..T} probs[tlxy[i,t] >= EO[i];

subject to spendall{i in 1..n}:
1

sum{j in 1..m} x[i,j]

subject to duall{i in 1..n, j in 1..m}:
-betali]l-sum{t in 1..T} deltali,t]l*(returns[j,t]l-prices[j]l) <= O;

subject to dual2{i in 1..n, t in 1..T}:
-gamma[i,t] <= probs[t]/alphalil;

subject to dual3{i in 1..n, t in 1..T}:
-gamma[i,t] + deltali,t] - mul[il*probs[t] = O;

subject to dual4{i in 1..n}:
sum{t in 1..T} gammal[i,t] = -1;

El archivo de datos utilizado para un Ey y un « concretos es el siguiente:

# Model BoT (Bank leader, several investors followers)

param n:= 1;
param m:= 30;

30;

param T:

param pricebounds:= 1 0.1 2 0.1 3 0.1 4 0.1 5 0.1 6 0.1 7 0.1 80.190.1
10 0.1 11 0.1 12 0.1 13 0.1 14 0.1 15 0.1 16 0.1 17 0.1 18 0.1 19
0.1 20 0.1 21 0.1 22 0.1 23 0.1 24 0.1 25 0.1 26 0.1 27 0.1 28 0.1 29
0.1 30 0.1;



Capitulo B. Cédigo utilizado a lo largo del trabajo

param sumpricebounds:= 0.3;
param alpha:= 1 0.05;
param EO:= 1 0.1;

# 1 AAPL 2 AXP 3 BA 4 CAT 5 CSCO 6 CVX 7 DIS 8 DWDP 9 GS 10 HD 11 IBM 12
INTC 13 JNJ 14 JPM 15 KO 16 MCD 17 MMM 18 MRK 19 MSFT 20 NKE 21 PFE
22 PG 23 TRV 24 UNH 25 UTX 26 V 27 VZ 28 WBA 29 WMT 30 XOM

param returns: 1 2 3456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
23 24 25 26 27 28 29 30 :=

1 -0.6526325889086171 5.306254990631858 -2.7808293550755785
1.1477600386657065 -2.760897118672226 3.7122120975427393
-0.6423371878635277 -0.9719524134097228 -1.2606379665002134
-1.3724841673656865 -4.077673082602779 -1.4507398583138607
-5.350419106223799 -10.975045786054075 3.6508266617667093
-5.650127050620153 -1.7864614580550322 -8.913464078159635
3.648908741429277 -5.101453756678069 2.718196503379085
2.974597286901178 0.5994056612942248 5.552744217569224
2.336055672926831 0.00586467916520092 1.496305028709133
1.1562698667036488 -1.1773429663522776 7.639807237526871

2 2.6497166131196375 0.2080190959149153 0.094356479684188
3.280539153835989 1.2230777879349792 -3.976558990503896
0.6949056379924023 -3.944794256883492 3.6213621359223267
-5.134454085979925 2.429628641975305 4.406518218171044
1.0897672801049736 -3.3985026804175256 6.175524043418275
-4.979065778366411 -0.9186379827521659 -13.59507607176186
3.383330704405343 3.410295560480732 0.9319991902089232
1.9583966933009556 0.28860866972705723 2.272502796640938
1.4166495520405604 2.7363184864997647 0.055880984984571995
1.35889796427963 -0.8448108201136711 5.130574037861443

3 0.8602803266792177 -1.8861972367308155 1.8932844685096926
3.01190707458746 3.454703561579887 -0.08865942837693386
3.9177217625876146 -6.820714656193982 -1.0691108717799014
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0.8448826462447994 -0.4230770859071141 3.239691404612155
-9.040446299241301 -7.0337860264758785 11.027152352746986
-6.788559326665148 -1.3829592804190431 -4.4549057254902005
3.8844253705897365 3.38200323373787 7.894095642115816
3.3522293004062784 -0.145312692681046 6.378358109444545
4.511785694402857 3.2254073426153256 1.4546467415014217
3.907559832309212 -4.1033068429407 -10.30672080096444

4 -0.8109581114097514 0.46306270717432013 1.778898734797315
2.533248530054197 7.922713233514708 -2.487530295193439
0.5377355715871417 -7.331544678514708 -7.566692102718063
-12.389585084320014 9.33506972616072 0.8903752214772594
2.4032802016143577 -5.878736987140973 10.913994440810988
-8.933437885065784 2.6062273750005494 -5.285159863181199
4.6139760139918415 2.022126406957035 3.082334908263839
3.406510064806507 0.1903330809516974 -4.347506178960224
-1.7645694976832933 5.909790548532314 1.8208487919423375
-0.872506533801166 -4.451876740729775 1.00494247407951

5 0.9810355565955001 3.130397236614859 -1.5072241992882633
0.743895871283655 2.4472551710018897 0.1853397820152452
-1.0688612099132095 -5.028053084810858 -0.8094487160238177
-2.40405682267313706 2.7796610169491456 3.5839951627088835
-1.6132519292453371 -3.905063814673741 7.476421026573402
-2.9872572171977687 -1.3350538616505998 -8.664343081623747
2.198332243647906 0.3507084404956664 1.3280615716710829
3.5410368571608704 2.4428203962429658 2.6230196699974133
-0.3168588931136526 4.746770602813531 1.3756848067974858
2.5942905089944017 -0.6613499319198528 4.170747992950852

6 1.0271638108532104 -0.4621485511780798 -3.258484748087831
2.425828140066812 3.1947521688895595 0.9493948885345062
2.494277907215218 -6.032079214360812 0.3141733968117529
-5.595056759734694 2.8691867916182736 4.166302514609019
-0.37654086893915956 -4.585923141036836 4.700707829237821
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-2.900625476700435 -1.4373504448411252 -8.451201643658056
4.260630498614633 1.9972369627751987 1.552067316368896
1.6260902645629025 -1.0055101598624603 4.548668039669069
-0.6673996620579656 1.505354626546108 0.03351571065799576
2.211240490922527 -0.3359796798818352 3.0340362678662296

7 -0.4889784720222577 0.08040471723398264 -0.9373290734867697
-1.540956100378873 1.0433827376279936 5.9239129361610035
-1.8471036113031734 -1.8905715446120597 5.585650425489299
-4.8023548393211914 1.7581040417332972 2.4483417259940903
-1.5338966101694858 -3.5373095182492666 3.0424660413550018
-3.039219898505846 0.19645829086109223 -7.1122960903465975
2.9552887837719437 2.1528405735459235 2.7734704609664256
-1.4292063661037457 0.04502431515647732 0.1890422248282415
0.18867834172474934 0.9685176043670048 2.3625580375720068
-1.0759201735357917 -0.1754267138772675 1.0104569196108792

8 2.0947012524752617 1.329284804642183 -0.18536575725221124
-2.0285685714285813 1.6185476343380885 -7.719907943179587
-1.741562797125251 -5.586325456343184 -3.63727455568162918
-9.549490013933202 11.019230769230763 1.6455915468560591
0.8691189502385831 -4.662948211909921 2.5163884458621295
-7.087291515550268 -1.8046530232558204 -4.149297160843056
4.803320814390195 3.2251980384760346 1.0049314818198423
5.028947268975173 -0.5167120131465321 -7.427280381831037
-3.2915690426113886 4.892676559518002 1.3458683132054579
-2.9652556540017181 2.5121859767528987 1.0972915142648076

9 0.7412785855412077 1.1483973410386723 -1.6399621684534982
-1.9964939165235491 2.6609626884277975 -4.71657652275987
0.6555485048263328 -5.245674375438747 6.120546269241743
-6.432854049039565 8.160670991897378 -3.0650041093212237
-9.220749855488432 -6.4417125084532 0.840822818376846
-5.779015094876343 -3.840370722328384 -7.3623897120474675
1.8619156164589385 7.3728786565225946 1.0739731321227068
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14.474651564588042 -0.8887074465337881 -2.0922645687888606
-2.477864645085246 3.5634173690553324 -1.2594458438287153
1.12244744897959 -1.493436954996523 1.546809015908398

10 2.9351631513107277 -0.26328812324955786 2.7195257713896344
1.3771085948137263 1.5879810058072963 -2.4671618365608623
-5.199125904874505 -1.9910397700621378 -6.55686337321731
-4.236869472220094 4.470764198357176 3.3679832355687362
-4.822840345641152 -4.615296472369299 6.793011899567239
-4.175917096099044 -0.2893686094425619 -6.854720227424938
6.0692953905607006 1.9974115732733384 3.334874534468221
0.09475391349972935 0.45661654464174967 2.200665815986666
0.09220480805459748 4.253823722644218 0.0 -3.752794343535496
-2.12777558057758 0.5517850367331024

11 -0.013696426313793053 0.30128938721600057 -0.7031670044556826
1.9800653553812113 2.036003478244408 -0.09250016151305425
-1.441708814946346 -5.488823092590906 -8.342207667353595
-3.338501006731172 -7.308280252357716 6.8038412173224
-1.5946260191466328 -3.6028609031833403 6.041466745601725
-3.9671691631247117 0.46925257145140287 -7.47289395374655
1.8838984697332137 3.795453453025324 3.5288092396863306
1.9430273500990207 8.197384105960268 0.09704038145077812
-0.2908269817676349 3.230866632143706 0.8838665571532723
-0.035908797127471304 -2.952586988920684 3.212670907178043

12 1.1889639570685273 1.6156105749055878 -4.088372909353705
-1.9590957597611327 2.459374122543388 1.3501950278611232
-0.5498033294607038 -4.571545919020744 -1.9607864981999443
3.8409068181818187 3.10790565177917527 2.1226915278562615
1.496572407055247 -4.689741769824224 5.951869231803419
-6.225915509512974 3.503457893449053 -6.310072998117977
4.259589652096334 1.0053497326203282 3.6213446924746915
0.5313693030860424 -4.370803097597143 3.592684872604489
0.22573363431152585 5.77395577395576 1.6066627951993813
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1.543145302223465 -1.5384596911530952 3.525156250000007

13 1.1006142552196456 -0.9268076703230848 1.952635652941791
1.5802489727516489 2.430281653513465 -3.296477348247586
0.673089681885944 -3.759892720637279 3.8694316825813098
-1.4958662028939385 2.7086164655865046 3.3124845264955463
0.44723339609833407 -2.575524947752414 3.28341287445441
-1.0006814568011462 -8.547062915694424 -3.6917323308270573
-0.6401741163299044 0.44001336780104555 1.5019932488149432
0.7244716763005724 -1.8823214954117093 4.655697719900106
-1.3412839346039656 3.006050740455486 0.16131470298743303
1.2811126816495162 -0.2096190729474925 -0.3331826790262591

14 -0.07841509310137629 -0.08719741890479035 -0.22691743363732886
-0.7172848145556274 3.8325973568281935 -4.251168506595986
1.5774610626537044 -6.691681904771893 0.8976222785681841
-4.160880209030475 4.795976693018304 2.68500099700132
-1.1681220130459014 -3.0366361130400232 4.256915063161467
-7.104956253171038 -2.9044437708931765 -6.1023062508494705
2.824683080061217 3.986367778862603 -0.7746528796374501
4.684207599471219 -1.147334397067953 0.4739317194499634
-2.4258722302427542 4.133782516438616 -0.5210828842894526
-0.5428571428571364 -1.359760605190086 3.43656046138122

15 -2.0815387159458663 -2.3230352328942523 2.58021314785731
0.5905533554122046 1.282887528467608 -0.8372756188374575
-0.6711366241856819 -2.6155208671420915 3.692931960608775
-0.8849643477243984 4.52962127742253 3.4999999999999996
0.9863083735909821 -2.2922026028384463 2.8151815585475264
-2.5992102143170492 0.5092686901609289 -3.5873530603972497
-0.777799033003994 0.7838961698327082 -0.48349800294302475
0.5703443177017183 -0.5040999684078917 2.807688469657769
1.6427083851599915 -8.606056565656571 0.08841069458838578
0.22085247837572497 -1.1899536978855436 1.025867528991963

16 -1.098348784300905 1.7881734913987413 1.0294014924342305
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-1.866990916424304 2.7729464753281827 1.2038656768808442
-0.430381989435558 -1.6509574860016665 2.2402623874872574
3.4927403578500202 1.9672343825368417 5.199435360678921
0.8873797903906772 -3.0172200654026438 3.6167769214392305
-2.9441346067618395 0.18035963455118334 -4.986632849072135
0.8096491809238966 1.5493284523733 2.2941418122848347
0.10967374320540788 0.7832573506994476 -3.95652119565621757
-1.1147583685221891 2.987125035765377 1.7780724466407023
1.026371687791366 -2.9991909808291135 3.247911977715882

17 0.2539380719062786 2.742464412281403 0.7822913975184143
-2.2063329000125558 4.06484356203474 -2.5978805288413103
1.1769706789483436 -7.017217439680869 0.8172375688288909
-7.4555695973312111 4.249797852118922 4.299573718163723
3.928390733116135 -5.837319138755979 5.650403877280423
-4.655633461481659 -1.0794990647826048 -6.297810108175115
3.0585006802721026 1.029736521881418 0.4651891947714524
1.898961483311335 0.020419176858873442 1.6641194996667505
0.3313933454229181 4.524068503310586 0.234609306546923
-0.8884647464495469 -3.1808790018584308 3.579074635766223

18 -0.028955981145538677 -0.6518032929924268 1.5745765606984545
0.4449619763158162 1.6004500599978582 -0.22502954219491325
0.12686354308250056 -1.71758556514231535 3.6384473181047885
-2.6952260593013406 2.656242822265833 3.5837887194045313
1.6029882233103314 -1.8275046496845642 6.254182570086572
-3.3022373734427752 -0.31282324931148 -4.680963467012411
3.3882042966199046 1.1941010537043586 -1.79624367888726
1.2950613806392106 -3.8486963022790457 4.797806914234692
1.3996076415804273 2.9540777717006224 1.2028555620312265
1.0895196640901164 -2.2657672439493592 2.218041269998435

19 0.7622234474396157 3.6254611877221117 -3.667767227494572
4.7685094239766155 0.7850392312329771 0.09627253463552093
-1.9585607600272548 -2.2830616859822173 -0.8305156520945446



Capitulo B. Cédigo utilizado a lo largo del trabajo

-1.564517704232741 -0.747938488668082 3.212128741065225
-1.1682020626083687 -4.820390573271867 7.587075773746007
-5.473892194732556 1.1543589009731068 -7.3564048604772765
2.198916760696838 1.5340183437993695 0.8535298734425556
4.776260561004062 -0.5013471404822774 -4.0962947484612275
2.811830149949703 2.413175970723487 2.5411199173801524
1.405783532434146 -1.7950742183868709 4.886437338042941

20 3.3855761755485845 -0.3032140801654608 -2.3114283082029705
3.9725963646601556 2.4673674084888635 -0.970195173458974
-5.4296481889796 -5.254616628009857 -2.2395006065340275
-2.8837070864264573 6.2578076869710015 -0.2872825728053603
-2.1215334976226585 -4.348407930115278 5.077640371454476
-2.369551289820899 -1.1044410201494907 -0.22059286116908217
1.340324664626589 1.7862095329266194 1.8620213834689556
5.799573832199177 0.19888627217723912 1.116488014930062
1.0428155798597536 3.6668236563037513 -0.7261595476514282
2.831526596707726 -2.7076650891388176 2.3584904826005726

21 0.7365217391304282 -2.0754763171945076 1.6377673410404556
1.8009430852857162 2.560526130366056 0.022694053048252394
1.9060585432266763 -2.5161456245824985 1.6445888909225501
-4.269667415730338 0.7746526185282928 3.1446517586769085
-1.738936353634501 -0.8503769639336686 7.16272849241372
-4.996759679861556 -0.2732217792906092 -4.269404207064023
2.456472692582885 0.09311219956033197 -0.27906744186046506
-0.8162359884273405 -4.443922041945013 5.511816080507278
-1.515860505693559 0.4025621596021875 1.3207475792100263
0.9311033736290205 -5.69649894611394 2.1765713420563575

22 -0.39431352863393404 -0.4918474029288948 -1.2537589362420296
2.0754448992579664 2.643223267034761 -3.0179410393847554
-1.2976101899215309 -3.761416828693452 10.422470539399724
0.6414638954823324 2.2194365784266226 2.8950073019709985
1.5258045005603424 -2.430184395651236 3.2444843429704533
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-2.179668771988814 4.532181866917753 -5.867133752764222
0.23084423182540198 1.4367163851721791 -0.7784636345218607
-0.38138717602878075 2.3845986082826127 4.134618678090139
0.24622755467089813 0.7880503611508585 1.797316151584605
-1.805484289276801 -0.030473384183805872 4.095110086572099

23 0.06900552168388394 0.835193503761918 -1.1474239598438878
-0.061496658052022674 3.407435712923448 -3.518294354086667
0.3237976850930407 -4.979637862920247 1.957135431344346
-3.7915435868961604 2.976338502957055 4.90792386056167
-1.7247920455223413 -1.6851797255516128 2.977880773742184
-5.2235922844056235 -2.4360594437691634 -3.724599658450453
1.878338822649305 0.37212619032690347 1.508258341759344
2.9384917162904345 0.7821957780469968 1.2081892812884663
-0.5534010681223951 2.345181633315984 1.7710104951448493
1.5341130656659143 -1.5109336353524316 2.4118370504705493

24 0.743343154284515 1.5816527984775826 -0.06704611712514995
-1.1070527102543966 0.5126135502816505 -0.23624853537618623
1.187792397045069 -3.562417003161211 2.1917504444214617
-2.6837524772145716 1.0961410940932197 5.953786216858105
-1.9670957280967196 -3.500420687198215 7.545291024105392
-4.328970944464605 -1.5454358080765738 -10.06716251882419
3.3145964305546025 -2.688438054572005 3.3594871746825654
7.199096436379835 0.9604474576271129 0.24995822794069292
-2.537960321010877 3.524250176195113 -1.4826909327132527
-7.846951509506468 -3.599431735107003 5.946311018686735

25 -0.8033330734404345 -1.2447540398563846 0.23538193398744522
4.386037587532671 3.105949859812415 -1.5976942342666915
-0.5364423222436495 -6.7812405692685225 -0.7328642778344528
-4.235304862038655 3.4082584579666126 2.573967668523882
-0.443731901873419 -0.8376331039102023 -5.579663197904861
-1.9615882127901605 -0.5441557273542605 -10.622897879893149
-0.791113203993226 1.5948367797545808 2.737806094313376
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3.5925467101195143 1.6769060285003266 2.7372463990544267
2.950071366194203 4.302395367824237 0.00782326224447267
-1.5653127079591307 -1.3914288317904626 1.5320118093536184

26 2.0307047048651343 1.8654660582274443 -2.512085250950266
3.240222833244904 1.4948640826532422 0.026653115095245757
-3.151439220506077 -3.646122016743797 0.01428245058235695
-1.6704718493650585 1.4810468461940358 2.968946937823338
-2.605433323407443 -5.2147227600446575 6.653128872323659
-3.246069982905286 -1.4732732734791516 -8.016873433026094
5.375824796783758 2.069644080194836 3.2996664406883665
0.31870346687966244 0.12274223826714263 1.0672791673365423
0.16411773802860016 3.2269545794644863 0.6624739310613795
2.4679551130443294 -1.41834146371618 5.503902728039239

27 -0.018255155717190198 -0.7484483524725815 -0.6805205201493566
1.018516666666666 -0.23831531142649523 -1.892684744310348
2.903165441153121 -2.20240084096107 2.177558161176259
1.1111037846592473 2.017659953797867 3.2314991483048066
2.9934998801488173 -2.60754031900914 2.830832244727693
-4.344940370562859 -1.0402184466019406 -3.784169453953419
0.637294269384357 1.9721385923647434 2.945349486420354
-1.6028955532574969 -1.2086144683832594 -3.280147046803298
-1.099904694773687 2.242815528400076 3.1907142857142916
0.07027582818959995 -0.754915743590527 3.2902884006773228

28 -1.1144435237732164 -0.9391720985287157 -0.5396674603170004
3.064961048102032 3.870234830253763 -0.13698356164383474
-0.5349794091912379 1.3653261242497277 5.238092517006802
-1.4479573742199747 4.027285686975517 3.8965900165224445
0.15778371353057122 -2.072223778679985 4.776636673100789
-4.110069779380412 -3.017617858908301 -14.579624449571362
1.1745479876732738 2.23364721967755 3.0760370849504146
1.0040454748856023 -0.7455488057434816 -0.01391292271404826
-2.4485170749242045 4.720474698211308 -4.085523627944982
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-5.423823654692616 -10.073560875640876 4.557594171699693

29 -2.963721062109785 0.9584034004761482 -0.03129459595979314

-1.293964284796732 1.384930812345104 -2.075076077683502
-0.6389159561743897 1.6075447777846916 2.4680983539309933
1.8425115420996143 2.4257064397471835 4.164201861622329
-7.455471910865313 -2.6512477704729775 2.681392275108146
-4.567332215722836 -1.4379267853218927 -5.138814483153278
5.738551787164643 1.421909304957433 1.4982812179306164
3.0472449619251325 -0.8083505328450563 -3.177223990566876
1.8325175598495853 4.613931688346279 -0.4400390127020466
-1.627325917810366 -0.3471908506075845 0.8504990613997028

30 1.7377983200153724 0.6907749048942008 2.0706050161058833

1.3320248971764825 2.7134588208745494 -0.1761195297902944
0.37638086484523836 -4.640261525205598 0.7249987979232702

-5.4166182088981465 5.
-2.361820117652278 -4.
-2.339623899371065 -2.
0.07339253933974399 4.
1.7707710294092212 -1.
-2.5553148723739563 5.
2.0147947466155167 -1.

701016454288864 -1.3178694808249953
394631514622988 5.311964639342023
6532676797175254 -9.870334483452377
3714303761604825 0.801122957101246
7399603162066173 5.856102818515034
041897605762466 0.9136520513917528
2374975 1.4428552982443925;

param probs:= 1 0.03333333333333333 2 0.03333333333333333 3

0.03333333333333333 4 0.03333333333333333 5 0.03333333333333333 6
0.03333333333333333 7 0.03333333333333333 8 0.03333333333333333 9
0.03333333333333333 10 0.03333333333333333 11 0.03333333333333333
0.03333333333333333 13 0.03333333333333333 14 0.03333333333333333
0.03333333333333333 16 0.03333333333333333 17 0.03333333333333333
0.03333333333333333 19 0.03333333333333333 20 0.03333333333333333
0.03333333333333333 22 0.03333333333333333 23 0.03333333333333333
0.03333333333333333 25 0.03333333333333333 26 0.03333333333333333
0.03333333333333333 28 0.03333333333333333 29 0.03333333333333333

12
15
18
21
24
27
30
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0.03333333333333333;

B.3. Modelo 10T

A continuacién se muestra el modelado en AMPL del problema IoT’.

# Model IoT (Investor leader, bank follower)

param m;

param T;

param probs{1..T};

param returns{1l..m,1..T};
param pricebounds{1l..m};
param sumpricebounds;
param alpha;

param EO;

# Leader variables
var x{1..m} >=0, <=1;
var y{1..T};

var eta;

var d{1..T}>=0;

# Follower subproblem primal variables

var prices{j in 1..m} >=0, <=pricebounds[j];
# Follower subproblem dual variables
var v <=0;

var u{l..m} <=0;

# Problem definition
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minimize objCVaR:

-eta+(1/alpha)*(sum{t in 1..T} d[t]*probs[t]);

subject to CVaR{t in 1..T}:
d[t] >= eta-yl[t];

subject to ydef{t in 1..T}:
y[t] = sum{j in 1..m} (returns[j,t]l-prices[jl)*x[j];

subject to avgreturn:
sum{t in 1..T} probs[t]l*y[t] >= EO;

subject to spendall_proportion:

sum{j in 1..m} x[j] = 1;

subject to strongduality:
sum{j in 1..m}prices[jl*x[j] = -0.3*v-sum{j in 1..m}0.1xul[j];

subject to polyhedron:

sum{j in 1..m} prices[j] <= sumpricebounds;

subject to dual{j in 1..m}:
v+uljl <= -x[j];

El archivo de datos utilizado para un Ey y un « es igual que el del modelo BoT pero

eliminando la linea param n:= 1;.

B.4. Modelo SW

A continuacién se muestra el modelado en AMPL del problema SW'.

# Model SW (Social Welfare)
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param m;
param T;
param probs{1l..T};

param returns{i..m,1..T};

param pricebounds{l..m};
param sumpricebounds;
param alpha;

param EO;

param bankprofitmin;

# Variables

var prices{j in 1..m} >=0, <=pricebounds[j];
var x{1..m} >=0, <=1;

var y{1..T};

var eta;

var d{1..T}>=0;

# Problem definition

minimize cvar:

-eta+1/alpha*(sum{t in 1..T}(probs[tl*d[t]));

subject to CVaR{t in 1..T}:
d[t] >= eta-yl[t];

subject to ydef{t in 1..T}:
y[t] = sum{j in 1..m} (returns[j,t]l-prices[jl)*x[j];

subject to avgreturn:

sum{t in 1..T} probs[t]l*y[t] >= EO;
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subject to spendall_proportion:

sum{j in 1..m} x[j] = 1;

subject to bank_profit_min:

sum{j in 1..m}prices[jl*x[j] >= bankprofitmin;

subject to polyhedron:

sum{j in 1..m} prices[j] <= sumpricebounds;

El archivo de datos utilizado para un Ey y un « es igual que el del modelo BoT pero
eliminando la linea param n:= 1; y anadiendo la linea param bankprofitmin:= 0; para

una cota inferior del beneficio del banco fijada, en este caso 0.






Apéndice C

Graficas

En este apéndice se incluyen todas las graficas que no se han considerado suficientemente
relevantes como para incluirlas a lo largo de la memoria y evitar asi sobrecargar la misma con

demasiadas gréficas

C.1. Modelo BoT con varios inversores

CVaR

CVaR

Retorno esperado garantizado (EO)

Figura C.1: CVaR correspondiente de cada inversor para el modelo BoT con varios inversor.
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CVaR (alpha = 005)

----- 005
//‘\ —-— 050
5 K — 099
0’:
Ray
l’ '.'
4.5 i s
[
[~ - sl
2 4 \ -
Q N / K
3.5
3. | e
0 0.2 0.4 0.6

Retorno esperado garantizado (EO)

Figura C.2: CVaRy g5 de cada inversor para el modelo BoT con varios inversores.
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Figura C.3: CVaRg 50 de cada inversor para el modelo BoT con varios inversores.
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CVaR (alpha = 099)
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Figura C.4: CVaRg g9 de cada inversor para el modelo BoT con varios inversores.

Beneficio del banco
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Figura C.5: Beneficio del banco para el modelo BoT con varios inversores.
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Figura C.6:

Retorno esperado
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Retorno esperado garantizado (EO)

Retorno esperado de cada inversor para el modelo BoT con varios inversores.
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Figura C.7: Numero de activos en los que invierte cada inversor para el modelo BoT con varios

inversores.
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Retorno esperado del inversor con alpha = 005

Inversores juntos

0.7
Inversores separados

0.6

0.5

0.3
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0 0.2 0.4 0.6

Retorno esperado garantizado (EO)

Figura C.8: Comparacion del retorno esperado del inversor con o« = 0.05 entre el modelo con

un solo inversor y el modelo con varios inversores.
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Figura C.9: Comparacion del retorno esperado del inversor con o« = 0.50 entre el modelo con

un solo inversor y el modelo con varios inversores.
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Retorno esperado del inversor con alpha = 099

Inversores juntos
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Figura C.10: Comparacién del retorno esperado del inversor con o = 0.99 entre el modelo con

un solo inversor y el modelo con varios inversores.

Numeros de activos en los que invierte el inversor con alpha = 005
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Figura C.11: Comparacién del ntimero de activos en los que invierte el inversor con o = 0.05

entre el modelo con un solo inversor y el modelo con varios inversores.
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Numeros de activos en los que invierte el inversor con alpha = 050

_J
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Figura C.12: Comparacién del ntimero de activos en los que invierte el inversor con o = 0.50

entre el modelo con un solo inversor y el modelo con varios inversores.

Numeros de activos en los que invierte el inversor con alpha = 099
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Inversores separados

1.5

Numero de activos en los que se invierte
-

0 0.2 0.4 0.6

Retorno esperado garantizado (EO)

Figura C.13: Comparacién del nimero de activos en los que invierte el inversor con o = 0.99

entre el modelo con un solo inversor y el modelo con varios inversores.
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C.2. Modelo 10T frente a modelo BoT

Retorno esperado

----- Modelo BoT - 0.05

0.7
/ = = Modelo BoT - 0.25
=== Modelo BoT - 0.50

0.6 // Modelo BoT - 0.99
s e Modelo IoT - 0.05

0.5 — — Modelo IoT - 0.25
=== Modelo IoT - 0.50

04 Modelo IoT - 0.99

Retorno esperado

0 0.2 0.4 0.6

Retorno esperado garantizado (EO)

Figura C.14: Comparativa del retorno esperado en el modelo IoT frente al modelo BoT.
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=== Modelo BoT - 0.50
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NUmero de activos en los que se invierte

0 0.2 0.4 0.6

Retorno esperado garantizado (EO)

Figura C.15: Comparativa del ntimero de activos en los que se invierte en el modelo IoT frente

al modelo BoT.
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