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Resumen

Resumen en espanol

La programacién lineal nos permite resolver problemas de diversos campos utilizando diferentes
algoritmos, siendo el método simplex uno de los mas utilizados.

Se empezard el trabajo haciendo una revisién de la programacion lineal con un sélo objetivo,
centrandonos en el método simplex como principal algoritmo de resolucién de este tipo de problemas.
Se presentara la parte tedrica y la acompanaremos de numerosos ejemplos con el fin de afianzar el en-
tendimiento. El capitulo se cerrard con la presentacion del algoritmo del simplex que se ha programado
en el lenguaje R.

La segunda parte de este trabajo, y principal, se centrard en la programacién multiobjetivo. Se
revisara el concepto de optimalidad de Pareto, distinguiéndolo del concepto manejado en la optimiza-
ci6én tradicional, y se explicard la escalarizacién, mostrando su aplicabilidad resolviendo (utilizando el
lenguaje AMPL) un ejemplo real aplicado a la gestién de listas de espera. El capitulo se cerrard con
la descripcién del método simplex multiobjetivo, la tabla del simplex multiobjetivo y la programacién
del algoritmo del simplex multiobjetivo en el lenguaje R.

English abstract

Linear programming allows us to solve different type of problems in several fields by the use of
various algorithms, being the simplex method the most commonly used.

This thesis will start presenting the multiobjective linear programming with a single objective,
focusing our attention on simplex method. We will present the theoretical part along with a large
number of examples. To finish the chapter the code of the simplex algorithm, which was programmed
in the R language, will be presented.

The main part, and second chapter of this thesis, is focused on multiobjective lineal programming.
We will examin the concept of Pareto optimality, distinguishing it from the classical concept of optima-
lity used in traditional optimization. Moreover, scalarization will be explained, showing how effective
it is by solving a real world example (using the AMPL language) applied to queuing problems in hos-
pitals management operations. The chapter will be closed with the presentation of the multiobjetive
simplex method, its table and an example solved with the multiobjective simplex algorithm which was
programmed in the R language.
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Prefacio

La investigacion operativa es una rama de las matematicas que busca la mejor solucién a los
problemas, una vez dado un cierto criterio, dentro de todas las soluciones factibles. Este tipo de
problemas se escriben de la forma

optimizar  f(z)

sujetoa xe€ X

siendo X un conjunto no vacio, denominado conjunto factible y f una funcién real definida en X,
llamada funcién objetivo. Denominamos optimizar a dos tipos de opciones: maximizar o minimizar.

Este tipo de problemas nos permiten un “ficil” estudio de una gran variedad de problemas de la
vida real; sin embargo, muchas veces nos encontramos ante problemas donde varios objetivos entran en
conflicto, por lo que nuevas formas de enfrentarnos a este tipo de problemas tendréan que ser descritos.
Algunos ejemplos pueden ser los siguientes:

= Diseno de un automévil: A la hora del disenio de un automdvil tenemos que tener varias variables
en cuenta. Por ejemplo, tendremos que minimizar el coste de producciéon o su consumo al mismo
tiempo que maximizamos su seguridad y confort. Usualmente estos criterios entran en conflicto
y no pueden ser optimizados al mismo tiempo.

= Compra de una vivienda: A la hora de tomar la decisién de comprar una casa hay que tener en
cuenta diferentes criterios. Minimo coste de compra, minimo coste de mantenimiento, maxima
comodidad o mejor situacién geogréfica. Y como es comprensible, maximizar la comodidad suele
ir unido a aumentar el coste de la vivienda.

Como hemos visto en estos ejemplo, incluso en las situaciones mas simples, nos podemos encon-
trar ante problemas con objetivos que no se pueden satisfacer simultdaneamente. Debido a esto, los
conceptos de optimizaciéon usuales no pueden ser utilizados y se necesita el desarrollo de técnicas que
resuelvan problemas con varios objetivos. El economista italiano Pareto (1884-1923) introduce lo que
se denominard Optimo de Pareto y que se puede expresar como sigue: “No se alcanza la asignacién
6ptima de recursos en una sociedad mientras que se pueda hacer més rico a un individuo manteniendo
la riqueza del resto de individuos”. Previo a Pareto, el economista Irlandés Edgeworth (1845-1926) ya
habia definido un 6ptimo para problemas con varias utilidades en un problema de dos consumidores
P y Q de la siguiente manera: "Un punto (z,y) es éptimo siempre que en cualquier direccién que
tomemos un paso suficientemente pequeno P y Q no crecen al mismo tiempo pero, mientras que uno
crece, el otro decrece“. Segun la definiciéon dada por Pareto, una alternativa es éptima si cualquier
alternativa mejor que ella segin un criterio, es peor respecto de algin otro criterio. Y esta es la base
de la optimizacién multiobjetivo, que tiene su raiz en la teoria de espacios ordenados desarrollada por
Cantor (1845-1918) y Hausdorff (1868-1942).

Un problema de optimizacién multiobjetivo se escribe de la siguiente manera:
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XII PREFACIO

Maximizar  F(z) := (f1(2), ..., fx(z))

sujetoa xe€ X

donde cada funcién fi, ..., fr es una funcién real sobre X y “Maximizar” significa encontrar el elemento
Z € X tal que ningtin valor F(z), con x € X sea mayor que F(Z). Es importante tener en cuenta que la
solucién verifica que, aunque la soluciéon  no es peor que ninguna otra solucién, no tiene porqué ser la
mejor solucién entre todas las x € X; de hecho, en general no lo sera. Por tanto, resolver un problema
de programacién multiobjetivo consistird en encontrar el conjunto de soluciones “6ptimas”, o al menos
una parte representativa de ellas; y esto puede llegar a ser un trabajo muy laborioso, lo que hace que
la resolucién de problemas de optimizacién multiobjetivo sea un gran reto tedrico y practico.



Capitulo 1

Programacion lineal con un solo
objetivo

La programacion lineal es el campo de la programacién matematica dedicado a maximizar o mini-
mizar (optimizar) una funcién lineal, denominada funcién objetivo, de tal forma que las variables de
dicha funcién estén sujetas a una serie de restricciones expresadas mediante un sistema de ecuaciones
o inecuaciones también lineales.

En los siglos XVII y XVIII, grandes matematicos como Newton, Leibnitz, Bernouilli y, sobre todo,
Lagrange, que tanto habian contribuido al desarrollo del calculo infinitesimal, se ocuparon de obtener
méaximos y minimos condicionados de determinadas funciones. Posteriormente, el matemético francés
Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) fue el primero en intuir, aunque de forma imprecisa, los
métodos de lo que actualmente llamamos programacion lineal y la potencialidad que de ellos se deriva.

Si exceptuamos al matemdtico Gaspar Monge (1746-1818), quien en 1776 se interes6 por problemas
de este género, debemos remontarnos al ano 1939 para encontrar nuevos estudios relacionados con
los métodos de la actual programacion lineal. En este ano, el matematico ruso Leonodas Vitalyevich
Kantordvitch publica una extensa monografia titulada Métodos matemdticos de organizacion y pla-
nificacion de la produccion, en la que por primera vez se hace corresponder a una extensa gama de
problemas una teoria matematica precisa y bien definida a la que actualmente llamamos programa-
cién lineal. El nombre de programacién lineal no procede de la creacién de programas de ordenador,
sino de un término militar, programar, que significa “realizar planes o propuestas de tiempo para el
entrenamiento, la logistica o el despliegue de las unidades de combate”, ya que en esta época, donde la
Segunda Guerra Mundial estaba teniendo lugar, la programacién lineal se planteaba como un modelo
matematico desarrollado para planificar los gastos y los retornos, a fin de reducir los costos del ejército
y aumentar las pérdidas del enemigo.

Kantorévich recibiria el premio Nobel de economia en 1975 por sus aportaciones al problema de la
asignacion 6ptima de recursos humanos.

Tras finalizar la Segunda Guerra Mundial, en Estados Unidos se asumi6 que la eficaz coordinacién
de todas las energias y recursos de la nacién era un problema, de tal complejidad, que su resolucién y
simplificacién pasaba necesariamente por los modelos de optimizacién.

El gran impulso de la programacion lineal para la industria y los negocios se identifica con el
doctor George Dantzig, matemédtico de origen norteamericano que formula, en términos matematicos
muy precisos, el enunciado estandar al que cabe reducir todo problema de programacion lineal. Dantzig
desarrollaria este mismo ano el algoritmo simplex, un método sistematico de resolucién para problemas
modelados con programaciéon lineal. Esto ocurrié en 1947, una vez enrolado en el grupo de trabajo
intensivo conocido como SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs) para la Fuerza Aérea
de los EE.UU.

Desde que George B. Dantzig desarrollé el método simplex en 1947, que serd explicado con de-



2 CAPITULO 1. PROGRAMACION LINEAL CON UN SOLO OBJETIVO

tenimiento en la Seccién 1.2, la programacién lineal se ha utilizado extensamente en el area militar,
industrial, gubernamental y de planificaciéon urbana entre otras. El desarrollo de la programacion li-
neal se considera entre los avances cientificos més importantes del siglo XX, pues su impacto ha sido
extraordinario. Actualmente es una herramienta de uso comin que ha beneficiado a muchas organi-
zaciones en distintos paises, consiguiendo ahorros de toda indole, por lo que su uso se estd ampliando
rapidamente a todos los sectores de la sociedad.

Los problemas de programacién lineal pueden ser resueltos con diferentes algoritmos; y aunque
el simplex es el método mas utilizado no siempre es el mas eficiente, ya que su complejidad en el
peor caso puede ser exponencial, como podemos comprobar en Klee (1972). En 1979 el matemadtico
ruso Leonid Khachiyan disené el llamado algoritmo del elipsoide, a través del cual demostré que los
problema de programacién lineal son resolubles de manera eficiente, es decir, en tiempo polinomial.
Mids tarde, en 1984, Narendra Karmarkar introduce un nuevo método (el método del punto interior),
lo que constituiria un enorme avance en los principios tedricos y practicos en el area.

Desde la creacion del método simplex mucha gente ha contribuido al crecimiento de la programacién
lineal, ya sea desarrollando su teoria matemadtica, disenando cédigos y métodos computacionales efi-
cientes, experimentando nuevas aplicaciones o utilizando la programacion lineal como una herramienta
auxiliar para resolver problemas més complejos como son programas enteros, programas discretos,
programas no lineales, problemas combinatorios, problemas de programacién estocéastica o problemas
de control éptimo.

En los ultimos anos lo notable y mas prometedor parece ser: la programacién lineal en nimeros
enteros por R. Gomory, el principio de descomposicién de Dantzig y Wolfe, los programas lineales
estocésticos...

1.1. Propiedades de los problemas de programacién lineal

Empezaremos presentando una formulacién matematica de los problemas de programacion lineal y
posteriormente veremos que todo problema de programacién lineal puede ser expresado de esta forma.

maximizar  f(z)
sujeto a  gi(z) <0 .
hi(z)=0  j=1,..,1L

Aqui x = (x1,...,2,) € R™ son las wvariables de decision; f : R® — R la funcidn objetivo, que
representa el beneficio o coste asociado a cada combinacién de las variables de decision; y g;(x) <
0,i€{1,...,m} (con g; : R = R) y hj(z) =0,5 € {1,...,1} (con h; : R" — R) son las restricciones de
desigualdad e igualdad, que representan las configuraciones de los valores de las variables de decision
que son factibles. Adem4ds, tenemos que tener en cuenta que la relacién de orden x = y significa que el
vector x — y no tiene elementos negativos y x > y significa que = — y no tiene elementos negativos y
que ademads = # y.

Si queremos escribir el problema de programacién lineal de una forma més compacta (usando
notacién matricial), tendremos la siguiente formulacién:

max cx
sujetoa Az <b (P)
z 2 0.

Aqui c € R" es el vector de costes; A € R™*™ la matriz de restricciones con elementos a;j, donde
alf representard la fila ¢ y aj la columna j; y b € R™ el vector de lados derechos. Las restricciones de
la forma x; > 0 se denominan restricciones de no negatividad y el conjunto {z : Az < b,z = 0} se
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conoce como reqion factible.

Ademsds, una vez que tenemos definido el problema, podemos hablar de soluciones 6ptimas. Una so-
lucién 6ptima es una solucion factible, cumple las restricciones del problema, que da el valor maés
favorable de la funcién objetivo.

A la hora de resolver problemas de programacién lineal trabajaremos con la forma estdndar, donde
todas las restricciones son de igualdad y las variables de decisién no negativas. Para ello, existen
diferentes transformaciones de los elementos de los problemas de programacion lineal que nos llevan a
nuestro proposito:

= Funcion Objetivo: Todo problema de minimizacién se puede convertir en uno de maximizacion
y viceversa llevando a cabo la siguiente transformacion.

n n
min E ijj = —max E —CjTy
j=1 j=1

= Restricciones:

- Para cambiar una restriccién de “>” por una de “<” o viceversa solo tendremos que multiplicar
todos los elementos de la restriccion por —1.

-Si sélo queremos restricciones de igualdad (como serd en nuestro caso), cada restriccién de la

n oy . n oy S — b, s i
forma ., a;;z; < b; la reemplazaremos por i, a;zj + x; = b; donde z7 se denomina
variable de holgura y xi > 0. En caso de que la restriccién sea de “>” tendremos que restar una
variable de holgura en lugar de sumarla.

= No negatividad: Si lo que yo quiero para mi problema en forma estandar es que las variables

solo tomen valores mayores o iguales que cero pero tengo una variable x; que puede tomar valores

positivos y negativos, lo que haré es substituir z; por dos variables :cg y :c}’ , de tal forma que
- [
x5, X >0y z; =a; — ;.

Una vez visto como podemos representar cualquier problema de programacion lineal en su forma
estandar nos centraremos en las caracteristicas de la regién factible, que esté definida por las restric-
ciones de nuestro problema a resolver.

La region factible de un problema de programacién lineal es un poliedro convexo (que puede ser aco-
tado o no) ya que estd definida por una interseccién finita de semiespacios. Sea el poliedro definido
por S = {x: Az £ b,x = 0}, S serd la interseccién de m semiespacios (que son las restricciones) de la
forma azf z < b; y n semiespacios de la forma x; > 0. Cuando b; = 0 para todo i, el conjunto factible
S es un cono', que se denomina cono convezo poliédrico, y la solucién del problema sera el punto 0 o

no tendra 6ptimo finito.

Si ahora cogemos un punto T € S que pertenezca al hiperplano dado por la restriccion i, es decir
a{ T = b;, entonces decimos que la restriccion ¢ estd activa en T o que estd saturada para T. El conjunto
que contiene los indices i de las restricciones saturadas en un punto x se denomina conjunto de indices
activos y lo denotaremos por I(x).
Sea un numero k < n, el conjunto de puntos que pertenece a k de los m + n hiperplanos que definen
S (o que saturan a k de las m + n restricciones) tiene dimensién n — k. Si ponemos como ejemplo R3,
el conjunto de puntos que saturan una restriccién tendrd dimensién 2 (n — k = 3 — 1 = 2), es decir,
serd una cara; los que saturan dos restricciones, una arista y el que satura tres, un punto.
También hay que tener en cuenta que existen un tipo de puntos llamados degenerados en los cuales se
saturan mas de n restricciones del poliedro.

Que la regién factible sea un poliedro convexo nos serd de gran utilidad, ya que como veremos més
adelante los puntos extremos de estos poliedros tienen un papel fundamental en el método simplex. La
siguiente proposiciéon nos dard una caracterizacién de este tipo de puntos.

IDado un conjunto no vacio @ C R™, se define el cono de Q (Fig. 1.1a) como el conjunto siguiente: cono(Q) := {ta :
a€Q,teR,t>0}.
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(a) Cono de Q1 y Q2. (b) Ces.

Figura 1.1

Proposicién 1.1.1 Sea S CR™ el poliedro dado por {z : Ax < b,z = 0}. Un punto T € S es un punto
extremo de S si y solo si en T se saturan n restricciones independientes de las que definen el conjunto

S.

A continuacién definiremos un concepto de importancia vital en las proposiciones posteriores, las
direcciones extremas.
Dado un conjunto convexo @, un vector d # 0 es una direccién de @ si para cualquier punto x € @, el
rayo de vértice x y direccién d estd contenido en S. El conjunto de todas las direcciones lo denotaremos
por Cw (Fig. 1.1b). Ademds, el conjunto C es un cono convexo al que denominaremos cono asintdtico.
Hay que tener en cuenta que un conjunto convexo acotado no tiene direcciones, ya que los rayos son
no acotados.

Definicién 1.1.1 Dado un conjunto convexo Q, una direccion d de Q es una direccion extrema si no
puede ser representada como una combinacion conica® estricta de dos direcciones distintas de Q.

De la misma manera, un punto z € S es un punto extremos de S si no puede ser representado como
una combinacion convera® estricta de dos puntos distintos de S.

Proposicion 1.1.2 El conjunto de dptimos de un problema de programacion lineal es un conjunto
CONVeEILo.

Demostracion. Supongamos que x' y 22 son dos soluciones éptimas de nuestro problema de progra-
macién lineal; y sea z = cz' = cz? el valor de la funcién objetivo en los puntos éptimos. Definamos
ahora un punto z = Az + (1 — X\)z2, con A € (0,1), que por tanto es combinacién lineal de z' y z2.
Lo que queremos demostrar es que Z es solucién 6ptima; es decir, que T es factible y que ¢z = z.

1. Para comprobar la factibilidad tenemos que probar que AT =by T = 0.
Por la linealidad del producto matricial tenemos que:
Az = AQat 4+ (1 = N)a?) = AMat + (1 — N Az? = Ab+ (1 — \)b = b, ya que z', 2% son factibles.
Ademas,
Z=Xl+(1-N22>X0+ (1 -X)0=0,yaquezt, 22 >0y \e(0,1).

2Se denomina combinacidn cénica de una cantidad finita de puntos 1, ..., z; a la suma Zle Aixz;, donde los \; son
no negativos.

3Se denomina combinacidon convera de una cantidad finita de puntos z1,...,z; a la suma Zle Aizi, donde los \;
son no negativos y Z?:l A; = 1. Se dice estricta si 0 < A\; < 1.
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2. Por la linealidad del producto escalar tenemos que:
ct=cOrl+(1-=Na2?) =Xzt + (1 =Nz’ =z + (1 - Nz = 2.

O

Esta proposicion nos lleva ante cuatro tipo de soluciones posibles para nuestros problemas: solucién

unica, multiples soluciones 6ptimas, no existe solucién éptima finita y que la regién factible sea vacia.

Antes de demostrar los siguientes resultados, que nos dirdn cuando una solucién es éptima y nos

aseguraran la existencia de soluciones éptimas finitas, definamos vector normal, cono normal, conjunto
relativamente interior y mostremos un teorema que nos sera de utilidad en capitulos posteriores.

Definicién 1.1.2 Sea S C R" el poliedro convexo dado por {x : Ax £ b,x 2 0} y sea x € S. Decimos
que v es un vector normal a S en x si

v-(y—x)<0 Vyes.

El conjunto de vectores normales a S en x forman un cono convexo que se denomina cono nor-
mal(Fig. 1.2a) a z en S y se denota por Ng(z).

/_>
Ns(z) + = Q1
/ pos(Q)

s (@,

AL

(a) Cono normal. (b) Envoltura positiva de @ = Q1 U Q2.

Figura 1.2

El siguiente teorema nos dice como calcular el cono normal en un punto frontera de nuestra region
factible.

Teorema 1.1.1 El cono normal en un punto frontera = del poliedro S es la envoltura positiva* de los
vectores azf, siendo i un indice activo en el punto x.

Definicién 1.1.3 Dado un conjunto no vacio y convero Q C R™, el conjunto relativamente interior
de Q se define como: 1i(Q) = {x € Q : B,’(x,¢) Naff(Q)°C Q para algiin € > 0}.

La proposiciéon que demostraremos a continuacién nos dard una condicién que nos asegura la
optimalidad de una solucién factible.

4Dado un conjunto no vacio Q@ C R™, se define la envoltura positiva (Fig. 1.2b) de Q como el conjunto siguiente:
pos(Q) := {Zf:l tia; s a; € Q,t; € R,jt; >0,i=1,....,k con k € N}.

5Se define como bola cerrada en R™ de centro a y radio r (Bn(a,r)) como el conjunto {z € R™ : d(a,z) < r}.

6Dado un conjunto no vacio @ C R7,se define la envoltura afin de Q como el conjunto siguiente: aff(Q) =
{Zle tia; ta; €Q,t; €Ri=1,..,ky Zle t; =1 con k € N}.
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Proposicion 1.1.3 Dado un problema de programacion lineal tal que

mar  cx
sujeto a Ax <'b (P)
z 2 0.

con region factible el poliedro convexo y no vacio S = {x : Az < b,x = 0}, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

I) T es una solucidn dptima.
II) El vector ¢ pertenece al cono normal del conjunto S en el punto dptimo Z.

III) Toda cara que contiene al dptimo T como punto relativamente interior es una cara dptima.

Demostracion. La implicacién I11 = I es trivial, asi que demostremos que I = I] y que 11 = III.
(I = II) Si Z es una solucién 6ptima, tenemos que

cx < cZ para todo x € S <= ¢(z — T) < 0 para todo = € S.

Por definicién, ¢ es un vector normal a S en Z, por lo que se cumple 11.
(II = III) Asumamos II y sea = un punto de la cara que tiene a Z como punto relativamente
interior. Sea ¢ > 0, los puntos  + §(Z — x) y T — 0(Z — x) pertenecen a S. Por tanto, tenemos que

A(Z+6(Z—2)—7) <0< c¢(T —2) <0< T < cx,
c(z—0x—2)-7)<0<=c(—(z—2)) <0<+ cx < cz.

Por lo que cx = ¢z y queda demostrado que x también es un punto éptimo.
O
La siguiente proposicién nos ofrece una manera de saber si nuestro problema tiene solucién 6ptima
finita.

Proposicion 1.1.4 Dado un problema de programacion lineal con region factible no vacia, las siguien-
tes afirmaciones son ciertas:

I) Si el problema tiene solucidn dptima finita, al menos unos de los puntos extremos de la region
factible serd dptimo.

II) El problema tiene solucidn dptima finita si y sélo si no existe ninguna direccion extrema d de la
region factible tal que cd > 0.

Corolario 1.1.1 Si el conjunto factible del problema es acotado, entonces el problema tiene soluciones
optimas.

Demostracion. Si el conjunto factible estd acotado, no tendrd direcciones extremas. Por tanto, la
condicion I1 de la Proposicion 1.1.4 nos dice que el problema tendré soluciones éptimas finitas. a

El método simplex que veremos en la seccién 1.2 no calcula todas las direcciones extremas, pero
encontrard una para la que cd > 0 si el problema no tiene solucién éptima finita. Lo que nos dice esta
condicion geométricamente es que el problema no tendra solucién éptima finita si el vector de costes
forma un angulo menor de 90° con alguna direccién extrema.

En este trabajo no demostraremos algunas de las proposiciones y teoremas vistas hasta ahora ya que
solo queremos dar una introduccién a la programacion lineal con un sélo objetivo. Estas demostraciones
pueden ser consultadas en Gonzdlez-Diaz (2017) y The Luc (2016). Ademds, un buen libro de referencia
en caso de querer profundizar en la programacién lineal es Bazaara et al. (1990).
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1.2. El método simplex

En esta seccién presentaremos el método simplex. Este método, desarrollado por G. B. Dantzig en
1947, consiste en la utilizacién de un algoritmo para optimizar el valor de la funcién objetivo teniendo
en cuenta las restricciones planteadas. Partiendo de uno de los vértices de la regién factible, por ejemplo
el vértice A, y aplicando la propiedad: si la funcién objetivo no toma su valor méximo en el vértice A,
entonces existe una arista que parte del vértice A y a lo largo de la cual la funcién objetivo aumenta
hasta llegar a otro vértice. El procedimiento es iterativo, pues mejora los resultados de la funcién
objetivo en cada etapa hasta alcanzar la solucién buscada. Esta se encuentra en un vértice del que no
parta ninguna arista a lo largo de la cual la funcién objetivo aumente.

La primera prueba relevante fue realizada para resolver una versién del problema de la dieta (Dan-
tzig 1990) con 77 variables y 9 restricciones. Un grupo de trabajo invirtié 1000 horas para desarrollar
todos los calculos necesarios. Sin embargo, hoy en dia somos capaces de resolver este tipo de problemas
de forma inmediata con la ayuda de ordenadores.

1.2.1. Bases y soluciones basicas factibles

El método simplex consiste en recorrer los distintos puntos extremos de la regién factible de forma
que, en general, s6lo sea necesario visitar una relativamente pequena parte de ellos antes de llegar al
6ptimo (si éste existe).

A la hora de trabajar con el método simplex, es necesario que nuestros problemas estén planteados
en forma estandar, donde A es una matriz m x n de rango m, es decir, todas las filas de la matriz son
independientes (no hay restricciones redundantes). La regién factible es de la forma S = {z : Az =
b,z = 0}; y por lo visto en la seccién anterior, sus puntos extremos estaran formados por intersecciones
de n hiperplanos de los que definen S. Ademads, ya que el problema estd formulado en forma estandar,
en cualquier solucién factible habra al menos m restricciones saturadas que provienen de Ax = b. Por
tanto, dado un punto extremo x € S, habrd necesariamente (n — m) restricciones de no negatividad
que se saturan en z, dando un total de m + (n — m) = n restricciones saturadas.

Proposicion 1.2.1 Sea un problema de programacion lineal en forma estdndar con region factible
S ={x:Ax =b,x = 0} donde A € R™*"™ tiene rango m. Entonces, en todo punto extremo x de S
hay al menos (n —m) variables que toman valor 0.

Como veremos a continuacion, la definicién de solucién bésica se basa en la proposiciéon que aca-
bamos de mostrar.

Sea el sistema Az = b,z = 0 con A € R™*™ y b € R™ tales que rango(A)=rango(A,b)=m. La
matriz A puede dividirse en dos matrices tale que A = [B, N], donde B € R™*™ y N € R (n=m)
Supongamos también que B tiene rango m con el fin de permitir la existencia de su matriz inversa.
Entonces, se denomina solucidn bdsica a la soluciéon x = (xp,zn) del sistema Az = By =2 0 dada
por

xg =B y any =0.

Ademas, si zg 2 0 se llama solucidn bdsica factible. De la misma forma, a cada submatriz cuadrada
B € R™*™ de A de rango m se le puede asignar una solucion bésica, donde x g contiene las componentes
de x que se corresponden con las columnas de A presentes en B y xy las restantes. La matriz B se
denomina matriz bdsica o base ya que tiene rango m y por tanto, sus columnas y filas forman una base
de R™. La matriz N se denomina matriz no bdsica. Las componentes de zg se denominan variables
basicas y las de xn las variables no bdsicas. Por ultimo, si alguna componente de zp es igual a cero,
entonces estaremos ante una solucion bdsica degenerada, 1o que implica que distintas bases representen
al mismo punto extremo de la regién factible.

Teorema 1.2.1 Sea un problema de programacion lineal en forma estdndar con region factible S =
{z: Az =b,x =2 0}. Si S # 0, entonces,
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I) Toda solucidn bdsica factible de S se corresponde con un punto extremos de S y cada punto
extremo de S se corresponde con al menos una solucion bdsica factible de S.

II) A cada punto extremos le corresponde una base (no necesariamente inica) y a cada base le
corresponde un Unico punto extremo.

El teorema que acabamos de presentar nos da una idea de algoritmo de busqueda de 6ptimos en

problemas de programacion lineal. Esta idea consistiria en, bajo una formulaciéon estdndar, estudiar
todas las soluciones basicas del problema. Mostremos este concepto de algoritmo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.1 Sea el problema de programacion lineal:

max  2x1 + To

sujeto a T1+ 10 <4
T S 3
z 2 0.

Y ya que tenemos que trabajar con los problemas en forma estdndar anadiremos dos variables de
holgura, x5 y xj. Por lo tanto, nuestro problema quedard formulado de la siguiente manera:

max 2x1+xo

sujeto @ x1+xotTs =4
X +$Z: 3
x >3

La region factible de este problema serd representada en la siguiente figura.

Figura 1.3: Regién factible.

Ya que la matriz de restricciones A viene dada por

¢ Ac Ac Ac 1110

sus soluciones bdsicas factibles se corresponderdn con las bases 2 x 2 para las cuales B~'b sea no
negativo. Veamos ahora todas las submatrices con capacidad de dar lugar a soluciones bdsicas factibles.
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1 1
DB=(54a5=( 1, 4 )

(T _ o, (0 1N 4)N (3 (x5 _ [0
Portanto,xB—(xQ)—B b_<1 1)(3)—(1 YyrN = 2 )=o)

La solucion basica es x = (3,1,0,0), que es factible. El coste asociado a esta solucidn es cx =
(2,1,0,0)(3,1,0,0) = 7.

103:@@@:(}3 .

N _p-1p _ 0 1 40 _ 3 —( ™ = X
Portant0,$3—<x§>—B b_<1 _1)(3)_(1 YN = 3 )\ 0 )

La solucidn bdsica es x = (3,0,1,0), que es factible. El coste asociado a esta solucion es cx = 6.

m) B= (549 = | ).

_ [ T1 ) _ p-1p _ 1 0 47 _ 4 =( )=
Portanto,$3—<xi>—3 b—<_1 _1)<3>_(—1 PN = 3 )

La solucidn bdsica es x = (4,0,0,—1), que no es factible ya que x5 < 0.

. 11
IV)B:(AEA?;):(O 0).
En este caso B no es base ya que rango(B) =1 y por tanto no tiene rango mdzimo. Por tanto,

B no tiene ninguna solucion bdsica asociada.

10
V)B(A5A3)<0 L)

(2 _ ., (10 4\ [ 4 (xz1 Y _[(O0
Portanto,x3—<$i>—B b_<0 1><3>—<3 , TN = 25 )~ \o )

La solucidn basica es x = (0,4,0,3), que es factible. El coste asociado a esta solucidn es cx = 4.

. 4 10
VD) B=(A549 = o | )

s
s 2

La solucidn bdsica es x = (0,0,4,3), que es factible. El coste asociado a esta solucidon es cx = 0.

Por tanto, tenemos cuatro soluciones bdsicas factibles que, olviddndonos de las variables de holgura,
dan lugar a los cuatro puntos extremos que podemos observar en la region factible. Ademds, una vez
hechos estos cdlculos, hemos comprobado que el mayor beneficio asociado es de 7 unidades, que se
corresponde con el punto éptimo x3 = (3,1).

Este método tiene la ventaja de que funciona para cualquier dimension; sin embargo, calcular todas
las bases y quedarse con la que tenga un mejor valor de la funcién objetivo entre todas las factibles
tiene muchos inconvenientes, siendo los siguientes los mas importantes:

= Kl algoritmo no es capaz de detectar que estamos ante un problema sin éptimo finito.

= El algoritmo obliga a invertir una matriz, lo que se vuelve muy exigente computacionalmente a
medida que m crece.

= El niimero de posibles bases crece exponencialmente con las dimensiones de m y n, ya que son
las combinaciones de n elementos tomados de m en m, es decir,

n!
ml(n —m)!’
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Con el fin de solucionar estos problemas aparece el método simplex, que busca una forma més
eficiente de saltar de un punto extremo a otro de la regién factible, o lo que es lo mismo, una forma
eficiente de tratar los cambios de base.

1.2.2. Descripcion del método simplex. Ejemplo

La diferencia con el método anterior es que el método simplex se mueve entre extremos de la regién
factible con la seguridad de que en cada iteracién se llega a un punto extremo donde la funcién objetivo
no empeora. Este hecho nos permite recorrer sélo una cantidad “pequena” de extremos. Ademads, el
método simplex reconoce cuando se encuentra ante un problema con regién factible vacia o sin solucién
Optima finita.

Presentaremos la idea de este método utilizando el Ejemplo 1.2.1.

Recordemos que nuestro problema en forma estandar es:

max 2r1+xo

sujeto a  x1+xa+z; =4
z1 +z; =3
r >3

con matriz de restricciones
1 1 1 0
A:(AngAgAj):(l 0 0 1).

Las bases y sus soluciones bésicas factibles asociadas (que se corresponden con los puntos extremos
representados en la figura de la regién factible del ejemplo 1.2.1) son las siguientes:

I) B=(A§ AS) = ( } 0 ) . Su solucién basica asociada es x® = (3,1,0,0), con coste cz® = 7.
II) B = (A4S A3) = ( } 0 ) . Su solucién basica asociada es x* = (3,0, 1,0), con coste cz* = 6.
IIT) B = (4§ Aj) = ( (1) 1 ) . Su solucién bésica asociada es x? = (0, 4,0, 3), con coste cz? = 4.
IV) B = (A§ AS) = ( (1) 1 ) . Su solucién bésica asociada es x! = (0,0, 4, 3), con coste cz' = 0.

Supongamos que desconocemos cuales son las soluciones béasicas y sus costes asociados. Nuestra
idea serda movernos de punto extremo en punto extremo pero siempre mejorando el valor de la funcién
objetivo. Empecemos situdndonos en 22 = (0,4,0,3), con base asociada B = (A§ AS), por tanto
N = (A§ Aj5). Para desplazarnos a otro punto tendremos que reemplazar una de las columnas de B
por una de las de N. Nuestro objetivo es saber qué variable queremos que entre en la base, es decir,
qué cambio de variable hard que nuestra funcién objetivo mejore; y saber esto es la clave del método
sfmplex.

Dada la base B = (A§ Aj), tenemos que b = Ax = Bzp + Nz, y despejando xp tenemos
g = B7'b — B! Nzy. Esta ecuacién nos dice dos cosas: 1) Fijada la base, si xxy = 0 entonces
rp = B7'b; 2) Nos aporta la informacién sobre como tiene que cambiar zp si zy es distinta de cero.
Mostremos esta idea introduciendo A en la base. Esto implica, en general, que x; se hard positivo,
por tanto, para mantener la factibilidad zp deberd cambiar. Concretamente, xp cambiard a razén
de —B_lAil‘l = —( é (1)
tendran que reducirse en una unidad por cada unidad que aumente z;. La interpretacién de esto es

) (1,1)zy = —(x1,21). Es decir, para mantener la factibilidad zg y 2}
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la siguiente: B*1A§ devuelve los coeficientes resultantes de expresar A; como combinacién lineal de
los vectores de B, aportando la informacién necesaria para saber como equilibrar las variaciones de x;
con los vectores de la base y asi no perder factibilidad.

En el caso de nuestro ejemplo, si aumentamos x1, las componentes de g = (4, 3) decrecerdn a la
misma velocidad a la que crezca x.
Pasando a la funcién objetivo, si 25 = cg(B~1b) = cx? = 4 y definamos z; = cg B~ A§:

zZ=cr =cprp +CcNITN =cCBZpB + C1Z1
=cp(B7'0 — BT ASx)) 4 1oy
=2p — (cgB71AS — ¢))y
=zp — (21 —c1)T1

=zp+ (1 — 21)x1.

Esta ecuacion nos dice que, como el problema es de maximizar, nos interesa aumentar el valor de 1
siempre que c¢; —z; > 0. Si calculamos ¢; y 21, tenemos que z; = cg B~1 A = cp(1,1) = (1,0)(1,1) =1
y ¢ = 2 y por tanto, ¢; —z; =2 —1 =1 > 0. Esta expresion nos dice que serd beneficioso meter A§
en la base.

Como resumen tenemos que: las variables de la base cambian a razén B~!1A§ por cada unidad que
aumenta x1; la funcién objetivo, en lo que respecta a las variables de la base, empeora en una unidad
(va que z; = 1) por cada unidad que aumente x1; la funcién objetivo mejora en dos unidades (ya que
¢1 = 2) por cada unidad que aumenta x;. Por tanto, por cada unidad que aumentemos z1, la mejora
total en la funcién objetivo serd de ¢; — z; = 1 unidad.

Si sale de la base A, pasaremos de 2 = (0,4,0,3) a 2® = (3,1,0,0) y la funcién objetivo pasa de
cx? =4 a cx® = 7. Esto es lo esperado, ya que aumentamos z' en tres unidades, la mejora también es
de tres unidades.

1.2.3. Descripcion del método simplex. Formulacién general

En esta seccién desarrollaremos formalmente las ideas del apartado anterior con el fin de fijar los
cimientos del método simplex, que sera explicado en el siguiente apartado.
Sea un problema de programacion lineal en forma estandar

max cx
sujetoa Ar=1b
20

con A € R™*™ y de rango m. Sea B una base con solucién bésica factible asociada = = <xB ) =
N

-1
<B b) y cuya funcién objetivo zp se define por

0
B~ _
Zp=2¢ <if]> = (¢B,cN) < 0 ) =cgB™ 1.

Denotamos por J a los indices de las variables no bésicas, es decir, las columnas de A que no estan
en B,y definamos ¢/ = B_lAj para cada columna j de A.

v

Ya que (zp,zy) es una solucién bésica factible, tenemos que zp = 0, zn 0y b= Ax =
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Bxp 4+ Nz . Si despejamos zp de la ecuacién anterior tenemos que
zp=B"'b— B 'Nay
-1 -1
=B 'b— Y B Az,
jeJ
=B p— Zijj.
jeJ

Esta ecuacién plasma como se modifica x g si alguna componente de zy pasa a ser distinta de cero
y queremos respetar las restricciones Ax = b. Si ademds queremos que nuestra solucién sea factible y
que mejore la funcién objetivo, también tendremos que respetar las restricciones de no negatividad.
Definamos ahora z; = cpB _1A§ = cpy’ v traslademos las ecuaciones anteriores a la funcién objetivo.
Dado un =z € R™ cualquiera:

z=cxr =cprp +CcNTN

=cp(B70— Y BT ASr) + ) ¢y

jeJ jeJ
=ZB — Z(ngj — Cj)l‘j
jeJ
=2ZB — Z(Z] ¢;)T;
jeJ
=zB+ Z(CJ’ 2j)T;
jeJ

Para conseguir que z sea mayor que zp precisaremos que ¢; — z; > 0. Por tanto tenemos que:
» Si¢j — z; <0 para toda variable no bésica, entonces (zp, ) es una solucién éptima.

» Si¢j —2; > 0 para alguna variable no bésica j, entonces esta variable es aspirante a entrar en
la base. Si esto ocurre, el vector y? = B_lA; me permite saber como varian las variables de la
base actual cuando aumento x;.

A la cantidad c; — z; se le denomina coste reducido de la variable j.
Veamos en el siguiente teorema que ocurre si la base B no es degenerada.

Teorema 1.2.2 Sea B una base factible y T una solucion bdsica factible asociada con B. La siguiente
afirmacion se cumple:

= Sila base B es no degenerada, T es un punto optimo si y solo si el vector de costes reducidos es
negativo o cero.

Esta forma de proceder nos permitird reconocer cuando nos encontramos frente a un problema sin
6ptimo finito. Esto ocurrird cuando tengamos una variable no bdsica j € J para la cual (¢; — z;) > 0
y al mismo tiempo 37 tiene todas sus componentes menores o iguales que cero. Esto nos dice que
independiente de lo que aumentemos el valor de x;, el cambio inducido en las variables de la base
es tal que ninguna de ellas reduce su valor (B~'b — ZjeJ yj:rj > B7!'b > 0), por lo que podemos
aumentar indefinidamente x; consiguiendo un aumento de la funcién objetivo sin perder factibilidad.

1.2.4. Algoritmo del método simplex

El esquema general del método simplex puede verse en la Figura 1.4.
Este método se presenta suponiendo el problema en forma estandar y que A € R™*™ tiene rango
m. Esto se puede hacer sin pérdida de generalidad ya que hemos visto en la Seccién 1.1 que todo
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METODO SIMPLEX

INICTALIZACION

Partimos de una base B que tiene asociada una solucién bésica factible z = (zp,zn), con
zp =B 'by xy =0. Ademds, zg = cg B~ 1b.
PASO 1 (Criterio de entrada)
Calculamos los valores c; —z; para todas las variables no bésicas j € J, donde z; = cgB *1A§ =cpyl.
Sea k € J el menor indice tal que ¢; — 2 = méx;c;{c; — 2;}, tenemos las siguientes posibilidades:

m Sicg — 2z, < 0, FIN. la solucién bésica factible x = (xp,zy) es 6ptima.

m Sicp — 2z, = 0, la solucién bésica factible x = (zp, 2N ) es éptima, ir al PASO 2 con k como
variable de entrada..

m Sicy— 2z >0, 2= (xp,rN) no es una solucién 6ptima, ir al PASO 2 con k como variable de
entrada.

PASO 2 (Criterio de salida)
Calculamos y* = B_IAZ. Tenemos las siguientes posibilidades:

= Si y* < 0, FIN. El problema no tiene éptimo finito. Podemos movernos indefinidamente a lo
largo del rayo
R={(zp,an) + (—y*, ")y, s 2y > 0}
cuyos puntos tienen todas sus componentes no negativas, por lo que seran factibles. A medida

que x — +00, zg + (¢ — zi)x) tiende a oco.

» Siy* £ 0, entonces AS entra en la base y ), pasa a ser una variable bésica. Abandona la base
la variable ¢, aquella con el indice méas bajo de entre las que primero se anulen en el rayo R:

(wi)i _ min{(wB)l s 0}.

k
Y; l

Recalcular B, z = (zg,zN), 2B y los vectores y7. Volver al PASO 1.

Figura 1.4: Esquema del método simplex.

problema de maximizacién se puede pasar a uno de minimizacién y viceversa. En cuanto a que A
tenga rango maximo m, presentaremos en la seccién 1.2.5 un método para conseguir una solucién
inicial que asegurard que la matriz de restricciones tiene rango maximo.

En cuanto a la existencia de B! la tenemos asegurada en todas las iteraciones, ya que si queremos
meter un vector en la base serd suficiente con representarlo como combinacién de los vectores de la base
y substituirlo por alguno de los vectores con coeficiente distinto de cero en dicha representacion. Esto
lo tenemos siempre asegurado ya que en el Paso 2 del método simplex observamos que el vector saliente
siempre es uno con coeficiente positivo (yiC > 0). Aunque acabamos de ver que la existencia de B~!
estd garantizada en todos los pasos, la inversion de matrices suele tener un alto costo computacional.
La inversién de una matriz m x m, como es el caso de nuestra base B, es de O(m?) si lo hacemos por el
método de eliminacién de Gauss-Jordan. Para resolver este inconveniente presentaremos en la seccién
1.2.7 la tabla del simplex. Este método utiliza gran parte de la informacién existente, aprovechandose
de que sélo cambia una columna de B entre cada iteracién, para hacer m? operaciones por iteracién,
lo que convierte a este método en una de las formas mas eficientes de implementar el método simplex.

El método simplex también identifica todas las soluciones éptimas en caso de que existan multiples.
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Una condicién necesaria para que el éptimo no sea unico es que haya alguna variable no béasica con
¢j —%; = 0 en la solucién final. En este caso el método generaria todas las soluciones metiendo
sucesivamente en la base tales variables no bésicas. Esto permite detectar también los rayos extremos
optimos. El conjunto de soluciones éptimas del problema sera la envoltura convexa de tales puntos y
rayos extremos Optimos.

Por ultimo, en la seccién 1.2.6 discutiremos si tenemos asegurado que el algoritmo termina en una
cantidad finita de pasos.

Terminaremos esta seccién con un ejemplo de aplicacién del método simplex siguiendo lo detallado
en la Figura 1.4. El ejemplo que resolveremos sera el trabajado a lo largo de esta seccién.

Ejemplo 1.2.2 Sea el problema de programacion lineal

max  2x1 + x9
sujeto a 1+ a9 <4
T <3
z 2 0.

Tenemos que trabajar con los problemas en forma estandar, por aniadiremos dos variables de hol-
gura, x5 y xj. Por lo tanto, nuestro problema quedard formulado de la siguiente manera:

max 2r1+To

sujeto a  x1+To+T4 =4
x1 +xi=3
xz 2 0.

Ya que hemos agregado una wariable de holgura por restriccion, nuestra matriz de restricciones
tendrd rango 2 (tiene una submatriz 2 x 2 que es la identidad). Ademds, ya que los lados derechos son
no negativos, tendremos una base inicial B = (A$, AS), para la cual B y B~1 son la matriz identidad.
La solucién bdsica asociada es xp = B™'b = (4,3) y xn = (0,0), que es factible ya que cumple las
restricciones de no negatividad.

A continuacion desarrollaremos el algoritmo utilizando dicha base como base inicial.

Inicializacion: B = (A§, AS), zp = B7'b = (4,3), zy = (0,0) y 25 = cpxp = (0,0)(4,3) = 0.

Iteracion 1. Paso 1 (Criterio de entrada). Calculamos los c; — z;:
» B7YAS =yl = (1,1). Por tanto, ¢y — 2y =c; —cpyt =2—-0=2> 0.
= B71AS = y? = (1,0). Por tanto, ca — 23 =ca —cpy? =1-0=1> 0.
El mayor valor para c; — z; se obtiene cuando j = 1 y es mayor que cero. Por tanto, x1 es la variable

candidata a entrar.

Iteraciéon 1. Paso 2 (Criterio de salida). El vector y' tiene ambas componentes positivas
y tenemos que mz’n{4 31 = 3, asociado con la variable x5, que saldrd de la base. La nueva base es

1
B = (A§, AS), con lo que
(11 (1 -1
B‘(o 1) v B _<0 1)'
Ademds, xp = (z5,71) = B~'b = (1,3), oy = (0,0) y 25 = cprp = (0,2)(1,3) = 6.

Iteracion 2. Paso 1 (Criterio de entrada). Calculamos los ¢; — z;:
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= B71AS =42 = (1,0). Por tanto, ca — 23 =ca —cpy? =1—-0=1> 0.
» B71A{ = y* = (—1,1). Por tanto, ¢4 — 24 = ¢4 —cpy* =0—-2 = -2 < 0.

El mdximo se alcanza para j = 2 y es mayor que cero. Por tanto xo es la variable candidata a entrar.

Iteracion 2. Paso 2 (Criterio de salida). El vector y? tiene sélo una componente positiva,
asociada a la variable x5, que saldrd de la base. La nueva base es B = (x2,21), con lo que

(11 (1 =1
p=(o) o b )

rp = (r9,71) = B~ = (1,3), xx = (0,0) y 25 = cgrp = (1,2)(1,3) = 7.

Iteracion 3. Paso 1 (Criterio de entrada). Calculamos los c; — z;:
» B71AS =y = (1,0). Por tanto, c3 — 23 =c3 —cpy> =0—1=—1<0.
» B 1AS =y* = (—1,1). Por tanto, ¢4 — 24 =c4 —cpy* =0—1= -1 <0.

El mdzimo se alcanza para j =3 y j = 4, pero es menor que cero.
Por tanto hemos alcanzado la solucion optima que, expresada en las variables del problema original,
serd x = (3,1) con coste asociado 7.

1.2.5. Construccién de una solucién inicial

El algoritmo presentado en la Figura 1.4 parte de una solucién factible pero no explica como
conseguirla. Uno de los métodos mas utilizados para la consecucion de esta solucién inicial del método
simplex es el método de la M grande. Ya hemos visto en el ejemplo 1.2.2 que bajo un problema en
forma estandar con vector de lados derechos no negativo y matriz de restricciones conteniendo a la
matriz identidad m X m como submatriz, conseguir una base inicial se hace de forma inmediata. Si
esto no ocurre, la idea del método de la M grande radica en agregar variables artificiales en tantas
restricciones como sea necesario para conseguir que la nueva matriz de restricciones contenga a la
matriz identidad como submatriz, lo que nos sitia en los supuestos del ejemplo anterior. El papel que
ejercen las variables artificiales es muy diferente al de las variables de holgura, ya que aumentan el
conjunto de soluciones factibles del problema. Por tanto, cuando anadimos variables artificiales lo que
queremos es que el método simplex las expulse de la base, para asi movernos por la regién factible del
problema original. Para lograr este objetivo se le asigna a estas variables un coste M tan grande como
deseemos’. Si el algoritmo remata con alguna de las variables artificiales con valor positivo, entonces
estaremos ante un problema sin soluciones factibles.

Mostraremos este método mediante un ejemplo.

Ejemplo 1.2.3 Sea el problema de programacion lineal

mar 3r1+3x2—3x3—4T4
sujeto a  —x1+ xo—6x3 >0
Sx14+2x0+2x3— x4 > 7
—x1+3x9— w3+2x4 <7
x 2 0.

Si lo pasamos a forma estandar tenemos que

7A la hora de elegir el tamaifia de la M hay que tener bastante cuidado. Si el método se implementa a mano se puede
trabajar con la propia M; sin embargo, a la hora de implementarlo a ordenador habra que elegir un valor suficientemente
grande, para lo que hay que prestar cierta atencién.
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maxr  3r1+3r3—3r3—414

sujeto a —x1+ xo—6x3 —zg =0
5T1+2x9+213— T4 -z =7
—21+3x9— T3+2x4 +as =7

T

Vemos que ain no hemos consegquido una submatriz de A que sea la identidad, solamente tenemos el
vector (0,0, 1) que se corresponde con la ultima columna de A. Para conseguir esta submatriz deseada
aniadiremos dos variables artificiales. El resultado es el siguiente:

mar 3T1+3x0—3T3—4T4 —Mzg—Mzxg
sujeto a —x1+ x9—6x3 -z + xg =0
5x1+2x0+223— x4 -z + g =
—T1+3x9— x3+214 +z3 =7
x

De esta manera hemos obtenido un problema en el que la matriz de restricciones tiene una submatriz
identidad, con lo que podemos aplicar el método simplex tomando B = (AS A§ A§), con solucidn
asociada xg = (7,0,7) y xn = 0, que en el problema ampliado con las variables artificiales es factible.
Por dltimo, habria que aplicar el método simplex y comprobar si en la solucion optima todas las
variables artificiales se han hecho cero. Si este es el caso, se habria encontrado una solucién éptima
del problema original; en caso contrario, el problema original no tendrd soluciones factibles.

1.2.6. Convergencia y ciclado del algoritmo

El interés en la convergencia del método simplex se vincula con la existencia o no de soluciones
bésicas degeneradas. En ausencia de este tipo de soluciones el siguiente resultado nos asegura que el
método simplex converge.

Teorema 1.2.3 Sea (P) un problema de programacidn lineal de forma estindar sin soluciones bdsicas
degeneradas. Dada una solucidn bdsica factible inicial de (P), el método simplex termina en una
cantidad finita de pasos, bien encontrando una solucion factible optima o concluyendo que mo tiene
solucion optima finita.

Demostracion. Notemos que el nimero de vértices del poliedro S = {z : Az = b,z > 0} es finito,
digamos que es igual a p. Ademds, en el método simplex, la funcién objetivo siempre aumenta su valor
cuando cambiamos de vértice; por tanto, después de un numero finito de iteracciones, como mucho p,
estaremos en un vértice que: o bien es 6ptimo o la funcién objetivo aumenta a lo largo de un rayo. O

En caso de existencia de soluciones basicas degeneradas esto puede suponer que el algoritmo se
mueva entre las distintas bases que representan un punto extremo no 6ptimo sin conseguir abando-
narlo; esto es lo que se denomina problemas de ciclado. En la practica, para solucionar este problema,
muchas implementaciones del método simplex realizan los cambios de base trabajando sobre pequenas
perturbaciones sobre los pardmetros del problema. La idea es la siguiente: si trabajamos con un ejemplo
en R?, una degeneracién se ocasiona cuando las rectas que definen 3 semiespacios se intersecan en un
mismo punto. Si llevamos a cabo una pequena perturbacién de los lados derechos del problema, las
rectas se moveran levemente de tal manera que se intersecarian dos a dos en puntos muy préximos
entre si pero no coincidentes con alta probabilidad. De esta manera disminuiriamos la probabilidad de
degeneracién de forma notable.
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1.2.7. Tabla del método simplex

El procedimiento de resolucién de problemas de programacion lineal mediante la tabla del simplex
permitira realizar las actualizaciones de 25 = B~'bey/ = B~ A§ de una forma més eficiente. Para ello
se guardara en una tabla toda la informacién relevante en cada iteracion, con lo que la actualizacién
de la misma se llevard a cabo de una forma mas sencilla.

Supongamos una base B para la cual sus m columnas se corresponden con las primeras m variables,
N la matriz formada por las columnas no basicas e I,,x., la matriz identidad m x m. Ademés,
denotaremos por b al vector B~'b. Entonces, la tabla del simplex quedaré de la siguiente forma:

rB TN z
0 1
cj— 2 cy —cpB™IN —cgB™'b
J J CB —CBBle N B B
Imxm —1 —1
B B1p BN B~b

Vemos que si nos olvidamos de los ¢; — z; en el Cuadro 1.1, las columnas de la tabla se corresponden

Cuadro 1.1: Tabla del método simplex.

con las columnas de la matriz B~1A.
Si ahora escribimos la tabla de forma expandida (Cuadro 1.2) tenemos que:

B, B, TB,, .Z’j Tk z

Zj — Cj 0 0 0 Cj — Zj Cr — 2k 7CBb
B, 0 0 yi Y1 by
rp, 0 1 0 yl yk b,
rg, 0 0 1 vl yk b,

Cuadro 1.2: Tabla del método simplex expandida.

Vemos que la tabla posee toda la informacion para realizar una iteracién del método simplex.
Supongamos que es la variable k£ la que tiene que entrar en la base y la variable r la que debe salir.
A continuacién describiremos los pasos a seguir para llevar a cabo una iteracién del método simplex y
obtener la tabla asociada a la nueva base. Lo que tendremos que hacer sera:

= Actualizar las variables bdsicas (xp) y sus valores (b).
= Actualizar los costes reducidos (¢; — z;).

» Actualizar las columnas y’.

El procedimiento se denomina pivotado, ya que todos los cédlculos pivotan alrededor del elemento

y¥, y consiste en lo siguiente:
Coeficientes y]. Para obtener B7IN se realiza la siguiente actualizacién de la tabla:

= Si ] =r se actualiza a ;’i. Es decir, la fila r se actualiza dividiéndola por el pivote.

ps
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. i . j Ik TN .
» Sil#r, yj se actualiza a y] — %—ky’ La forma mas fécil de llevar a cabo estas operaciones es
v

mirando el cuadrado que forma en la tabla yl] y el pivote. Tendriamos que:
v

‘//‘ : ] se actualiza a Jj yjyf
‘ Y ! ur

i

Coeficientes b;. La actualizacién de la tabla para obtener B~'b se hace de la siguiente forma:

= Sil=r, b, se actualiza a ly’—@.
s
. - . P Y . . . .
= Sil #r, b se actualiza a b; — y—fl Si aplicamos la misma regla utilizada anteriormente, tenemos
que:

k
yl DRI bl
. : - se actualiza a - b -yk
“ by by — =

Yy

Costes reducidos en negativo c; — z;. Aplicando la regla del cuadrado tenemos que:

Cj — Zj ce Cr — 2k
: se actualiza a yi‘(Ck*Zk)
/7 : ¢ —z —————— (cj—zj)—T
j K
e W
Funcién objetivo z. La actualizacién es andloga a las anteriores:
Cr — 2L s 7CBb
: T se actualiza a T b _
SO eph nctwlma g beleom)
Yy
. .
Yr e bT

En cuanto a las columnas asociadas a las variables bésicas, sus columnas se corresponden con las
de la matriz identidad y sus costes reducidos son cero. A esta conclusion también podemos llegar
realizando los cédlculos que acabamos de describir para las columnas de las variables no bésicas.

En cuanto a la matriz B!, la estamos calculando implicitamente en cada iteracién. En cada
iteracién las columnas de la tabla representan a B~'A, v ya que comenzamos el método con una base
formada por los vectores de la matriz identidad, siempre tendremos debajo de los vectores que forman
la primera base a B™!, ya que B~'I,,x,m = B~

1.2.8. Ejemplo

En esta seccion sera resuelto mediante la tabla del simplex el problema modelo con el que estamos
trabajando durante todo el capitulo.

Ejemplo 1.2.4 Sea el problema de programacion lineal

max  2x1 + x2
sugeto a 1+ a9 <4
T <3
z 2 0.
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Figura 1.5: Regién factible.

La region factible asociada a este problema se puede ver en la Figura 1.5.
Si anadimos las variables de holgura con el fin de tener el problema en forma estindar, tenemos
que:

max 2x1+To

sujeto @ x1+xo+T] =4
X +Ii: 3
z > 0.

Yo que este ejemplo tiene dos desigualdades ahora tenemos un problema en R*, por lo que no
podemos dibujar su region factible. Lo que st podemos pensar es que el poligono de la region factible
representada anteriormente se convierte en el que mostramos en la Figura 1.6, donde la desigualdad
21 + 22 < 4 se convierte en x5 > 0, la 1 <3 en xj > 0 y el resto de desigualdades no cambian.

Con esta transformacion serd mds fdcil conseguir los puntos que nos interesan (los vértices). Vemos
que para conseguir el punto x3 tenemos que intersecar las ecuaciones 1 + o = 4 y la 1 = 3, cuyo
costo computacional es grande; sin embargo, para consequir el punto x> tenemos que intersecar x5 = 0
y zi =0, cuyo costo computacional es mucho menor.

Pasemos ahora a la tabla del simplex:

1 T2 T T z

Cj — Zj 2 1 0 0 0
B

x5 1 1 1 0 4

x5 1 0 0 1 3

Cuadro 1.3

El punto de la region factible en la que estamos situados en esta situacion es el v = 2’1 = (0,0, 4, 3),
con Z = 0. Nuestro objetivo es movernos al vértice adyacente a x'* que mejore mds nuestra funcion
objetivo. Para ello tendremos que fijarnos en los c; — z; y elegir el mayor de ellos, que en este caso
es el que se corresponde con la variable x1, que por tanto entrard en la base. Lo que nos queda por
saber es la variable que tiene que salir de la base. Para ello podemos encontrar en la tabla del simplex
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1'120

Figura 1.6: Regién factible.

los vectores directores de las dos “aristas”que salen del punto ' en el que nos encontramos; siendo el
vector (1,0, —1,—1) el que hace crecer x1 y el (0,1,—1,0) el que hace crecer xo a partir del punto en
el que nos encontramos. En la Figura 1.7 lo podemos ver claramente.

5

N

(07 03473) + )‘(1’07 _13 _1)

»(1,0,—1,-1)
Figura 1.7: Regién factible.

Una vez que sabemos esto, tenemos que calcular cuanto nos podemos desplazar en la direccion de
x1 sin tncumplir ninguna restriccion. Lo que haremos serd mdzimizar X hasta el limite en que alguna
de las componentes en (0,0,4,3)+ A(1,0,—1,—1) se haga negativa. En este ejemplo vemos que cuando
A = 3 nos chocamos con la restriccion z; > 0, y cuando A = 4 con la restriccion x5 > 0; y ya que
tenemos que respetar todas las restricciones nos quedaremos con el minimo de los A\ y serd xj la variable

saliente. Lo que acabamos de hacer no es mds que el m{n{(i’%)l : ylk > 0¢. Una vez que sabemos que
l

x1 debe entrar en la base y xj salir, llevaremos a cabo el pivotado consiguiendo la tabla del simplex
siguiente (Cuadro 1.4).
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Cuadro 1.4

Utilizado el mismo argumento vemos en esta nueva tabla simplex que serd la variable x4 la que
deba entrar en la base y la x5 la que debe salir, obteniendo una nueva tabla (Cuadro 1.5).

T1 Xy X3 X zZ
Zj — Cj 0 0 -1 -1 -7
B

T2 0 1 1 -1 1
1 1 0 0 1

Cuadro 1.5

Para finalizar podemos ver que en la Tabla 1.5 todos los c; — z; son menores que 0, por lo que
estaremos ante una solucién dptima, donde x = (3,1,0,0) y Z = 7. Si nos quedamos con las variables
del problema original el punto dptimo serd el x = (x1,x2) = (3,1), siendo 7 el valor de la funcién
objetivo en este punto.

Ademis, este ejemplo también ha sido resuelto utilizando el cédigo descrito en el Apéndice A,
dando lugar a los mismos resultados.
Los argumentos que se han utilizado en la funcién son los siguientes:

(1)

= b=(4,3)
= c=(2,1)
= operacion_opt = "max”

- Signos — (” S 77777 S 77).
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Capitulo 2

Programacion lineal multiobjetivo

La teoria de toma de decisiones multicriterio es una disciplina relativamente joven que nace de la
interaccion entre las matematicas y la economia. Su origen se sitia en los estudios que Jean-Charles
de Borda y el Marqués de Condorcet llevan a cabo en el siglo XVIII sobre politica y la preferencia en
las votaciones. Posteriormente, ya en el siglo XIX, economistas como Antoine Cournot y Leon Walras
analizardn los conceptos de conflicto y equilibrio y Wilfredo Pareto introducird el concepto de eficiencia
u optimalidad.

Una vez terminada la Segunda Guerra Mundial, la investigacién operativa en general y la pro-
gramacién multiobjetivo en particular toman un gran impulso, apareciendo investigadores como John
von Neumann, que realiza trabajos en teoria de juegos o Kuhn y Tucker, que formulan las condicio-
nes de optimalidad para problemas no lineales y la existencia de soluciones eficientes en problemas
multiobjetivos.

En 1955 Charnes, Cooper y Fergurson publican un articulo que contiene la esencia de la pro-
gramacién por metas. Ademds, otros investigadores como Bruno Contini y Stan Zionts se unieron a
Cooper para desarrollar en 1968 el modelo de negociacién multicriterio, lo que llevarfa al inicio de
la investigacion que acabaria con el desarrollo del método iterativo para resolver problemas lineales
multiobjetivo.

2.1. Propiedades de los problemas lineales multiobjetivos

Durante esta seccién desarrollaremos las principales propiedades de la programacion lineal multiob-
jetivo, que sera la base tedrica para la introduccién del método simplex multiobjetivo que se llevara a
cabo en el siguiente capitulo.

Con el fin de facilitar la lectura, denominaremos .S a los poliedros convexos y @ a cualquier subconjunto
de R”.

2.1.1. Optimalidad de Pareto

Cuando nos situamos en el espacion R, la relacién de orden x = y significa que el vector x — y no
tiene elementos negativos. Este orden no es total, ya que existen vectores que no pueden ser comparables
y por tanto, no podremos trabajar con la nocién usual de maximos y minimos. Notemos que = > y
significa que todos los elementos del vector & — y son estrictamente positivos y = > y significa que = —vy
no tiene elementos negativos y que ademéas = # y.

Esta relacion de orden que acabamos de definir nos lleva al concepto de optimalidad segtiin Pareto,
que es la base fundamental de la investigacién multiobjetivo, teoria que presentaremos en este capitulo.

Definicién 2.1.1 Sea Q un subconjunto de R¥ no vacio. Un punto x € Q se denomina mdzimo seguin
Pareto si no existe otro punto ¥’ € Q tal que ¥’ > x. Este punto se dice mdximo débilmente si no

23
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Maz(Q) WMaz(Q)

Min(Q) W Min(Q)

(a) Maz(Q) y Min(Q) segin Pareto. (b) WMax(Q) y WMin(Q) segin Pareto.

Figura 2.1: Puntos eficientes y débilmente eficientes.

existe ¥’ € Q tal que ' > x.

El conjunto de punto méximos y méaximos débilmente se denotarén por Maxz(Q) y WMaz(Q)
(Figura 2.1). De forma andloga, el conjunto de puntos minimos se denotard por Min(Q) y el de
minimos débilmente por WMin(Q) (Figura 2.1). En caso de no existir confusién entre los puntos
maximos y minimos estos puntos seran denominados eficientes y débilmente eficientes, y los conjuntos
que los contienen, conjuntos eficientes y conjuntos débilmente eficientes. Una cara de un poliedro
convexo es eficiente si todos sus puntos lo son.

Geométricamente, un punto x € @ es eficiente si la interseccion del conjunto ) con el ortante
positivo movido a x consiste en sélo x, es decir

QN (z+RY) = {z}

y es débilmente eficiente si la interseccion de @ con el interior del ortante positivo movido a y es

vacia, es decir,
QN (z+int(RE)) =0

Ademas, es claro que los puntos eficientes son débilmente eficientes; sin embargo, lo contrario no
se cumple. Vedmoslo en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1.1 Sea S un tridngulo de vértices x1 = (0,0), 2 = (1,0) y 3 = (0,1) en RZ.
Tenemos que Max(S) = WMax(S) = [x2,x3], Min(S) = {x1} y WMin(S) = [z1,22] U [x1, z35].
Los puntos que acabamos de describir se muestran en la Figura 2.2a.

Ejemplo 2.1.2 Sea S el conjunto en R3 determinado por las desigualdades

Z2+£L'320
1‘320

Entonces, Max(S) = WMaxz(S) =0, Min(S) =0 y WMin(S) =S\ int(S).
Otro tipo de punto interesante es el denominado punto de utopia.
Definicién 2.1.2 Dado un conjunto @, un punto x € @ es un punto ideal o punto de utopia si

x > 2’ para todo 2’ € Q.
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IMazx(Q)
ffffffffffffffff ,
WMin(Q) Q
Min(Q) |
(a) Elementos importantes de Q. (b) IMaz(Q).

Figura 2.2

El punto de utopia suele ser inalcanzable y, en caso de existir, serd tnico y lo denotaremos por I Maz(Q)
(Fig. 2.2b).

Como hemos visto en el Ejemplo 2.1.2, podemos tener poliedros sin puntos méximos débilmen-
te; esto ocurre cuando algunas componentes del conjunto no son acotadas. La existencia de puntos
eficientes y débilmente eficiente puede ser comprobada facilmente con la ayuda de funcionales!.

Teorema 2.1.1 Sea Q un conjunto no vacio y X € R¥ un vector distinto de cero. Asumamos que
x € Q mazimiza el funcional < \,- > en Q. Entonces,

I) x es débilmente eficiente si A es un vector positivo.

II) x es eficiente si: A es un vector estrictamente positivo o, A es un vector positivo y x es el inico
vector de QQ que mazimiza < X, - >.

En particular, si Q es compacto, entonces tiene puntos eficientes.
Demostracion.

I) Sea A > 0. Si x no fuese débilmente eficiente, entonces existirfa otro vector ' € @ tal que
2’ — x> 0. Esto nos lleva a que Az’ > Az, con lo que llegamos a una contradiccién.

II) Sea A > 0. Si z no fuese eficiente, existirfa un vector 2’ € @ tal que 2’ > x, por lo que Az’ > Az,
con lo que llegamos a una contradiccién.
Cuando X > 0 la anterior desigualdad pasard a ser una desigualdad no estricta (Az’ > Az). De
hecho, ya que x es maximizador, tendremos una igualdad. Pero en este caso 2’ también seria un
maximizador del funcional < A, > en @, lo que contradice la hipdtesis.

Cuando @) es compacto, cualquier vector estrictamente positivo A produce un maximizador en @, por
tanto, un punto eficiente segun Pareto. O
El vector A que acabamos de mencionar se denomina wvector escalar débil si es positivo y wvector
escalar si es estrictamente positivo. Ademds, un punto eficiente de () puede maximizar varios vectores
escalares independientes, y un vector escalar puede determinar varios maximizadores.
En el siguiente ejemplo veremos un caso donde maximizadores de un funcional < A, > con A > 0,
pero no estrictamente positivo, pueden no producir puntos eficientes.

Ejemplo 2.1.3 Sea un conjunto S en R® definido por los vectores x = (x1,x9,73) con x3 < 0. Sea
A = (0,0,1). Entonces, cualquier elemento x de S con x3 = 0 maximiza el funcional < X\,- > en S;
sin embargo, estos mazimizadores son puntos débilmente eficientes pero no eficientes. De hecho, el
conjunto S no tiene puntos eficientes.

1Un funcional lineal es un operador lineal en el que el rango es unidimensional.
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Dado un punto a en el espacio, el conjunto de todos los elementos de () mayores que a forman un
subconjunto dominante, denominado seccion de @ en a. Con el siguiente lema demostraremos que los
puntos eficientes de una seccién también seran puntos eficientes del conjunto dado.

Lema 2.1.1 Sea un conjunto Q C RF no vacio. Entonces, para todo punto de R* tenemos que

Maz(QN (a+RY)) C Maz(Q)
WMaz(QN (a+RE)) € WMaz(Q).

Demostracion. Sea x un punto eficiente segun Pareto de la seccién QN (a—i—Rﬁ). Si el punto z no fuese

eficiente del conjunto @, entonces existirfa un punto z’ € @ tal que =’ > z. Pero como z’ > z, esto

implica que 2’ pertenece a la seccién @ N (a + Rﬁ), por lo que llegamos a una contradiccion.

La segunda inclusién se prueba analogamente. O
En el siguiente teorema veremos que la existencia de puntos eficientes en poliedros convexos se

caracteriza por la posicién de las direcciones con respecto al ortante positivo del espacio.

Teorema 2.1.2 Sea S un poliedro convexo en RF. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

I) S tiene puntos eficientes si y sélo si

Seo NRY = {0}.

II) S tiene puntos débilmente eficientes si y sdlo si

Seo Nint(RY) = 0.

En particular, todo politopo® tiene vértices eficientes.

Demostracion. Sea x un punto eficiente de S y d una direccién distinta de cero. Ya que x + d pertenece
aSySn(z+RE) = {z} por ser x eficiente, deducimos que d no pertenece a R¥ , y por tanto se
cumple que S, NRE = {0}.
Para demostrar la otra implicacién supongamos que S no tiene direcciones positivas. Entonces, fijado
un vector y € @, la seccién QN (y—HRi) estd acotada; si esto no fuese asi, cualquier direccion asintética
distinta de cero de esta interseccién cerrada y convexa, que existe ya que todo poliedro convexo es la
suma de un poliedro acotado y su cono asintético, seria un vector asintético positivo de @. Por tanto,
dado z € S, la seccién S N (z + RY) es acotada. Si ahora tenemos en cuenta el Teorema 2.1.1, el
conjunto compacto S N (z + Ri) posee puntos eficientes, y por el Lema 2.1.1 también los poseerd S.
El punto I7) no lo demostraremos ya que para su demostracién hay que echar mano de un teorema de
separacién que no aparece en este trabajo. Su demostraciéon puede ser consultada en The Luc (2016).
O

En el Ejemplo 2.1.3 hemos visto un caso donde maximizadores de un funcional no estrictamente
positivo pueden no producir puntos eficientes. Sin embargo, en caso de tener asegurada la existencia
de puntos eficientes, esto no ocurrira.

Corolario 2.1.1 Sea S un poliedro convezo y A € R* un vector positivo distinto de cero. Si S tiene
puntos eficientes y el funcional A\ maximizadores en S, entonces alguno de los mazximizadores serd un
punto eficiente de S.

Demostracion. Denotemos por Sy al poliedro convexo definido por la interseccién no vacia del conjunto
S con el hiperplano {x € R* : Az = d}, donde d es el maximo de < ), > en S. Ya que S tiene puntos
eficientes por definicion, en vista del Teorema 2.1.2 tenemos que Sy, N R’i = {0}, lo que implica que
(So0)so NRE = {0}. Por el mismo teorema, Sy tiene al menos un punto eficiente, digamos xo. Lo que

2Un politopo se define como la envoltura convexa de una cantidad finita de puntos.
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nos queda por demostrar es que xg también es un punto eficiente de S.

Supongamos que g no es un punto eficiente en S. Entonces existiria un punto & € S tal que & > x;

y ya que A > 0, tendriamos que A& 2 Azg = d. Pero por definicién, los z € Sy maximizan A en S, y ya

que T ¢ Sy tenemos que A\Z < d, por lo que llegamos a una contradiccion. O
Otra forma de comprobar si un punto es eficiente es echando mano de las direcciones normales.

Teorema 2.1.3 Sea S C R* un poliedro convexo. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

I) © € S es un punto eficiente si y solo si el cono normal a © en S (Ng(z)) contiene un vector
estrictamente positivo.

II) x € S es un punto débilmente eficiente si y sélo si el cono normal a x en S (Ng(x)) contiene un
vector positivo distinto de cero.

Demostracion. Sea x un punto de S. Si el cono normal a S en x contiene un vector estrictamente
positivo, llamémoslo A, entonces por definicién de vector normal tenemos que A\(2’ — x) < 0 para todo
a2’ € S. Por lo tanto A\a’ < Az, y ya que A > 0, si x # 2/, la desigualdad serd estricta (Az’ < Az). Por
tanto, A alcanza su méximo en x y, por el Teorema 2.1.1, x serd un punto eficiente de S.
La demostracion del “sélo si” no la haremos en este trabajo ya que es necesaria la utilizacion del
Teorema de Farkas. Esta parte de la demostracién y el punto IT), que se demuestra de forma andloga
al I), puede ser consultada en The Luc (2016). ad
A continuacién mostraremos un ejemplo en el que se utiliza el teorema anterior con el fin de
comprobar si ciertos puntos de un poliedro son eficientes.

Ejemplo 2.1.4 Sea un poliedro convezo S C R? determinado por el sistema

z1+wot+w3<1
To+x3=1

1 +23<1
—x3=0

7351

Hagamos la comprobacion de si ciertos puntos son eficientes:

i) Sea un puntoy = (3,%,%) € S. Su conjunto de indices activos es I(y) = {1}; y segiin el Teorema

1.1.1, el cono normal a S en el punto y es generado por el vector (1,1,1). Si ahora tenemos en
cuenta el Teorema 2.1.3, y es un punto eficiente de S.

ii) Sea el punto z = (—1,0,1) € S. Su conjunto de indices activos consiste en los indices 2 y 5
(I(z) = {2,5}). Por tanto, el cono normal serd la envoltura positiva de los vectores (0,1,1) y
(0,0,1). Y se ve de forma clara que este cono normal no contiene vectores estrictamente positivos,
por lo que el punto z no serd eficiente. Sin embargo, este punto si es débilmente eficiente, ya que
las direcciones normales a z son positivas.

iii) Para finalizar comprobemos el punto w = (0,0,0), que tiene como conjunto de indices activos a
I(w) = {4}. El cono normal a S en w es generado por el vector (0,0, —1), por lo que no contiene
vectores positivos y, por tanto, w no es un punto débilmente eficiente.

Para finalizar esta seccién mostraremos una proposicién y un teorema que nos ayudara a entender
la estructura de los conjuntos eficientes.
Tenemos que tener en cuenta que el conjunto de puntos eficientes no es un conjunto sencillo, de hecho
normalmente no es convexo, e incluso una arista del conjunto puede no ser eficiente aiin siendo sus dos
puntos extremos vértices eficientes (Figura 2.3).
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Punto eficiente

Arista NO eficiente

Punto eficiente

Figura 2.3

Proposicién 2.1.1 Sea S un poliedro convexo en R¥. Las siguientes afirmaciones se cumplen.

I) Si un punto relativamente interior de una cara de S es eficiente o débilmente eficiente, entonces
también lo serdn el resto de puntos de la cara.

II) Si S tiene vértices, entonces tendrd vértices eficientes/ débilmente eficientes siempre que S tenga
puntos eficientes/ débilmente eficientes.

Demostracion. Ya que el cono normal a S en cualquier punto de una cara contiene al cono normal en
un punto relativamente interior de esa misma cara, el Teorema 2.1.3 nos asegura la veracidad de la
afirmacion I).

En cuanto a IT), sea z un punto eficiente de S. Por ser z eficiente, existe A > 0 tal que = es un
maximizador de A. Si x es un vértice ya tendremos probada la afirmacién. En otro caso, x serd un
punto relativamente interior y eficiente, por tanto el resto de punto de la cara también seran eficientes.
Ademsds, esta cara tendra algin vértice, que por tanto también serd eficiente.

El caso débilmente eficiente se prueba de forma anéloga. a

Teorema 2.1.4 El conjunto de puntos eficientes y débilmente eficientes de un poliedro convexo con-
3

siste en caras del poliedro y es cerrado y conexo por caminos °.
Demostraciéon. Probaremos el teorema para conjuntos eficientes, siendo la demostraciéon analoga para
los débilmente eficientes.

Segun la proposicién anterior, si un punto x es eficiente, todos los puntos de la cara que contiene a x
como punto relativamente interior también lo serdn. Por tanto Max(.S), si es no vacio, consistird en
caras de S. Ademds, las caras son cerradas, por lo que su unién también lo sera.

La demostracién de que el conjunto es conexo por caminos puede ser consultada en The Luc (2016). O

2.1.2. Problemas lineales multiobjetivo

Los problemas lineales multiobjetivos (MOLP) que estudiaremos a lo largo de este capitulo se
formulan de la siguiente manera

max Cz

sujetoa x € S

siendo S un poliedro convexo no vacio en R™ y C una matriz real de dimensién k x n. El objetivo
de este tipo de problemas serd encontrar soluciones eficientes Z tales que CZ € Max(C(S)). Y esto

3Un conjunto Q € R* se dice conexo por caminos si dados dos puntos y,z € Q, existe un niimero finito de puntos

40, ...,y" dentro de Q tal que y° =y, y* = z y los segmentos [yi7 y*1 coni=0,...,l — 1 pertenecen a Q
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significa que no existira otra solucién factible x € S tal que
Cz < Cuz.

El conjunto de soluciones eficientes del MOLP se denotard por S(MOLP). Cuando x es una solu-
cién/punto eficiente, el vector Cx se llamard valor maximal o eficiente. De forma similar denotaremos
por WS(MOLP) al conjunto de soluciones débilmente eficientes; es decir, el conjunto de soluciones cuya
imagen mediante C' pertenece a W Maxz(C(S)). Como hemos visto en secciones anteriores, es claro que
soluciones eficientes seran débilmente eficientes pero lo inverso no tiene porqué cumplirse. A la hora
de trabajar con este tipo de problemas los modelaremos en forma estandar, siendo ésta analoga a la
utilizada en los problemas con un sélo objetivo

con A™*™ una matriz real, b € R™ y = € R"™.
Antes de presentar el siguiente teorema, que nos asegurara la existencia de soluciones eficientes bajo
ciertas condiciones, mostraremos una proposicién que utilizaremos en la demostracién de tal teorema.

Proposicién 2.1.2 Sea S un poliedro definido por S = {x : Ax < b,x = 0}, y sea L un operador
lineal de R™ en R™. Entonces,

Pasemos ahora al teorema en cuestion.
Teorema 2.1.5 Sea un MOLP con soluciones factibles. Las siguientes afirmaciones se cumplen.

I) El problema tendrd soluciones eficientes si y solo si

C(Ss) NRY = {0}.

II) El problema tendrd soluciones débilmente eficientes si y sdlo si

C(Seo) Nint(RE) = 0.

En particular, si todas las direcciones de S pertenecen al nicleo de C, es decir C(S«) = 0, entonces
el MOLP tendrd soluciones eficientes.

Demostracion. Por definicién, un MOLP tiene soluciones eficientes si y sélo si C(S) tiene puntos
eficientes; lo que, teniendo en cuenta el Teorema 2.1.2, es equivalente a que

[C(8)]e NRE = {0}.

Ademaés, teniendo en cuenta la proposicién anterior, el cono de C(S) coincide con C(Sx).

El punto IT) se prueba de forma andloga al I). |
A continuacién presentaremos un ejemplo con el fin de clarificar los conceptos que se acaban de

presentar.

Ejemplo 2.1.5 Sea el problema lineal multiobjetivo definido por el conjunto factible

T1+x9—r3=>
T1—XT2 =4
x 20.
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El conjunto factible S que acabamos de definir se puede escribir de forma paramétrica de la siguiente
manera
t+4
S = t ot >1/2
2t — 1

Por tanto, el cono de dicho conjunto se describe mediante el conjunto
Soo = t : t>0
2t

Una vez que tenemos descrito el conjunto Ss, pongamos dos ejemplos de matriz C y comprobemos
si tales MOLP tienen puntos eficientes.

i) Sea C = _; _2 é , entonces la imagen de So, por la funcion C es el conjunto C(Ss) =
3t ) p .
6t : t>0¢, que solo tiene al vector cero en comin con el ortante positivo; por tanto,

en vista del Teorema 2.1.5 el problema tendrd soluciones eficientes.

ii) Sea ahora S’ = (_1 L 0>, La imagen de S por C serd el conjunto C(S.,) = (O> ot> 0},

0 0 1 2t

que no tiene puntos en comun con el interior del ortante positivo, por lo que el problema
tendrd puntos débilmente eficientes. Sin embargo, no poseerd puntos eficientes ya que la in-
terseccion de C(SL.) con el ortante positivo contiene vectores positivos.

Definicién 2.1.3 La funcion objetivo de un MOLP se dice acotada (respectivamente débilmente aco-
tada) superiormente si no existe d € Sy, distinto de cero tal que

Cd > 0 (respectivamente Cd > 0).

En caso de que la funcion objetivo sea acotada, podemos decir simplemente que el MOLP es acotado.
Ademds, es obvio que todo problema acotado es débilmente acotado pero lo contrario no se cumple.

Utilicemos el siguiente ejemplo para aplicar la definicién de MOLP acotado.
Ejemplo 2.1.6 Sea el siguiente problema con dos objetivos

max —3T1+ro+x3
max ZTo
sujeto a T1—To =0
x3 =1
x >0

El conjunto factible y su cono pueden ser dados de la siguiente forma:

S=<1t t>0
1
Seo=<|t] : t>0

o
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Por tanto, para la direccidn d = (t,t,0) € So tenemos que

Cd— (‘ft> £ 0.

Ademds, Cd sdlo es igual a cero sit = 0 y, en tal caso, d también seria igual a cero, por lo que la
funcion objetivo es acotada.

Corolario 2.1.2 Un problema de programacidn lineal multiobjetivo tiene soluciones eficientes (respec-
tivamente débilmente eficientes) si y sdlo su funcion objetivo es acotada (respectivamente débilmente
acotada,).

Pasemos ahora a demostrar un teorema que nos aporta un criterio para saber si un punto es eficiente
teniendo en cuenta los vectores normales en este punto.

Teorema 2.1.6 Sea T una solucion factible del MOLP. Entonces,

I) T es una solucidn eficiente si y sdlo si el cono normal Ng(Z) a S en T contiene algin vector A\C
con X € R¥ un vector estrictamente positivo.

II) T es un punto débilmente eficiente si y solo si el cono normal Ng(Z) a S en T contiene algin
vector AC' con A\ € RF un vector positivo distinto de cero.

Demostracion.
Punto I):

“<” Sea el vector A\C con A € RF un vector estrictamente positivo y normal a S en Z, Entonces
AC(xz — %) <0 para todo z € S

que es equivalente a que
ACzx < \CZ para todo z € S

Por tanto, por el Teorema 2.1.1 el vector CZ es un punto eficiente del conjunto C(S); y por
definicién, Z es un punto eficiente del MOLP.

“=” Sea CZ un valor eficiente del conjunto C(S), entonces, por el Teorema 2.1.3, el cono normal
a C(S) en CZ contiene un vector estrictamente positivo que denotaremos por A. Por tanto se
tienen las siguientes equivalencias:

AMCzx—CZ) <0 XC(x —Z) <0 para todo z € S.
Lo que demuestra que AC es normal a S en Z.

El punto I7) se prueba de una forma similar. O
En la siguiente seccién hablaremos sobre la escalarizacion, que es una de las principales formas de
buscar soluciones de los MOLP.

2.1.3. Escalarizacion

Dado un vector A € R¥ distinto de cero, definamos el problema lineal, que denotaremos por LPy y
llamaremos problema escalarizado del MOLP, como

max MCx

sujetosa x €S

En el resto de este capitulo mostraremos como de 1til es la escalarizacién a la hora de resolver un
MOLP.



32 CAPITULO 2. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO

Teorema 2.1.7 Sea T una solucion factible del MOLP. Entonces,

I) & es eficiente si y solo si existe un vector X € R¥ estrictamente positivo tal que T es una solucion
optima del problema escalarizado LPy.

II) % es un punto débilmente eficiente si y sélo si eviste un vector A € R¥ distinto de cero y positivo
tal que T es una solucion optima del problema escalarizado LPj.

Demostracion.

“<” Si 7 resuelve el problema L Py entonces, por la Proposiciéon 1.1.3, AC pertenecera al cono normal
de S en Z; y ya que A es estrictamente positiva, por el Teorema 2.1.6, el punto T serd solucién
eficiente del MOLP.

“=" Sea T una solucion eficiente del MOLP. Entonces, por el Teorema 2.1.6, existira un vector estric-
tamente positivo A tal que A\C' es un vector normal a S en Z. Esto implica que

AC(x —Z) <0< \Cx < ACZT para todo z € S

por lo que Z es una solucién 6ptima del problema LPj.

El punto I7) se prueba de una forma similar. O

Corolario 2.1.3 Asumamos que dado un vector \ positivo y distinto de cero, el conjunto CZ, donde
T es solucion eficiente de LPy, tiene un solo punto. Entonces, cualquier solucion optima de LPy es
solucion eficiente del MOLP.

Demostracion. Sea T una solucion 6ptima del LPy y sea y una solucion factible del MOLP tal que
Cy 2 Cz. Ya que X es positivo tenemos que A\CT < ACy. Pero ya que Z es solucién éptima de LP;,
lo que tendremos en realidad serd una igualdad (ACz = ACy). Y ya que por hipdtesis tenemos que
Cz = Cy, hemos demostrado que T es una solucién eficiente del MOLP. ]
A continuacién demostraremos un teorema que nos asegura que con la resolucién de un nimero
finito de L Py se pueden generar todas las soluciones eficientes y débilmente eficientes de un MOLP.

Proposicién 2.1.3 Eziste un niumero finito de vectores X', con i = 1,...,p, estrictamente positivos
(respectivamente positivos) tales que

-

I
-

S(MOLP) = | | S(LPy:)

K2

respectivamente WS(MOLP) = | | S(LPyi)

-

Il
-

K2

siendo S(LPy) el conjunto de soluciones optima del problema LPj.

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicién 1.1.3, tenemos que si una solucién 6ptima del pro-
blema LPy es un punto relativamente interior de una cara del poliedro factible, entonces toda la cara
serd Optima. Si ademds, tenemos que A es un vector estrictamente positivo, ya que el nimero de caras
es finito, un ntimero finito de tales vectores seran suficientes para generar todas las soluciones eficientes
del MOLP.
El caso donde buscamos soluciones débilmente eficientes se tratara de forma andloga. O
Mostremos ahora ciertas propiedades interesantes de los conjuntos eficientes de los MOLP. En estas
propiedades podemos ver cierta similitud con las vistas para el caso con un solo objetivo.

Teorema 2.1.8 Los conjuntos eficientes de un MOLP tienes las siguientes propiedades:
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I) Si un punto relativamente interior de una cara de S es una solucién eficiente o débilmente
eficiente, entonces también lo serd cualquier punto de la cara.

II) Si S tiene un vértice y el MOLP tiene soluciones eficientes (débilmente eficientes), entonces
tendrd un vértice eficiente (débilmente eficiente).

III) El conjunto de soluciones eficientes y débilmente eficientes del MOLP estd formado por caras
del poliedro factible y es cerrado y conexo por caminos.

2.1.4. Una aplicacién: los problemas de listas de espera quirdrgicas

Para demostrar la utilidad de la escalarizaciéon a la hora de encontrar puntos eficientes de los
problemas lineales multiobjetivos resolveremos el problema planteado en Cerd4 et al. (2001) utilizando
el lenguaje AMPL.

En 1998 se establecié un méaximo de seis meses en lista de espera para una intervencién quirirgica.
De esta forma, un paciente que debiera ser intervenido antes de julio de 1998 tendria un limite en lista
de espera de nueve meses, sin embargo, los pacientes que entren en lista de espera tras el 1 de Julio
s6lo podran estar en lista de espera un maximo de seis meses. Cierto hospital en la Comunidad de
Madrid tenfa largas listas de espera en cuatro procesos quirirgicos: cataratas (dependiente de oftal-
mologfa), y hallux valgus, desgarro interno de rodilla y osteoartrosis (dependiente de traumatologfa).
En el hospital habia suficientes camas y personal, sin embargo el nimero de quiréfanos no era suficien-
te; por lo que, con el fin de cumplir la nueva normativa de listas de espera plante6 el siguiente problema.

Problema 2.1.9 EIl problema consiste en decidir el nimero de intervenciones de los tipos anterior-
mente citados se llevaran a cabo en 1998 en horario ordinario, extraordinario y en centros concertados
de forma que se cumplan todas las restricciones.

Tenemos que tener en cuenta algunos conceptos para resolver el problema:

= Las intervenciones de cataratas se pueden hacer en horario ordinario y extraordinario.

= Hallux valgus y desgarro interno de rodilla se puede hacer en horario ordinario y en concertacion.
= QOsteoartrosis solo se puede intervenir en horario ordinario.

Las variables con las que trabajaremos en la resolucion del problema son las siguientes:

» CLi: numero de pacientes en lista de espera de cataratas el dia 1 del mes k.

» HLi: numero de pacientes en lista de espera de hallux valgus el dia 1 del mes k.

= KLj: numero de pacientes en lista de espera de desgarro interno de rodilla el dia 1 del mes k.
= OLg: nimero de pacientes en lista de espera de osteoartrosis el dia 1 del mes k.

Siendo CLy, HL,, KLy, OLy datos conocidos a dia 1 de enero de 1998. Tenemos que tener en
cuenta que k =1,...,13, donde el mes 13 se refiere a enero de 1999.
En cuanto a las intervenciones tenemos las siguientes variables:

» CR;: numero de intervenciones de cataratas a realizar en el mes i en horario ordinario.
= HR;: numero de intervenciones de hallux valgus a realizar en el mes i en horario ordinario.

= KR;: numero de intervenciones de desgarro interno de rodilla a realizar en el mes i en horario
ordinario.

» OR;: numero de intervenciones de osteoartrosis a realizar en el mes i en horario ordinario.
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» CO;: numero de intervenciones de cataratas a realizar en el mes i en horario extraordinario.

= HP;: numero de intervenciones de hallux valgus a realizar en el mes ¢ mediante concertacion.

» KP;: numero de intervenciones de desgarro interno de rodilla a realizar en el mes © mediante
concertacion.

La lista de espera en el mes k es la suma de los pacientes en lista de espera el mes k — 1, mds los
nuevos pacientes que entran en lista de espera menos el numero de pacientes intervenidos menos el
numero de pacientes que salen de la lista de espera sin intervencion. Las previsiones a un ano de estos
datos pueden ser consultadas en Cerdd et al. (2001) (pdginas 102-104).

Las restricciones del problema a resolver son las siguientes:

- Pacientes en lista de espera en el mes i =1,...,12.

CLH—I =CL,+CA,—CE;,—CR;—CO;
HL; =HL,+HA,—HE,—HR;,—HP;
KLiy1 =KL,+KA,—KFE;,—KR,—KP;
OL;y1 =0L;+ OA;—OFE;—OR;

Siendo las condiciones iniciales C L1 = 480, HL, =199, KL, =132 y OL, = 128.
- Quirdfanos asignados a cada servicio:

Oftalmologia: 80CR; < OCQ; ,i=1,...,12
Oftalmologia 85HR; + 120K R; + 1600R; < TEQ; ,i=1,...,12

La primera desigualdad expresa una cota superior de los minutos que pueden ser utilizados los
quirdfanos para intervenir cataratas y la seqgunda una cota superior de los minutos que pueden ser
utilizados los quiréfanos para intervenir hallux valgus, desgarro interno de rodilla y osteoartrosis. Los
valores de OCQ;, TEQ; pueden ser consultados en Cerdd et al. (2001) (pdgina 106).

- Cotas al nimero de procesos fuera de horario normal en el hospital:

CO;<l;
HP;<m;
KP;<n;
Donde i = 1,...,12 y los valores de l;, m;, m; pueden ser consultados en Cerdd et al. (2001) (pdgina

107).
- No mds de 9 meses en lista de espera:
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donde ay, by, ci y di pueden ser consultados en Cerdd et al. (2001) (pdgina 108 ).

Lo que quieren decir estas restricciones es que en cada mes, el nimero de intervenciones debe ser
mayor que la suma de los pacientes en lista de espera de los meses anteriores.

-No mds de 6 meses en lista de espera al final de 1998:

CLy3 <395
HL13<69
K L13<77
OLy3 <57

Estos datos se obtienen a partir de la suma de las entradas menos las salidas sin intervencion corres-
pondientes a los ultimos 6 meses del ano.

- Todas las variables tienen que ser enteras, no negativas.

Las funciones objetivo que tenemos que optimizar son las siguientes:

Minf; = 80CLys 4+ 85H L3 + 120K L13 4+ 1600 L3
12 12 12 12
Minfy = 110852(>  CR;) +125809(>  HR;) + 287973(> K R;) + 853338(> _ OR;)
i—1 i=1 i=1 i=1
12 12 12
+123733(>  CO;) +106605(> | HP;) + 1411200 _ K P;) 4 90584C Ly
=1 1=1 =1

+ 58035 H L3 + 148157K L3 + 5376030 L13

donde la primera funcion objetivo minimiza la lista de espera al final de 1998, en concreto se
pretende minimizar el tiempo de quirdfano que queda libre a final de ano; y la sequnda funcion pretende
minimizar costes, teniendo en cuenta las cirugias en horario ordinario, extraordinario, en concertacion
y el coste de las intervenciones que quedan pendientes para el siguiente ano.

Como hemos visto a lo largo de esta seccion, si dado un X\ > 0, si T es una solucion doptima del
problema escalarizado, T serd un punto eficiente del MOLP. Nosotros lo que haremos es resolver el
problema escalarizado ddndole un peso del 80 % a la primera funcidn objetivo y un peso del 20% a la
sequnda. De estd forma, la funcion objetivo a optimizar es la siguiente:

12 12 12 12 12
Min 22170,4(3 T CR;) + 25179,8() _ HR;) +57594,6() - K R;) + 170668() _ OR;) + 24746,6() _ CO;)

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

12 12
+ 21321(2 HP) + 28224(2 KP;) 4 18181CLys + 11675H L3 + 29727K Ly3 + 1076490 L1 5
i=1 i=1

Una vez resolvemos el problema utilizando el solver CPLEX en el servidor NEOS de optimizacion,
encontramos que no existe solucion factible. Para solucionar este problema lo que haremos serd asignar
5 consultas de oftalmologia a traumatologia, de esta forma conseguimos la factibilidad deseada. FEl

numero de pacientes en lista de espera y el numero de operaciones realizadas se muestran en el cuadro
2.1.

El cédigo AMPL utilizado para la resolucion de este ejercicio puede ser visto en el apéndice B.
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Mes/Ano CL HL KL OL CR CO HR HP KR KP OR
01/1998 480 199 132 128 64 0 11 0 0 0 17
02/1998 492 212 150 116 68 0 5 20 0 0 21
03/1998 496 207 167 115 69 0 1 25 1 8 23
04/1998 493 190 172 98 56 40 0 35 0 21 21
05/1998 475 171 163 84 68 64 0 34 2 21 22
06/1998 401 161 160 83 68 72 0 35 0 20 24
07/1998 328 140 144 76 27 0 0 35 2 20 17
08/1998 373 114 133 57 3 0 0 35 3 20 15
09/1998 370 88 122 42 25 44 0 35 2 20 15
10/1998 360 68 117 37 9 0 0 0 1 10 26
11/1998 359 80 115 32 68 0 0 0 29 10 2
12/1998 368 90 96 42 92 0 0 35 27 0 1

01/1999 395 69 77 57

Cuadro 2.1: Numero de pacientes en lista de espera y nimero de operaciones realizadas.

2.2. Método simplex multiobjetivo

En este capitulo vamos a explicar el método simplex multiobjetivo que, como en el caso de problemas
con un sélo objetivo, es uno de los métodos méas populares a la hora de resolver problemas lineales.
Este capitulo nos servird de introduccion tedrica a la realizacién de un paquete de R que incluird este
método.

Presentaremos el método simplex para problemas MOLP definidos en forma estandar

max Cz
sujeto a Ax =05
z 20,

donde C € RFX", A € R™*" y b € R™.

2.2.1. Descripcion del método simplex multiobjetivo

El objetivo del método simplex, como explicamos para el caso con un sélo objetivo, es encontrar
vértices eficientes y direcciones eficientes. Pudiendo dividir las fases del método en 4.

1°) Encontrar una solucién factible Z. Este punto se llevard a cabo segin hemos explicado en la
seccion 1.2.5.

2°) Comprobar si Z es una solucién eficiente.

3°) Moverse a algun vértice adyacente para encontrar vértices adyacentes eficientes o direcciones
eficientes.

4°) Guardar los vértices eficientes y no eficientes y parar cuando todos los vértices hayan sido visi-
tados.

Tenemos que tener en cuenta que ahora el elemento que multiplica a x en la funcién objetivo es
una matriz C. Por tanto, dado una base B y separando la matriz objetivo C' en Cp (submatriz que
contiene a las columnas de C' que estdn en la base B) y Cy (submatriz que contiene a las columnas
no bésicas de '), tenemos que

B :B_lb
Cj — Zj = Cj — CBBilAj
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donde j € J denota a los indices de las variables no basicas. Con el fin de facilitar la notacién,
denotaremos a la matriz Cy — Zy como Cy.

A continuacién demostraremos un teorema que tendrd gran importancia a la hora de resolver un
MOLP utilizando el método simplex.

Teorema 2.2.1 Sea T una solucion bdsica factible. Las siguientes condiciones son equivalentes.
I) T es una solucidn eficiente.

II) La solucion T resuelve el problema

mazx <cl+~~-+ck,x>
sujeto a  Ax =1b
Cr2Cx
z 2 0.

Ademds, si la solucidn T es no degenerada, I) es equivalente a la siguiente condicion.

III) El siguiente sistema tiene solucion

~ACn 20
A>0,\eR”F

Demostracion. Probemos primero la equivalencia entre I) y IT1):

“IY = II)” SiZ es una solucidn eficiente, entonces para toda solucién factible = del sistema en IT) tendremos
que Cx = CZ, lo que demuestra que T es una solucién 6ptima.

“IT) = I)” Supongamos que T no es una solucién eficiente, entonces existird = 0 con Az =by Cx > CZ.
Por tanto, tendremos que

<cl+~--+ck,x> > <cl+~-~+ck,§3>
y por tanto Z no serd solucién 6ptima del problema en IT7).
Demostremos a continuacién la equivalencia entre I) y IIT).

“I) < III)” Segin el Teorema 2.1.7, T es eficiente si y solo si existe un vector A\ € R¥ estrictamente positivo
tal que T es solucién éptima del problema escalarizado siguiente

max ACx
sujetoa Ax =10
z 2 0.

Asumamos que Z es no degenerada. Teniendo el cuenta el Teorema 1.2.2 el problema anterior
tendrd a T como solucién 6ptima si y solo si el vector de costes reducidos (AC)y contiene sélo
valores no estrictamente positivos. Se tiene:

(AC)y <0 (AC)y —(AO)pB™'!N<0& ACy —ACpB'N <0+
=4 )\C’N <0

Por tanto —ACy = 0, con A > 0 y A € R¥, llegando a que el sistema del punto II]) tiene
solucién.
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O

Corolario 2.2.1 Dado un MOLP y sea T una solucion factible, las siguientes afirmaciones son ciertas:

1) Si todos los elementos de la matriz de costes reducidos C'n son negativos o cero, entonces el
vértice actual T es una solucion ideal.

1) Si la matriz de costes reducidos tiene una fila estrictamente negativa, entonces T es eficiente.

iit) Si la matriz de costes reducidos tiene una columna positiva distinta de cero, entonces el vértice
actual T no es eficiente.

Demostracion.

“j)” Si todos los elementos de Cy son no estrictamente positivos, entonces para cualquier A € R¥
estrictamente positivo, el sistema del punto I17) del Teorema 2.2.1 se cumple, por lo que T serd un
punto eficiente. Ademds, ya que cada solucién factible z del MOLP se puede descomponer en
su parte bésica y su parte no béasica, tenemos que Ax = B < Bxp + Nzy = b. Por tanto,
rp = B 1p— B_leN y

Cx=Czxp+Cnxy = CB(B_lb — B_IN.’I?N) + Cyxy = CBB_1b+ (CN - CBB_lN)LL'N =
=CB b+ Cyzy.

Ya que xx es un vector positivo, tenemos que Cyzy < 0, por lo que CZ = Cz, y por tanto Z es
una solucién ideal del problema.

Sea k € R* un vector estrictamente positivo con todas las componentes iguales a uno excepto las
que se corresponden con la fila negativa, que tomara un valor suficientemente grande; entonces,
se cumplird el sistema del punto I17) del teorema anterior.

“j43)” Si existe una columna de C'y con elementos positivos y distinta de cero, entonces el sistema del
punto IIT) de Teorema 2.2.1 no tiene solucién, por lo que Z no puede ser eficiente.

O

A continuacién mostraremos un ejemplo en el que comprobaremos que si la matriz de costes re-

ducidos tiene una fila negativa pero no estrictamente negativa, la solucién Z en tal punto no tiene
porqué ser eficiente.

Ejemplo 2.2.1

maxr T
max To
sujeto a x1—To+x3 =0
X2 +x4 =1
x >0.

La base que se corresponde con las variables xo y x3 serd dada por B = <_1 1> siendo B~! =

1 0

(? 1) La solucion bdsica asociada es T = (0,1,1,0) y la matriz de costes reducidos

Cia=C14—Cy3B 1A,
(1 0 B 0 0 0 1 1 0
“\0 O 1 0 1 1 0 1
(1 0
—\0 -1/
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Podemos ver claramente que ya que la primera columna de la matriz de costes reducidos Cy 4 es positiva,
la solucion T no serd eficiente. Sin embargo también tenemos que la sequnda fila es negativa, pero al
no serlo estrictamente negativa acabamos de ver que no nos asequra que el punto T sea eficiente.

Una vez que hemos comprobado si el punto en el que nos encontramos es eficiente o no, debemos
mostrar que ocurre cuando nos movemos a otro vértice factible o a lo largo de cierta direccién. La
forma de movernos a lo largo de la region factible es igual al caso donde sélo tenemos una funcién
objetivo.

Sea k una variable no bésica, si la columna y* = B~!A; es negativa tenemos que el rayo R =
{(xp,zNn) + (—y*,eF)ay, : 21, > 0} es factible. En otro caso, A§ entra en la base y z) pasa a ser una
variable basica. Abandona la base la variable i con el indice méas bajo de entre las que primero se

anulen en el rayo R:
Ty = Li)i = min { (xi)l : ylk > O} .
Yi Yi

El siguiente teorema nos dird que ocurre cuando nos movemos en la direccién de la variable k siendo
y* negativo.

Teorema 2.2.2 Sea yk una columna negativa, las siguientes afirmaciones son verdaderas.
I) Si T no es eficiente, entonces todo elemento del rayo R no es eficiente.

II) Si z es eficiente y la columna Cj, de la matriz de costes reducidos es cero, entonces la direccion
R es eficiente.

III) Sea T un punto eficiente y la columna C) negativa, entonces cualquier punto del rayo R es
dominado por T.

IV) Sea & un punto no degenerado y eficiente. Si la columna Cy, tiene elementos tanto positivos como
negativos, entonces el rayo R es eficiente si y sdlo si el siguiente sistema tiene solucion:

-\Cn =0
ACyek =0
AeRF y >0,

V) Si T no es eficiente y dos columnas no bdsicas Cy, y C,. de la matriz de costes reducidos Cn co-
rrespondientes con columnas negativas y* e y~ tiene componentes tanto positivas como negativas
con aCy > C,. con a > 0, entonces el rayo R correspondiente a la columna y" estd dominado.

Demostracion.

I) Demostrémoslo por reduccién al absurdo. Supongamos que Z no es eficiente pero el rayo R si
lo es. Ya que T es un vértice de una cara, el punto (v, zx) + (=¥, e*)zy para algin zp > 0
serd un punto relativamente interior y ademaés eficiente de una de las caras que contiene a . Si
ahora tenemos en cuenta el Teorema 2.1.8, tenemos que Z también debe ser eficiente, por lo que
llegamos a una contradiccién. Por tanto el rayo R no podréa ser eficiente.

Para demostrar lo que resta del teorema expresaremos C (z + (—y*, ")) en términos de Cz y
C}. De esta manera tendremos que

I 8
Cla+ (-oF o) = (Co.Cw) (TP 27
k
= Cpap + (Cne* — Cpy*)ay,
= Cz + Cyy.
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ITI) Asumamos que Z es eficiente; por lo que si Cy = 0, tendremos que C(Z + (—y*,eF)zy) = Cz y
por tanto el rayo R serd eficiente.

III) Sea Cj < 0, entonces C(Z + (—y*, e*)x;,) < Cz, por lo que cualquier punto del rayo R seré do-
minado por Z.

IV) La demostracién de este punto puede ser consultada en The Luc (2016). No la demostraremos en
este trabajo ya que para su demostracion son necesarios conceptos de dualidad que no aparecen
en este trabajo.

V) Por cada elemento z + (—y*, e¥)x;, del rayo factible R correspondiente con la columna negativa
y*, elegiremos el elemento Z + a(—y", e")x}, del rayo correspondiente con la columna negativa y".
Si ahora calculamos

C((E + a(—y’ﬂ ek)xk) — C((f + (—yr, 67‘)1']6) = C(.’Z’) + aC_'kxk — C(i‘) — C’TCL']C
= (Ozck — C‘r)xk Z 0

por lo que queda demostrado que el rayo T + (—y",e")xy con x5 = 0 es dominado.

O
Como ocurre con el caso con un sélo objetivo, en caso de que y* no sea negativo, el rayo R no
estard totalmente contenido en la region factible del MOLP. La parte factible del rayo serd la que une
el punto Z con un nuevo punto & = 7 + (—y*, e*)zy.
El teorema que demostraremos a continuacién nos asegurara hacia donde vale la pena moverse si
nos encontramos ante un vértice no eficiente.

Teorema 2.2.3 Sean dos puntos T y & =T + (—yk, ek)xk, Y asSuUMamos que yk tiene elementos posi-
tivos. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

I) Sila columna Cy, es negativa, entonces el nuevo vértice & estd dominado por T.

II) Sean otro punto ' = T + (—y",e")z,. Si tenemos que Cyrxy — Crz, > 0, entonces el vértice x
que entra en la base es no eficiente.

Demostracion.

I) Ya que C2 = C + Cray, tenemos que si C es negativo, entonces C& < CZ, y por tanto 2 es
un vértice dominado.

II) Sean zy,x, > 0, donde & y 2’ son dos puntos adyacentes a Z. Y ya que tenemos que C¢ — Ca’ =

Crzi, — Crx, > 0, entonces C3 > Cz’, por lo que 2’ no serd un punto eficiente.

A continuacién (Figura 2.4) mostraremos el esquema general del método simplex multiobjetivo.

Teorema 2.2.4 Si todas las bases factibles de un MOLP son no degeneradas, entonces el algoritmo
del simplex termina en un numero finito de iteraciones.

Demostracion. El algoritmo del simplex recorre, como mucho, todos los vértices del conjunto factible;
y ya que estamos trabajando con conjuntos factibles que son poliedros, siempre que no tengamos
degeneracion, el algoritmo terminard en un numero finito de iteraciones. O
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ESQUEMA METODO SIMPLEX MULTIOBJETIVO

INICIALIZACION

Partimos de una base B que tiene asociada una solucién bésica factible v* = Z = (Zp,Zx) con
i=1,conZg =B by zn =0. Ademds, Zg = CgB~'b.
PASO 1
Calculamos los valores Cy = Ci—Zje 1y’ para todas las variables no bésicas j € .J, donde Z; =
CBB_1A§ = CByj.

» Si Cy <0, FIN. Z es una solucién ideal.
= Otro caso: ir al paso 2.

PASO 2
Comprobamos si alguna fila de Cy es estrictamente negativa o la suma de las filas de Cy es negativa.

= Si se cumple alguna de las dos condiciones, T es una solucion eficiente. Ir al Paso 4.
= En otro caso: ir al paso 3.

PASO 3
Comprobamos si el punto factible Z es eficiente o encontramos otro vértice que domina el punto
actual resolviendo el siguiente problema lineal.

max (¢t 4o+ M)
sujetoa Ax =1b
Czx > Cv'
z 2 0.

= Si el sistema no tiene éptimo finito, FIN. El MOLP no tiene soluciones eficientes.

= Si el valor 6ptimo es finito y v* es una solucién éptima, entonces v’ es una solucién eficiente

del MOLP. Ir a Paso 4.

= Si & es un vértice éptimo con C'# > Cv’, entonces v* no es una solucién eficiente y 2 sf lo es.
Recalcular B, & = (&p,4n), ZB y los vectores y’. Ir al PASO 4.

PASO 4

Guardar el vértice eficiente en un conjunto que denominaremos V' y los no eficiente en un conjunto
que llamaremos NV

PASO 5 Comprobar si para algin indice no bésico k, Cr, = 0 e y* < 0, entonces el rayo R =
{Z + (—y*,eF)zy : 71, > 0} es un rayo eficiente.

PASO 6 Encontrar todos los indices no basicos j del tultimo vértice guardado que satisfagan que

i) C; contiene tanto valores positivos como negativos.
ii) No hay otro indice no bésico r cumpliendo i) tal que Cy.z,. > C;z;.

PASO 7 Guardar todas la bases inexploradas al introducir las variables con indices j cumpliendo el
PASO 6.

= Si no existe ninguna de estas bases, FIN.

» En otro caso, la variable con el indice j entra en la base y obtenemos v*+!.

PASO 8 Actualizamos i =i + 1 y volvemos al PASO 1.

Figura 2.4: Esquema del método simplex multiobjetivo.
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B TN z
0 = _ _
C, - 2 o oopip On=Cn—CpBT'N | —CgB~'b
x T cm BN B~ 1p
B B-1B

Cuadro 2.2: Tabla del método simplex multiobjetivo.

2.2.2. Tabla del método simplex multiobjetivo

Al igual que en el caso con un sélo objetivo, trabajar con la tabla sel simplex nos permitira resolver
los MOLP de una forma mas eficiente.

La tabla del simplex tiene la forma presentada en el Cuadro 2.2.

Podemos ver que esta tabla posee toda la informacién necesaria para llevar a cabo un iteracién del
método simplex. El tinico cambio con respecto al caso con un solo objetivo es que ahora los costes de
la matriz objetivo forman una matriz y no un vector.

Una vez tenemos la tabla, comprobamos si nos encontramos ante un vértice Z eficiente y, en caso
de no poder comprobarlo mirando la matriz Cy, tendremos que resolver el sistema I1) del Teorema
2.2.1. Recordemos que el sistema a resolver es el siguiente:

max (¢! 4+ -+ )z
sujetoa Cz = CZT
Ax =10
x> 0.

o lo que es lo mismo

max (¢ +---+ )z

sujetoa yl —Cx=—-Cx

Az =b
y=20,z20.
e . L . _ (Iixx —Cs
La solucién bésica factible (0 ) tiene como base asociada a B = 0 B y por tanto,
I CpB~!
~1_ (fkxk CB
B = ( 0 B! >

La tabla del método simplex asociada al problema se consigue multiplicando B~! por la matriz
I —-Cg —-Cyn —-Cpgz
<0 B N b
Por tanto tenemos la siguiente (Cuadro 2.3):
Trabajando con el Cuadro 2.2 y con el Cuadro 2.3 tendremos todas las herramientas para llevar a
cabo los distintos pasos del método simplex ya que, a la hora de hacer los cambios de base, estos se
llevan a cabo de la mismo forma que en el caso con un sélo objetivo (Subseccién 1.2.7).

> y calculando los z; — c;.

2.2.3. Ejemplo

Para finalizar el capitulo resolvamos un ejemplo de MOLP utilizando el método simplex multiob-
jetivo.
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LB TB TN z
cj — 2j 01k 01%m ¢y —cegB™IN —cgB~1b
zp T xk Ok xcm ~-Cy+CpB™'N Okx1
B Omxk s B7IN B~
Cuadro 2.3

Ejemplo 2.2.2 Sea el siguiente MOLP

mar 6x1+4x9+5xs
mazx T3
sujeto a 11+ wo+2x3 <12
T1+2w5+ w3 S12
2e1+ xo+ 3 <12
z 2 0.

Con el fin de conseguir una base inicial, introduciremos 3 variables de holgura, quedando el problema
de la siguiente manera:

mar 6x1+4x2+5x3

mazx 3
sujeto a 1+ xo+2x3 + xj =12
Tr1+2T9+ T3 +xg =12

2r1+ To+ w3 +zg =12

x > 0.

Pasemos ahora a escribir la tabla del simplex, en la cual tendremos una base evidente formada por las
variables de holgura.

T1 T2 T3 Ty Ty Tg | 2
6 4 5 0 0 0 0
G=Zilo o 1 0 0 o0]o0
zp
T3 1 1 2 1 0 0 12
x5 1 2 1 0 1 0 12
g 2 1 1 0 0 1 12

El punto de la region factible en el que mos encontramos es el v! = z = (0,0,0,12,12,12) con
z=1(00).
Este punto no es, claramente, un punto ideal , ya que no se cumple que Cx < 0. Tampoco se cumple que
alguna de las filas o la suma de las filas de Cy sea estrictamente negativa, por lo que para comprobar
si vl es eficiente o encontrar otro punto eficiente que domine a v' tendremos que resolver el sistema
del Paso 3 del esquema del método simplex.
Una de las restricciones del sistema es Cx = Cv', es decir

6x1 +4x9 + 513 =20
1'320
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T1 T2 T3 Ty Ty TE | 2

cj — %5 6 4 6 0O 0 o0 0

6 4 5 0O 0 O 0

G=Zilo o 1 0 0 o0]o0

TR

x; 1 1 2 1 0 0] 12

xg 1 2 1 0 1 0| 12

xg 1 1 0 O 1 12
Cuadro 2.4

Pero como ya tenemos que x = 0, estas ecuaciones son redundantes y el sistema a resolver serd un
problema lineal con un sélo objetivo en el que substituiremos las dos filas de las funciones objetivo del
MOLP por su suma, es decir,

mar 6x1+4x2+6x3

sujeto @ x1+ xo+2x3 + xj =12
T1+222+ T3 +xg =12

214+ a2+ T3 +xg =12

x > 0.

A continuacidn escribiremos la tabla del simplex (Tabla 2.4) y haremos una iteracion del método.
Como los c; — zj del problema lineal con un sélo objetivo no son menores o iguales que cero,
llevaremos a cabo una iteracion del método simplex. Escogemos la columna j tal que c; —z; sea mayor,

es decir, la columna de x1 o la de x3. Escojamos la de x3 y veamos que variable es la que tiene que salir

@),k ; oof12 12 121 _ 12
de la base. Para ello, tenemos que calcular mm{T sy > 0p, es decir, el mm{i, ¥ T} =5

asociado a la variable x5, que saldrd de la base. Si ahora llevamos a cabo una iteracion del método
stmplezx, donde la nueva base serd B = (A§, A, AS), la tabla quedard de la siguiente forma:

T To T3 T3 T5 T z
Cj — 7% 3 1 0 -3 0 0 | —36
C.— 7 7/2 3/2 0 —=5/2 0 0 | —30
J Tl -1/2 -1/2 0 -1/2 0 0 —6
B

T3 1/2 1/2 1 1/2 0 0 6
T3 1/2 3/2 0 -1/2 1 0 6
xg 3/2 1/2 0 -1/2 0 1 6

La solucion bdsica factible asociada a esta base es v? = (0,0,6,0,6,6). Como podemos ver, esta
solucion no es optima para el problema monoobjetivo pero si lo es para el MOLP, ya que la seqgunda fila
de la matriz de costes reducidos tiene todos sus elementos estrictamente negativos; por tanto v € V y
v € VN.

En este momento nos encontramos en el paso 6 del esquema del simplex, por lo que buscaremos los
indices no bdasicos tales que C_’j contenga valores positivos y negativos, cumpliendo ademds que no hay
otro indice no bdsico v tal que Crx, > C_'jxj. Estas dos columnas serdn las de las variables x1 y x5.

Calculemos ©1 y xo: x1 = min{%,%,%} =4 yxzy = min{%,%,%} =4, y ya que C; =

(7/2,-1/2) y Cy = (3/2,—1/2), tenemos que Cyx1 > Caxa, por lo que la solucién bdsica obtenida
desde v? introduciendo xo en la base estd dominada por la solucion obtenida desde v? introduciendo
en la base la variable x1. Introduzcamos por tanto x1 en la base y hagamos una iteracion en la tabla

del simplex.
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1 ) T3 x5 xs xg z
Cj — Zj 0 0 0 -2 0 -2 —48
C. 7 0 1/3 0 -4/3 0 -—-7/3| -4
J 710 -1/3 0 -2/3 0 1/3 | —4
R
x3 0 1/3 1 2/3 0 -—1/3 4
xg o 43 o0 -1/3 1 -1/3 4
1 1 /3 0 -1/3 0 2/3 4

siendo la nueva base B = (A§, Ag, AS).
Vemos claramente que aunque la matriz de costes reducidos no es estrictamente negativa, la suma de
las filas de Cx es negativa, por lo que teniendo en cuenta el Paso 2 del esquema del simplex, el punto
v3 = (4,0,4,0,4,0) es un punto eficiente, por lo que v3 € V.

Si ahora volvemos a realizar los mismos pasos que en la iteracion anterior podriamos introdu-
cir en la base las variables xo o xg pero, si introducimos la variable xg estariamos en el vértice

v2, que ya habiamos comprobado que es eficiente, por lo que introduciremos la variable xo. To =

min {%, ﬁ, #43} = 3, siendo x¢ la variable que debe salir de la base. Introduciendo esta variable en

la base tendremos la siguiente tabla del simplex con base B = (A§, A5, AS).

Ty Tp T3 iyt TE g z
Cj — 24 0 0 0 —2 0 -2 —48
C._ 7 0o 0 0 -5/4 -1/4 -9/4| —45
J 710 0 0 -3/4 1/4 1/4 | -3
B
T3 0 0 1 3/4 —-1/4 -1/4 3
T2 0o 1 0 -1/4 3/4 —1/4 3
T 1 0 0 -1/4 -1/4 3/4 3

Como en el caso de v°, este punto es eficiente ya que la suma de las filas de Cy es negativa. Por
tanto, v* = (3,3,3,0,0,0) € V.

Las variables con posibilidad de entrar en la base a estas alturas, ya que tienen en sus vectores de
costes reducidos elementos positivos y negativos, son x5 y xg. Si calculamos x5 y xg vemos que ambas
son iguales a 4, y ya que v5Cs5 > 16Cs < (—1,1) > (=9,1), introducir x¢ nos llevaria a una solucion
dominada. Por tanto tendremos que introducir la variable xs. Pero si introducimos xs la unica variable
que puede salir de la base es 3, ya que el inico elemento de y° positivo es el que se corresponde con
la variable bdsica w2, pero si hacemos este cambio de variable nos volveremos a encontrar en la base
B = (A5, AS, AS), que se corresponde con el punto v® que ya habiamos comprobado que es eficiente.
Por tanto hemos llegado al fin del algoritmo encontrando tres puntos eficientes que, escritos en funcion
de las variables iniciales, son: (0,0,6), (4,0,4) y (3,3,3).

Ademas, este ejemplo también ha sido resuelto utilizando el cédigo descrito en el Apéndice C,

dando lugar a los mismos resultados.
Los argumentos que se han utilizado en la funcién son los siguientes:

(645
“=1o 0 1

= b= (12,12,12)

]
S
I
N =
=N =
— =N
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2 ”

CAPITULO 2. PROGRAMACION LINEAL MULTIOBJETIVO

= operacion_opt = ("max”, "max”)

- SignOS — (’7 S 77,77 S 777” S”).



Apéndice A

Cddigo simplex

simplex_monoobjetivo_latex.r

simplex3 <- function(a, b, ¢ , operacion_opt, signos){
if (operacion_opt == "min"){
c <- -c
}

n_col <- dim(a) [2]

n_row <- dim(a) [1]

n_col_h <- n_col

for(i in 1:length(signos)){

if (signos[i] == "<="){
n_col_h <- n_col_h + 1
}else if(signos([i]l == "="){
n_col_h <- n_col_h + 1
}elseq{
n_col_h <- n_col_h + 2
}

}
a_h <- matrix(mrow=n_row, ncol=n_col_h)
n_col2 <- n_col
var_artificiales <- c()
var_basicas <- numeric(n_row)
for(i in 1:n_row){
if (signos[i] == "<="){
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
n_col2 <- n_col2 + 1
var_basicas[i] <- n_col2
}else if (signos[i] == ">="){
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), -1, 1, rep(0, n_col_h - n_col2 -
var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 2)
n_col2 <- n_col2 + 2
var_basicas[i] <- n_col2
Yelseq
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 1)
n_col2 <- n_col2 + 1
var_basicas[i] <- n_col2

¥

var_totales <- c(l1:n_col_h)
c_h <- numeric(n_col_h)
c_h[l1:n_col] <- c(c)
c_h[var_artificiales] <- -1111
x_B <- Db

c_B <- c_hl[var_basicas]

z <- sum(c_B * Db)

47
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conjunto_resultados <- list()

1

0

c_hh <- c_h
if (sum(c_B !'= 0) !'= 0){
for(i in 1:length(var_artificiales)){

c_hh <- c_hh - (a_h[which(var_artificiales[i] == var_basicas),] *

c_h[var_artificiales[i]] / a_h[which(var_artificiales[i] == var_basicas)
, var_artificiales[i]])

}

c_j <- c_hh

z_j <- integer(m_col_h)

z_jlvar_basicas] <- c_hh[var_basicas] * b

bar_c <- c_j - z_j

bar_cc <- bar_c[-var_basicas]

a_hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)

bb <- numeric(n_row)

Yelseq{
c_j <- c_hh

}

z_j <- integer(n_col_h)

z_jlvar_basicas] <- c_h[var_basicas] * b
bar_c <- c_j-z_j

bar_cc <- bar_c[-var_basicas]

a_hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)
bb <- numeric(n_row)

while (max (bar_cc) > 0){

var_entrada <- min(which(bar_c == max(bar_c)))
y_k <- a_h[,var_entradal

if (sum(y_k > 0) > 0){

var_salida <- min(var_basicas[which(x_B / y_k == min(x_B[y_k > 0] /
y_kly_k > 0]) & y_k > 0)1)
var_salida_posicion <- min(which(var_salida == var_basicas))

pivote <- a_h[var_salida_posicion, var_entradal
a_hh[var_salida_posicion, ] <- a_h[var_salida_posicion, ] / pivote
if (class(a_h[-var_salida_posicion, ]) == "numeric"){
a_hh[-var_salida_posicion, ] <- a_h[-var_salida_posicion, ] -
(a_h[var_salida_posicion, ] *
a_h[-var_salida_posicion, var_entradal] / pivote)
}elseq{
for(i in 1:(n_row - 1)){
a_hh[-var_salida_posicion, ][i, ] <- a_h[-var_salida_posicion, 1[i, ] -
(a_h[var_salida_posicion, J]*
a_h[-var_salida_posicion, var_entrada][i] / pivote)

}
}
bb[var_salida_posicion] <- b[var_salida_posicion] / pivote
bb[-var_salida_posicion] <- b[-var_salida_posicion] - (b[var_salida_posicion] *
a_h[-var_salida_posicion, var_entradal / pivote)
b <- bb
Xx_B <- b
bar_c <- bar_c - (a_h[var_salida_posicion, ] * bar_c[var_entradal] / pivote)
a_h[var_salida_posicion,] = a_hh[var_salida_posicion, ]
a_h[-var_salida_posicion,] = a_hh[-var_salida_posicion, ]
var_basicas [which(var_basicas == var_salida)] <- var_entrada

var_basicas

bar_cc <- bar_c[-var_basicas]
c_B <- c_h[var_basicas]

z <- sum(c_B * D)

}elseq{

punto_optimo_todas_variables <- numeric(n_col_h)
punto_optimo_todas_variables[var_basicas] <- x_B

direccion_optima <- numeric(n_col_h)

direccion_optima[var_basicas] <- -y_k

direccion_optima[var_entradal] <- 1

resultados <- list( c("Estamos ante un rayo con valores que aumentan



infinitamente", punto_optimo_todas_variables,
return(resultados)
}
}
punto_optimo <- numeric(n_col)
for(i in 1:n_col){

if (sum(var_basicas == i) == 0){

punto_optimo[i] <- O
}elsed

punto_optimo[i] <- x_B[which(var_basicas == 1i)]
}

}

1 <-1+ 1

conjunto_resultados [[1]] <- punto_optimo
while (max (bar_cc) == 0){

49

"+" , direccion_optima))

var_entrada <- var_totales[-var_basicas][min(which(bar_c[-var_basicas] ==

max (bar_c[-var_basicas])))]
y_k <- a_h[ ,var_entradal
if (sum(y_k > 0) > 0){

var_salida <- min(var_basicas[which(x_B / y_k == min(x_B[y_k > 0]

/ y_kly_k > 01))1)

var_salida_posicion <- min(which(var_salida == var_basicas))

pivote <- a_h[var_salida_posicion, var_entradal
a_hh[var_salida_posicion, ] <- a_h[var_salida_posicion,
if (class(a_h[-var_salida_posicion,]) == "numeric"){

] / pivote

a_hh[-var_salida_posicion, ] <- a_h[-var_salida_posicion, ] -

(a_h[var_salida_posicion,

a_h[ -var_salida_posicion,

Yelseq{
for(i in 1:(n_row - 1)){

1 =

var_entradal / pivote)

a_hh[ -var_salida_posicion, J[i, ] <- a_h[-var_salida_posicion, J[i, ] -

(a_h[var_salida_posicion, ]
a_h[-var_salida_posicion,

*

var_entrada] [i] / pivote)

¥
}
bb[var_salida_posicion] <- b[var_salida_posicion] / pivote
bb[-var_salida_posicion] <- b[-var_salida_posicion] - (b[var_salida_posicion] x*
a_h[-var_salida_posicion, var_entradal] / pivote)
b <- bb
x_B <- b
bar_c <- bar_c - (a_h[var_salida_posicion, ] * bar_c[var_entradal] / pivote)
a_h[var_salida_posicion, ] = a_hh[var_salida_posicion,
a_h[-var_salida_posicion, ] = a_hh[-var_salida_posicion, ]
var_basicas [which(var_basicas == var_salida)] <- var_entrada

bar_cc <- bar_c[-var_basicas]
c_B <- c_h[var_basicas]

z <- sum(c_B * b)

punto_optimo <- numeric(n_col)

for(i in 1 : n_col){
if (sum(var_basicas == i) == 0){
punto_optimo[i] <- 0
}elseq
punto_optimo[i] <- x_B[which(var_basicas == i)]
}
}
1 <-1+1
conjunto_resultados [[1]] <- punto_optimo
if (is.element (conjunto_resultados[1l], conjunto_resultados) == TRUE)({
resultados <- list("El valor optimo es" = z,
"El punto optimo" = conjunto_resultados)
return(resultados)
}
}elseq

punto_optimo_todas_variables <- numeric(n_col_h)
punto_optimo_todas_variables[var_basicas] <- x_B
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direccion_optima <- numeric(n_col_h)
direccion_optima[var_basicas] <- -y_k
direccion_optima[var_entrada] <- 1
resultados <- list( "El valor optimo es" = z, c("Estamos ante un rayo optimo
factible", punto_optimo_todas_variables, "+" , direccion_optima))
return(resultados)
}
}

if (length(which(var_basicas

%in% var_artificiales)) != 0){

return ("Problema sin soluciones factibles")

}elseq{
if (operacion_opt == "max"){
resultados <- 1list("El valor optimo es" = z,

"El punto optimo" = conjunto_resultados)

return(resultados)
}elseq{

resultados <- list("El valor optimo es" = -z,

"E1l punto
return(resultados)

optimo" = conjunto_resultados)

Listing A.1: Cédigo r
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Apéndice B

Cddigo AMPL

Los diferentes archivos que aqui se presentan contienen el cédigo utilizado para la
resolucion de problema 2.1.9.

datos_espera.dat

set meses_control := Enero_1998 Febrero_1998 Marzo_1998 Abril_1998 Mayo_1998
Junio_1998 Julio_1998 Agosto_1998 Septiembre_1998 Octubre_1998 Noviembre_1998
Diciembre_1998;

set meses_estado := Enero_1998 Febrero_1998 Marzo_1998 Abril_1998 Mayo_1998 Junio_1998
Julio_1998 Agosto_1998 Septiembre_1998 Octubre_1998 Noviembre_1998 Diciembre_1998
Enero_1999;

# Pacientes incorporados a la lista de espera en el mes i

param : CA HA KA 0A :=
Enero_1998 84 28 21 10
Febrero_1998 85 28 22 22
Marzo_1998 82 22 18 15
Abril_1998 94 22 15 14
Mayo_1998 78 34 30 30
Junio_1998 104 45 18 24
Julio_1998 125 31 15 5
Agosto_1998 42 12 12 5
Septiembre_1998 78 20 24 17
Octubre_1998 98 24 18 34
Noviembre_1998 94 12 21 14

Diciembre_1998 86 318 i3 21

s

# Pacientes excluidos la lista de espera en el mes i

param : CE HE KE 0E :=
Enero_1998 8 4 3 5
Febrero_1998 13 8 5 2
Marzo_1998 16 13 4 9
Abril_1998 16 6 3 7
Mayo_1998 20 10 10 9
Junio_1998 37 31 14 7
Julio_1998 53 22 4 7
Agosto_1998 12 3 0 5
Septiembre_1998 19 5 7 7
Octubre_1998 20 12 9 13
Noviembre_1998 17 2 1 2
5 5

s

# Cotas al nimero de procesos fuera del horario normal (asignamos 5 consultas de
oftalmologia a traumatologia por mes).

51
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param
Enero_1998
Febrero_1998
Marzo_1998
Abril_1998
Mayo_1998
Junio_1998
Julio_1998
Agosto_1998
Septiembre_1998
Octubre_1998
Noviembre_1998
Diciembre_1998

param
Enero_1998
Febrero_1998
Marzo_1998
Abril_1998
Mayo_1998
Junio_1998
Julio_1998
Agosto_1998
Septiembre_1998
Octubre_1998
Noviembre_1998
Diciembre_1998

s

7 param

Enero_1998
Febrero_1998
Marzo_1998
Abril_1998
Mayo_1998
Junio_1998
Julio_1998
Agosto_1998
Septiembre_1998
Octubre_1998
Noviembre_1998
Diciembre_1998

B

ocq

5120
5440
5520
4480
5440
5440
2160
2640
2000
6320
5440
4160

68
40
64
72

44
52
48
24

11

26

50
116
153
224
309
398
480
556
628
694

0
20
25
35
35
35
35
35
35
35
35
35

24

62

92
103
130
153
165
199
223
243
252

TE
36
37
38
33
37
38
29
27
26
42
38
34

23
35
49
59
82
100
119
132
150
167
181

APENDICE B. CODIGO AMPL

Q 8=
55
92
86
82
92
86
72
84
47
92
34
24

3
17
34
38
42
61
94

107
128
133
153
159

Listing B.1: Cédigo AMPL

modelo_espera.mod

# kokokokokokokokokkokkkkkk C 0 N J U N T 0 S skokokoskokoskookokookook ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

set meses_control ordered;
set meses_estado ordered;

# kokkkkkkkkkkkkkkk P A R A M E T R 0 S skskskskskskokokokokokokkokokokkkkkkkkkkkk

param CA{meses_control}
param HA{meses_control}
param KA{meses_control}
param OA{meses_control}

param CE{meses_control}
param HE{meses_control}
param KE{meses_control}
param OE{meses_control}

integer;
integer;
integer;
integer;

integer;
integer;
integer;
integer;
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param 0CQ{meses_control} integer;
param TEQ{meses_control} integer;

param l{meses_controll} integer;
param m{meses_control} integer;
param n{meses_control} integer;

param a{meses_controll} integer;
param b{meses_control} integer;
param c{meses_control} integer;
param d{meses_control} integer;

# kkkkkkkkkkkkkkkk V A R I A B L E S skkskokokokokokokokokokokokkkkkkkkkkkkkk#f

# Variables de control

var CR{meses_control}>=0 integer;
var HR{meses_control}>=0 integer;
var KR{meses_control}>=0 integer;
var OR{meses_control}>=0 integer;
var CO{meses_control}>=0 integer;
var HP{meses_control}>=0 integer;
var KP{meses_controll}>=0 integer;

# Variables de estado

var CL{meses_estado}>=0 integer;
var HL{meses_estado}>=0 integer;
var KL{meses_estado}>=0 integer;
var OL{meses_estado}>=0 integer;

7 # kkkkkkxxkkkkkxxx F U N C I 0 N 0 B J E T I V 0 kkkxkkkkkkkkxkxif

minimize fobj:22170.4*sum{i in meses_control}CR[i]+25179.8*sum{i in meses_control}HR[i
]1+57594.6*sum{i in meses_control}KR[i] + 170668*sum{i in meses_control}OR[i] +
24746 .6*xsum{i in meses_control}CO[i] + 21321*sum{i in meses_control}HP[i] + 28224x%
sum{i in meses_control}KP[i] + 18181*CL[’Enero_1999°] + 11675*HL[’Enero_1999°] +
29727+*KL[’Enero_1999°] + 107649*0L[’Enero_1999°];

# kkkkkkkkkkkkkkkx R E S T R I C C I 0O N E S s#skkskokkskokkkokkokkkokkkks

ec_estado_cataratas_1{j in 1..12}: CL[member (j+1,meses_estado)] = CL[member(j,
meses_estado)] + CA[member (j,meses_estado)] - CE[member(j,meses_estado)] - CR[
member (j,meses_estado)]- CO[member (j,meses_estado)];

ec_estado_hallux_1{j in 1..12}: HL[member(j+1,meses_estado)] = HL[member(j,
meses_estado)] + HA[member (j,meses_estado)] - HE[member (j,meses_estado)] - HR[

member (j,meses_estado)] - HP[member (j,meses_estado)];

ec_estado_rodilla_1{j in 1..12}: KL[member (j+1,meses_estado)] = KL[member(j,

meses_estado)] + KA[member (j,meses_estado)] - KE[member(j,meses_estado)] - KR[

member (j,meses_estado)] - KP[member (j,meses_estado)];
ec_estado_osteoartrosis_1{j in 1..12}: OL[member(j+1,meses_estado)] = OL[member(j,

meses_estado)] + OA[member (j,meses_estado)] - OE[member(j,meses_estado)] - OR[

member (j,meses_estado)] ;

# Quiréfanos asignados a cada servicio
# Oftalmologia
quirofanos_asignados_oftalmologia{i in meses_control}: 80xCR[i] <= 0CQ[il;

# Traumatologia
quirofanos_asignados_traumatologia{i in meses_control}: 85xHR[i] + 120%KR[i] + 160%0R

[i] <= TEQ[il;

# Cotas al nimero de procesos fuera del horario normal
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c0[i]l <= 1[il;
HP[i] <= m[i];
KP[i] <= n[i];

cota_cataratas{i in meses_control}:
cota_hallux{i in meses_control}:
cota_rodilla{i in meses_control}:

# Permanencia maxima menor de 9 meses

permanencia_cataratas_1{j in 1..12}:
>= a[member (j,meses_control)];

permanencia_hallux_1{j in 1..12}:
b[member (j,meses_control)];

permanencia_rodilla_1{j in 1..12}:

c[member (j,meses_control)];
permanencia_osteoartrosis_1{j in 1..12}: sum{i in
1) >= d[lmember(j,meses_control)];

# No mas de 6 meses en lista de espera

CL["Enero_1999"]
HL["Enero_1999"]
KL["Enero_1999"]
OL["Enero_1999"]

no_mas_6_meses_cataratas:
no_mas_6_meses_hallux:
no_mas_6_meses_rodilla:
no_mas_6_meses_osteoartrosis:

sum{i in meses_control:

sum{i in meses_control:

sum{i in meses_control:

meses_control:

APENDICE B. CODIGO AMPL

ord(i)<=j} (CR[il+CO[il)
ord(i)<=j}(HR[i]+HP[i]) >=
ord(i)<=j}(HR[i]+HP[i]) »>=

ord(i)<=j}(HR[i]+HP[i

395;
69;
775
57;

#con 81 funciona

Listing B.2: Cédigo AMPL

run_espera.run

# Cargamos el modelo
model modelo_espera_final.mod;

# Cargamos los datos
data datos_espera.dat;

# Elegimos a CPLEX como solver
option solver cplex;

# Condiciones iniciales

fix CL["Enero_1998"] := 480;
fix HL["Enero_1998"] := 199;
fix KL["Enero_1998"] := 132;
fix OL["Enero_1998"] := 128;

# Resolvemos el problema
solve;

# Mostramos los resultados deseados.
display CL,HL,KL,OL;
display CR,CO,HR,HP,KR,KP,0R;

display fobj;

Listing B.3: Cédigo AMPL



Apéndice C
Cddigo simplex multiobjetivo

El archivo principal y el cual llamara al resto de scripts, los cuales resuelven cada uno de los pasos del
método simplex multiobjetivo, es el llamado multiobjetivo.r. Este archivo devolverd las bases eficientes y sus
puntos asociados.

multiobjetivo.r

I multiobjetivo <- function(a_inicial, b_inicial, C_inicial, signos, operacion_opt){
2 library(gtools)

3 options(digits=2)

1 C <- C_imnicial

5 a <- a_inicial

6 b <- b_inicial

7 C_row <- dim(C) [1]
8 C_col <- dim(C) [2]
9 n_col <- dim(a) [2]
10 n_row <- dim(a) [1]
11 n_col_h <- n_col
12 for(i in 1:C_row){

13 if (operacion_opt[i] == "min"){
14 cl[i,] <- -CI[i,]

15 }

16 }

17 operacion_opt<- "max"

18 for(i in 1:length(signos)){

19 if (signos[i] == "<="){

20 n_col_h <- n_col_h + 1

21 }else if(signos([i]l == "="){

22 n_col_h <- n_col_h + 1

2 }elseq{

24 n_col_h <- n_col_h + 2

25 }

26 ¥

27 a_h <- matrix(mrow=n_row, ncol=n_col_h)
28 n_col2 <- n_col

9 var_artificiales <- c()
30 var_basicas <- numeric(n_row)
31 for(i in 1:n_row){
32 if (signos[i] == "<="){
3 a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
34 n_col2 <- n_col2 + 1
var_basicas[i] <- n_col2

36 }else if (signos[i] == ">="){
37 a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), -1, 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 2)))
38 var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 2)

39 n_col2 <- n_col2 + 2
10 var_basicas[i] <- n_col2
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11 }elseq

12 a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
13 var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 1)

14 n_col2 <- n_col2 + 1

15 var_basicas[i] <- n_col2

16 }

17 ¥

18 var_totales <- c(l:n_col_h)

49 C_h <- matrix(0, nrow=C_row, ncol=n_col_h)
50 C_h[1:C_row, 1:n_col] <- C

51 C_h[,var_artificiales] <- -1111

52 x_B <- b

53 C_B <- C_h[, var_basicas]
54 z <- rowSums (C_B * b)
55 conjunto_resultados <- list ()

56 1 =0

57 C_hh <- C_h

58 b_h <- numeric(n_col_h)
59 b_h[var_basicas] <- b
60 if (sum(C_B !'= 0) !'= 0){

61 for(j in 1:C_row){
62 for(i in 1:length(var_artificiales)){

63 C_hh[j,] <- C_hh[j,] - (a_h[which(var_artificiales[i] == var_basicas),] *
C_h[j,l[var_artificiales[il] /
64 a_h[which(var_artificiales[i] == var_basicas), var_artificiales[il])

65 }

}
67 C_j <- C_hh
68 z_j <- matrix (0, nrow=C_row, ncol=n_col_h)
69 z_jl,var_basicas] <- C_hh[, var_basicas] * b
70 bar_C <- c_J = C_J
71 bar_CC <- bar_C[,-var_basicas]

72 a_hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)
73 bb <- numeric(n_row)

7 Yelseq{

75 C_j <- C_hh

76 z_j <- matrix (0, nrow=C_row, ncol=n_col_h)
77 z_jl, var_basicas] <- C_h[, var_basicas] * b

78 bar_C <- C_j-z_j

79 bar_CC <- bar_C[,-var_basicas]

80 a_hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)
81 bb <- numeric(n_row)

82 }

83 conjunto_vertices_eficientes <- list ()

84 conjunto_vertices_no_eficientes <- list ()

85 variables_vertices_eficientes <- list()

86 rayos_eficientes <- list()

87 if (all(bar_C <= 0)){

88 punto_ideal <- numeric(n_col)

89 for(i in 1:n_col){

90 if (sum(var_basicas == i) == 0){

91 punto_ideal[i] <- O

92 }elseq{

93 punto_ideal[i] <- x_B[which(var_basicas == i)]
94 ¥

05 }

96 resultados <- list( c("Estamos ante un punto ideal" , punto_ideal))

o7 return(resultados)

98 }else if (any(rowSums (bar_C[,-var_basicas] < 0) == n_col) | (all(colSums(bar_C) <= 0)
M A{

99 punto_optimo <- numeric(n_col)

100 for(i in 1:11_C01){

101 if (sum(var_basicas == i) == 0){

102 punto_optimo[i] <- 0

103 }elseq{
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punto_optimo[i] <- x_B[which(var_basicas
}
}
1 <-1+ 1
conjunto_vertices_eficientes[[1]] <- punto_optimo
variables_vertices_eficientes[[1]] <- sort(var_basicas)
Yelseq{
C_escalarizacion <- colSums(C)
a_escalarizacion <- rbind(a_inicial, C)
vector_paso_3 <- numeric(length(1:C_col))
posiciones <- var_basicas[var_basicas %in% 1:C_coll
vector_paso_3[posiciones] <- x_B[var_basicas %in% 1:C_col]
Cv <- C %*% vector_paso_3
b_escalarizacion <- c(b_inicial, Cv)
signos_escalarizacién <- c(signos, rep(">=", C_row))
simplex3_ejecutar = simplex3(a_escalarizacion, b_escalarizacion, C_escalarizacion,
operacion_opt, signos_escalarizacién)
if (typeof (simplex3_ejecutar) == "character"){
return("El MOLP no tiene soluciones eficientes")
}
punto_optimo <- simplex3_ejecutar [[2]][[1]]
matriz_optima <- simplex3_ejecutar [[3]]
variables_entrada <- simplex3_ejecutar [[4]]
valor_variables_basicas<- simplex3_ejecutar [[5]]
variables_basicas <- simplex3_ejecutar [[6]]
numero_variables_escal <- simplex3_ejecutar [[7]]
eliminar_var_problem_escal <- (n_col_h+1) :numero_variables_escal
var_basicas=variables_basicas[!variables_basicas %in% eliminar_var_problem_escall]
variables_basicas_ordenadas = sort(variables_basicas)
conjunto_variables_eficientes <- var_totales[(l:n_col_h) %in¥%
variables_basicas_ordenadas]
varibales_basicas_pronlema_multi <- variables_basicas %in¥%
conjunto_variables_eficientes

1 <-1+ 1
conjunto_vertices_eficientes[[1]] <- punto_optimo
variables_vertices_eficientes[[1]] <- conjunto_variables_eficientes
a_h <- round(matriz_optimal[varibales_basicas_pronlema_multi, 1:n_col_h],5)
x_B <- round(valor_variables_basicas[varibales_basicas_pronlema_multil],4)
b <- x_B
variables_entrada <- unique(variables_entradal[variables_entrada %in% var_totales])
for (i in 1:C_row){

¢ = C_inicialli,]
a = a_inicial
signos

b =b_inicial
operacion_opt<-"max"

una_iteracion_ejecutar = una_iteracion(a, b, c, operacion_opt, signos,
variables_entrada)
filas_C = una_iteracion_ejecutar
bar_C[i,] <- round(filas_C,b4)
}
}
var_entrada <- 0
while (typeof (var_entrada) != "character"){
bar_CC <- bar_C[,-var_basicas]
if (any (colSums (bar_CC == 0) == C_row)){

if(a_h[,-var_basicas][, which(colSums(bar_CC == 0) == C_row)] <= 0){
punto_optimo_todas_variables <- numeric(n_col_h)
punto_optimo_todas_variables[var_basicas] <- x_B
direccion_optima <- numeric(n_col_h)

pos_rayo_efi_en_var_no_basicas = which(colSums(bar_CC == 0) == C_row)==
direccion_optima[var_basicas] <- -a_h[,-var_basicas][,pos_rayo_efil
pos_rayo_efi_en_var_totales = var_totales[-var_basicas][pos_rayo_efil]

direccion_optima[pos_rayo_efi_en_var_totales] <- 1
resultados_rayos <- list( c("Estamos ante un rayo con valores que aumentan
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infinitamente",
}
}

posicion_var_posible_entrada =

posicion_var_posible_entradal
var_posible_entrada <- bar_C[,

punto_optimo_todas_variables,
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N direccion_optima))

if (length(posicion_var_posible_entrada) > 1){

ee = x_B/a_hl[,

ee[which ((ee<0)==T)] =

multiplicacion <- t(t(var_posible_entrada) *

if (length(posicion_var_posible_entrada) > 1){

numero_combinaciones <-

posicion_var_posible_entrada <- which(colSums(bar_C[, -var_basicas] >= 0) == 1)
var_totales[-var_basicas][
posicion_var_posible_entradal

posicion_var_posible_entradal
100000
multiplicadores_comprobacion_quien_entra_base <- apply(ee,2, min)
multiplicadores_comprobacion_quien_entra_base)
dim(combinations (
length (posicion_var_posible_entrada), 2 )) [1]

}
o =20

while (length(posicion_var_posible_entrada) > 1){
for(i in 1:(length(posicion_var_posible_entrada)-1)){

if (sum(multiplicacion[,i] > multiplicacion[,i+1])

C_row){

posicion_var_posible_entrada <- posicion_var_posible_entradal[-(i+1)]

}else if (sum(multiplicacion[,i] < multiplicacion[,i+1])

C_row){

posicion_var_posible_entrada <- posicion_var_posible_entradal[-i]

}elseq{

posicion_var_posible_entrada <-

o=o0 + 1

posicion_var_posible_entrada

numero_combinaciones){

numero_posibles_variables_entrantes <- length(posicion_var_posible_entrada)

posicion_var_posible_entrada_inicial <-

posicion_var_posible_entrada

for(i in 1:numero_posibles_variables_entrantes){
var_entrada <- elegir_var_entrada(posicion_var_posible_entrada_iniciall[i],

var_basicas,

a_h,
variables_vertices_eficientes,

x_B,
conjunto_vertices_eficientes)

if (typeof (var_entrada)=="character"&length(posicion_var_posible_entrada)==1){

devolver<-list(
"variables eficientes" =
return (devolver)

}else if (typeof (var_entrada)
paso_7_paso3_ejecutar =

n_col,var_basicas,
variables_vertices_eficientes,
signos,

b_inicial,

"puntos eficientes" =
variables_vertices_eficientes)

conjunto_vertices_eficientes,

"character"){

paso_7_paso3(var_entrada, bar_C, a_h, a_hh, x_B,
1, conjunto_vertices_eficientes,
C, C_inicial, a_inicial, C_col,

C_row, operacion_opt, n_col_h,

var_totales ,n_row,bb)

if (typeof (paso_7_paso3_ejecutar)
posicion_var_posible_entrada =
-which(posicion_var_posible_entrada

"character"){
posicion_var_posible_entradal
var_entrada)]

if (length(posicion_var_posible_entrada)==0){

devolver<-1list(

return (devolver)
}
Yelsed{

"puntos eficientes" =
"variables eficientes" =

conjunto_vertices_eficientes,
variables_vertices_eficientes)

1 <- paso_7_paso3_ejecutar [[5]]
conjunto_vertices_eficientes <- paso_7_paso3_ejecutar [[6]]
variables_vertices_eficientes <- paso_7_paso3_ejecutar [[7]]

posicion_var_posible_entrada =

posicion_var_posible_entradal

-which(posicion_var_posible_entrada == var_entrada)]
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}elseq
posicion_var_posible_entrada = posicion_var_posible_entrada[
-which(posicion_var_posible_entrada == var_entrada)]
}
}
bar_C <- paso_7_paso3_ejecutar [[1]]
a_h <- paso_7_paso3_ejecutar [[2]]
x_B <- paso_7_paso3_ejecutar [[3]]
var_basicas <- paso_7_paso3_ejecutar [[4]]
1 <- paso_7_paso3_ejecutar [[5]]
conjunto_vertices_eficientes <- paso_7_paso3_ejecutar [[6]]
variables_vertices_eficientes <- paso_7_paso3_ejecutar [[7]]
a_hh <- paso_7_paso3_ejecutar [[8]]
bb <- paso_7_paso3_ejecutar [[9]]

Listing C.1: Cédigo r

simplex_monoobjetivo.r

simplex3 <- function(a, b, ¢ , operacion_opt, signos){

n_col <- dim(a) [2]

n_row <- dim(a) [1]

n_col_h <- n_col

for(i in 1:length(signos)){

if (signos[i] == "<="){
n_col_h <- n_col_h + 1
}else if(signos[i] == "="){
n_col_h <- n_col_h + 1
Yelseq
n_col_h <- n_col_h + 2
}

}
a_h <- matrix(nrow=n_row, ncol=n_col_h)
n_col2 <- n_col
var_artificiales <- c()
var_basicas <- numeric(n_row)
for(i in 1:n_row){
if (signos[i] == "<="){
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
n_col2 <- n_col2 + 1
var_basicas[i] <- n_col2
Yelse if(signos[i] == ">="){
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), -1, 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 2)))
var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 2)
n_col2 <- n_col2 + 2
var_basicas[i] <- n_col2
}elseq
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 1)
n_col2 <- n_col2 + 1
var_basicas[i] <- n_col2
}
}
var_totales <- c(l:n_col_h)
c_h <- numeric(n_col_h)
c_h[1:n_col] <- c(c)
c_h[var_artificiales] <- -1111
x_B <- Db
c_B <- c_h[var_basicas]
z <- sum(c_B * b)
conjunto_resultados <- list ()
1 =20
c_hh <- c_h
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if (sum(c_B != 0) !'= 0){

fo

}
c_

Z_
z_

r(i in 1:length(var_artificiales)){

c_hh <- c_hh - (a_h[which(var_artificiales[i] == var_basicas),
c_h[var_artificiales[i]] / a_h[which(var_artificiales[i] =
var_artificiales[i]])

]

*
var_basicas),

j <- c_hh
j <- integer(mn_col_h)
j[var_basicas] <- c_hh[var_basicas] * D

bar_c <- c_j - z_j
bar_cc <- bar_c[-var_basicas]

a_
bb

hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)
<- numeric(n_row)

Yelsed{

}

c_
z_
z_

j <= c_hh
j <- integer(m_col_h)
jlvar_basicas] <- c_h[var_basicas] * b

bar_c <- c_j-z_j
bar_cc <- bar_c[-var_basicas]

a_
bb

hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)
<- numeric(n_row)

variables_entrada = c()

while (max (bar_cc) > 0){

var_entrada <- min(which(bar_c == max(bar_c)))
variables_entrada <- c(variables_entrada, var_entrada)

y-
if

}e

k <- a_h[,var_entradal

(sum(y_k > 0) > 0){

var_salida <- min(var_basicas[which(x_B / y_k == min(x_B[y_k > 0] /
y_k[y_k > 0]) & y_k > 0)1)

var_salida_posicion <- min(which(var_salida == var_basicas))

pivote <- a_h[var_salida_posicion, var_entradal
a_hh[var_salida_posicion, ] <- a_h[var_salida_posicion, ] / pivote
if(class(a_h[-var_salida_posicion, ]) == "numeric"){
a_hh[-var_salida_posicion, ] <- a_h[-var_salida_posicion, ] -
(a_h[var_salida_posicion, ] * a_h[-var_salida_posicion, var_entrada] / pivote)
Yelseq{
for(i in 1:(n_row - 1)){
a_hh[-var_salida_posicion, ][i, ] <- a_h[-var_salida_posicion, 1[i, 1 -
(a_h[var_salida_posicion, ]*
a_h[-var_salida_posicion, var_entradal[i] / pivote)

¥
}
bb[var_salida_posicion] <- b[var_salida_posicion] / pivote
bb[-var_salida_posicion] <- b[-var_salida_posicion] - (b[var_salida_posicion] *
a_h[-var_salida_posicion, var_entradal / pivote)
b <- bb
x_B <- b
bar_c <- bar_c - (a_h[var_salida_posicion, ] * bar_c[var_entradal] / pivote)
a_h[var_salida_posicion,] = a_hh[var_salida_posicion, ]
a_h[-var_salida_posicion,] = a_hh[-var_salida_posicion, ]
var_basicas [which(var_basicas == var_salida)] <- var_entrada

bar_cc <- bar_c[-var_basicas]
c_B <- c_h[var_basicas]
z <- sum(c_B * D)
lse{
punto_optimo_todas_variables <- numeric(n_col_h)
punto_optimo_todas_variables[var_basicas] <- x_B
direccion_optima <- numeric(n_col_h)
direccion_optima[var_basicas] <- -y_k
direccion_optima[var_entradal] <- 1
resultados <- list( c("Estamos ante un rayo con valores que aumentan
infinitamente" , punto_optimo_todas_variables, "+" , direccion_optima))
return(resultados)



}
punto_optimo <- numeric(n_col)
for(i in 1:n_col){

if (sum(var_basicas == i) == 0){
punto_optimo[i] <- 0
Yelseq
punto_optimo[i] <- x_B[which(var_basicas == i)]
}
}
1 <-1+ 1
conjunto_resultados [[1]] <- punto_optimo
if (length(which(var_basicas %in% var_artificiales)) != 0){
return("Problema sin soluciones factibles")
}elseq{
if (operacion_opt == "max"){
resultados <- list("El valor optimo es" = z, "ELl punto optimo" =
conjunto_resultados, "La matriz é6ptimo" = a_hh,
"Las variables de entrada utilizadas son" = variables_entrada,
"El valor de las variables basicas son" = x_B,
"Las variables basicas son" = var_basicas, "Numero variables matriz
aumentada simplex3" = n_col_h)
return(resultados)
}elseq
resultados <- 1list("El valor optimo es" = -z, "El punto optimo" =
conjunto_resultados, "La matriz 6ptimo" = a_hh,
"Las variables de entrada utilizadas son" = variables_entrada,
"El valor de las variables basicas son" = x_B,
"Las variables basicas son" = var_basicas, "Numero variables matriz
aumentada simplex3" = n_col_h)
return(resultados)
}
¥

Listing C.2: Cédigo r
cambio_variable multiobjetivo.r

cambio_variable_multiobjetivo <- function(a_h, b, c, var_entrada, var_basicas, x_B,
a_hh,n_row,bb){
bar_c <- ¢
y_k <- a_h[,var_entradal

var_salida <- min(var_basicas[which(x_B / y_k == min(x_Bl[y_k > 0] / y_k[y_k > 0]) &
y_.k > 0)1)
var_salida_posicion <- min(which(var_salida == var_basicas))

pivote <- a_h[var_salida_posicion, var_entradal
a_hh[var_salida_posicion, ] <- a_h[var_salida_posicion, ] / pivote
if (class(a_h[-var_salida_posicion, ]) == "numeric"){
a_hh[-var_salida_posicion, ] <- a_h[-var_salida_posicion, ] -
(a_h[var_salida_posicion, ] *
a_h[-var_salida_posicion, var_entrada] / pivote)
Yelsed{
for(i in 1:(n_row - 1)){
a_hh[-var_salida_posicion, ]J[i, ] <- a_h[-var_salida_posicion, J[i, ] -
(a_h[var_salida_posicion, ]*
a_h[-var_salida_posicion, var_entradal][i] / pivote)

}
}
bb[var_salida_posicion] <- b[var_salida_posicion] / pivote
bb[-var_salida_posicion] <- b[-var_salida_posicion] - (b[var_salida_posicion] *
a_h[-var_salida_posicion, var_entradal / pivote)
b <- bb
x_B <- b

bar_c <- bar_c - (a_h[var_salida_posicion, ] * bar_c[var_entradal] / pivote)

61
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a_h[var_salida_posicion,] = a_hh[var_salida_posicion, ]
a_h[-var_salida_posicion,] = a_hh[-var_salida_posicion, ]
var_basicas [which(var_basicas == var_salida)] <- var_entrada

resultados <- list(bar_c, a_h, x_B, var_basicas, a_hh)
return(resultados)

pas

£

}

Listing C.3: Cédigo r

comprobacion_eficiencia.r

o_7_paso3 <- function(var_entrada, bar_C, a_h, a_hh, x_B, n_col, var_basicas, 1,
conjunto_vertices_eficientes, variables_vertices_eficientes, C, C_inicial,
a_inicial, C_col, b_inicial, signos, C_row, operacion_opt, n_col_h, var_totales,
n_row, bb){

or (i in 1:C_row){
¢ = bar_C[i,]

a_h

b = x_B

cambio_variable_multiobjetivo_ejecutar = cambio_variable_multiobjetivo(a_h, b, c,
var_entrada, var_basicas, x_B, a_hh,n_row,bb)

filas_C <- cambio_variable_multiobjetivo_ejecutar [[1]]

bar_C[i,] <- filas_C

a_h <- cambio_variable_multiobjetivo_ejecutar [[2]]

X

_B <- cambio_variable_multiobjetivo_ejecutar [[3]]

var_basicas <- cambio_variable_multiobjetivo_ejecutar [[4]]
a_hh <- cambio_variable_multiobjetivo_ejecutar [[5]]

i

}

f (any (rowSums (bar_C[,-var_basicas] < 0) == n_col) | (all(colSums(bar_C) <= 0))){
punto_optimo <- numeric(n_col)
for(i in 1:n_col){

if (sum(var_basicas == i) == 0){
punto_optimo[i] <- 0
}elseq{
punto_optimo[i] <- x_B[which(var_basicas == i)]
}
}
1 <-1+1

conjunto_vertices_eficientes[[1]] <- punto_optimo
variables_vertices_eficientes[[1]] <- sort(var_basicas)
else{

C_escalarizacion <- colSums(C)

a_escalarizacion <- rbind(a_inicial, C)

vector_paso_3 <- numeric(length(1:C_col))

posiciones <- var_basicas[var_basicas %in% 1:C_col]
vector_paso_3[posiciones] <- x_B[var_basicas %in% 1:C_col]
Cv <- C %*% vector_paso_3

b_escalarizacion <- c(b_inicial, Cv)
signos_escalarizacién <- c(signos, rep(">=", C_row))

simplex3_ejecutar = simplex3(a_escalarizacion, b_escalarizacion, C_escalarizacion,
operacion_opt, signos_escalarizacidn)
if (simplex3_ejecutar == "Problema sin soluciones factibles"){

return("Esta variable no entra en la base")
}
punto_optimo <- simplex3_ejecutar [[2]11[[11]
matriz_optima <- simplex3_ejecutar [[3]]
variables_entrada <- simplex3_ejecutar [[4]]
valor_variables_basicas<- simplex3_ejecutar [[5]]
variables_basicas <- simplex3_ejecutar [[6]]
numero_variables_escal <- simplex3_ejecutar [[7]]
eliminar_var_problem_escal <- (n_col_h+1) :numero_variables_escal
var_basicas=variables_basicas[!variables_basicas %in’ eliminar_var_problem_escal]
variables_basicas_ordenadas = sort(variables_basicas)
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conjunto_variables_eficientes <- var_totales[(l:n_col_h) %in?
variables_basicas_ordenadas]

varibales_basicas_pronlema_multi <- variables_basicas %in¥%
conjunto_variables_eficientes

1 <-1+ 1

conjunto_vertices_eficientes[[1]] <- punto_optimo
variables_vertices_eficientes[[1]] <- conjunto_variables_eficientes

a_h <- round(matriz_optima[varibales_basicas_pronlema_multi, 1:n_col_h],5)
x_B <- round(valor_variables_basicas[varibales_basicas_pronlema_multi],h4)
b <- x_B

variables_entrada <- unique(variables_entradal[variables_entrada %in% var_totales])
for (i in 1:C_row){

c = C_inicialli,]
a = a_inicial
signos

b =b_inicial
operacion_opt<-"max"

una_iteracion_ejecutar = una_iteracion(a, b, c, operacion_opt, signos,
variables_entrada)
filas_C = una_iteracion_ejecutar

bar_C[i,] <- round(filas_C,4)

resultados_paso7 <- list(bar_C, a_h, x_B, var_basicas, 1,

conjunto_vertices_eficientes, variables_vertices_eficientes, a_hh,bb)

return(resultados_paso7)

Listing C.4: Cédigo r

elegir_var_entrada.r

elegir_var_entrada<- function(posicion_var_posible_entrada, var_basicas, a_h, x_B,

variables_vertices_eficientes, conjunto_vertices_eficientes){

for(i in 1:length(posicion_var_posible_entrada)){

variable_repetida = 0
var_basicas_comprobacion <- var_basicas
var_entradal <- posicion_var_posible_entradal[il
y_k <- a_h[,var_entradal]
if (sum(y_k > 0) > 0){
var_salida <- min(var_basicas[which(x_B / y_k == min(x_B[y_k > 0] /
y_kly_k > 01) & y_k > 0)1)
}
var_basicas_comprobacion[which(var_basicas == var_salida)] <- var_entradal
for(i in 1:length(variables_vertices_eficientes)){
if (sum(variables_vertices_eficientes[[i]] %in’ sort(var_basicas_comprobacion))
== length(var_basicas_comprobacion)){

variable_repetida = 1
break
}
}
if (variable_repetida == 0){
break
}
if (variable_repetida == 1){

return("Esta base ya se ha comprobado")

var_entrada <- var_entradal
return(var_entrada)

Listing C.5: Cédigo r
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una_iteracion_simplex.r

a_iteracion <- function(a, b, c, operacion_opt, signos, variables_entrada){
n_col <- dim(a) [2]

n_row <- dim(a) [1]

n_col_h <- n_col

for(i in 1:length(signos)){

if (signos[i] == "<="){
n_col_h <- n_col_h + 1
}else if(signos[i] == "="){
n_col_h <- n_col_h + 1
Yelseq
n_col_h <- n_col_h + 2
}

¥
a_h <- matrix(nrow=n_row, ncol=n_col_h)
n_col2 <- n_col
var_artificiales <- c()
var_basicas <- numeric(n_row)
for(i in 1:n_row){
if (signos[i] == "<="){
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
n_col2 <- n_col2 + 1
var_basicas[i] <- n_col2
}else if(signos[i] == ">="){
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), -1, 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 2)))
var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 2)
n_col2 <- n_col2 + 2
var_basicas[i] <- n_col2
Yelseq
a_h[i,] <- c(ali,], c(rep(0,n_col2-n_col), 1, rep(0, n_col_h - n_col2 - 1)))
var_artificiales <- c(var_artificiales, n_col2 + 1)
n_col2 <- n_col2 + 1
var_basicas[i] <- n_col2

}

var_totales <- c(l:n_col_h)
c_h <- numeric(n_col_h)
c_h[l1:n_col] <- c(c)
c_h[var_artificiales] <- -1111
x_B <- Db

c_B <- c_hl[var_basicas]

z <- sum(c_B * b)
conjunto_resultados <- list ()

1 =20
c_hh <- c_h
if (sum(c_B !'= 0) !'= 0){
for(i in 1:length(var_artificiales)){
c_hh <- c¢c_hh - (a_h[which(var_artificiales[i] == var_basicas),] *
c_h[var_artificiales[i]] / a_h[which(var_artificiales[i] == var_basicas),
var_artificiales[i]])
}
c_j <- c_hh

z_j <- integer(n_col_h)
z_jl[var_basicas] <- c_hh[var_basicas] * b

bar_c <- c_j - z_j
bar_cc <- bar_c[-var_basicas]
a_hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)
bb <- numeric(n_row)
Yelseq{

c_j <- c_hh

z_j <- integer(n_col_h)

z_jlvar_basicas] <- c_h[var_basicas] * b
bar_c <- c_j-z_j
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64 bar_cc <- bar_c[-var_basicas]

65 a_hh <- matrix(nrow = n_row, ncol = n_col_h)
66 bb <- numeric(n_row)

67 }

68 for (i in variables_entrada){

69 var_entrada <- i
70 y_k <- a_h[,var_entradal
71 if (sum(y_k > 0) > 0){

72 var_salida <- min(var_basicas[which(x_B / y_k == min(x_B[y_k > 0] /
- y_k[y_k > 0]) & y_k > 0)1)
74 var_salida_posicion <- min(which(var_salida == var_basicas))

75 pivote <- a_h[var_salida_posicion, var_entradal

76 a_hh[var_salida_posicion, ] <- a_h[var_salida_posicion, ] / pivote

77 if (class(a_h[-var_salida_posicion, ]) == "numeric"){

78 a_hh[-var_salida_posicion, ] <- a_h[-var_salida_posicion, ] -

79 (a_h[var_salida_posicion, ] * a_h[-var_salida_posicion, var_entrada] / pivote)
80 }elsed{

81 for(i in 1:(n_row - 1)){

82 a_hh[-var_salida_posicion, J[i, ] <- a_h[-var_salida_posicion, J[i, 1 -
83 (a_h[var_salida_posicion, J]*a_h[-var_salida_posicion,

84 var_entradal[i] / pivote)

85 X

86 }

87 bb[var_salida_posicion] <- b[var_salida_posicion] / pivote

88 bb[-var_salida_posicion] <- b[-var_salida_posicion] - (b[var_salida_posicion] *
89 a_h[-var_salida_posicion, var_entrada] / pivote)

90 b <- bb

91 x_B <- b

92 bar_c <- bar_c - (a_h[var_salida_posicion, ] * bar_c[var_entradal] / pivote)
93 a_h[var_salida_posicion,] = a_hh[var_salida_posicion, 1]

94 a_h[-var_salida_posicion,] = a_hh[-var_salida_posicion, ]

95 var_basicas [which(var_basicas == var_salida)] <- var_entrada

96 var_basicas
97 bar_cc <- bar_c[-var_basicas]

98 c_B <- c_h[var_basicas]
99 z <- sum(c_B * b)
100 }elseq

101 punto_optimo_todas_variables <- numeric(n_col_h)

102 punto_optimo_todas_variables[var_basicas] <- x_B

103 direccion_optima <- numeric(n_col_h)

104 direccion_optima[var_basicas] <- -y_k

105 direccion_optima[var_entrada] <- 1

106 resultados <- list( c("Estamos ante un rayo con valores que aumentan
107 infinitamente" , punto_optimo_todas_variables, "+" , direccion_optima))
108 return(resultados)

109 }

110 }

111 return (bar_c)

112}
Listing C.6: Cédigo r
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