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Valores para Juegos con Externalidades: Revision
teorica y aplicacion al ambito parlamentario en el
Parlamento Vasco

Gonzalo Arévalo Iglesias

20 de Junio de 2018

Prefacio

La Teoria de Juegos es una herramienta clésica a la hora de analizar el poder re-
lativo de los agentes en los procesos de eleccion o de toma de decisiones en el ambito
politico mediante la formacién de coaliciones en el voto. En el ambito de los juegos en
forma de funcion caracteristica se han propuesto indices basados en las contribuciones
marginales de cada jugador, como el conocido valor de Shapley, el indice de Banzhaf o
el indice Shapley-Shubik, estos dos tltimos pensados especialmente para la subclase de
juegos conocida como juegos simples, entre los cuales se sitian los juegos de votacién.!
En este ambito se han propuesto ademas otros indices basados en el niimero relativo de
coaliciones ganadoras minimales o de tamano minimo al que pertenece cada jugador,
como el indice de Deegan-Packel o el indice de Bien Ptublico o Public Good Index.

Sin embargo, pese a que estos indices cumplen una serie de propiedades deseables y
funcionan bien cuando se aplican reglas de decisién de tipo cuota (generalmente la re-
gla de mayorfa absoluta) a la hora de determinar las coaliciones ganadoras (es decir, a
la hora de efectuar la toma de decisiones), resultan claramente inadecuados cuando se

emplea la norma de mayoria relativa o regla de pluralidad (Alonso-Meijide et al. 2017),

!Cuando hablamos de juegos de votacién nos referimos al equivalente en un contexto general a un
juego simple, es decir, a juegos en los que sélo la coalicién ganadora obtiene un pago de 1 y el resto
obtienen 0
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que identifica como ganadora a la coalicién que més votos (escanos en el contexto par-
lamentario) retine. Esto es asi porque, mientras que una coalicién con mayoria absoluta
siempre es ganadora, a la hora de formar mayorias relativas la estructura coalicional,
es decir, la particién de n jugadores que se forme, se vuelve relevante, dado que pueden
surgir gobiernos en minoria en funcién de si el resto de jugadores se ponen o no de
acuerdo para vetar estos gobiernos o para elegir a un candidato alternativo.

Otra de las limitaciones asociadas a los juegos simples en forma de funcién caracteristi-
ca a la hora de analizar la toma de decisiones politicas en contextos parlamentarios o
camerales es que estos no incluyen adecuadamente la abstencion en el modelo, sino que
unicamente se contempla la opcién de votar a favor o votar en contra de una propuesta,
y la abstencién es, a efectos préacticos, considerada equivalente al voto en contra (Ca-
rreras y Magana 2018). Felsenthal y Machover indican incluso que la abstencién ha sido
sistematicamente evitada por los tedricos de juegos cuando se ha aplicado la teoria de
juegos simples a la ciencia politica (Felsenthal y Machover 1995).

Por 1ltimo, dado que, como hemos indicado, los modelos de juegos simples sélo contem-
plan la opcién de votar a favor o en contra de una propuesta, resultan inadecuados a la
hora de modelar situaciones de eleccion en los que se presentan mas de dos candidatos
de manera simultanea, y por lo tanto hay mas de dos alternativas de voto.
Loégicamente, solamente en situaciones con mas de dos opciones de voto (ya sea porque
se presentan tres o mas candidatos o porque se permite la abstencién) es posible que
se formen mayorias relativas, por lo que las tres situaciones que acabamos de descri-
bir estan directamente conectadas. Todas ellas se corresponden con modelos de juegos
cooperativos con externalidades,? que no pueden ser modelados a través de funciones
caracteristicas. Para representarlas a través de un modelo matemético se emplean los
juegos en forma de funcién de particién (Thrall y Lucas 1963), que tienen en cuenta los
contextos coalicionales y, en juegos de votacion, permiten a los jugadores elegir entre
r > 2 alternativas de voto. A lo largo de este trabajo realizaremos una revision de cémo
algunos de los indices de poder anteriormente propuestos para el contexto de juegos en
forma de funcién caracteristica han sido extendidos a los juegos en forma de funcién de
particion, permitiendo asi analizar adecuadamente situaciones de eleccién politica, mo-
deladas por juegos de votacion, en las que se permite la abstencion, se presentan varios
candidatos simultdneamente o se toman las decisiones en base a una regla de pluralidad,
es decir, se permiten mayorias simples o relativas. En el apartado 1 se introducen los
conceptos de juegos en forma de funcién de particién y de coalicién incrustada, asi como

2El concepto de externalidad se explica en detalle en la seccién 1.2
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toda la notacién asociada.® En las secciones 2 y 3 se analizan algunas de las extensiones
existentes para los indices de Shapley y de Shapley-Shubik y para el indice de Banzhaf,
respectivamente. En la seccién 4 presentamos dos extensiones muy recientes para los
indices de Deegan-Packel y de Bien Ptublico. Por tltimo, en la seccién 5 se aplican todos
estos indices a un caso real: los resultados, en términos de escanos, de las elecciones
al Parlamento Vasco o Eusko Legelbitzarra en las 10 elecciones que se han producido
desde el ano 1984. Analizamos qué nos dicen los valores obtenidos de la distribucion del
poder en el parlamento y de su evolucion, y comparamos los indices entre si, obteniendo

conclusiones al respecto en la seccion 6.

1. Juegos en Forma de Funcién de Particién

1.1. Coaliciones incrustadas, funcién de particiéon y definicion
de un JFFP

El concepto de juegos en funcién de particién (en adelante JFFP) fue introducido
por primera vez en Thrall y Lucas (1963). Antes de poder definirlo es necesario explicar
los conceptos de coalicion incrustada y de funcion de particion:

Sea N ={1,...,n} un conjunto de n jugadores y sea P = {P,..., P.} una particién
cualquiera de N formada por 1 < r < n coaliciones, donde n es el cardinal de N. Deno-
taremos por P (V) el conjunto de todas las posibles particiones de N. P(N) es entonces
el conjunto de todas las posibles estructuras coalicionales que existen para N (Thrall y
Lucas 1963).

Introduzcamos ahora el concepto de coalicién incrustada: Una coalicién incrustada en N
es un par (5, P) donde P € P(N) es la estructura coalicional o particién de N en la que
nos encontramos y S € P es la coalicién activa, es decir, la coalicién cuyo valor queremos
evaluar en la particién P (Alonso-Meijide et al. 2017). Denotaremos por EC™ al conjun-
to de coaliciones incrustadas en N, de modo que ECYN = {(S,P): P € P(N),S € P}.
Diremos ademds que un jugador i € N forma parte de la coalicién incrustada (S, P) si
pertenece a la coalicion activa S, es decir, si P(i) = S, siendo P(i) el elemento de P que
contiene a i. Para indicar la unién entre coaliciones emplearemos la notacion S U {i}

y SUT, y para indicar el conjunto de una coalicién sin un jugador ¢ determinado o el

3La notacién empleada en el dmbito de los juegos en forma de funcién de particién difiere no-
tablemente entre autores. En este articulo se utilizard, de manera general, la notaciéon empleada en
Alonso-Meijide et al. (2017).
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conjunto de una particién sin una coaliciéon S determinada emplearemos S_;, P_g.
Podemos ademés definir la inclusién entre coaliciones incrustadas como sigue (Alonso-
Meijide et al. 2017): Sea N un conjunto finito y (S, P), (T, Q) € ECY dos coaliciones

incrustadas. Decimos que (5, P) estd incluido en (T, Q) si:
(S,P)C(T,Q)<—= SCTyVT' eQ_r, 35 €PtalqueT' C 5 (1)

Lo que significa que (S, P) esta contenido en (7', Q) si S estd contenido en P y, para
toda coalicion contenida en () distinta de T', hay una coalicién en P que la contiene. La
nociéon de inclusion entre coaliciones incrustadas resultara de gran importancia cuando
estudiemos la extension de los indices de Deegan-Packel y Bien Ptblico en el apartado
4.2.

Por otro lado, una funcién de particién o funcién de pagos v es una funcién que asig-
na a cada posible coalicién incrustada (S, P) € ECY un ntimero real v(S, P), es decir
v: ECYN — R, que se corresponde con el valor de la coalicién activa S cuando los juga-
dores se organizan de acuerdo a P. Obsérvese que mientras en la teoria clasica la funcién
caracteristica se define iinicamente en términos de coaliciones y sus complementos, en
la teoria de las funciones de particion se permite que la estructura complementaria P_g
se divida en coaliciones de manera abitraria (Thrall y Lucas 1963). En el contexto de
juegos de votacién con r > 2 alternativas de voto o juegos simples en forma de funcion
de particién, que presentaremos en el apartado 1.5, tendremos que v(S, P) € {0, 1}, de
modo que la coalicién ganadora en cada particién gana la eleccién y se lleva 1, mientras
que el resto la pierden y se llevan 0. Por lo tanto, v(/N, N) = 1. De manera equivalente,
y en un contexto general, por convencién v(f), P) = 0 (Alonso-Meijide et al. 2017).

Un juego en forma de funcién de particién (en adelante JFFP) es, entonces, un par
(N,v),* donde N indica el ntimero de jugadores y v es la funcién de particién, que asig-
na un valor (0 o 1 en el contexto de juegos simples en forma de funcién de particién) a
cada una de las coaliciones incrustadas que se pueden formar con n jugadores (Thrall
y Lucas 1963; Alonso-Meijide et al. 2017). Denotaremos por G el conjunto de JFFP
con mismo conjunto /N de jugadores y por G el conjunto de JFFP con un conjunto de
jugadores arbitrario. Equivalentemente, utilizaremos GV para referirnos al conjunto de
juegos en forma de funcién caracteristica con conjunto de jugadores N, y GG para referir-
nos al conjunto de juegos en forma de funcién caracteristica con conjunto de jugadores
arbitrario. Es interesante senalar que los JFFP no son necesariamente superaditivos.

Es decir, los jugadores de una coalicién pueden obtener mejores resultados dividiéndose

4Por simplicidad en la notacién, a lo largo de este trabajo se hard referencia a cualquier JFFP
(N, v) denoténdolo simplemente por su funcién de particién v siempre que sea posible y no suponga
la pérdida de informacion relevante.
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en subcoaliciones menores, aunque esto no sucedera en juegos de votacion, donde toda
coalicion que contenga a una coaliciéon ganadora sera a su vez ganadora. Por ltimo, es
importante senalar que Thrall y Lucas demuestran que los JFFP son una generalizacion
de los juegos de von Neuman-Morgenstern (Thrall y Lucas 1963).

1.2. Externalidades en juegos cooperativos

Decimos que un juego cooperativo es un juego con externalidades si el pago que
recibe una coalicion S depende de la organizaciéon del complementario P_g. En otras
palabras, en un juego con externalidades se cumple que v(.S, P) # v(S, P’) para al menos
dos particiones P, P’ € P. Complementariamente, decimos que un juego cooperativo es
un juego sin externalidades si el pago obtenido por una coalicion S no depende de la
estructura coalicional P, es decir, si y sélo si v(S, P) = v(S, P’), ¥ P, P’ € P (Macho-
Stadler et al. 2007).

Supongamos que ¢ € S € P planea unirse a T' € P, otra coalicién de la misma particién
tal que S NT = (). El efecto total del movimiento de 7 sobre S puede ser descompuesto
en dos (De Clippel y Serrano 2007): En primer lugar, i abandona S y se establece por
si solo, dando lugar a la particion {S_;, {i}, P_s}. El efecto de este movimiento sobre S
serd, por lo tanto, v(S, {S, P_s}) — v(S_;, {S_s, {i}, P_s}). En segundo lugar, i se une a
T, dando lugar a una nueva particion: {S_;, T'U {i}, P_s_r}. El efecto de este segundo
movimiento es v(S_;, {S_;, {i}, P_s}) — v(S_i, {S—i, T U{i}, P_s_1}).

El primer movimiento se identifica con lo que De Clippel y Serrano denominan la con-
tribucion marginal intrinseca de ¢ a S en P. El segundo es el efecto de externalidad,
relacionado con el cambio de valor de S_; cuando i se une a 1" (De Clippel y Serrano
2007).

De manera general, las externalidades se identifican con el cambio de valor de una coa-
licién cuando la estructura coalicional, es decir, la particiéon en la cual que se ubica,
cambia. Hablamos de externalidades positivas si v(S, P) > v(S, P'), siendo P mds grue-
so que P’, y respectivamente de externalidades negativas si es mds fino. Decimos que
P es més grueso que P’ (y respectivamente P’ més fino que P) cuando todo elemento
de P’ es un subconjunto de algin elemento de P.

Siv(S,P)=wv(S,P"), V(S,P)e ECN YV (S,P') e ECY, nohay externalidades y por
lo tanto la funcién de particién v(S, P) se corresponde con la funcién caracteristica v(5)

asociada a la coalicién activa en (S, P).
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1.3. Imputaciones, dominacién y soluciéon en JFFP

Los conceptos de imputacion, dominacion y solucion, tal y como se encuentran
formulados en la teorfa de juegos clasica, son extensibles al contexto de los JFFP, y nos
permiten incluso definir el nicleo de juego en forma de funciéon de particiéon. Si bien
este trabajo se centra en la extension de los indices de poder y no de soluciones de tipo

conjunto, resulta interesante definir brevemente estos conceptos.

Imputaciones en JFFP

Antes de entrar a definir qué es una imputacién, es necesario introducir el concepto
de walor,® tal y como lo presentan Thrall y Lucas (Thrall y Lucas 1963). Sea M un

subconjunto no vacio de N, podemos definir el valor de M, V(M) como:®

V(M)= min v(M,P)
{P|MeP}

Es decir, el pago méas bajo para la funciéon de particién que obtenga la coaliciéon M
entre todas las particiones en las que se forma. Es interesante senalar que la funcion
V : 2¥ — R no necesita cumplir la condicién de superaditividad. Por ejemplo, cuando
dos subconjuntos de N, sean M; y M, representan en la arena politica a dos partidos
con dos ideologias claramente opuestas, su colaboracion puede verse castigada con una
disminucién de sus apoyos, y por lo tanto el valor de su uniéon es menor que la suma
de sus respectivos valores. Una vez clarificado el concepto de valor, podemos explicar
la idea de imputacion.

Un vector a = (ay, ..., a,) es una imputacién si cumple las propiedades de racionalidad
individual (2) y factibilidad (3):

a; > V({i}), VieN (2)
Zai = Z v(M, P;) para algin P € P (3)
1EN P;epP

A la hora de interpretarlo, una imputacién no es otra cosa que un posible conjunto

de pagos individuales a los jugadores al final del juego. Como veremos mas adelante

5A lo largo de este trabajo se emplears de modo general el término valor como sinénimo de #ndice
de poder. Sin embargo, el concepto de valor propuesto por Thrall y Lucas, y que vamos a introducir

en este apartado, no se corresponde con los indices de poder, que introduciremos en el apartado 1.4.
5No confundir con v(S, P), la funcién de particién.
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una imputacion es una solucion si cumple determinadas caracteristicas. Al igual que en
la teoria clasica, el nicleo es una imputacién del JEFP.

Dominacién en en JFFP

Sean a y b dos imputaciones y M un subconjunto no vacio de N, decimos que a
domina a b a través de M y denotamos a d%m b si:

> a; < V(M) (5)
ieM
Zai = Z v(Sj, P) para algin P € P con M € P (6)

iEN SjGP

La condicién (4) se llama M-Preferible e indica que cada jugador de M prefiere
su pago a a su pago en b. La condicién (5) se llama M-Efectiva e indica que M tiene
asegurado obtener al menos lo que obtiene en a haga lo que haga N — M. Por tultimo,
la condicién (6) se llama M-Realizable e indica que a puede surgir cuando M actiia
como una coalicién. Diremos que a domina a b, y denotaremos como a dom b si existe

un subconjunto de N, M, a través del cual a d&m b.

Soluciones en JFFP

Sea A un conjunto de imputaciones en el juego (N,v), y sea R el conjunto formado
por todas las imputaciones del juego, definimos:

d%mA:{beR]ad%mbparaalgﬁnaeA}

dom A={be€ R | adom b para algin a € A}

Un conjunto de imputaciones K es una solucion si y sélo si se cumple que:

KnNdom K =1 (7)
KUdom K =R (8)

La condicién (7) indica que si a y b estdn en el conjunto K, ninguna domina a la
otra. La condicién (8) indica que si ¢ no estd en el conjunto K, existe un a € K que
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domina a c. El conjunto que contiene a todas las imputaciones no dominadas de R
es el nicleo, que estd contenido en todas las soluciones y es un conjunto mas estable
que cualquiera de ellas. Podemos definir matematicamente el nicleo como C' = R_zom R
(Thrall y Lucas 1963).

1.4. Indices de Poder

Un indice de poder o funcién de valor es una funcién del espacio de JFFP G en el
espacio de pagos RY (Myerson 1977). Sea f una funcién de valor, interpretaremos el
valor f;(v) como el pago esperado por parte del jugador i en el juego v. Para que la
funcién aproxime los pagos esperados del modo mas realista posible, es necesario pedirle
que satisfaga determinadas propiedades, que varian en funcién del indice de poder en
cuestién. La mayoria de los indices de poder empleados en el contexto de JFFP son
extensiones de los indices de poder clasicos mas conocidos, como el valor de Shapley o
el indice de Banzhaf, y por lo tanto las propiedades que se les requieren son extensiones
de las mismas propiedades que estos indices cumplen en los juegos en forma de funcion

caracteristica. Fn los siguientes apartados estudiaremos algunas de estas extensiones.

1.5. Juegos Simples en Forma de Funciéon de Particién

Para terminar este primer apartado vamos a definir la subclase de JFFP en la
que se centra este trabajo: Los Juegos Simples en Forma de Funcién de Particién (en
adelante JSFFP). Estos juegos son una extensién del modelo de Juegos Simples, en el
que la funcién caracteristica sélo contiene unos y ceros en funcién de si la coalicién en
cuestién es ganadora o perdedora, al contexto de juegos con externalidades. Por ello,
comparten sus propiedades principales. Veamos la definicién:

Un JFFP v € G es un Juego Simple en Forma de Funcion de Particion si cumple
las siguientes condiciones(Alvarez—Mozos y Tejada 2015; Alonso-Meijide et al. 2017):

v(S,P) e {0,1}, V (S, P)ecECY
v(N,N) =1
v(S,P) <u(T,Q), V(S,P),(T,Q)c ECY tal que (S,P) C (T,Q)

La primera condicién indica que toda coalicién incrustada es o bien ganadora (recibe
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pago 1) o bien perdedora (recibe pago 0). La segunda indica que la gran coalicién siem-
pre es ganadora. La tercera es una propiedad de monotonia: Una coalicién incrustada
ganadora S no puede volverse perdedora cuando se unen més jugadores y el resto de
la estructura coalicional se mantiene organizada del mismo modo o la particién P se
fragmenta. Denotamos por SG¥ al conjunto de juegos simples en forma de funcién de
particién con conjunto de jugadores IV, y por SG al conjunto de juegos simples en forma
de funcién de particién con conjunto de jugadores arbitrario, siendo SG un subconjunto
de G que ademas contiene a todos los juegos coalicionales simples. Equivalentemente,
emplearemos SGV y SG para hacer referencia a los conjuntos de juegos simples en
forma de funcién caracteristica con conjunto de jugadores N y conjunto de jugadores
arbitrario, respectivamente.

A lo largo de este trabajo se estudiardn algunos indices especialmente disenados pa-
ra este tipo de juegos y otros validos para todos los JEFFP en general, pero en todos
los casos con la intencién posterior de aplicar los indices a juegos de votacion con ex-
ternalidades, que son modelados a través de Juegos Simples en Forma de Funcion de
Particion.

2. Extensiones del Valor de Shapley

2.1. El valor de Shapley en juegos en forma de funcién carac-

teristica

El valor de Shapley (Shapley 1953) en juegos con funcién caracteristica se calcula
promediando los vectores de contribuciones marginales asociados a todas las posibles
ordenaciones de los jugadores. La expresién matematica mas habitual (existen algunas

equivalentes) es la siguiente:

rellN

Donde ITV es el conjunto de posibles permutaciones de N elementos, y m;m es la
contribucién marginal del jugador i en la permutacién 7. El valor Sh;(v) se puede
interpretar como la expectativa de ganancia/pérdida del jugador ¢ al participar en el
juego v.

Por otro lado, el indice de poder de Shapley-Shubik (Shapley y Shubik 1954), ideado
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para el contexto de juegos simples, se basa en el niimero relativo de coaliciones en las que
un jugador es pivote en un juego simple, es decir, el nimero relativo de cambios  para
el jugador i. Sea W; el conjunto de cambios del jugador i, el valor de Shapley-Shubik

se obtiene como sigue:

Si(v)zz(|S|_1)!|]$|]!V’_|SD!, VieN (10)

El indice obtenido puede interpretarse como la probabilidad de que una coalicion
S C N al azar sea un cambio para el jugador ¢, es decir, de que el jugador i sea pivote en
S C N. Es facil de ver que, en juegos simples, ambos indices (Shapley y Shapley-Shubik)
son equivalentes, puesto que si i es pivote en una permutacion, entonces su contribucion
marginal serd 1 y la del resto de los jugadores sera 0, y en consecuencia el nimero relativo
de cambios para el jugador i sera igual al promedio de sus contribuciones marginales.
Por ello ambos indices seréan tratados de manera equivalente en este trabajo.
En cuanto a los propiedades que verifica el valor de Shapley, su caracterizacion original

es la siguiente:

Teorema 1 (Shapley 1953): Existe un tinico valor en GN que verifica las propiedades
de eficiencia, jugador nulo, simetria y aditividad, y ese es el valor de Shapley.

Es decir, si f es una regla de reparto en el conjunto de juegos en forma de funcién
caracteristica con conjunto de jugadores N, GV, que verifica las propiedades de efi-
ciencia, jugador nulo, simetria y aditividad, entonces necesariamente f = Sh. Algunos
autores han propuesto caracterizaciones alternativas del valor de Shapley basadas en
otras propiedades, y criticando la propiedad de aditividad:

Teorema 2 (Young 1985): Existe un tnico valor en G que verifica las propiedades

de eficiencia, simetria y monotonia fuerte, y ese es el valor de Shapley.

Teorema 3 (Myerson 1980): Existe un tinico valor en G que verifica las propiedades

de eficiencia y contribuciones equilibradas, y ese es el valor de Shapley.

A continuacién se caracterizan las citadas propiedades en juegos con funcién carac-

teristica:

"Coaliciones ganadoras que contienen al jugador i y que dejarian de ser ganadoras si el jugador i
las abandonase.
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Eficiencia en JFFC

La propiedad de eficiencia indica que la suma de las asignaciones de los n jugadores
ha de coincidir con el valor de la gran coalicién. En otras palabras, en juegos aditivos
o superaditivos, debe repartirse toda la ganancia. En el caso de los juegos simples
esto implica que la suma de los valores de todos los jugadores ha de ser igual a 1. La
formulacién matemaética de la propiedad es la siguiente:

Un indice de poder f en GV satisface Eficiencia si cumple que:

Zfi(v) =v(N), Vv e GV (11)

ieN
Jugador nulo en JFFC

Sea i € N un jugador en un juego v € GV, decimos que i es un jugador titere si no
aporta beneficio adicional al unirse a una coalicién, es decir, si v(S U {i}) = v(S) 4+ v(i),
para todo S C N_;. Si ademés v(i) = 0, se dice que i es un jugador nulo. La propiedad
de jugador nulo indica que un jugador de este tipo nunca va a recibir mas de su pago

individual, es decir, 0:

Un indice de poder f en GV satisface Jugador Nulo si cumple que:

fi(v) =0, VYveGY, Viec N jugador nulo (12)

Simetria en JFFC

La propiedad de simetria indica que si dos jugadores son simétricos, es decir, inter-
cambiables en el juego sin que su resultado se vea alterado, deben recibir el mismo pago.
En juegos de votacion, esto puede ser asi incluso si no cuentan con el mismo niimero

de votos. La propiedad se formula como sigue:

Un indice de poder f en GN satisface Simetria si cumple que:

filv) = f;(v), YveGN, Vi, j€ N simétricos (13)
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Aditividad en JFFC

Un indice de poder verifica la propiedad de Aditividad o Linealidad si el pago que
reciben los jugadores en un juego es igual a la suma de los pagos obtenidos si el juego

se descompone en suma de dos. La formulacién matemaética es la siguiente:

Un indice de poder f en GV satisface Aditividad si cumple que:

flo+w)=f)+ flw), Yo,weGY (14)

Monotonia Fuerte en JFFC

La propiedad de Monotonia Fuerte hace referencia a la comparacion de los valores
del indice entre juegos. Concretamente indica que si la contribucién marginal, coalicién
por coalicién, de un jugador a todas las coaliciones de un juego es mayor o igual a su
contribuciéon marginal a todas las coaliciones de otro, entonces su pago en el primer

juego ha de ser mayor o igual a su pago en el segundo. La formulacion es la siguiente:

Un indice de poder f en GV satisface Monotonia Fuerte si cumple que:

fi(w) > fi(v), Vov,we G tales que w(SU{i}) —w(S) > v(SU{i})—v(S), Viec N
(15)

Contribuciones equilibradas en JFFC

Por ultimo, la propiedad de contribuciones equilibradas indica que, para cada par
de jugadores i, € N, el cambio en la utilidad del jugador ¢ si 7 abandona el juego es
similar al cambio en la utilidad del jugador j si ¢« abandona el juego. La propiedad se

formula como sigue:

Un indice de poder f en GV satisface Contribuciones Equilibradas si cumple que:

fi(N,v) — fi(N_j,v_;) = f;(N,v) — fj}(N_i,v_), VY (N,v)eG", Vi jeN (16)

Donde los juegos (N;,v_;) y (IN_;,v_;) se forman a partir del juego (N,v) cuando
el jugador ¢ o el jugador j abandonan el juego.
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En lo que resta de este apartado introduciremos tres extensiones del valor de Shapley
y/o el valor de Shapley-Shubik al contexto de los JFFP, las debidas a Myerson, de
Clippel & Serrano y Macho-Stadler (Myerson 1977; de Clippel y Serrano 2007; Macho-
Stadler et al. 2007). Todas ellas parten de los indices presentados en este apartado a

los juegos en forma de funcion de particion, y todas ellas son extensiones consistentes
del valor de Shapley a los contextos de JFFP o JSFFP.

2.2. Extensiones
2.2.1. Extensién de Myerson

Myerson (Myerson 1977) obtiene una extension natural del valor de Shapley a los
JFFP a partir de la extensién de los axiomas de eficiencia, anonimidad y aditividad, no
asi de la propiedad de jugador nulo. Su indice esta pensando para el contexto de JFFP
en general, y es por lo tanto también valido, pese a no estar especificamente disenado
para ello, en el contexto de JSFFP. La extensién propuesta por Myerson de estas las

tres propiedades mencionadas al contexto de JFFP es la siguiente:

Eficiencia en JFFP: El axioma soporte

Debemos desarrollar primero cierta notacién. En primer lugar, para todo Py P

contenidos en P definimos P A P como:

PANP={SNS|SePScP,SNS+#0}

Es decir, como la interseccién no vacia de dos coaliciones contenidas en dos parti-
ciones distintas del conjunto P.
Por otro lado, dados v € GV v S € CV.® decimos que S es un soporte en v si y sélo
siv(S,P)=v(SNS,PA{S,N_g}), V (S,P) € ECVN. La extensién de la propiedad de
Eficiencia (17) indica que toda la riqueza disponible debe dividirse entre los miembros

de un soporte:

8CN no es otra cosa que el conjunto de coaliciones que se pueden formar con n jugadores o, en
otras palabras, el conjunto de todos los subconjuntos de N.
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Un indice de poder f en GN satisface Eficiencia si cumple que:

Zfi(v) —o(N,N), YveR" v5ecCNsiSesun carrier. (17)

€S

Algunos autores también han denominado a esta propiedad de Eficiencia en JFFP
definida por Myerson el axioma soporte.

Anonimidad en JFFP

Supongamos que 7 : N — N es una permutacién del conjunto N de jugadores. Po-
demos entender también m como una permutaciéon de CV y EC™ del siguiente modo:

7(S)={r()ie S}, vSeCVy
(ST, {SY, ..., 5%}) = (x(SH), {n(SY), ..., w(SM)}), V(S {S',..,S"}) e ECV

Esto es, la permutaciéon de cada coalicion incrustada se obtiene sin mas que permutar
la coalicion activa y cada una de las k coaliciones que forman su estructura coalicional
P. Entonces, para cualquier funcién de particién v € GV podemos definir (7 o v) € GV
como el juego resultante de permutar las etiquetas de los jugadores con respecto a ,
por lo que la siguiente igualdad es inmediata:

(row)(n(S,P)) =v(S,P), V(S,P)eECY

La propiedad de Anonimidad en JFFP segin Myerson indica entonces que el indice
no debe variar cuando reetiquetamos a los jugadores de este modo.

Un indice de poder f en GV satisface Anonimidad si cumple que:

fi(v) = fﬂ(z‘)(ﬂ' ov), Ywve GN, vVieN (18)

Aditividad en JFFP

La extensién de la propiedad de Aditividad o Linealidad a JFFP segin Myerson
indica que la suma de dos juegos en forma de funciéon de particion implica la suma de
sus valores:
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Un indice de poder f en GV satisface Aditividad si:
flo+w) = f)+ fw), Vovweg" (19)

Como vemos la extension de esta propiedad es absolutamente analoga a la propiedad
original.

Obtencién del valor de Myerson

Teorema 4 (Myerson 1977): Existe un tinico valor en GV que satisface Eficiencia,
Anonimidad y Aditividad en JEFP.

Este valor es la extensién de Myerson al valor de Shapley y se obtiene como vemos
a continuacion:

Shiw) = 30 (=) R (1P - )i

(S,P)EECN

1 1
" (W R D (7w (g \T!)) xS F)

TEPST#S,i¢T

(20)

Como vemos, el valor calcula unos coeficientes para cada coalicién incrustada en
ECY y obtiene ShY como la suma de los productos de cada coeficiente por su v(S, P)
correspondiente. En JSFFP el indice se obtendrd entonces como la suma de los co-
eficientes de las coaliciones incrustadas ganadoras. Para demostrar que Sh™ es una
extensién consistente del valor de Shapley, Myerson propone lo siguiente: Supongamos
que v € GY y w € GV, funcién de particién y funcién caracteristica respectivamente,
satisfacen v(S, P) = w(S), V (S, P) € ECN. Entonces Sh™ (v) = Sh(w).

Jugador nulo en JFFP

Myerson no extiende el axioma de Jugador Nulo satisfecho por el valor de Sha-
pley en el contexto de juegos con funcién caracteristica, si bien, como ya hemos vis-
to, su valor demuestra ser una extension consistente del valor de Shapley. Un posi-
ble modo de extender el axioma de Jugador Nulo a JFFP es el propuesto por Skibs-
ki et al. (2015). En base a estos autores, al extender la propiedad de Jugador Nulo
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al contexto de juegos en forma de funciéon de particién, esta implica que los juga-
dores sin impacto en el valor de ninguna coalicién incrustada ganadora deben ob-
tener cero. Decimos que un jugador i € N en un JFFP v € GV es un jugador nu-
lo siv(S, P) —v(S,{P_s_7,5_,TU{i}}) =0, V(S,P) € ECY tal que i € S. La pro-
piedad se formula como sigue:

Un indice de poder f en GV satisface Jugador Nulo si cumple que:

fi(v) =0, Vi jugador nulo (21)

Criticas

Bolger (Bolger 1986) realiza una critica al valor propuesto por Myerson basada en
el concepto de monotonia en JFFP, concretamente en juegos de votacién con r > 2 can-
didatos. Un juego de estas caracteristicas es mondtono cuando v(S, P) = 1 implica que
v(SUS,P)=1,siendo P ={SUS, Tig, s Tf‘g}. Para Bolger, es natural exigir que
en juegos de este tipo un indice de poder f satisfaga que f;(v) > 0, Vi € N, propiedad

que no satisface el valor debido a Myerson.

2.2.2. Extensién de de Clippel y Serrano

De Clippel y Serrano (2007) se basan en los axiomas de Anonimidad, Eficiencia y
Marginalidad para proponer tanto un Valor Libre de Externalidades basado en una
propiedad de Marginalidad como unas cotas para el valor de cada jugador basadas en
una propiedad de Monotonia. La interpretacién de ambas soluciones es complementaria.
La combinacién de ambos tipos de resultados puede ayudar a entender de qué modo

afectan las externalidades a los jugadores en estos contextos.

Obtencién de cotas en los valores

Las extensiones de los axiomas de Eficiencia (17) y Anonimidad (18) ya han sido
explicadas en la secciéon 2.2.1 de este trabajo. Es en la extensién de la condicion de
Marginalidad donde radican la novedad y el interés del enfoque de los autores. Defi-

namos primero el concepto de contribucién marginal de un jugador a una coalicién en
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el contexto de JFFP, algo que ya ha sido introducido en la seccién 1.2. La contribu-
cién marginal de un jugador ¢ a una coalicién S equivale, tanto en juegos en forma de
funcion caracteristica como en JFFP, a la pérdida que sufren los miembros de S si @
abandona la coalicion. En el contexto que nos ocupa, el de juegos con externalidades,
esta cantidad dependera de como se organice la estructura coalicional P. En JSFFP la
contribuciéon marginal valdra 1 o 0 en funcién de si el jugador ¢ es o no es un jugador
pivote en (S, P).

En un primer intento de extender el axioma de marginalidad al contexto de juegos con
externalidades, De Clippel y Serrano proponen el siguiente axioma de Marginalidad
Débil en JFFP:

Un indice f en GV werifica el azioma de Marginalidad Débil si, dadas dos funciones

de particion v y w en GV, se cumple que si:

v(S, P) —v(S_;,{S_i,TU{i}}, P_s_7}) = w(S, P) —w(S_i,{S_;, TU{i}}, P_s_71}),
V(S,P)c ECYN talquei € S, YT € PT#S
(22)

Entonces f;i(v) = fi(w)

Sin embargo, los autores demuestran que para funciones de particién de tipo ge-
neral no hay modo de obtener un tnico valor que cumpla los axiomas de Eficiencia,
Anonimidad y Marginalidad Débil. Si es posible, sin embargo, obtener un tnico valor
para JFFP simétricos. Una funcién de particién es simétrica si w(v(S, P)) = v(S, P),
vV (S,P) € ECN, V m € I" donde IT" es el conjunto de permutaciones del conjunto N
de jugadores.

En esta clase de juegos si podemos obtener un valor tinico que satisfaga los axiomas

anteriormente indicados:

Proposicion 1 (De Clippel y Serrano 2007): Sea f un valor que satisface Anonimidad,
Eficiencia y Marginalidad Débil, sea u una funcion de particion simétrica y w una
funcion caracteristica. Entonces f;(u+ w) = @ + Shi(w), Vie N.

Los autores refuerzan el axioma de Marginalidad Débil extendiendo la propiedad
de Monotonia, lo que no permite obtener un unico valor para JFFP de cardcter ge-
neral, pero si nos lleva a la determinacion de cotas alrededor de un valor que cumple
los axiomas de Eficiencia, Marginalidad y Monotonia. Estudiemos en primer lugar la
extension de la propiedad de Monotonia, que resulta intuitivamente equivalente a la
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propiedad de Monotonia Fuerte en juegos en forma de funcién caracteristica vista en
(15). La propiedad de Monotonia extendida a JFFP indica que, si para una funcién de
particién v el vector de contribuciones marginales de un jugador {i} a las diferentes
coaliciones, sea cual sea su complemento P_g, domina coordenada por coordenada al
vector equivalente en una funcién de particion distinta w, entonces el pago al jugador
¢ en v debe ser mayor o igual al pago al mismo jugador en w. Veamos la formulacién

matematicas:

Un indice de poder f en GN satisface Monotonia si, para todo par v,w de funciones

de particion, si se cumple:

’U(S, P) - U(S_i7 {S_Z‘, TU {Z}}, P—S,—T}) Z U}(S, P) - ’U)(S_Z', {S_i,T U {Z}}, P—S,—T})a
V(S,P)talqueie S, VT € PT#S
(23)

Entonces fi(v) > fi(w).

La cuestion ahora es como obtener las cotas en torno a los pagos de cada jugador
basandonos en este axioma de Monotonia para JFFP, junto a los axiomas de Eficien-
cia y Anonimidad. El enfoque empleado por los autores consiste en descomponer las
funciones de particién en la suma de una funcién de particiéon simétrica y una funcién
caracteristica, tal y como hicimos al obtener el valor basado en marginalidad débil para
JFFP simétricos.

Sean U y W los conjuntos de funciones de particiéon simétricas y de funciones carac-
terfsticas respectivamente. Para cada v € GV, sea M;(v) el conjunto de pares (u,w)
contenidos en U x W tal que:

v(S, P) —v(S_i, {S_i, TU{i}, P.s_7}) > [u(S, P) — u(S_;,{S_;, TU{i}, P.s_7})]+
[w(S) —w(S_;)], V(S,P)talqueie S, VT € PT#S

El axioma de Monotonia y la Proposicién 1 implican que f;(v) > @ + Shi(w)
para todo par (u,w) € M;(v), por lo que resolviendo el problema de programacién
lineal resultante obtenemos que la mejor cota inferior posible es la siguiente:

u(N)
J(N,v) = mazx
H ( ) (u,w)EM;(v) n

+ Shy(N,w) (24)
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Equivalentemente, sea N;(v) el conjunto de pares (u,w) € U x W tal que:

v(S, P) = v(S-i, {S-, T U{i}, P_s—7}) < [u(S, P) — u((S—;, {S=i, T U {i}, P_s—r})]+
[w(S) —w(S_;)], V(S,P)talqueie S, VT €PT#S

Siguiendo la misma légica obtenemos que la mejor cota superior posible es la si-
guiente:
u(N)
n

+ Shi(w)] (25)

vi(v) = min [
(u,w)€EN;(v)
Y por lo tanto podemos afirmar que, si f es un valor que satisface Anonimidad,

Eficiencia y Monotonia, entonces:

fiv) € [piv),vi(v)], VieN (26)

Valor Libre de Externalidades

Para obtener el Valor Libre de Externalidades es necesario reforzar el axioma de
Marginalidad Débil de un modo distinto. Para ello volveremos un momento sobre el
concepto de contribucion marginal intrinseca que ya fue introducido en la seccion 1.2.
Sea i € S € P en un JFFP, imaginemos que el jugador 7 abandona S y se une a otra
coalicién cualquiera de P (que puede ser el conjunto vacio). De Clippel y Serrano
identifican dos fases en este proceso: Primero i abandona S pero no se une a ninguna
otra coalicién, dando lugar a la particién {S_;, {i}, P_s}, y provocando un efecto sobre
el valor de S, que podemos medir como v(S, {S, P_s}) — v(S_;, {S_i, {i}, P_s}). Luego,
i se une a T, dando lugar a una nueva particién: {S_;,T U {i}, P_g_r}. El efecto de
este segundo movimiento es v(S_;, {S_;, {i}, P_s}) —v(S_;, {5, T U {i}, P_s_1}).
En este proceso el efecto del segundo movimiento es el asociado a la externalidad,
mientras que el efecto del primero es la contribucién marginal intrinseca de i a S, y
es esta contribucion lo que nos interesa. De este modo podemos definir el concepto de
contribucion marginal en JEFP como sigue:

Sea S, P € ECY tal que i € S, la contribucién marginal intrinseca de i a (S, P) en el

juego v, que denotamos como mc; s,py(IN,v), viene dada por:

mc(“q,p)(v) = U(S7 P) - U(S—i7 {S—i7 {2}7 P—S)a \V/ v e gN

El vector de contribuciones marginales del jugador ¢ en el juego v contiene las
contribuciones marginales intrinsecas de i a todas las coaliciones incrustadas (S, P)
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tales que 7 € S:

me;(v) = (mc(z’,S,P))(S,P)eEcN,ies
Podemos ahora definir el axioma de Marginalidad para JFFP como sigue:

Un indice de poder f en GV satisface Marginalidad si, dados i € N y (v,w) dos

funciones de particion en GV, si me;(v) = me;(w) entonces:

fi(v) = fi(w) (27)

La extension del valor de Shapley, o Valor Libre de Externalidades adopta entonces

la siguiente forma:

ShEE (v) = Sh;(v*), Vi€ N,VovegV (28)

Donde v* es la funcion caracteristica ficticia definida por:

v (5) = v(S, {9, {j}jen_s})

Teorema 5 (de Clippel y Serrano 2007):Eziste un tinico valor f en GV que verifica
las propiedades de Eficiencia, Anonimidad y Marginalidad, y ese es el Valor Libre de
Ezxternalidades.

Es interesante senalar que el axioma de marginalidad no significa que el valor omita
el papel de las externalidades en el juego, dado que las contribuciones marginales de los
jugadores a las coaliciones incrustadas dependen de la estructura coalicional, es decir,

del complementario P_g.

2.2.3. Extension de Macho-Stadler

Macho-Stadler et al. (2007) proponen un valor para JSFFP que satisface las propie-
dades de Eficiencia, Aditividad y Jugador Nulo. Anaden ademas un axioma de Simetria
Fuerte y otro de Influencia Similar. Para explicar mas adelante la motivacién de los mis-
mos introduciremos ahora una nueva subclase de JSFFP. Definimos el juego wg p como

el juego en forma de funcién de particiéon para el cual:

ws,p(S, P) = wsp(N,N) =1
wS,P(S,vP,) =0, V<S/7P/) 7é (Sv P)v (S/’P,) 7é (Nv N)
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Es decir, un JSFFP en el que sélo la coalicién incrustada (S, P) y la gran coalicién son
ganadoras.

Las propiedades de Aditividad y Jugador Nulo se definen del mismo modo que en (19)
y en (21), respectivamente. Veremos a continuacién cémo se extienden las propiedades

de Simetria y de Simetria Fuerte.

Simetria, simetria fuerte y enfoque promedio

Un indice de poder f en SGV satisface Simetria si, para toda permutacion = € 1IN,

cumple que:

f(m(v)) = 7(f(v)) (29)

El axioma tradicional de Simetria en JFFP indica que el pago de un jugador esta

relacionado con su influencia en el valor de las coaliciones, no con su nombre. Es por
lo tanto un axioma de Anonimidad, y resulta inmediato observar que este axioma es
equivalente a la propiedad de Anonimidad en JFFP definida por Myerson e introducida
en (18) en este trabajo. Imaginemos sin embargo el juego votacién de tipo wg p(S, P)
de 5 jugadores donde (S, P) = ({1,2},{{1,2},{3},{4,5})} v la gran coalicién son las
unicas coaliciones incrustadas ganadoras . La propiedad de Simetria en este caso indica
que los jugadores 4 y 5 deben recibir el mismo pago, pero no especifica nada al respecto
del jugador 3, que participa del mismo nimero de coaliciones incrustadas ganadoras
y tiene la misma influencia en el juego que 4 y 5. Para solucionar este problema los
autores introducen el axioma de Simetria Fuerte.
El axioma de simetria fuerte requiere que, para cualquier permutacién wg p del com-
plementario de S en P, el valor del indice sea el mismo, por lo que trata de modo
simétrico no sélo a los jugadores, sino también a las externalidades que generan para
cada coaliciéon incrustada:

Un indice de poder f en GV satisface Simetria Fuerte si cumple que:

fr() =n(f(v)), ¥Vmell" (30)
f(msp(v)) = msp(f(v),  V(S.P)€ ECY, ¥V msp € Ilgp (31)

A través del procedimiento de enfoque promedio los autores computan un pri-
mer indice que satisface los axiomas de Aditividad, Jugador Nulo y Simetria Fuerte,
basandose en el promedio de los valores de la funcién de particiéon para cada subcon-
junto de N tomando todas las posibles organizaciones del complemento. De este modo
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construyen el juego promedio con funcién caracteristica v asignando a cada coalicion S
un valor promedio, es decir, 9(S) = > pog pep (S, P)v(S, P), donde (S, P) es el peso
de la particién P en el célculo de 9(S), y la suma de estos pesos para cada coalicién
debe ser igual a 1. A continuacién, se obtiene el indice calculando el valor de Shapley

del juego v:

FI(N0) =) Bi(S)i(S) =

N (32)
LIS SICSHEN]
SCN

P>S,PcP

Donde §;(S) es igual a:

55— USEL (ISt v g C Nyie S
ST Sl set v g Nie Pg

n

Que coincide con el coeficiente de la funcién caracteristica v(.S) en la expresién del
valor de Shapley en un juego sin externalidades.
El siguiente teorema indica las condiciones bajo las cuales un valor construido mediante
este procedimiento satisface los axiomas de Simetria Fuerte, Aditividad y Jugador Nulo:

Teorema 6 (Macho-Stadler et al. 2007): Asumamos que un valor f satisface Linea-
lidad y Jugador Nulo. Entonces, f puede ser construido mediante enfoque promedio si
y solo si satisface el axioma de Simetria Fuerte. Ademds, los pesos empleados deben ser

simétricos y satisfacer la siguiente condicion:

a(S, P) = Z a(S_i, {P_(r,s), RU{i},S_i}),

ReP_g

Vie S, Vv (S,P)e ECY con |S| > 1

Ademas, los valores obtenidos con el enfoque promedio satisfacen la propiedad de
Monotonia tal y como estd definida en (23) cuando emplean pesos no negativos.
No obstante, los autores muestran que los axiomas de Aditividad, Jugador Nulo y
Simetria Fuerte no siempre llevan a un unico valor para juegos con externalidades,
como sucede para el caso n = 3. Para solucionarlo definen un nuevo axioma y enuncian

un nuevo indice, como veremos en el siguiente apartado.
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Influencia similar y valor de Macho-Stadler

El axioma de Influencia Similar hace referencia a la idea de que estructuras coali-
cionales similares deben llevar a pagos similares. Sea N = {1,2,3} y tomemos wgp y
wg pr con S = {1},P = ({1},{2,3}) y P' = ({1}, {2}, {3}). Ambos juegos son similares,
en ambos sélo el jugador 1 puede ganar por si mismo, pero para que esto ocurra en el
primero los dos jugadores restantes deben colaborar y en el segundo deben mantenerse
separados. El axioma de Influencia Similar se basa en la idea de que en dos juegos
como estos, en los que los jugadores 2 y 3 tienen el mismo tipo de influencia, sus pagos
deben ser similares. Véase que en ambos casos su decision de colaborar o no colaborar
determina el resultado para el jugador 1.

Definamos de un modo més riguroso el concepto de Influencia Similar:® Dos jugadores
i,j tienen influencia similar en dos juegos v y v’ si cuando la 1nica diferencia entre P
y P’ es que en una estructura i y j colaboran y en la otra no, se cumple que:

U(S’ P) = U/(Sv P)? v (Sv P) € EOiV(S,P),—(S,P’)?
v(S, P) ='(S, P')
v(S, P") =4'(S, P)

Una vez definido este concepto podemos introducir el axioma de Influencia Similar
propuesto por Macho-Stadler et al.

Un indice f en GM satisface el avioma de Influencia Similar si, ¥ v,v’ yV i,j con
similar influencia en ambos, cumple que:

filv) = fi(0"), f;(v) = £;(v') (33)

Una vez introducidos todos los axiomas requeridos, podemos presentar y caracterizar
el valor de Macho-Stadler en el siguiente teorema:

Teorema 7 (Macho-Stadler et al. 2007): Eziste un dnico valor f que satisface Adi-
tividad, Simetria Fuerte, Jugador Nulo e Influencia Similar, y es el dado por:

ShiSw) = Y HTGP*S“T‘_1)!@(5)0(5,13), Vo VieN (34)

SPEECN (n — 15!

9Que no el axioma.
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3. Extension del Valor de Banzhaf

3.1. El valor de Banzhaf en juegos simples

Como se indica en la seccion 2.1 de este trabajo, el indice de poder de Shapley-Shubik
para juegos simples puede interpretarse como la probabilidad de que una coalicion es-
cogida al azar sea un cambio para el jugador 7. Sin embargo, la probabilidad de escoger
cada coalicién no debe ser la misma, sino que es mayor para las coaliciones de tamano
intermedio, y menor para las coaliciones con tamanos muy grandes o muy pequenos.
En concreto P(escoger S C N) = W
Consideremos ahora el caso en el que la seleccion de una coalicién sea equiprobable
para todas ellas, cuando asumimos que cada jugador ¢ € N elige con igual probabilidad
(1/2) votar a favor o en contra (recordemos que los juegos simples en forma de funcién
caracteristica sélo nos permiten modelar situaciones de elecciéon con 2 alternativas de
voto: “a favor o en contra”, “candidato A o candidato B”, etc.). De esta idea surge el
indice de Banzhaf normalizado o indice de Banzhaf-Coleman (Banzhaf 1964), que hace
referencia al porcentaje del n° total de cambios para cada jugador. En otras palabras,
mientras el valor de Shapley-Shubik considera que todas las permutaciones del conjunto
N de jugadores son equiprobables, el indice de Banzhaf considera que todas las coali-
ciones son equiprobables (Alvarez—l\/[ozos y Tejada 2015). La formulacién del indice es

la siguiente:

Wil

Bi(v) = =
2 jen Wil

VieN (35)

Donde W; es el conjunto de cambios del jugador 7. El indice mide entonces la pro-
babilidad relativa de ser pivote para cada jugador con respecto al resto de jugadores.
Otra opcion es tomar como medida de poder la probabilidad de que una coalicién to-
mada al azar de modo equiprobable sea un cambio para el jugador i. Esto es lo que
mide el indice de poder de Banzhaf absoluto o indice de poder de Penrose (Penrose

1946; Dubey y Shapley 1979):
_ Wil
2IN|

P;(v) (36)
Es importante senalar que este ultimo indice no respeta la propiedad de Eficiencia,

puesto que la suma de sus valores no necesariamente es 1. Curiosamente, pese a que

los valores para JSFFP que trataremos en esta seccién son extensiones del indice de

Banzhaf normalizado, estos tampoco respetan la propiedad de Eficiencia.

Veamos algunas caracterizaciones del valor de Banzhaf normalizado:
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Teorema 9 (Lehrer 1988): Eziste un unico valor en SG(N) que verifica las pro-
piedades de 2-Eficiencia®, Simetria, Aditividad y Jugador Nulo, y ese es el valor de
Banzhaf.

Teorema 10 (Feltkamp 1995): Existe un unico valor en SG(N) que verifica las pro-
piedades de Poder Total, Transferencia, Anonimidad y Jugador Nulo, y ese es el valor

de Banzhaf.

Teorema 11 (Nowak 1997): Existe un unico valor en SG(N) que verifica las propie-
dades de 2-FEficiencia, Simetria, Contribuciones Marginales y Jugador Nulo, y ese es el
valor de Banzhaf.

Teorema 12 (Lorenzo-Freire et al. 2007): Eziste un unico valor en SG(N) que veri-

fica las propiedades de Poder Total, Simetria y Monotonia Fuerte, y ese es el valor de
Banzhaf.

Teorema 13 (Casajus 2011): Existe un unico valor en SG(N) que verifica las pro-
piedades de Jugador Nulo y 2-Eficiencia, y ese es el valor de Banzhaf.*°

Las propiedades de Jugador Nulo (12), Simetria (13), Aditividad (14) y Monotonia
Fuerte (15) para juegos en forma de funcién caracteristica ya han sido introducidas al
caracterizar el valor de Shapley. A continuacién presentaremos la caracterizacién de las
propiedades de 2-Eficiencia, 2-Eficiencia*, Poder Total, Transferencia, Anonimidad y
Contribuciones Marginales, tal y como se definen en (Alvarez—Mozos et al. 2009).

2-Eficiencia en JFFC

Un indice f es 2-Eficiente si, para todo juego v € G(N) y para todo par de jugadores
1,7 € N, cumple que:
JilN,v) + [;(N,v) = fp(NY,v) (37)

Donde v¥ es el juego obtenido a partir de v cuando i y j se fusionan en un tnico
jugador p, dando lugar al conjunto de jugadores N = N_; _; U {p}, y siendo su funcién

caracteristica la siguiente para todo S C N¥:

v(S) sipgsS
v((S_p)UilUyj) sipe S

v (S) =

10Casajus advierte de que su caracterizacién funciona sélo en juegos superaditivos.

36



2-Eficiencia* en JFFC

Un indice [ es 2-Eficiente™ si, para todo juego v € G(N) y para todo par de jugadores
1,7 € N, cumple que:
fi(N7U>+fj(N’U> Sfp(Nl]’UZJ) (38)

Poder Total en JFFC

Un indice [ satisface la propiedad de Poder Total si, para todo juego v € G(N),

Zfi( inz Z (SUi)—v(9)] (39)

1EN teEN SCN_;

cumple que:

Transferencia en JFFC

Un indice f satisface la propiedad de Transferencia si, para todo par v,w € G(N),
cumple que:

f)+ fw) = flovVw)+ floAw) (40)

Donde v Vw,v Aw € G(N) se definen para todo S C N como:

vV w(S) =maz{v(S),w(S)}
v Aw(S) = min{v(S),w(S)}

Anonimidad en JFFC

La propiedad de Anonimidad en Juegos en Forma de Funcién Caracteristica es

andloga a la presentada en (18) para JFFP, y se formula como sigue:

Un indice f satisface la propiedad de Anonimidad si, para todo v € G(N) y para
toda permutacion del conjunto de jugadores m € IIN, cumple que:

fr@ (0) = fi(w(v)) (41)
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Contribuciones Marginales en JFFC

Un indice f satisface la propiedad de Contribuciones Marginales si, para todo par
v,wenG(N) ytodoi e N tal quev(SUi) —v(S) =w(SUi)—w(s), para todo S C N_;,
cumple que:

fi(v) = fi(w) (42)

3.2. Extensiones
Extensiones de Alvarez Mozos y Tejada

El trabajo de Alvarez-Mozos y Tejada (2015) se centra en la extensién del indice de
Banzhaf a situaciones en las que pueden obtenerse gobiernos en minoria, es decir, en
las que se aplica una regla de pluralidad. Los autores obtienen dos valores diferentes,

cuya filosofia y caracterizaciones introducimos a continuacion:

3.2.1. El valor A de Banzhaf: Obtencion, propiedades y caracterizacion

Introduzcamos primero algunos términos: Para todo N C Q,! sea ANV : ECY < R,
tal que:
> M8, P)=1, VSCN
PEP(N):SeP

Podemos interpretar que A\ contiene las frecuencias con las que se forma cada
estructura coalicional, es decir, A"V es la distribucién de probabilidad de las estructuras
coalicionales del conjunto N C €2 de jugadores.

Denotaremos por A = {\" : N C Q} al conjunto de distribuciones de probabilidad A"
para cada posible conjunto de jugadores N C €2, y asumiremos que todo A C A cumple
dos condiciones (43 y 44):

AN(S, Py =AN'(S',P), YN,N'CQ, VS, P),(S, P)eECN tal que P.g = P,
(43)

Esta primera condicién indica que las distribuciones de probabilidad sobre ECN+®

dependen tnicamente del conjunto de jugadores N — S. Esto equivale asumir que exis-

HDonde € es el conjunto posiblemente infinito de jugadores potenciales.
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ten creencias previas sobre cémo un conjunto de jugadores se organiza en una estructura

coalicional independientemente del resto de jugadores.

A es consistente, lo que significa que se cumple que:

AVI(S, Py = Y AV(S.P_r U{TU{j}}), VN CQ V(S,P)e ECN  (44)

TeP_g

Es decir, A es consistente si, dados j € N,S C N_; y (S, P) € ECN-i, la probabili-
dad de que el conjunto de jugadores'? N_; _g se organice de acuerdo a P_g es la misma
esté o no esté presente el jugador {j}. Al conjunto de miembros de A que satisface las
condiciones (42) y (43) lo denotamos por L.

Ahora, empleando el procedimiento de enfoque promedio introducido en la seccién
2.2.4 (Macho-Stadler et al. 2007), podemos definir el siguiente tipo de juego: Dados
A€ L,NCQywve G, el valor esperado v*(S) en el juego v de acuerdo a AV € A es:

Sy = Y AY(S,P)x (S, P)
PcP(N):SeP

A es un juego en forma de funcién caracteristica que promedia

De modo que el juego v
las externalidades en el valor de una coalicion impuestas por el resto de jugadores a
través de la estructura coalicional en la que se organizan potencialmente.

Una vez introducido el juego v*, podemos definir el indice de poder como sigue:

Dado A € L, el valor Ba™ se define como:

1
- 2n—1

> NS u{iy) —vMS)), VwvegV, VieN (45)

SCN_;

Veamos ahora las propiedades que caracterizan a este valor. Estudiaremos en primer
lugar dos propiedades de jugador titere, para lo cual debemos definir primero el concepto
de jugador A-titere:

A

Decimos que i € N es un A-titere en el juego v si es un titere en v, es decir, si:

VNS U{i}) = v (S) + v ({i}), ¥ SC N

12Denotamos de este modo, y no con el subindice que hemos empleado durante todo el trabajo,
al conjunto de elementos de N_j; sin la coalicién S para facilitar la comprensién de la expresién en
cuestion.
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La propiedad de Jugador A-titere se enuncia entonces como sigue:

Un wvalor f en G satisface A-DPP si, dado A € L, cumple que:

filv) =v*({i}), VN CQ, VovegGtal quei € N es un jugador A-titere en v (46)

Un valor f en G satisface la propiedad de Jugador Titere Débil, DPP(W), si:

filv) =v({i}), VN CQ,VoveCqtal quei e N es titere en v (47)

Donde CG es el conjunto de juegos coalicionales con cualquier conjunto N de juga-
dores.
Definimos a continuacion una propiedad que no se parece a ninguna de las que he-
mos trabajado hasta ahora: La propiedad de Neutralidad en Delegacion. Dados A € L,
NCQ, i,jeN,i#jyveGN, el juego {i,j}-reducido se define para todo (S, P)
contenido en EC™-i como:

v(SU{j}, {P-s, SU{j}}) sii €S
Vi) (S, P) = § Srep AWSPrU{TUGN) oS.PrUTUGYY) . 5
Srer_g N (S.P_rU{TU{j1D sii ¢

St rep . M(S, Pop, TU{j})>0y:

U(A,ij)(S, P) = U(S U {]}7 {P—Sv S U {]}}) si 2 E S
0 siit#£ S

En otro caso.

El juego v(aij) puede interpretarse como el JFFP que surge de v cuando j delega
su rol en 7. Esto significa que cuando ¢ participa en una determinada coalicion S, j
lo imita, pero sin embargo, cuando ¢ no participa en esta coalicion, se calcula el valor
esperado que se obtiene cuando j se une a cualquier coaliciéon distinta de 7 actualizando
las creencias sobre las estructuras coalicionales con la regla de Bayes. Este enfoque hace
referencia a aquellos casos en los que existen pactos entre dos partidos al respecto de
algin proyecto u objetivo comiin o area de acuerdo, pero que no se aplican fuera de esta
situacion. Para esos casos, la propiedad de neutralidad en delegacién indica lo siguiente:
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Un indice f en G satisface A-DNP si, dado A € L, cumple que:

i)+ fi(v) = filviaeg), YNCQ Voe GN, Vi, je N tal quei#j (48)

En resumen, la propiedad indica que acuerdos de delegacién de roles como los an-
teriormente indicados no afectan al indice.
Por ultimo, el axioma de pago estdindar para 2 jugadores se aplica en juegos donde
N ={i,j} con i # j, es decir, juegos donde sélo hay dos jugadores. En estos casos no
hay posibilidad de externalidades, por lo que el juego en JFFP es realmente un juego
en forma de funcién caracteristica, y el conjunto G4} coincide con el conjunto CG 7
de juegos coalicionales de dos jugadores. En estos casos, la propiedad es la siguiente:

Un valor f en G satisface 2-PSP si cumple que:

fi(v) = %[v({@j}) +o({i}) —v({i})], Vij€Qtalqueijve gt (49)

0s autores caracterizan entonces el indice Ba® en los dos siguientes teoremas:
L t t t ] indice Ba® en los d tes t

Teorema 13 (/flvarez—Mozos y Tejada 2015): Existe un tnico valor f € SGN que
verifica A-DPP, A-DNP y 2-PSP, y ese es el valor A de Banzhaf.

Teorema 1/ (Alvarez—Mozos y Tejada 2015): Existe un tnico valor f € SGN que
verifica A-DNP, DPP(W) y 2-PSP, y ese el valor A de Banzhaf.

3.2.2. El valor Ordinal A de Banzhaf: Obtencién, propiedades y caracteri-
zacion

Dado que el indice Ba® emplea toda la informacién contenida en AV, los cambios
en AN que preservan el orden relativo de las coaliciones en base a su probabilidad de
ocurrencia pueden conducir a pagos muy diversos para los jugadores, lo cual resulta
indeseable si estas probabilidades no pueden ser estimadas de modo preciso. Para re-
mediar esto los autores proponen un nuevo valor que no se ve afectado por este tipo
de cambios que no alteran la ordenacién de la estructuras coalicionales en base a su
probabilidad de ocurrencia. El Valor Ordinal A de Banzhaf. El indice se basa en una
propiedad de Neutralidad en Amalgamiento que definiremos a continuacién.
Denotaremos por £ al subconjunto de A cuyos miembros cumplen las siguientes pro-
piedades:
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Condicion 1:

AV(S, Py =\'(S', P), ¥YN,N CQ\V (S P)eECYN (5 P)eECY
tal que P_g = P’ g,

Condicién 2: Dados N CQ y S C N, existe un tinico PV% € P(N) con S € PN¥
tal que:

{PY5Y = arg max AV (S, P)
PEP(N):SeP

Condicién 3: Dados N CQ y (S,P) € ECY tal que P € arg maxr \N-i(S, P)
P'e(N_j):SeP!

eziste un inico TN9SP) ¢ P_g tal que:

{TNISPY = arg maz \N(S, P_p U{T U {j}})
TeP_g

Condicion 4: A es ordinalmente consistente si para todo N CQ, je N y S CN_;
se cumple que:

arg maz A\ (S, P) C {PLT U{TU{j}}:T€P s Pc argmax I-(S, P")}
PEP(N):SeP PreP(N_;):SeP”

Condicion 5: Dados N C Q, S, T C N_; con SCT, y(S,P) € ECN-; -

arg maz \N(T, (P-7) U{T})-r U{R"U{j}}) C

R'"eP_p

C {R/T ' R € arg mazx \V(S,P_.r U{RU {J}})}

ReP_g

La primera condicién ya ha sido explicada en el apartado dedicado al valor Ba™.
La segunda indica que para cada conjunto debe haber una tinica estructura coalicio-
nal con mayor probabilidad de ocurrencia que el resto. La tercera requiere que dado
S C N_;, cuando {j} se incorpora a una estructura coalicional P_g € P(N_; _g), existe
unicamente una coalicién T' € P_g con la probabilidad ex-ante més alta de que {j} se
una a ella entre todas las coaliciones de P_g. Las condiciones 2 y 3 hacen referencia a
la idea de que sélo son relevantes las estructuras coalicionales con mayor probabilidad
de ocurrencia.

La cuarta condicién indica que, si asumimos 2 y 3 como ciertas, A sera ordinalmente
consistente cuando la estructura mas probable N_; g para un S C N_; determinada
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es independiente de si consideramos o no al jugador 7 € N. Por ultimo, la condicién 5
requiere que el conjunto de coaliciones con mayor probabilidad ex-ante de que {j} se
una a ellas no pueda crecer mientras algunos agentes no sean tomados en consideracion.

Definimos ahora el juego {ij} reducido ordinal (v)(s;) € G%; para todo (S, P) € ECY,

CO1mo:

v(S Ui} Ps U{S U {j}}) siie s
’ Tearg maxAN%,ZfT’L_T,U{T/U{j}})U( T { {]}}) Sl ¢
T'eP_g

Al igual que sucedia en el juego {ij}-reducido anteriormente definido, el acuerdo de
delegacion entre 7 y 7 solo funciona cuando se unen a la coalicion activa S. En el caso
contrario, asumimos que j se une a la coalicién que minimiza el valor creado por S de
entre aquellas coaliciones en P_g con mayor probabilidad de que j se una a ellas. Los
autores demuestran que el juego {ij} reducido ordinal asi definido es un juego simple
si el juego original v lo es.

Definido este juego, podemos enunciar la propiedad de A-delegacion en amalgamamiento

como sigue:

Un indice f en G satisface A-DNP(W) si, dado A € L, cumple que:

i)+ fi(v) = filN=j,P4j)), YNCQ VSeG Vi,jeNconi#j (50)

Por 1ltimo, definimos el nuevo indice. En primer lugar definimos el juego en forma

de funcién caracteristica o* para cada S C N, dados v € Gy A € £, como:

™ (8) = v(S, PN9)

Donde PY:¥ se obtiene tal y como se indica en la condicién 2 anteriormente intro-
ducida en esta misma seccién. El juego 9* se diferencia del juego v* que daba lugar al
valor Ba® en que ahora diferentes A dan lugar al mismo juego, dado que las modifica-
ciones en A que no afectan al orden de probabilidad de las estructuras coalicionales
no producen cambios en PV¥. Definiendo el nuevo indice en base a este nuevo juego
conseguimos que este tipo de cambios en A no afecten a los valores del indice, como si
ocurria en el valor v,

Ahora, dado A € £, el valor A de Banzhaf Ordinal se obtiene como:

Ba; (v) = — Y _ [t*(SU{i}) — 7*(9)] (51)
2

SCN_;
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Y su caracterizacion es la siguiente:

Teorema 15 (/flvarez-Mozos y Tejada 2015): Existe un tnico valor f € SG que
verifica las propiedades de A-DNP(W) y DPP(W), y ese es el valor A de Banzhaf
Ordinal.

Teorema 16 (Alvarez—Mozos y Tejada 2015): Eziste un tnico valor f € SG que
verifica las propiedades de A-DNP(W) y 2-PSP, y ese es el valor A de Banzhaf Ordinal.

Es importante senalar que los dos valores son en realidad familias de valores, pues
se redefinen para cada A, y que en situaciones de ausencia de externalidades, es decir,
en juegos simples en forma de funcién caracteristica, ambos indices coinciden con el

valor de Banzhaf.

4. Indice de Deegan-Packel e Indice de Bien Publico

En esta seccion estudiamos dos indices basados en el concepto de coalicion ganadora
minimal: El indice de Deegan-Packel (Deegan y Packel 1978) y el indice de Bien Publico
(Holler 1982). Ambos hacen referencia a la idea de que sélo las coaliciones ganadoras
que no contienen a su vez ninguna otra coalicion ganadora son relevantes a la hora
de medir la distribucién de poder entre los jugadores de un juego simple en forma de
funcién caracteristica. Alonso-Meijide et al. (2017) extienden estas ideas y estos indices

al contexto de JFFP, como veremos en el punto 4.2

4.1. Valores en funcién caracteristica

Una coalicion ganadora en juegos simples en forma de funciéon caracteristica se
denomina coaliciéon ganadora minimal cuando no contiene a ninguna otra coaliciéon que
sea a su vez ganadora. Sea W C 2V el conjunto de coaliciones ganadoras de un juego

simple v, podemos definir el conjunto de coaliciones ganadoras minimales M como sigue:

M={SCW|VTCST+0,Sr¢W}

Una vez definido esto, tanto el indice de Deegan-Packel como el de Bien Publico

parten de las mismas ideas bésicas: 1) Sélo las coaliciones ganadoras minimales deben
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ser tenidas en cuenta. Existe una ligera discrepancia aqui: Para Deegan y Packel las
coaliciones ganadoras minimales son las tinicas coaliciones ganadoras que pueden llegar
a formarse, dado que cualquier jugador i ¢ S € M no tiene incentivos para colaborar
con S, puesto que la coalicién serd ganadora esté o no esté él en ella y sus intereses
se veran igualmente satisfechos, mientras que para Holler las coaliciones ganadoras no
minimales si pueden formarse, pero sélo las minimales deben ser tenidas en cuenta para
medir el poder de un jugador en una situacién de votacién. 2) Todas las coaliciones
ganadoras minimales son equiprobables. 3) Los miembros de una coalicién ganadora
minimal reparten equitativamente los beneficios que emergen de la colaboracion. Los
indices adoptan las siguientes formas:

Indice de Deegan-Packel:*

1 v(S) 1 1
PRO)=1a1] 22 T8 A 2, T8 o

SeMq SeMi

Indice de Bien Publico:

(v) = v ! - | Mi]
ret) ZM ST S s 0(8) ~ S, (] (53)

Como vemos ambos indices se basan en la idea de comparar el conjunto de coali-
ciones ganadoras minimales a las que pertenece el jugador en cuestion con la unién de
los conjuntos de coaliciones ganadoras minimales a las que pertenece cada uno de los
jugadores, pero mientras el primero (Deegan-Packel) tiene en cuenta el tamano de las
coaliciones ganadoras minimales a las que pertenece el jugador i, en el segundo (Bien
Piblico) soélo es relevante el nimero de coaliciones ganadoras minimales a las que i
pertenece. Resulta importante senalar que ninguno de los dos indices es monétono en
relacién al peso de los votantes, esto es, que jugadores con un mayor nimero de votos
(escanos) pueden obtener pagos inferiores a los de jugadores con un peso menor. Esto
es asi porque el hecho de tener un nimero de votos mayor no necesariamente implica
formar parte de mas coaliciones ganadoras minimales.

Veamos por ltimo la caracterizacion de los indices:

Teorema 17 (Deegan y Packel 1978): Eziste un unico valor en f en G(N) que
verifica las propiedades de Fusion, Jugador Nulo, Simetria y Eficiencia, y ese es el
valor de Deegan-Packel.

13Véase que v(S) es siempre 1 para coalicién S € M, y por eso planteamos la segunda igualdad.
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Las propiedades de Eficiencia (11), Jugador Nulo (12) y Simetria (13) para juegos
en forma de funcién caracteristica ya han sido anteriormente explicadas, por lo que en
este apartado nos centramos en la introduccién de la propiedad de Fusion. En primer
lugar, dado un par de juegos simples en forma de funcién caracteristica v, w € G(N)

definimos el juego maximo vV w como sigue:

vV w(S)=mazx {v(S),w(S)}, VSCN

Decimos entonces que dos juegos simples v, w € G(N) son fusionables si para algin
SeMY, TeMV, secumple que SZT y T ¢ S, siendo el juego fusionado igual al
juego maximo v V w. Podemos ahora definir la propiedad de Fusion para juegos en

forma de funcién caracteristica como sigue:

Un indice de poder f satisface el axioma de Fusion si, para cualquier par de juegos
fusionables v, w, cumple que:

_ MO f (o) + (M f (w)
flovw) = v (54)

La condicion de fusién garantiza que el conjunto de coaliciones ganadoras minimales
del juego v V w es la union de los conjuntos de coaliciones ganadoras minimales de los
dos juegos originales v, w (Alonso-Meijide et al. 2010).

La caracterizacién del Indice de Bien Piblico es muy similar, dado que comparte 3 de
las 4 propiedades que caracterizan al indice de Deegan-Packel:

Teorema 18 (Holler y Packel 1983): Existe un unico valor f en SG(N) que satisface
PGI-Fusion, Jugador Nulo, Simetria y Eficiencia, y ese es el Indice de Bien Piiblico.

Como vemos, la tnica propiedad que cambia con respecto a la caracterizacion del
indice de Deegan-Packel es la de Fusién, que se reformula en otra propiedad que hace

referencia a juegos fusionables, y que definiremos a continuacion:

Un indice de poder f en SG(N) satisface PGI-Fusion si, para todo par v, w de juegos
fusionables cumple que:

2 jen | Mj]
2 jen MG

2 jen | M|

fr = %o 1} 1
JE J

fv)+ f(w) (55)

En Alonso-Meijide et al. (2008) se propone la siguiente caracterizacion alternativa,
que cambia la propiedad de PGI-Fusién por una propiedad de monotonia:
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Teorema 19 (Alonso-Meijide et al. 2008):Existe un tinico valor definido en SG(N)
que satisface PGI-Monotonia Minimal, Jugador Nulo, Simetria y Eficiencia, y ese es
el Indice de Bien Piblico.

Donde la propiedad de PGI-Monotonia Minimal se define como sigue:

Un indice de poder f en SG(N) satisface PGI-Monotonia Minimal si, para todo par
v,w de juegos fusionables y para todo i € N tal que M} C M cumple que:

Fi@) DM = fiw) Y MY (56)

JEN JEN

La propiedad de PGI-Motonia Minimal indica que, si el conjunto de coaliciones
ganadoras minimales que contienen al jugador ¢ en un juego w es un subconjunto de
ese mismo conjunto para el juego v, el poder de i en v no puede ser menor que su poder

en w.

4.2. Extensiones en JFFP

Para extender los indices de Deegan-Packel y Bien Piblico al contexto de los JFFP
Alonso-Meijide et al. (2017) asumen, al igual que ocurria con los indices originales,
que un juego simple en forma de funcién de particién esta completamente determinado
por su conjunto de coaliciones ganadoras minimales, que en este caso son coaliciones
incrustadas ganadoras minimales. Una coalicién incrustada (S, P) € EC™ ganadora se
dice minimal si cada subconjunto de la misma es una coalicién perdedora, es decir, si
v(T,Q) =0,V (T,Q) C (S,P),(T,Q) # (S, P). Para comprender esto debemos tener
bien presente la definiciéon de inclusién entre coaliciones incrustadas introducida en el

apartado 1.1 de este trabajo, y que reproducimos a continuacion:

Decimos que (S, P) estd incluido en (T, Q) si:

(S,P)C(T,Q) <= SCTyVT €Q_r, 35 e Ptalque T"C &’ (57)

Denotaremos por M(v) al conjunto de todas las coaliciones incrustadas ganadoras
minimales del juego v, y por M;(v) al subconjunto de M(v) tal que i € S para todo
(S, P) € M;(v).

Los indices obtenidos por los autores se basan en la extension, de modo muy intuiti-
vo, de las propiedades de Eficiencia, Jugador Nulo y Simetria al contexto de juegos
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simples en forma de funcién de particion, asi como de dos propiedades de Fusién y
otras dos propiedades de Monotonia, una para cada uno de los indices. A continuacion
estudiaremos estas propiedades.

4.2.1. Propiedades
Eficiencia en JSFFP

En primer lugar, la propiedad de Eficiencia se formula de manera absolutamente
analoga al caso de los juegos simples en forma de funcién de caracteristica, e indica que
la suma de todos los valores del indice debe de ser igual a v(NN), es decir, a 1:

Un indice de poder f en SGV satisface Eficiencia si:

d filw) =1 (58)

ieN
Jugador Nulo en JSFFP

La propiedad de Jugador Nulo para JSFFP propuesta por los autores es similar a la
que ya hemos estudiado anteriormente, y aunque la definicién de lo que es un jugador
nulo en un JSFFP varie frente a la definicion para JEFFP, ambas son equivalentes. Segiin
Alonso, Alvarez y Fiestras un jugador ¢ en un JSFFP es nulo si no participa de ninguna
coaliciéon ganadora minimal. Es inmediato darse cuenta de que esto es equivalente a no
aportar nada a ninguna de las coaliciones de las que participa, que es la definicién de
jugador nulo que habiamos estudiado anteriormente. Dicho esto, la propiedad es similar
a la presentada en (21) y se formula como sigue:

Un indice de poder f en SGV satisface Jugador Nulo si:

fi(v) =0, V jugador nuloi € N,V v e SGY (59)

Simetria en JSFFP

La extension de la propiedad de Simetria requiere de la redefinicion del mismo
concepto de simetria para el contexto de JSFFP. Decimos que dos jugadores ¢ y j tal
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que i # j son simétricos si al intercambiar sus posiciones no cambia el valor de ninguna
coalicion incrustada. Teniendo esto presente, la propiedad de Simetria en JSFFP es
equivalente a la propiedad de Simetria para juegos en forma de funcién caracteristica

presentada en (13), y se formula del siguiente modo:

Un indice de poder f en SGV satisface Simetria si:

filv) = f;(v), Vi,j € N simétricos, v € SGV (60)

Como vemos, estas tres extensiones son muy intuitivas y sencillas de comprender.
A continuacion definiremos las propiedades de Fusién y Monotonia, una de cada para
cada uno de los dos indices cuya extensién estamos estudiando.

Fusion en JSFFP

Las propiedades de Fusién en JSFFP son andlogas a las introducidas para juegos
en forma de funcién caracteristica (54),(55). Para todo v,w € SGV definimos el juego
méximo v V w € SG" como:

vV w(S, P) = maz{v(S, P),w(S,P)}, ¥ (S,P)ecECY

De modo que dos JSFFP v, w € SGV se dicen fusionables si:
(S,P) € (T,Q) y viceversa, V (S,P) € M(v),(T,Q) € M(w)

Es inmediato ver que las coaliciones incrustadas ganadoras minimales en el juego
maximo de dos JSFFP fusionables son precisamente la unién de los conjuntos de coa-
liciones incrustadas ganadoras minimales de los juegos originales. Podemos entonces

establecer las siguientes propiedades de fusion:

Un indice f en SGV satisface DP-MER si:

filovw) = |IM ()| fi(v) + IM(w)] fi(w)

MoV w) . Vo,we SGY fusionables , Vie N (61)

Un indice f en SGV satisface PG-MER si:
djen M) fi(v) + 32 ey IM;(w)] fi(w)
Djen [M;(vVw) ’ (62)
Vo, w € SGY fusionables ,V i€ N

filvVw) =
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Ambas propiedades indican que el poder en el juego maximo de dos JSFFP es una
ponderacion del poder en cada uno de los juegos originales. La propiedad de DP-MER
serd requerida para la extension del indice de Deegan-Packel y la de PG-MER para la

extension del indice de Bien Publico.

Monotonia en JSFFP

Por tultimo, las extensiones de la propiedad de Monotonia realizadas por Alonso-
Meijide et al. indican que el poder de un jugador serd mayor cuanto mayor sea el
tamano del conjunto de coaliciones ganadoras minimales a las que pertenece. Veamos

las formulaciones:

Un indice f en SG" satisface DP-MON si:
fi(w)IMw)| > fi(v)M©@)|, Yv,weSGY, Viec N tal que M;(v) € M;(w) (63)

Un indice f en SGV satisface PG-MON si:
F(w) S M) > £:0) S IM;@)], Vi€ N tal que Mi(v) € Mi(w)  (64)

jEN JEN

Como vemos, ambas propiedades indican que cuando un jugador incrementa el ta-
mano del conjunto de coaliciones incrustadas ganadoras minimales en el que participa
su poder (por un escalar) también se ve incrementado.

En el siguiente apartado obtendremos los indices y los caracterizaremos en base a estas
propiedades.

4.2.2. Obtencion de los valores y caracterizacion

La motivacién de ambos indices proviene de tres asumpciones acerca del comporta-
miento de los jugadores en un JSFFP, que son andlogas a las estudiadas en el apartado
4.1 para los indices originales. A saber: 1) Sélo las coaliciones incrustadas ganadoras
minimales deben ser consideradas. Por lo tanto las coaliciones activas deben ser de ta-
mano minimo y las minimas de tamano maximo. 2) Todas las coaliciones incrustadas
ganadoras minimales tienen la misma probabilidad de formarse. 3) Los miembros de
una coalicion incrustada ganadora minimal reparten los beneficios de su cooperacion

de modo equitativo. Los indices son los siguientes:
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Indice de Deegan-Packel en JSFFP

1
DPAAE () = > Gk VoeSGY VieN (65)

Indice de Bien Piblico en JSFFP

[Mi(v)]

AAF () —
PO = = MG

VoeSGY, Vie N (66)

Caracterizacion

La extensién de ambos indices resulta extremadamente natural, dado que los autores
se limitan a sustituir el conjunto de coaliciones ganadoras minimales en el indice original
para juegos en forma de funcion caracteristica por el conjunto de coaliciones incrustadas
ganadoras minimales en el JFFP, y mantienen intactas las férmulas originales. Los

autores caracterizan los indices demostrando que:

Teorema 20 (Alonso-Meijide et al. 2017): Exviste un tinico valor en SG~ que verifica
eficiencia, jugador nulo, simetria y DP-MER, y ese es DP.

Teorema 21 (Alonso-Meijide et al. 2017): Eziste un tinico valor en SG~ que verifica
eficiencia, jugador nulo, simetria y PG-MER, y ese es PG.

Teorema 22 (Alonso-Meijide et al. 2017): Existe un tinico valor en SG~ que verifica
eficiencia, jugador nulo, simetria y DP-MON, y ese es DP.

Teorema 23 (Alonso-Meijide et al. 2017): Existe un tinico valor en SGV que verifica
eficiencia, jugador nulo, simetria y PG-MON, y ese es PG.

Regla de desempate

En ocasiones puede no existir ninguna coalicion ganadora en una particiéon P del
conjunto de jugadores N del JFFP v. Esto ocurre cuando dos o més coaliciones retinen
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el mayor nimero de votos. Por ejemplo, en el juego con N = {1,2,3,4,5} y los siguien-
tes pesos de votacién: {1,1,1,1,1}, en cualquier particién que agrupe a los jugadores
en dos coaliciones de dos miembros y una tercera coalicién de un miembro, las dos pri-
meras seran las coaliciones mas votadas pero se producira un empate. En estos casos,
cuando nos encontramos en ambitos parlamentarios, los autores proponen una regla de
desempate que consiste en asignar v(S, P) = 1 a aquella coalicién que retina un mayor
nimero de votos en las elecciones que han determinado la composicién de la cdmara (y
légicamente v(T, P) = 0 al resto).

Véase que el resultado del indice cuando se producen empates es diferente si se emplea
la norma de desempate a si se considera que no hay ninguna coalicién ganadora en
esa particién particular, dado que la coalicion que emerge ganadora en el desempate
es, ademds, ganadora minimal. En consecuencia, el conjunto M (v), que como hemos
dicho antes determina por completo el resultado del juego y, por lo tanto, el indice, no
es el mismo en funcién de si se emplea o no la regla de desempate. Esta norma resulta
aconsejable cuando se aplican los indices en contextos en los que tenemos criterios ob-
jetivos y medibles de desempate, como es el caso del nimero de votos recibidos en las

elecciones.

5. Aplicacion a datos reales: El parlamento vasco

En esta seccién aplicaremos algunos de los indices anteriormente estudiados a un
caso real de una camara parlamentaria en la que dos o mas candidaturas pueden ser
propuestas simultaneamente a la hora de investir a una presidenta o presidente del eje-
cutivo: El parlamento vasco.

En el Estado espanol contamos con tres casos paradigmaticos de procesos investidura
con mas de una candidatura: La eleccion del Lehendakari por parte del Parlamento
Vasco o Legelbitzarra, la eleccion de la Presidencia de la Junta General del Principado
de Asturias por parte del Parlamento de Asturias y la eleccion de las Alcaldesas o Alcal-
des en las administraciones locales por parte del Pleno Municipal. En el sistema vasco
cualquier grupo parlamentario puede proponer una candidatura, y no hay posibilidad
de veto. Esto significa que los miembros de Parlamento pueden escoger entre votar a
alguna de las candidaturas propuestas o abstenerse, pero no pueden votar en contra
de ninguna candidatura. Para ser elegida Lehendakari es necesario obtener mayoria en
la primera vuelta de votacién o, si ninguna candidatura cumple este requisito, obtener
mayoria simple en la segunda vuelta, que se celebra 24 horas después. El mecanismo
empleado para elegir a la Presidenta o Presidente de la Junta General del Principado de
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Asturias es similar, con la diferencia de que puede convertirse en candidata cualquier
miembro de la camara que cuente con el respaldo de otras 5 diputadas, es decir, es
necesario sumar 6 escanos para proponer una candidatura. Por iltimo, para la eleccion
de las alcaldesas y alcaldes en el &mbito municipal pueden presentarse como candidatas
las cabeza de lista de las agrupaciones con representacion en el Pleno. En este caso el
sistema es a una unica vuelta y, si ninguna de las candidaturas logra mayoria absoluta,
la candidata de la lista mas votada, es decir, con mayor representacion en la camara,
es investida alcaldesa de manera automatica.

El principal objetivo de este tipo de sistemas es facilitar la gobernabilidad y evitar blo-
queos que fuercen la disolucién de las camaras y la repeticién de los comicios electorales,
por lo que resultan particularmente 1tiles en sistemas politicos multipartidistas en los
que la gobernabilidad no esta asegurada y resulta complicado que una sola lista alcance
la mayoria absoluta. El caso del sistema de partidos vasco, marcadamente dividido por
dos cleavages como son el tradicional izquierda-derecha y el y el cleavage territorial o
centro-periferia (Leonisio y Strijbis, 2014), supone un fantéstico ejemplo de este tipo
de sistemas. Asi, este modelo de investidura ha permitido que en 8 de 10 legislaturas'*
se hayan producido acuerdos de investidura entre dos o mas fuerzas, y ha garantizado
la gobernabilidad pese a que nunca en la historia de la cdmara un tnico grupo par-
lamentario haya obtenido el minimo de 38 diputadas sobre 75 que otorga la mayoria
absoluta y a que, como senalan Leonisio y Strijbis (2014), en el sistema de partidos
vasco compiten de manera efectiva un promedio de 7 fuerzas politicas que obtienen
representacion parlamentaria y resultan relevantes para la gobernabilidad, debido pre-
cisamente al sistema de investidura. La composiciéon del Parlamento Vasco en las 10
legislaturas analizadas se muestra en la Tabla 1.

Un vistazo rapido a la Tabla 1 nos permite comprobar que, como afirmabamos anterior-
mente, el sistema de partidos vasco esta determinado por los cleavages izquierda-derecha
y centro-periferia, encontrando asi partidos con capacidad de influencia en las cuatro
esquinas del tablero: izquierda-periferia (HB, EE, EH, EA, PCTV, EHB), derecha-
periferia (EAJ-PNV), izquierda-centro (PSE-EE, TU-EB, Podemos) y derecha-centro
(AP, PP, UA). En el siguiente apartado (5.1) estudiaremos, legislatura por legislatura,
la composicion del Parlamento y la distribucién de poder visible en él empleando para
ello algunos de los indices de poder para JFFP estudiados en las secciones anteriores. A
saber: El valor de Myerson, el Valor Libre de Externalidades, el Valor de Macho-Stadler,

14F] sistema con miltiples candidatos comenzé a emplearse a partir de la segunda Legislatura del
Legelbitzarra, en el ano 1984. En los primeros comicios, en el ano 1980, sélo se podia presentar un
candidato y el veto estaba permitido, por lo que no los analizaremos en este trabajo.
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Tabla 1: Composicion del Parlamento Vasco 1984-2016

Legislatura Partidos y escanos
I Legislatura ~ EAJ-PNV PSE-EE HB AP EE
1984 32 19 11 7 6
II Legislatura  EAJ-PNV PSE-EE HB AP EE EA  CDS
1986 17 19 13 2 9 13 2
IIT Legislatura EAJ-PNV  PSE-EE HB PP EE EA UA
1990 22 16 13 6 6 9 3
IV Legislatura EAJ-PNV PSE-EE HB PP IU-EB EA UA
1994 22 12 11 11 6 8 5
V Legislatura ~ EAJ-PNV PSE-EE EH PP IU-EB EA UA
1998 21 14 14 16 2 6 2
VI Legislatura EAJ-PNV PSE-EE EH PP IU-EB EA
2001 25 13 7 19 3 8
VII Legislatura EAJ-PNV PSE-EE  Aralar PP IU-EB EA PCTV
2005 21 18 1 15 3 8 9
VIII Legislatura EAJ-PNV  PSE-EE  Aralar PP EBB EA UPyD
2009 30 25 4 13 1 1 1
IX Legislatura EAJ-PNV PSE-EE EH-Bildu PP UPyD
2012 27 16 21 10 1
X Legislatura  EAJ-PNV PSE-EE EH-Bildu PP Podemos
2016 28 9 18 9 11

el Valor Lambda de Banzhatf y el Indice de Deegan-Packel y el Indice de Bien Ptiblico’.
Posteriormente (5.2) estudiaremos la evolucién a lo largo de las legislaturas del poder de
las principales fuerzas del sistema de partidos vasco y, por ultimo (5.3), compararemos
los valores de los indices especificos para JFFP con los de los indices originales para
JFFC en algunas de las legislaturas. Antes, sin embargo, resulta necesario abordar el
tema de la seleccion de una familia de distribuciones de probabilidad para calcular el
valor A de Banzhaf:

15E] Valor Lambda Ordinal de Banzhaf no ha sido calculado debido a la dificultad de proponer una
familia de distribuciones de probabilidad que cumpliese las condiciones estudiadas en el apartado 3.1.2.
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Distribuciones de probabilidad en el valor A de Banzhaf

En la seccion 3.1.1 denotamos por £ al conjunto de miembros de A que satisface las
propiedades definidas en (43) y (44), y definimos el juego v* empleando cualquiera de
las familias de distribuciones de probabilidad AV € A € £. Es a partir de este juego v*
que podemos definir el valor A de Banzhaf. Por lo tanto, para el cdlculo de este valor
serd necesario seleccionar una familia de distribuciones de probabilidad que cumpla
estas condiciones.

Alvarez-Mozos y Tejada (2015) proponen varias, de las cuales hemos seleccionado la

siguiente:
p si (S,P):(S,N_S>
A(S,Py=q1-p si(S P)=(S {itien_s) (67)
0 en otro caso

Sabiendo que esta familia de distribuciones de probabilidad cumple las propiedades

(42) y (43), el problema central serd la seleccién de p. Para afrontar este problema
proponemos un método basado en estimar las probabilidades de que se forme una coa-
licion S € P mediante las distancias entre las posiciones ideoldgicas de sus miembros.
El método es el siguiente:
Definimos € = {£€(i) | i = 1,...,n} como el vector que contiene el posicionamiento en el
eje izquierda-derecha de cada jugador ¢ € N, en una escala del 1 al 5, donde el 1 es la
posicion mas a la izquierda y el 5 la posicién mas a la derecha. Equivalentemente, defini-
mos N = {N(i) | ¢ = 1,...n} como el vector que contiene el posicionamiento ideoldgico
en el eje centro-periferia de cada jugador ¢ € N, en una escala del 1 al 5, donde el 1
es la posiciéon més préxima al nacionalismo periférico (el nacionalismo vasco, en este
caso) y el 5 la posicién méas préxima al nacionalismo centralista (es decir, espanol).
A continuacion, la probabilidad de que dos jugadores i, 7 € N pacten se obtiene como
sigue:

Es decir, se divide la suma de las diferencias en los dos ejes ideolégicos por 8, que
es la mayor diferencia acumulada posible, y se sustrae esa cantidad a la unidad. Como
resultado, cuando no existen diferencias obtendremos que la coalicién es un suceso se-
guro y cuando las diferencias sean absolutas obtendremos que la coalicién es un suceso
imposible.

Ahora, para obtener la probabilidad de una coalicién de més de dos jugadores, simple-
mente calculamos el producto de las probabilidades de las coaliciones a pares de sus

95



miembros. De este modo, a medida que el tamano de la coalicién aumenta la probabili-
dad se va reduciendo, salvo en el caso en el que todos los partidos de la coalicién tienen
plena coincidencia ideolégica. De este modo obtendremos, por ejemplo, que p({1,2,3})

es igual a:

p({1,2,3}) = p({1,2}) x p({1,3}) x ({2,3})

Una vez asi definida la probabilidad de una coalicién S cualquiera, lo mas natural
es tomar p para cada A (S, P) como el valor de la gran coalicién que se forma en N_g.
Entonces, si por ejemplo queremos obtener p para calcular AN (S, P) con N = {1,2,3,4}
y S ={1,2}, debemos tomar p =p (N_g) = p({3,4}). No obstante este método con-
duce, en ocasiones, a la obtencién de valores negativos para el indice, como veremos
mas adelante. Una alternativa que garantiza valores acotados entre 0 y 1 es emplear el
mismo p para obtener todos los A (S, P) de cada juego, con independencia del conjunto
N_g. Para ello sugerimos emplear p = p({/N}), si bien esto nos llevard a subestimar las
probabilidades cuando el conjunto N_g no sea grande. La Tabla 2 muestra las puntua-
ciones asignadas en los dos ejes a cada uno de los 15 partidos que hemos estudiado.
Recordemos que el 1 indica la puntuacion mas préxima a la Izquierda y al nacionalismo
vasco, respectivamente, y el 5 la mas proxima a la Derecha y al centralismo espanol.
Como ya hemos dicho, en el siguiente apartado se obtienen varios de los indices estu-
diados anteriormente para 10 procesos de investidura en el Parlamento Vasco, y em-
plearemos ambos métodos de cédlculo de probabilidades para el valor A de Banzhaf, a
fin de comparar los resultados.

5.1. Valores por legislaturas
Comentario sobre la interpretacion de los valores

De los 7 indices considerados,'® 5 de ellos cumplen la propiedad de Eficiencia: El
valor de Myerson, el Valor Libre de Externalidades, el valor de Macho-Stadler, el indi-
ce de Deegan-Packel y el indice de Bien Publico. Por otro lado, 5 de los 7 devuelven
siempre valores acotados entre 0 y 1: El Valor Libre de Externalidades, el valor de
Macho-Stadler, el indice de Deegan-Packel, el indice de Bien Ptblico y el valor A de
Banzhaf cuando tomamos p = p({ N'}). Esto significa que 4 de los 7 indices, a saber, el
Valor Libre de Externalidades, el valor de Macho-Stadler, el indice de Deegan-Packel y

16Entendiendo que los dos valores A de Banzhaf obtenidos mediante diferentes selecciones de p son
indices diferentes.
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Tabla 2: Composicion del Parlamento Vasco 1984-2016

Legislatura Partidos y puntuaciones en los ejes

Partido  Izquierda-Derecha Periferia-Centro

PNV 4 1
PSE-EE 3 3
HB 1 1
AP-PP 4 5
EE 2 2
EA 3 1
CDS 4 4
EH 1 1
UA 4 5
IU-EB 1 2
Aralar 1 1
PCTV 1 1
UPyD 4 5
EHB 1 1
Podemos 2 3

el indice de Bien Ptblico, son eficientes y estan acotados entre 0 y 1. La interpretacion
de estos 4 indices es sencilla en el sentido de que el resultado obtenido puede entenderse
como el porcentaje de poder que cada partido tiene en la caAmara en esa Legislatura.

Para los otros 3, el marco de interpretacién se vuelve difuso, dado que no podremos
interpretar los resultados obtenidos como cuotas o porcentajes. En el caso del valor
de Myerson la interpretacion debe realizarse con especial cautela, debido a que que
devuelve tanto valores negativos como valores por encima del 1. Conviene recordar que
este indice no esta pensado para el contexto concreto de JSFFP, si no para un contexto
mas general de JFFP. En lo relativo al valor A de Banzhaf, pueden aparecer valores
negativos para partidos con muy pocos escanos cuando tomamos p = p({N_g}). Esto
se debe a que cuando tomamos AV (S, P) de acuerdo a (67) y (68) seleccionando p de
este modo, el juego v” resultante no es necesariamente monétono. Como consecuencia,
las contribuciones marginales de un jugador 7 a una o varias coaliciones S pueden ser
negativas, lo que desemboca en pagos negativos para este tipo de jugadores. Cuando

A sf es monétono, por lo que no pue-

seleccionamos p = p({N}), en cambio, el juego v
den aparecer valores negativos. La aparicién de valores negativos, junto con la falta

de Eficiencia del indice, dificulta la interpretacién del valor A de Banzhaf cuando se-
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leccionamos diferentes valores de p para cada subconjunto S € N. En cambio, cuando
utilizamos el mismo valor p para todos los subconjuntos, pese a que el valor no es
Eficiente si estd acotado entre 0 y 1, y su interpretacién es mas sencilla. Ambos, en
todo caso, deben analizarse con cautela, y en este apartado intentaremos trazar una

comparativa entre ellos.

5.1.1. I Legislatura: 1984

Como hemos explicado con anterioridad, las primeras elecciones al Parlamento Vas-

co tras la Transicion tuvieron lugar en el ano 1980, pero el sistema de eleccion del
Lehendakari empleado no contemplaba la proposicién de multiples candidaturas y si
permitia el veto al candidato, por lo que no analizaremos esta Legislatura y comenza-
remos por la inmediatamente siguiente, que se inicid en el ano 1984.
En estos comicios, sélo el PNV propuso a un candidato, Carlos Garaikoetxea, que ya
habia sido elegido Lehendakari en las elecciones del ano 1980, y que fue reelegido por
mayoria simple en la segunda vuelta con los votos favorables del PNV(32) y los votos
en blanco de PSE-EE(19), AP(7) y EE(6). Durante la votacién los diputados de Herri
Batasuna(11) se ausentaron de la cdmara y no ejercieron su derecho al voto. Los valores
obtenidos para los indices de poder se muestran en la Tabla 3.7

Tabla 3: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, I Legislatura (1984)
fndice\Partido PNV PSE-EE HB AP EE

Myerson 1.5000  -0.5000 0 0 0
EFV 0.7000  0.1167  0.1167 0.0333 0.0333
Macho-Stadler 0.6250  0.1250  0.0833 0.0833 0.0833

Ay Banzhaf  0.8750  0.1250  0.1250 0 0

As Banzhaf  0.7500  0.2500 0.1250 0.1250 0.1250
DP-Index 0.6500  0.0667 0.1167 0.0833 0.0833
PG-Index 0.4706 0.1176  0.1765 0.1176 0.1176

Escanos 32 19 11 7 6

Los 7 valores muestran una enorme acumulacion del poder en manos del PNV en

"Denotaremos por A; Banzhaf al valor obtenido empleando p = p({N_s}) y por Ay Banzhaf al
valor obtenido empleando p = p({N'}). Utilizaremos A de Banzhaf para referirnos, de modo general, a
ambos.
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estos comicios, siendo el Valor Libre de Externalidades el que otorga un mayor peso al
partido de Garaikoetxea (0.7) de entre los valores eficientes y acotados entre 0 y 1, y
el indice de Bien Publico el unico que le otorga menos de la mitad del poder (0.47).
Véase que el Valor Libre de Externalidades es el indice eficiente y acotado entre 0 y 1
que mas premia al jugador con mayor niimero de votos con respecto al resto, y el indice
de Bien Publico el que menos. Este comportamiento se repetird a lo largo de todas las
legislaturas estudiadas.

Cabe destacar que los 7 indices planteados identifican a AP y EE como jugadores
simétricos, pese a que no tienen el mismo numero de escanos. Ademas, los valores de
Myerson, Macho-Stadler y Ay de Banzhaf consideran también a Herri-Batasuna como
jugador simétrico con respecto a AP y EE, mientras que el valor A; de Banzhaf considera
que HB es simétrico al PSE-EE. En la comparacién entre los dos valores A de Banzhaf,
vemos como el primero beneficia mas al partido ganador y penaliza mas a los partidos

mé&s pequeios en comparaciéon con el segundo.'®

5.1.2. 1II Legislatura: 1986

Tras las elecciones del ano 1986 se presentaron por primera vez dos candidatos a la
investidura: Jose Antonio Ardanza, del PNV, y Juan Carlos Yoldi, de Herri Batasuna,
que se encontraba en prisién en el momento de las elecciones. Sin embargo, los dipu-
tados de Herri Batasuna(13) volvieron a ausentarse del hemiciclo durante la votacion,
por lo que Yoldi no obtuvo ningin voto. Ardanza fue elegido Lehendakari por mayoria
absoluta en la primera vuelta con los votos de PNV(17), PSE-EE(19) y CDS(2). Los
diputados de EA(13), EE(9) y AP(2) votaron en blanco. Resulta llamativo que el par-
tido con mayor nimero de escanos, el PSE-EE, optara por no proponer un candidato
propio y apoyar al candidato del PNV. Los valores obtenidos para los indices de poder
se muestran en la Tabla 4.

El poder se fragmenta mucho mas en esta legislatura, en la que entran nuevos partidos
al Parlamento, pasando de un JSFFP de 5 jugadores a uno de 7. Esta vez el PSE-EE
es el partido con mas escanos, y por lo tanto el que més poder obtiene conforme a
todos los indices, con excepcion del indice de Bien Piblico, que asigna una cota de
poder ligeramente superior al PNV (0.1944 de los nacionalistas frente a 0.1912 de los
socialistas). Esto resulta aiin mas significativo cuando recordamos que fue el candidato

8Esta afirmacién, no obstante, debe entrecomillarse, en el sentido de que, dado que uno de los
valores estd acotado entre 0 y 1 y el otro no estd acotado por abajo, los marcos de referencia para
interpretarlos son distintos.
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Tabla 4: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, IT Legislatura (1986)
Indice\Partidlo PNV PSE-EE  HB AP EE EA CDS
Myerson 1.2333 -1.8333 0.1000 0.4333 0.5333 0.1000 0.4333
EFV 0.1595 0.3929  0.1429 0.0095 0.1429 0.1429 0.0095
Macho-Stadler 0.2366  0.2710  0.1637 0.0245 0.1159 0.1637 0.0245
A; Banzhaf  0.2031  0.2344 0.1094 -0.0156 0.1094 0.1094 0.0156
Ao Banzhaf  0.2344  0.2656  0.1406 0.0156 0.1406 0.1406 0.0156
DP-Index 0.1962 0.2305 0.1572 0.0626 0.1383 0.1572 0.0579
PG-Index 0.1944  0.1912  0.1599 0.0815 0.1379 0.1599 0.0752

Escanos 17 19 13 2 9 13 2

del PNV quien gané la investidura, eso si, con el apoyo del PSE-EE.

Los valores de Myerson, Macho-Stadler, Ay de Banzhaf y el Valor Libre de Externali-
dades prueban que cumplen la propiedad de Simetria, asignando valores idénticos a los
partidos con mismo nimero de escanos (HB y EA, y AP y CDS). En el caso del valor
A; de Banzhaf nos encontramos con que si asigna los mismo valores a AP y CDS en
términos absolutos, pero sorprendentemente AP obtiene este valor (0.0156) con signo
negativo. Curiosamente, el valor Ay de Banzhaf también asigna el valor 0.0156 a ambos
jugadores, pero sin signo negativo.

En el caso de los indices que dependen del conjunto de coaliciones incrustadas ganado-
ras minimales de cada jugador, es decir, el indice de Deegan-Packel y el indice de Bien
Publico, nos encontramos con que si asignan los mismos valores a HB y EA, pero no
asi a AP y CDS, ambos con 2 diputados. Esto se debe al uso de la regla de desempate
descrita en el apartado 4.2.2, que beneficia a AP frente al CDS. Véase, por ejemplo,
que cuando se forman las coaliciones {PNV,EE, PP} y {EA HB,CDS}, es la coalicién a
la que pertenece el PP la que gana el desempate por sumar un mayor nimero de vo-
tos (451237 frente a 421520), pero cuando intercambiamos las posiciones de CDS y PP,
forméndose las coaliciones {PNV EE,CDS} y {EA,HB,PP}, también es la coalicién a la
que pertenece el PP la que, por poco, acumula méas votos (436681 frente a 436076). En
ambos casos la coalicién incrustada ganadora que se forma es, ademas, ganadora mini-
mal, por lo que el conjunto de coaliciones incrustadas ganadoras minimales del PP tiene,
como minimo, dos elementos mas que el del CDS, y como consecuencia observamos esas
diferencias en los pagos. Cuando no empleamos la regla de desempate, los pagos son
similares para ambos jugadores: Ambos obtienen 0.0464 en el indice de Deegan-Packel
y 0.0659. Es importante senalar que la diferencia de resultados observada al emplear
la regla de desempate no supone una violaciéon de la propiedad de Simetria definida
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en (60), puesto que, al emplear esta regla, los valores de las coaliciones incrustadas
anteriormente descritas cambian si el PP y el CDS intercambian sus posiciones, y por
lo tanto no pueden ser considerados jugadores simétricos.

Continuando con el analisis de la simetria de los jugadores, el Valor Libre de Externali-
dades identifica también a Fuskadiko Ezquerra como jugador simétrico a AP y el CDS,

19 asigna

pese a que tiene 4 escanos menos que estos, mientras que el valor A de Banzha;
valores similares a HB, EE y EA. El Valor Libre de Externalidades es el indice eficiente
y acotado entre 0 y 1 que mas premia al partido con méas escanos, y de nuevo el indice
de Bien Publico el que lo premia menos (de hecho ni siquiera lo da como ganador)
y fragmenta mas el poder, otorgando cuotas muy similares a los 5 partidos con mas

escanos (PSE-EE,PNV HB,EA y EE).

5.1.3. III Legislatura: 1990

En el ano 1990 Jose Antonio Ardanza vuelve a presentarse a la investidura, en esta
ocasién como tunico candidato, y es de nuevo elegido, aunque esta vez en la segunda
vuelta por mayoria simple (se queda a un escano de los 38 que conceden la mayoria
absoluta), con los votos de PNV (22), EA(9) y EE(6). El PSE-EE(16), PP(6) y UA(3)
votan en blanco y los diputados de HB(13) se ausentan una vez més de la votacién. Los
valores obtenidos para los indices de poder se muestran en la tabla 5.

En esta tercera legislatura aumenta la concentracién del poder en manos del PNV,

Tabla 5: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, ITI Legislatura (1990)
Indice\Partidlo PNV PSE-EE  HB PP EE EA UA

Myerson 0.0333  0.8333  -0.8000 0.2000 0.2000 0.3500 0.1833
EFV 0.4524  0.1857  0.1190 0.0524 0.0524 0.1024 0.0357
Macho-Stadler 0.3514  0.2163  0.1721 0.0623 0.0623 0.0982 0.0374
A; Banzhaf  0.3594  0.2656  0.1719 0.0469 0.0156 0.0469 0.0156
Ay Banzhat  0.3281  0.2656  0.2031 0.0781 0.0781 0.1094 0.0469
DP-Index 0.3702 0.1253  0.1202 0.0846 0.0846 0.1323 0.0827
PG-Index 0.2601  0.1419 0.1351 0.1081 0.1081 0.1453 0.1014

Escanos 22 16 13 6 6 9 3

aunque no alcanza los niveles vistos en la primera, en la cual los nacionalistas acumula-

ban mas de la mitad del poder en tres de los cuatro indices eficientes y acotados entre 0

19 Ambos casos.
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y 1. E1 PP y EE se convierten en jugadores simétricos de acuerdo con todos los indices
(y con su nimero de escanos), y el poder del PSE-EE se ve muy reducido con respecto
a la anterior legislatura, en favor del PNV.

Vemos de nuevo como el valor A; de Banzhaf concentra mas el poder en el mayor par-
tido y otorga cuotas mas pequenas a los partidos pequenos que el valor A,. En cuanto
al segundo partido, el PSE-EE, ambos indices le otorgan la misma cuota de poder
(0.2656). Sin embargo, dado que la suma de los valores para A; es menor que la suma
de los valores para Ay (0.92 frente a 1.16), podemos entender que el PSE-EE tiene mas

poder en el primer indice que en el segundo.

5.1.4. 1V Legislatura: 1994

Antonio Ardanza se presenta por tercera vez a la investidura y vuelve a ser elegido
en el ano 1994, recuperando la mayoria absoluta en la primera vuelta gracias a los
votos de PNV(22), PSE-EE(12) y EA(8). Ninguna formacién propuso a un candidato
alternativo, por lo que PP(11), IU-EB(6) y UA(5) votaron en blanco y los diputados
de HB(11) volvieron a ausentarse durante la votacién. Los valores obtenidos para los
indices de poder se muestran en la Tabla 6.

Los resultados obtenidos para la cuarta Legislatura son muy similares a los de la ter-

Tabla 6: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, IV Legislatura (1994)
fndice\Partido PNV  PSE-EE HB PP IU-EB EA UA

Myerson 3.5167  -0.1000 -0.7167 -0.7167 -0.9000 1.2667 -1.3500
EFV 0.4310 0.1643 0.1143 0.1143 0.0476 0.0810 0.0476
Macho-Stadler 0.3722  0.1431  0.1360 0.1360 0.0667 0.0819 0.0642
Ay Banzhat  0.3438  0.1562  0.1562 0.1562 0.0625 0.0312 0.0625
Ay Banzhaf  0.3125  0.1875  0.1875  0.1875  0.0938 0.0938 0.0938
DP-Index 0.3323 0.1432  0.1330 0.1330 0.0871 0.1004 0.0710
PG-Index 0.2366  0.1559  0.1452 0.1452 0.1075 0.1183 0.0914

Escanos 22 12 11 11 6 3 5

cera, por lo que podemos concluir que el sistema de partidos vasco pasd por una época
de inmovilismo durante los 4 anos que separan el comienzo de una y otra. Incluso los
partidos contintian siendo fundamentalmente los mismos, con la sustitucién de Fuska-
diko Ezquerra por IU-EB.

Los indices muestran una ligera disminucién del poder del PNV (salvo para el valor de
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Macho-Stadler, que crece levemente), que mantuvo el mismo niimero de escanos (22)
y del PSE-EE (salvo para el indice de Bien Publico), que perdié 4 escanos. El gran
beneficiado de la legislatura es el PP, que aumenta perceptiblemente su cuota de poder
en todos los indices salvo en el indice de Bien Ptblico, y se convierte en un jugador
simétrico a HB. De nuevo el valor A; de Banzhaf concentra més el poder en manos del
primer partido que el valor As.

5.1.5. 'V Legislatura: 1998

Dos candidatos se presentan a la investidura en el ano 1998: J.J. Ibarretxe, del PNV,
y C. Iturgaiz, del PP. El candidato nacionalista obtiene la victoria por mayoria absoluta
con el apoyo del PNV(21), EA(6) y 13 de los 14 diputados de EH. Por su parte Iturgaiz
obtiene los votos del PP(18) y de UA(2). 13 de los 14 diputados del PSE-EE y los
2 diputados de IU-EB se abstienen, mientras que los diputados A.Astibia, de EH, y
F.Maturana, del PSE-EE se ausentaron del hemiciclo durante la votacién. Los valores
obtenidos para los indices de poder se muestran en la Tabla 7.
Continuando con la tendencia anterior, el sistema de partidos vasco no sufre grandes

Tabla 7: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, V Legislatura (1998)
Indice\Partidlo PNV PSE-EE  EH PP IU-EB EA UA

Myerson -1.1000 -0.5167 -0.5167 1.8333 0.0833 1.1333 0.0833
EFV 0.4190  0.1357  0.1357 0.1690 0.0190 0.1024 0.0190
Macho-Stadler  0.3122  0.1742  0.1742 0.2119 0.0292 0.0692 0.0292

Ay Banzhaf  0.3750  0.1562  0.1562 0.1875 0 0.0938 0
A; Banzhaf  0.3438  0.1875  0.1875 0.2188 0.0312 0.1562 0.0312
DP-Index 0.3694  0.1399  0.1399 0.1637 0.0559 0.0754 0.0559
PG-Index 0.2822  0.1494  0.1494 0.1660 0.0747 0.1037 0.0747

Escanos 21 14 14 16 2 6 2

cambios en esta Legislatura. El PP continda creciendo y deja atras a PSE-EE y EH,

que ahora son jugadores simétricos. También lo son IU-EB y UA.

5.1.6. VI Legislatura: 2001

En el ano 2001 J.J Ibarretxe vuelve a presentarse a la investidura, esta vez como
unico candidato, y es elegido por mayoria simple en la segunda vuelta con los apoyos de
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PNV (33) y EB(3). Los diputados de PP(19) y PSE-EE(13) votaron en blanco y los de
EH no votaron, aunque estuvieron presentes en la camara. Los valores obtenidos para
los indices de poder se muestran en la Tabla 8.

En esta sexta legislatura sélo 6 partidos logran representacién en la cdmara (Unién

Tabla 8: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, VI Legislatura (2001)
Indice\Partidlo PNV PSE-EE  EH PP  IU-EB EA
Myerson 1.1667 0 -0.1667 0.1667 0 -0.1667
EFV 0.5000  0.0833  0.0833 0.2500 0 0.0833
Macho-Stadler 0.4139  0.1750  0.0861 0.2222 0.0167 0.0861
Ay Banzhaf  0.5625  0.1250  0.0625 0.3125 -0.0625 0
Ay Banzhaf  0.5000  0.1250  0.1250 0.3750 0 0.1250
DP-Index 0.4583  0.1094  0.1250 0.1302 0.0625 0.1146
PG-Index 0.3281 0.1406  0.1562 0.1562 0.0781  0.1406
Escanos 25 13 7 19 3 8

Alavesa se queda fuera), por lo que entramos en un JSFFP de 6 jugadores, lo que
favorece la concentracién de poder en manos del partido con mas representantes, el
PNV, que alcanza un peso de 0.5 en el Valor Libre de Externalidades y el valor A; de
Banzhaf, valores superiores al 0.4 para los valores de Macho-Stadler y Deegan-Packel,
y del 0.33 para el Indice de Bien Publico. En el caso del valor A; de Banzhaf, la cuota
de poder del PNV se dispara hasta un 0.56.

En cambio, el partido con menos escanos de la camara, IU-EB, ve afectado su poder
hasta el punto de volverse un jugador nulo, en el sentido de que tiene poder 0, segin
el Valor Libre de Externalidades y el valor A, de Banzhaf.?® Resultan curiosas las
simetrias que plantean los indices en esta legislatura: El valor de Myerson identifica
como simétricos a los pares PNV, PP; PSE-EE. IU-EB y EH,EA. Llama particularmente
la atencién la simetria entre los socialistas e Izquierda Unida, dada la diferencia de
escafios entre ambas fuerzas (13 del PSE-EE frente a sélo 3 de IU-EB). El Valor Libre
de Externalidades identifica como jugadores simétricos a PSE-EE, EH y EA| el valor
Ay de Banzhaf a PSE-EE, EH y EA| el valor de Macho-Stadler a EH y EA y el Indice
de Bien Publico a PSE-EE y EA y a EH y PP. Pese a que las simetrias planteadas por
el Indice de Bien Piblico resultan curiosas, pues otorgan similar poder a un partido
que tiene 19 escanos y a otro que tiene 7, debemos recordar que los valores de este
indice dependen del conjunto de coaliciones ganadoras minimales de cada jugador, y el

20E] valor de Myerson también asigna un 0 a IU-EB, pero dado que adopta valores negativos, no
podemos interpretar adecuadamente este 0, que también se lleva el PSE-EE.
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tamano de este no se encuentra directamente relacionado con el ntimero de escanos.

5.1.7. VII Legislatura: 2005

J.J. Ibarretxe se presenta por tercera vez a la investidura en el ano 2005, esta vez
frente al candidato socialista Patxi Loépez, siendo investido lehendakari el primero en
la segunda vuelta por tan sé6lo un voto de diferencia. Ibarretxe obtuvo los apoyos de
PNV(29), EB(3) y 2 de los 9 diputados del PCTV (los 7 restantes se ausentaron durante
la investidura), para un total de 34 escanos, mientras que Lépez conté con el voto del
PSE-EE(18) y del PP(15) para sumar 33 escaios. Vot en blanco Aralar, que contaba
con un unico escano. Los valores obtenidos para los indices de poder se muestran en la
Tabla 9:

De nuevo nos encontramos con un juego de 7 jugadores, y esto se ve reflejado en un

Tabla 9: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, VII Legislatura (2005)
fndice\Partido PNV  PSE-EE Aralar PP IU-EB EA  PCTV
Myerson -0.8667  0.5667 -0.9667 0.5167 -0.1333 0.6167 1.2667
EFV 0.4262  0.1929  0.0095 0.1762 0.0095 0.0929 0.0929
Macho-Stadler  0.3247  0.2475  0.0125 0.1786 0.0331 0.0972 0.1064
A; Banzhaf  0.3438  0.2812 -0.0312 0.1562 0.0000 0.0312 0.0625
Ay Banzhat  0.3281  0.2656  0.0156 0.2031 0.0469 0.1094 0.1094
DP-Index 0.2690  0.1609  0.0396 0.1922 0.0693 0.1337 0.1353
PG-Index 0.2162  0.1622  0.0586 0.1892 0.0856 0.1441 0.1441

Escanos 21 18 1 15 3 8 9

nuevo aumento de la fragmentacién del poder politico, que tiene como principal afec-
tado al PNV, que sufre una importante reduccion en su cuota de poder. Esta situacién
la aprovecha el PSE-EE, que crece hasta a situarse como segunda fuerza politica en
numero de escanos y en las puntuaciones del Valor Libre de Externalidades, el valor de
Macho-Stadler y el valor A de Banzhaf. En los indices que dependen del conjunto de
coaliciones incrustadas ganadoras minimales (DP-Index y PG-Index), sin embargo, el
PP se mantiene como segunda fuerza.

Aralar(1) y IU-EB(3) son considerados jugadores simétricos por el Valor Libre de Ex-
ternalidades, que también asigna la misma puntuaciéon a EA(8) y PCTV(9). Estos dos
partidos también son considerados simétricos por el Indice de Bien Ptblico y el valor
A5 de Banzhaf.
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5.1.8. VIII Legislatura: 2009

En la sesion de investidura celebrada el 5 de Mayo de 2009 volvieron a concurrir co-
mo candidatos J.J. Ibarretxe, del PNV, y Patxi Lopez, del PSE-EE, resultando esta en
la primera (y unica, hasta la fecha) derrota de un candidato del PNV en una sesién de
investidura. Lopez fue investido Lehendakari por mayoria absoluta en la primera vuelta
con los apoyos del PSE-EE(25), PP(13) y UPyD(1). Por su parte, Ibarretxe cont6 con
los votos del PNV(30), Aralar(4) y EA(1). EBB, que contaba con un tnico diputado,
se abstuvo. Los valores obtenidos para los indices de poder se muestran en la Tabla 10.

En esta octava Legislatura, pese a que continuamos hablando de un JSSFP de 7 jugado-

Tabla 10: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, VIII Legislatura (2009)
fndice\Partido PNV  PSE-EE Aralar PP EBB EA UPyD
Myerson 1.2500 -0.2667 -0.7667 0.9833 -0.0667 -0.0667 -0.0667
EFV 0.6143 0.1976  0.0310 0.1143 0.0143 0.0143 0.0143
Macho-Stadler 0.4458  0.2772  0.0272 0.2231 0.0089  0.0089  0.0089
A; Banzhaf  0.6562 0.3438  0.0625 0.1250 -0.0312 -0.0625 -0.0312
Ay Banzhat  0.6406  0.3594  0.1094 0.1406 0.0156 0.0156  0.0156
DP-Index 0.4808 0.1154  0.0962 0.0385 0.0897 0.0897  0.0897
PG-Index 0.2759  0.1724  0.1552 0.0345 0.1207 0.1207  0.1207

Escanos 30 25 4 13 1 1 1

res, cuatro de estos jugadores cuentan un nimero muy reducido de escanos (Aralar(4),
EBB(1), EA(1), UPyD(1)), lo que facilita que el poder vuelva a concentrarse en manos
de los grandes partidos, principalmente el PNV, que llega a acumular una cuota de
0.61 en el Valor Libre de Externalidades, y del PSE-EE, que acumula hasta un 0.28
con el valor de Macho-Stadler. Véase, volviendo sobre las legislaturas anteriormente
analizadas, que cuando el segundo partido se encuentra a una distancia razonable con
respecto a sus inmediatos perseguidores (diferencias de mas de 2 escanos), el valor de
Macho-Stadler es el valor eficiente y acotado entre 0 y 1 que mayor cuota de poder
otorga a este jugador. Una excepcion a esta regla la encontramos en la VI Legislatura,
en la cual el PP, segunda fuerza, obtiene una puntuacién mayor con el Valor Libre de
Externalidades que con el valor de Macho-Stadler. Lo mismo ocurre en la [X y X Legis-
latura. En el resto de casos, sin embargo, si se cumple esta norma. El tercer partido con
mayor representacion en la cdmara también acostumbra a verse beneficiado por este
indice con respecto al resto, siempre y cuando no haya empates.

Noétese también que, a la vista de este juego, el valor A; de Banzhaf no satisface ninguna
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propiedad de Simetria,?! pues asigna valores distintos a EBB, EA y UPyD, fuerzas con
el mismo nimero de escanos. Esto ocurre porque, con el sistema de asignacion de dis-
tribuciones de probabilidad A que hemos empleado, los valores de estas distribuciones
cambian segin a qué jugador consideremos pese a que tengan igual nimero de escanos,
dado que estan determinados también por su posicionamiento ideolégico. En cualquier
caso, las caracterizaciones del valor A de Banzhaf (Teorema 13 y Teorema 14) debidas
a Alvarez y Tejada que hemos estudiado (Alvarez & Tejada; 2015), no incluyen propie-
dades de Simetria, a pesar de lo cual el valor A, si asigna pagos iguales a jugadores con
mismo nimero de escanos.

5.1.9. IX Legislatura: 2012

En los comicios del ano 2012 el PNV recupera el Gobierno de la mano de Inigo
Urkullu, que es elegido por mayoria simple en la segunda vuelta sé6lo con el apoyo
de su partido(27). La formacién nacionalista de izquierdas EH-Bildu(21) propuso como
candidata alternativa a Laura Mintegi, que s6lo obtuvo los votos de su propia formacién.
El resto de partidos de la cdmara, a saber, PSE-EE(16), PP(10) y UPyD(1) votaron el
blanco. Los valores obtenidos para los indices de poder se muestran en la Tabla 11.

La novena legislatura se encuentra marcada por la reduccién del nimero de fuerzas

Tabla 11: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, IX Legislatura (2012)
fndice\PartidO PNV  PSE-EE EH-Bildu PP UPyD

Myerson 1 0.2500 0.2500  -0.5833 0.0833
EFV 0.5833  0.0833 0.2500 0.0833 0

Macho-Stadler 0.4167  0.1875 0.2292 0.1181 0.0486

A; Banzhaf  0.7500  0.1250 0.2500 0 -0.1250

Ay Banzhaf  0.5625  0.1875 0.3125 0.1875  0.0625
DP-Index 0.4487  0.1410 0.2179 0.1410  0.0513
PG-Index 0.3333  0.1667 0.2500 0.1667  0.0833

Escanos 27 16 21 10 1

politicas en la cdmara (de 7 a 5) y por la irrupcién de un nuevo partido que ocupa
el espectro del nacionalismo de izquierdas y se convierte en la segunda fuerza de la
camara: EH-Bildu. De este modo, el PNV se mantiene como fuerza hegeménica, con
una cuota de poder de entre 0.33 y 0.58, segun el indice eficiente y acotado entre 0 y 1

21Gj 1o hace el valor As.
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que se considere. EHB acumula en torno al 0.25 del poder, y el PSE-EE y el PP pierden
peso, siendo considerados simétricos por el Valor Libre de Externalidades, el Indice de
Deegan-Packel y el Indice de Bien Publico. UPyD, con 1 diputado, se convierte en
una fuerza marginal con muy poca capacidad de influencia politica, hasta el punto de
que el Valor Libre de Externalidades, que como sabemos es el que mas castiga a las
fuerzas minoritarias, no le otorga poder en absoluto, por lo que podemos decir que lo
considera un jugador nulo. El resto de indices si le otorgan una pequena cuota de poder
que se explica en la medida en que, si se forman las coaliciones {PNV PP} y {PSE-
EE,EH-BILDU}, se produce un empate a 37 escanos y UPyD se convierte en un agente
decisivo para romperlo. Llama la atencién la simetria observada entre PSE-EE y PP en
el Valor Libre de Externalidades, el valor Ay de Banzhaf y los indices de Deegan-Packel
y Bien Publico, cuando los socialistas tienen la capacidad de otorgar al PNV la mayoria
absoluta y el PP carece de ese poder. El valor de Macho-Stadler, en cambio, si otorga

al PSE-EE una cuota de poder ligeramente superior a la del PP.

5.1.10. X Legislatura: 2016

Inigo Urkullu fue reelegido como Lehendakari en el ano 2016 con el apoyo del
PNV(28) y del PSE-EE(9), frente a la candidata de EH-Bildu, Madalen Uriarte, que
obtuvo el apoyo de los 18 diputados de su partido. Los parlamentarios de PP(9) y Pode-
mos(11) votaron en blanco. Los valores obtenidos para los indices de poder se muestran
en la Tabla 12.

Esta ultima legislatura se encuentra marcada por la sustitucién de UPyD, que como

Tabla 12: Indices de Poder en el Parlamento Vasco, X Legislatura (2016)

Indice\Partidlo PNV PSE-EE EH-Bildu PP Podemos
Myerson 0.6667 -0.5000 0.6667  -0.5000  0.6667
EFV 0.5667  0.0667 0.1500  0.0667  0.1500
Macho-Stadler 0.4722  0.0833 0.1806  0.0833  0.1806
A; Banzhaf  0.6875 -0.0625 0.1875  0.0625  0.1875
Ay Banzhaf  0.6250  0.1250 0.2500  0.1250  0.2500
DP-Index 0.4167  0.1250 0.1667  0.1250  0.1667
PG-Index 0.2800  0.1600 0.2000  0.1600  0.2000

Escanos 28 9 18 9 11

dijimos se habia convertido en partido sin capacidad de influencia politica (un jugador
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nulo, en términos de Teoria de Juegos), por Podemos, que se convierte en la tercera
fuerza de la camara sobrepasando a PSE-EE y PP, que ven como pasan de disputarse
tracicionalmente el segundo y tercer puesto a convertirse en las fuerzas més pequenas
de la camara.

La cuota de poder del PNV se mantiene mas o menos estable, a pesar del aumento de la
fragmentacion causado por la irrupcién de Podemos. EH-Bildu, sin embargo, sufre una
reduccién importante de su capacidad de influencia, y todos los indices lo consideran
un jugador simétrico a Podemos, pese a que tienen 7 diputados més que la formacion
morada.

5.2. Indices de poder para los principales partidos e ideologias

En este apartado analizaremos la trayectoria politica, en términos de valores para
JSFFP, de las cuatro tendencias ideoldgicas definidas por los clevages izquierda-derecha
y centro-periferia, a través de los resultados obtenidos por los principales partidos que
representan a esta tendencia.

Las ideologias y partidos son los siguientes: Derecha-Periferia: PNV. Izquierda-Centro:
PSE-EE. Derecha-Centro: AP, PP. Izquierda-Periferia: HB, EH, PCTV, EH-Bildu. En
el caso de esta ultima tendencia, la ilegalizacién de los principales partidos de la iz-
quierda abertzale ha imposibilitado el seguimiento de esta linea ideoldgica a lo largo de
las legislaturas a través de un unico partido. En cualquier caso consideramos que hay
una coincidencia ideoldgica y una relacién politica suficientes entre las cuatro fuerzas
como para considerarlas representativas de una misma corriente a lo largo del tiem-
po. Por motivos de facilidad en la interpretacién, para llevar a cabo este analisis sélo

emplearemos los indices acotados entre 0 y 1.

5.2.1. Izquierda-Periferia

La Figura 1 muestra la cuota de poder de la izquierda abertzale se mantiene més
o menos constante entre el 0.1 y el 0.2, primero con Herri Batasuna (legislaturas I-IV)
y posteriormente con Euskal Herritarok (legislaturas V-VI) y el Partido Comunista de
las Tierras Vascas (VII Legislatura). En la VIII Legislatura no hay ningin partido na-
cionalista vasco y de izquierdas con un peso importante en la cdmara (Aralar tiene 4
escanos, por lo que no lo hemos incluido). Sin embargo, tras esa legislatura la izquierda
abertzale obtiene sus mejores resultados con la irrupcion de EH Bildu en el Parlamento,
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Valores para lzquierda-Periferia
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Figura 1: Evolucién de los valores en la corriente Izquierda-Periferia

consiguiendo cuotas de poder de hasta 0.25 en indices Eficientes y de 0.3 en el valor A,
de Banzhaf. En los siguientes comicios (2016) sus resultados empeoran, pero continian
siendo mejores que todos los obtenidos antes del 2012, y los consolidan como segunda
fuerza politica en el sistema de partidos vasco.

Podemos comentar varias cosas acerca de los indices de poder: El Valor Libre de Ex-
ternalidades se encuentra siempre entre los indices con valores mas bajos, dado que,
como hemos visto, es un valor que premia al jugador con mas escanos, y perjudica a
fuerzas con menos representacion. El valor de Macho-Stadler también otorga puntua-
ciones bajas en los peores momentos del partido en cuanto a representacién, pero esta
entre los valores mas altos en los anos 1986, 1990 y 1998. Los indices de Deegan-Packel
y de Bien Piblico son los que mantienen sus valores mas constantes a lo largo de las
legislaturas, con oscilaciones muy pequenas, pero el nivel del segundo es mayor, dado
que, como dijimos anteriormente, es el indice que més fragmenta el poder, premiando
mas a los partidos pequenos que el resto de valores. De hecho, el indice de Bien Publico
es el indice eficiente con mayor nivel en las legislaturas en las que la izquierda abertzale
obtiene sus peores resultados electorales (1984, 2001 y 2005), pero también en las que

obtiene los mejores (2012, 2016). Por tltimo, el valor Ay de Banzhaf alcanza niveles muy
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altos (por encima de la proporcién de escafnios del partido en la cdmara) la mayoria del
tiempo, y es el que mayor nivel general muestra. Esto resulta natural cuando se observa
que, en 9 de las 10 legislaturas analizadas, la suma de los pagos del valor A; de Banzhaf,

que como sabemos no es Eficiente, es superior a 1.22

5.2.2. Derecha-Periferia

Analizamos ahora la evolucién de los indices de poder aplicados a la tendencia
ideolégica del nacionalismo vasco de derechas, que ha tenido un tnico representante
con peso desde las primeras elecciones al Parlamento Vasco en el ano 1980: El PNV.
Ademas de la fuerza hegemoénica en esta corriente politica, el PNV ha sido durante todos
estos anos la fuerza hegeménica del sistema de partidos vasco, gobernando en 10 de 11
legislaturas y siendo la fuerza més votada en otras 10 (curiosamente, la legislatura en
la que no goberné y la legislatura en la que no fue la fuerza mas votada no coinciden).
La Figura 2 muestra la evolucion de los valores para el PNV en las 10 legislaturas
consideradas.

El gréafico muestra claramente la hegemonia del PNV, que obtiene una proporcion de
escanos practicamente igual o superior a 0.3 en todas las elecciones menos en las del
ano 1986, unica Legislatura en la que no fue la primera fuerza politica en nimero de
escanos de la camara. Los indices de poder le otorgan, con excepcion del indice de Bien
Ptblico, un peso aiin mayor a su proporcién de escanos. Esto es especialmente visible en
el caso del Valor Libre de Externalidades, que le asigna puntuaciones muy por encima
de su proporciéon de escanos en todas las legislaturas en las que el PNV es la primera
fuerza politica, y sin embargo es el presenta la puntuacién mas baja cuando no lo es.
Esto nos permite confirmar algo que ya intuiamos: El Valor Libre de Externalidades
es el indice que mas beneficia en los pagos al partido con mas escanos, y el que menos
reparte entre el resto. Estamos por lo tanto ante un indice de caracter marcadamente
mayoritario.

El indice de Bien Publico, por el contrario, le otorga en todas las legislaturas excepto
en la primera pagos iguales o inferiores a su proporcién de escanos, dado que, como ya
hemos comentado anteriormente, es el indice més proporcional, y reduce el pago del
jugador mas grande para repartir entre el resto de jugadores. Los valores de Macho-

Stadler y Deegan-Packel se sitian en una zona intermedia entre estos dos indices, y

tienen niveles muy similares entre si.

Por 1ultimo, el valor Ay de Banzhaf adopta valores altos, por los motivos anteriormente

2286lo es inferior a 1 en la IT Legislatura.
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Figura 2: Evolucién de los valores en la corriente Derecha-Periferia

explicados, pero en esta ocasién su nivel se queda por debajo del del Valor Libre de
Externalidades, lo que de nuevo da cuenta de hasta qué punto el indice ideado por De

Clippel y Serrano beneficia al partido con més escanos.

5.2.3. Izquierda-Centro

La Figura 3 muestra la evolucién de los indices para el PSE-EE, la faccion vasca del
PSOE, que ha sido tradicionalmente la segunda fuerza politica en el Parlamento Vasco,
hasta desplomarse al cuarto lugar en las elecciones del afio 2016. El grafico muestra unos
resultados bastante uniformes hasta el ano 2009, cuando consiguen su mejor resultado
electoral con 25 escanios y, pese a no ser la primera fuerza politica (el PNV obtuvo 30),
logran la investidura de su candidato a Lehendakari, Patxi Lépez, con el apoyo del PP.
Sin embargo, tras este triunfo sufren una caida electoral que les lleva a obtener su peor
resultado en las dltimas elecciones.

Lo primero que llama la atencién en el grafico es el pico realizado por el Valor Libre

de Externalidades en la segunda legislatura, otorgandole un pago de casi 0.4 con 19
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Figura 3: Evolucién de los valores en la corriente Izquierda-Centro

escanos, muy superior al aproximadamente 0.2 que obtiene en el ano 2009, con 25
escanos. Este pico estd motivado por el hecho de que el ano 1986 es el tinico en el que
el PSE-EE consigue ser la primera fuerza politica en niimero de escanos de la cdmara
y, en consecuencia, el Valor Libre de Externalidades lo premia con una cuota de poder
muy alta debido a su caracter mayoritario.

El valor de Macho-Stadler es la curva con mas nivel de aquellas correspondientes a
indices eficientes, lo que apoya la idea sugerida en el apartado 5.1 de que este valor es
el que mas premia generalmente al segundo partido con méas escanos. Véase que en las
ultimas elecciones, siendo el PSOE la fuerza mas pequena del hemiciclo junto con el PP,
tanto el valor de Macho-Stadler como el Valor Libre de Externalidades se desploman,
siendo los que menos pago ofrecen al PSE-EE.

El indice de Bien Publico es el que menos cambios sufre en los pagos de legislatura a
legislatura, mientras que el indice de Deegan-Packel llama la atencién por ser el que
menos poder otorga al PSE-EE cuando obtiene sus mejores resultados, probablemente
debido a que su conjunto de coaliciones ganadoras minimales no crece en proporcion a
su subida electoral.

Por dltimo, es importante senalar que el valor Ay de Banzhaf ajusta admirablemente
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bien la proporcién de escanos obtenida por el PSE-EE en cada Legislatura.

5.2.4. Derecha-Centro

Valores para Derecha-Centro
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Figura 4: Evolucion de los valores en la corriente Derecha-Centro

Analizaremos por ultimo la evolucién de los valores en la corriente ideoldgica de-
recha-centro, representada por AP /PP, segiin de que legislatura hablemos. La gréfica
muestra una forma de campana, tanto en la proporcion de escanos como en los valores
de los indices, que indica un crecimiento continuado de esta tendencia politica a partir
del ano 1986, con una cumbre en el ano 2001, donde obtiene sus mejores resultados , y
un descenso continuo en adelante.

Vemos de nuevo como el Valor Libre de Externalidades se sitiia por encima del resto de
valores eficientes cuando el PP obtiene buenos resultados (en el ano 2001), y se desplo-
ma por debajo de los demas cuando se encuentra entre las fuerzas mas pequenas de la
cdmara (entre 1984 y 1990 y en los anos 2012 y 2016). Sin embargo, las puntuaciones
no se disparan en su mejor legislatura como ocurria para el PSE-EE, dado que no logra
situarse como primera fuerza. En cualquier caso, este indice vuelve a mostrar que es el

més mayoritario de los estudiados. Es ademas la curva con menor nivel.
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Como contraste, el Indice de Bien Publico es el que le otorga las mayores puntuaciones
en los peores momentos del partido y el segundo que peor pago le asigna en sus mejores
legislaturas, sélo superado por el Indice de Deegan-Packel. Los dos valores basados en
los conjuntos de coaliciones ganadoras minimales ofrecen resultados muy similares en
este caso, pero el nivel del DPI es ligeramente inferior al del PGI.

El valor de Macho-Stadler, por su parte, premia las segundas posiciones del PP en los
anos 1999 y 2001, y se situa entre el Valor Libre de Externalidades y el resto de indices
cuando el partido esta en horas bajas. Llama la intencién el pico observado en el valor
de Macho-Stadler en el ano 2009, cuando el PP se situaba como tercera fuerza politica
con 13 escanos.

Por 1ltimo, el valor A, de Banzhaf es con mucho la curva con mayor nivel. Como ya
vimos anteriormente, esto se debe a que no se encuentra sujeto a la propiedad de Efi-
ciencia, y por lo tanto puede repartir mas riqueza entre los jugadores que el resto de

indices.

5.3. Comparativa de valores para JSFFP y JSFFC

Para terminar la quinta seccién, y antes de extraer conclusiones en la sexta, compara-
remos los pagos ya observados de los indices para JSFFP con los valores que obtenemos
para los valores de Shapley-Shubik, Banzhaf, Deegan-Packel y Bien Piblico si consi-
deramos que no existen externalidades en el juego del Parlamento Vasco. Llevaremos
a cabo la comparacién analizando tres legislaturas, escogidas en funcién del nimero
de partidos con representacion en la camara y de la fragmentacién del poder politico.
Estudiaremos en primer lugar la Il Legislatura, en la que el hemiciclo esta ocupado por
7 partidos y la fragmentacién del poder es muy alta. A continuacién analizaremos la
VI Legislatura, con 6 partidos, y una menor fragmentacion del poder, y por tltimo la
IX Legislatura, en la que sélo hay 5 partidos en la camara, de los cuales sélo 4 tienen
poder real (UPyD sélo tiene un escano y es considerado jugador nulo por Valor Libre

de Externalidades), y la concentracién del poder en manos del PNV es alta.

5.3.1. 7 partidos y alta fragmentacion

Lo primero que llama la atencién de los indices para JSFFC es que plantean més
simetrias entre jugadores (en el sentido de que asignan pagos similares) que los indices
para JSFFP. De este modo, el PNV y el PSE-EE reciben pagos iguales en todos los indi-
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Tabla 13: Comparativa de valores ¢/s externalidades, II Legislatura (1986)
fndice\Partido PNV PSE-EE HB AP EE EA CDS
Shapley-Shubik 0.2524  0.2524  0.1524 0.0190 0.1524 0.1524 0.0190

Myerson 1.2333  -1.8333 0.1000 0.4333 0.5333 0.1000 0.4333
EFV 0.1595 0.3929  0.1429 0.0095 0.1429 0.1429 0.0095
Macho-Stadler 0.2366  0.2710 0.1637 0.0245 0.1159 0.1637 0.0245
Banzhaf 0.1661 0.1661  0.1449 0.1166 0.1449 0.1449 0.1166

A, Banzhaf 0.2031 0.2344 0.1094 -0.0156 0.1094 0.1094 0.0156

Ay Banzhaf 0.2344 0.2656 0.1406 0.0156 0.1406 0.1406 0.0156
Deegan-Packel 0.2222 0.2222  0.1556 0.0444 0.1556 0.1556 0.0444

DP-Index 0.1962  0.2305 0.1572 0.0626 0.1383 0.1572 0.0579

Public Good  0.2105 0.2105 0.1579 0.0526 0.1579 0.1579 0.0526

PG-Index 0.1944 0.1912 0.1599 0.0815 0.1379 0.1599 0.0752

Escanos 17 19 13 2 9 13 2

ces que no consideran las externalidades y pagos diferentes en todos los indices que si las
consideran. Por otro lado, EE recibe también el mismo pago que HB y EA en todos los
indices sin externalidades, mientras que sélo el Valor Libre de Externalidades, el indice
de Deegan-Packel y los dos valores A de Banzhaf les asignan pagos iguales de entre los
valores para juegos con externalidades. Los jugadores con mismo nimero de escanos,
l6gicamente, reciben pagos iguales en todos los indices.?® Esta mayor repeticién de los
pagos tiene su explicacién en el hecho de que los indices para juegos con externalida-
des utilizan una cantidad de informacion mucho menor que los indices especificamente
disenados para JSFFP, dado que sélo se preocupan de la coaliciéon considerada, y no
de lo que hagan el resto de partidos. En las otras dos legislaturas analizadas (VI y IX)
veremos como estas situaciones de “falsa simetria” pueden dar lugar a pagos muy poco
l6gicos en juegos con externalidades.

Otro rasgo a tener en cuenta es que los valores para JSFFC reducen el pago al jugador
con mas escanos con respecto a los indices para JSFFP, con excepcion del indice de
Bien Publico. Sin embargo, esto no implica necesariamente un pago mayor para los
jugadores con menos escanos (AP y CDS), que en general reciben pagos mejores con

los valores para juegos con externalidades.

23Con la excepcién de AP y el CDS en el valor A; de Banzhaf, que ya fue comentada en el apartado
5.1.2.
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5.3.2. 6 partidos y un término medio

Tabla 14: Comparativa de valores ¢/s externalidades, VI Legislatura (2001)
fndice\Partido PNV  PSE-EE EH PP IU-EB EA
Shapley-Shubik 0.4000 0.2333  0.0667 0.2333 0 0.0667

Myerson 1.1667 0 -0.1667 0.1667 0 -0.1667
EFV 0.5000  0.0833  0.0833 0.2500 0 0.0833
Macho-Stadler  0.4139  0.1750  0.0861 0.2222 0.0167 0.0861
Banzhaf 0.2131 0.1803  0.1475 0.1803 0.1311 0.1475
A; Banzhaf  0.5625 0.1250  0.0625 0.3125 -0.0625 0
A, Banzhaf 0.5000  0.1250  0.1250 0.3750 0 0.1250
Deegan-Packel 0.2667 0.2333  0.1333 0.2333 0 0.1333
DP-Index 0.4583 0.1094  0.1250 0.1302 0.0625 0.1146
Public Good  0.2308  0.2308  0.1538 0.2308 0 0.1538
PG-Index 0.3281 0.1406  0.1562 0.1562 0.0781  0.1406
Escanos 25 13 7 19 3 8

De nuevo resulta llamativa la asignacion de pagos similares a jugadores con una
cantidad muy diferente de escanos, como son el PSE-EE(13) y el PP(19) por parte
de todos los indices para JSFFC. En esta ocasién ninguno de los indices para JSFFP
devuelven resultados iguales para estos dos partidos.

Por otro lado, volvemos a observar como los pagos para el jugador con més escanos, el
PNV(25), son inferiores con los valores que no tienen en cuenta las externalidades, y, del
mismo modo, el partido con menos escanos, IU-EB(3), se ve claramente perjudicado por
estos indices, dado que todos lo consideran un jugador nulo salvo el valor de Banzhaf.
Este tltimo es el tinico valor para JSFFC que asigna a ITU-EB un pago distinto de 0 dado
que considera todo el conjunto de coaliciones ganadoras a las que pertenece el jugador,
sin importar cuanto aporta él a la coalicién. Los otros valores, al tener en cuenta las
contribuciones marginales o las coaliciones ganadoras minimales, consideran a [U-EB
jugador nulo, dado que este partido nunca puede hacer ganadora a una coaliciéon que

no lo sea ya.

5.3.3. 5 partidos y alta concentracion

El caso extremo de pagos iguales a jugadores con condiciones muy distintas lo en-
contramos en esta Legislatura, donde el PP(10) y UPyD(1) reciben el mismo pago en
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Tabla 15: Compartiva de valores c¢/s externalidades, IX Legislatura (2012)
fndice\Partido PNV PSE-EE EH-Bildu PP UPyD
Shapley-Shubik 0.4000  0.2333 0.2333 0.0667  0.0667

Myerson 1 0.2500 0.2500  -0.5833 0.0833
EFV 0.5833  0.0833 0.2500  0.0833 0
Macho-Stadler  0.4167  0.1875 0.2292  0.1181  0.0486
Banzhaf 0.2453  0.2075 0.2075  0.1698  0.1698
A, Banzhaf 0.7500  0.1250 0.2500 0 -0.1250
A, Banzhaf 0.5625  0.1875 0.3125 0.1875  0.0625
Deegan-Packel 0.2667  0.2333 0.2333 0.1333  0.1333
DP-Index 0.4487  0.1410 0.2179 0.1410 0.0513
Public Good  0.2308  0.2308 0.2308 0.1538  0.1538
PG-Index 0.3333  0.1667 0.2500 0.1667  0.0833
Escanos 27 16 21 10 1

todos los indices para juegos sin externalidades pese a encontrarse en una situacion
a priori muy diferente en el marco parlamentario, dado que el PP puede ser decisivo
para la formacién de gobierno en muchas situaciones diferentes, mientras que UPyD
sélo lo es cuando se producen las coaliciones {PNV,PP} y {PSE-EE .EH-BILDU}. Sin
embargo, cuando no tenemos en cuenta las estructuras coalicionales, es decir, las ex-
ternalidades, los conjuntos de coaliciones ganadoras, coaliciones ganadoras minimales
y pagos marginales de PP y UPyD son similares, por lo que los indices para JSFFP
les asignan los mismos pagos. Claramente esta situacién resulta indeseable cuando tra-
bajamos con juegos en los que las estructuras coalicionales son relevantes, dado que
estamos ignorando informacién fundamental al calcular los pagos.

De nuevo, ademas, vemos como los indices para juegos sin externalidades perjudican
al jugador con mas escanos, el PNV(27), pero en este caso benefician a la fuerza mas

pequena, UPyD(1), por los motivos anteriormente expuestos.

6. Conclusiones

Tras el analisis realizado, las conclusiones de este trabajo tienen dos dimensiones:
Politicas y matematicas. Nos ocuparemos primero de las conclusiones politicas, referidas
al analisis del sistema de partidos vasco y como éste se encuentra determinado por su

modelo de investidura, y abordaremos después las conclusiones matematicas, referidas
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al caracter de los indices estudiados y a su uso.

6.1. Conclusiones politicas: Un sistema de investidura marca-

damente mayoritario

La principal conclusién que podemos extraer de este analisis acerca del sistema
de partidos vasco es que la derecha nacionalista, representada por el PNV, es la fuerza
absolutamente dominante del sistema. Este dominio se ve muy favorecido por un sistema
de investidura que facilita que gobierne, casi sin excepcion, la lista mas votada. De este
modo podemos observar como todos los indices de poder considerados que cumplen la
propiedad de Eficiencia y estdn acotados entre 0 y 1, a excepcion del Indice de Bien
Publico, otorgan a la lista més votada una cuota de poder mayor a su proporcién de
escanos en la cdmara. En cambio, esos mismos indices otorgan puntuaciones inferiores
a su proporcién de escanos al resto de listas. La cuota de poder en este sistema del
partido con més escanos, es decir, del PNV en la practica totalidad de los casos, se
sitia entonces muy por encima de su cuota real de representacion de la ciudadania.
El sistema ha cumplido, eso si, con su objetivo de garantizar la gobernabilidad en
un sistema politico muy fragmentado, en el que tradicionalmente ha habido un buen
numero de partidos con capacidad de influencia en la cdmara. Sin embargo, la tendencia
observada en las tltimas dos legislaturas de reducciéon del nimero de fuerzas politicas
con representacion en la caimara implica también una reduccion de la fragmentacion del
poder y de las dificultades para formar gobierno, por lo que podria discutirse si este

sistema de investidura continta siendo necesario en caso de mantenerse esta tendencia.

6.2. Conclusiones matematicas

En primer lugar, consideramos que ha quedado demostrado, en un sentido practico,
que los indices tradicionales para JSFFC no resultan validos cuando trabajamos con
juegos con externalidades, dado que omiten informacién fundamental a la hora de asig-
nar los pagos.

Centrandonos ya en los valores para juegos con externalidades, de los 6 indices de poder
calculados en este trabajo, cuatro de ellos son eficientes y estdan acotados entre 0 y 1,
por lo que su interpretacion, como hemos indicado anteriormente, resulta sencilla. Los
otros dos (el valor de Myerson y el valor A de Banzhaf), en cambio, no cumplen estas

dos condiciones y deben analizarse con mas cautela.
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Las puntuaciones obtenidas para el valor de Myerson a lo largo de las legislaturas han
sido francamente desconcertantes, y es complicado encontrar un patréon légico para
interpretar las cantidades observadas, ya sea en términos de valores absolutos o asu-
miendo que los pagos se distribuyen en toda la recta real. A la luz de estos resultados,
desaconsejamos el empleo del valor de Myerson en el ambito de los Juegos Simples en
Forma de Funcién de Particion.

Los resultados obtenidos para el valor A de Banzhaf, en las dos variantes estudiadas, si
muestran un orden légico en relacién con los pesos de los partidos en la camara y son
susceptibles de interpretacién. El valor A;, que hemos obtenido definiendo distintas fa-
milias de distribuciones de probabilidad, determinadas por los cambios del valor p, para
cada S C N, arroja en ocasiones pagos negativos, debido a que, como ya dijimos, las
distribuciones de probabilidad empleadas no garantizan la obtencion de juegos monéto-
nos. Teniendo esto en cuenta, los valores negativos no deberian de ser un obstaculo
para la interpretacion del indice, si bien dificultan la comparaciéon de las puntuaciones
obtenidas con las de los otros indices de poder considerados. Por otro lado, este valor
no garantiza que partidos con el mismo ntimero de escanos obtengan los mismos pagos,
dado que los resultados dependen de las distintas distribuciones de probabilidad, deter-
minadas por las diferencias ideoldgicas entre cada partido y el resto, y por lo tanto estas
diferencias ideoldgicas determinan indirectamente el pago. Esta circunstancia puede ser
incluso deseable, en el sentido de que resulta légico que cuando dos partidos tienen el
mismo numero de escanos, pero uno de ellos tiene diferencias ideoldgicas importantes
con el resto de fuerzas de la cAmara y el otro se encuentra muy cercano ideolégicamente
a esas fuerzas, los pagos sean diferentes.

El valor A, de Banzhaf, en cambio, no arroja valores negativos y asigna pagos similares
a partidos con los mismos escanos, por lo que su interpretacién es muy similar a la de
los indices eficientes y acotados entre 0 y 1. Es recomendable, en cualquier caso, ser
cuidadoso en las comparaciones, dado que al no ser Eficiente el valor A, de Banzhaf
tiende a devolver puntuaciones mas elevadas a las del resto de valores acotados entre
0 y 1. En definitiva, si aconsejamos el empleo del valor A de Banzhaf, con cualquier
de las dos familias de distribuciones de probabilidad consideradas, pero recomendamos
cautela en la interpretacion y la comparacién de los valores.

En lo que se refiere a los 4 valores eficientes y acotados entre 0 y 1, el Valor Libre de
Externalidades es claramente el indice con un caracter mas marcadamente mayoritario.
El valor propuesto por De Clippel y Serrano otorga al partido con mas escanos una
cuota de poder muy superior a su cuota de representacién, y a cambio asigna pagos
muy pequenos a los partidos con menos escanos. Sin ser tan mayoritario, el valor de

Macho-Stadler beneficia también a las fuerzas mas grandes, y en particular es el indice
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que mejores pagos suele dar a las segundas y, en menor medida, a las terceras fuerzas
del Parlamento.

En contraste, el Indice de Bien Publico es el valor mas proporcional, y en consecuencia,
el que mantiene sus pagos més estables a lo largo de las legislaturas, dado que tiende a
repartir el poder entre todas las fuerzas. el Indice de Deegan-Packel no es tan propor-
cional, pero continia siendo menos mayoritario que el Valor Libre de Externalidades
y el valor de Macho-Stadler. El uso de todos estos indices es muy recomendable, da-
do que verifican propiedades muy razonables y su interpretacién es muy sencilla. Es

importante, eso si, tener en cuenta las tendencias aqui descritas.
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A. Cdbdigos R

En este apéndice se incluyen los codigos empleados para calcular los distintos indices
obtenidos en la Seccién 5, asi como las dos distribuciones de probabilidad utilizadas para
obtener los valores A de Banzhaf.

A.1. Coddigo para el valor de Myerson

library(partitions)
MyersonVal<-function(players){

n<-length(players)

names (players)=1:n

parts<-listParts(n)
N<-length(parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[ii], how="replace")

parts2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
parts2[[i]]l<-lapply(parts[[il],as.numeric)}

out2<-vector("list",N)
for (i in 1:N){
out2[[ill<-lapply(out[[i]],as.numeric)}

sums <-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

sums [[i]]<-1lapply (out [[i]], sum)
}

max<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
max [[i]]<-which.max(sums [[i]])}
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winnersindex<-numeric (N)
for (i in 1:N){

winnersindex[il<-max[[i]]}

notwins<-vector ("list",length(parts2))
for (i in 1:length(parts2)){
notwins [[i]]<-as.matrix(parts2[[i]]) [-winnersindex[i],]

notwins[[i]]<-as.matrix(notwins [[i]])

}

NwSi<-matrix(nrow=n,ncol=length(notwins))
NwSi[,1]=rep(0,n)

for (i in 1:n){

for (j in 2:length(notwins)){

if (length(which(unlist(lapply(notwins[[j]],
function(x) i %in% x))==T))==0){
NwSili,jl=0}

elseq
NwSi[i,jl=which(unlist(lapply(notwins[[j]],
function(x) i %in% x))==T)

3}
sums<-vector ("list",length(notwins))

for (i in 1:length(notwins)){
sums [[i]]<-matrix(nrow=length(notwins[[i]]) ,ncol=1)

}

sums [[1]]<-0

for (i in 2:length(sums)){

for (j in 1:length(sums[[i]]1)){

sums [[1]11[j,]1=1/((length(parts2[[i]])-1)*
(n-(length(unlist (notwins [[i]J]1[j,1)))))
}}

sums2<-vector ("list",n)

for (i in 1:n){

sums2[[i]]<-matrix (nrow=length (sums) ,ncol=1)
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for (j in 1:length(sums)){

if (NwSil[i,jl==0){
sums2[[i]][j,]l=sum(sums [[j]11)}

elseq

sums2 [[i]][j,]l=sum(sums [[j1][-NwSi[i,jI11)}
}

}

Ind<-matrix (nrow=n,ncol=length(sums))

for (i in 1:n){

for (j in 1:length(sums)){

Ind[i,jl=

((-1)"(length(parts2[[jl]l)-1))*factorial (length(parts2[[j]1])-1)x*

((1/n)-sums2[[i]11[j,1)
3}

Myerson<-apply(Ind,1,sum)

names (Myerson)=1:n

return(Myerson)

}

A.2. Cédigo para el Valor Libre de Externalidades

library (partitions)

library (GameTheory)
ExtFreeVal<-function(players){

n<-length(players)
names (players)=1:n

parts<-listParts(n)
N<-length(parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[ii], how="replace")

parts2<-vector ("list",N)

84



for (i in 1:N){
parts2[[i]]l<-lapply(parts[[i]],as.numeric)}

out2<-vector("list",N)
for (i in 1:N){
out2[[ill<-lapply(out[[i]],as.numeric)}

Votes2<-vector ("list",n)

for (i in 1:n){
Votes2[[i]]l=t(combn(players,i))
}

for (i in 1:n){

for (j in 1:nrow(Votes2[[i]])){
Votes2[[i]][j,]l=sum(Votes2[[i]1]1[j,]1)
3}

for (i in 1:n){
Votes2[[i]l]l=Votes2[[i]1[,11}
Votes2<-unlist (Votes?2)

CF<-numeric (length(Votes2))

for (i in 1:n){

if (Votes2[i]l==max(Votes2[1:n])){
CF[il=1}

elseq

CF[i]l=03}}

for (i in 1:(length(Votes2)-n)){
if (Votes2[i+n]>max(Votes2[1:n])){
CF[i+n]=1}

elseq

CF[i+n]=0}}

Game<-DefineGame (n, CF)
EFV<-ShapleyValue (Game,1:n)$SV

return (EFV)
}

A.3. Cddigo para el valor de Macho-Stadler
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library(partitions)

MSVal<-function(players){

n<-length(players)

names (players)<-1:n

parts<-listParts (n)
N<-length(parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[iil],

parts2<-vector("list",N)
for (i in 1:N){
parts2[[i]l]l<-lapply(parts[[i]],as.numeric)}

out2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
out2[[ill<-lapply(out[[i]],as.numeric)}

sums<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

sums [[i]]<-1lapply (out [[i]], sum)
}

max<-vector ("list" ,6N)
for (i in 1:N){
max [[i]]<-which.max(sums [[i]])}

winnersindex <-numeric (N)
for (i in 1:N){

winnersindex[i]l<-max[[i]]}

winners<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){

how="replace")

winners[[i]]<-as.matrix(parts2[[i]]) [winnersindex[i],]}

for (i in 1:length(winners)){
winners[[i]]<-unlist(winners[[i]])}

winners<-as.matrix(winners)
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sizesS<-numeric(length(winners))
for (i in 1:length(winners)){
sizesS[i]<-length(winners[[i]])

}

nowinners<-vector ("list",length(winners))

for (i in 1:length(winners)){

nowinners [[i]]<-as.matrix(parts2[[i]]) [-winnersindex[i],]
}

for (i in 1:length(nowinners)){

nowinners [[i]l]]<-as.matrix(nowinners[[i]])

}

SizesNW<-vector("list",length(nowinners))
SizesNW[[1]]<-0

for (i in 2:length(nowinners)){
SizesNW[[i]]l<-lapply(nowinners[[i]],length)
}

for (i in 1:length(SizesNW)){
SizesNW[[ill<-as.matrix(SizesNW[[i]l])}

Tsums<-vector ("list",length(winners))

Tsums [[1]]<-1

for (i in 2:length(winners)){

Tsums [[i]]<-matrix(nrow=nrow(SizesNW[[i]]) ,ncol=1)
for (j in 1:nrow(SizesNW[[i]])){

Tsums [[1]][j,]<-factorial (unlist(SizesNW[[il][j,]1)-1)
}3}

Term<-numeric (length(winners))
for (i in 1:length(winners)){
Term[i]<-prod(unlist(Tsums [[1]1]))
}

Coal<-matrix(nrow=n,ncol=length(winners))
for (i in 1:n){
for (j in 1:length(winners)){

if (i %in% unlist(winners[j,])){
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Coall[i,jl=1}%
elseq
Coall[i,jl=0}
3

Beta<-matrix (nrow=n,ncol=ncol (Coal))

for (i in 1:n){

for (j in 1:ncol(Coal)){

if (Coall[i,jl==1){

Betal[i,jl=(factorial (sizesS[jl-1)x
factorial(n-sizesS[j]))/factorial(n)}
elsed{

Betal[i,jl=(-((factorial(sizesS[j])*
factorial(n-sizesS[j]l-1))/factorial(n)))}
}3

Terms<-matrix(nrow=n,ncol=length(winners))

for (i in 1:n){

for (j in 1:length(winners)){

Terms [i,j]=(Term[j]l/(factorial(n-sizesS[j])))*Betali,j]
+}

MS<-apply(Terms,1,sum)
names (MS)<-1:n

return (MS)
}

A.4. Codigo para el valor A de Banzhaf

Este cédigo es valido para cualquier familia de distribuciones de probabilidad AV

contenida en A que se considere.?*

library(partitions)

library(GameTheoryAllocation)

LBanzhaf <-function(players, lambdaN){

24 Argumento lambdaN.
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n<-length(players)

names (players)=1:n

parts<-listParts(n)
N<-length(parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[iil,

parts2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
parts2[[i]]<-lapply(parts[[i]],as.numeric)}

for (i in 1:length(parts2)){
parts2[[i]]<-as.matrix(parts2[[i]])
}

out2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
out2[[ill<-lapply(out[[i]],as.numeric)}

sums<-vector ("list",6N)

for (i in 1:N){

sums [[i]]<-1lapply (out [[i]], sum)
}

max<-vector ("list" ,6N)
for (i in 1:N){
max [[i]]<-which.max(sums [[i]])}

winnersindex <-numeric (N)
for (i in 1:N){

winnersindex[i]l<-max[[i]]}

winners<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){

how="replace")

winners[[i]]<-as.matrix(parts2[[i]]) [winnersindex[i],]}

Coal<-coalitions(n)$Binary[-1,]
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S<-vector("list",2°n-1)
for (i in 1:length(S)){
S[[i]]<-which(Coall[i,]==1)
}

symdiff <- function(a,b) setdiff (union(a,b), intersect(a,b))

difs<-vector("list",length(S))

for (i in 1:length(S)){
difs[[i]]<-vector("list",length(parts2))

for (j in 1:length(parts2)){
difs[[i]][[jl]l<-matrix(nrow=nrow(parts2[[j]]),ncol=1)
for (k in 1:nrow(parts2[[jI1]1)){

if (length(symdiff (unlist (parts2[[j]1]1[k,]),S[[111))==0){
difs[[1]1100j1][k,]=1}

elsed{

difs[[i]11[[j1][k,]=0}

11}

for (i in 1:length(difs)){

for (j in 1:length(difs[[i]]1)){
difs[[i]1]1[[jll<-apply(difs[[i]J]1[[jl1],2,sum)
1}

CP<-matrix(nrow=length(S),ncol=length(parts2))
for (i in 1:nrow(CP)){

for (j in 1:ncol(CP)){

CP[i,jl=difs[[i]]([[j]]

}3}

PartCoal<-vector ("list",2"°n-1)

for (i in 1:(2°n-1)){

PartCoal [[i]]<-vector("list",length(which(CP[i,]==1)))
for (j in 1:length(which(CP[i,]==1))){

PartCoal [[i]][[jl]l<-parts2[[which(CP[i,]==1)[j1]]

1}

PNS<-vector("list",length(S))
for (i in 1:length(S)){

PNS[[i]]l<-PartCoal[[i]][[which(lambdaN[[i]]==
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max (unlist (lambdaN[[i]1])))]]
}

PartWins<-vector ("list",2"°n-1)

for (i in 1:(2°n-1)){

PartWins [[i]]<-vector("list",length(which(CP[i,]==1)))
for (j in 1:1length(which(CP[i,]l==1))){

PartWins [[i]][[jl]<-winners [[which(CP[i,]l==1)[j]1]1]
PartWins [[i]][[j]]<-unlist (PartWins [[i1][[j]11)

3}

PNSwinners<-vector ("list",length(S))

for (i in 1:length(S)){

PNSwinners [[i]]<-PartWins [[i]] [[which(lambdaN[[i]]==
max (unlist (lambdaN[[i]])))]]

}

vLambda<-numeric (length(S))

for (i in 1:length(S)){

if (length(symdiff (S[[i]],PNSwinners[[i]]))==0){
vLambda[i]=1}

elsed{

vLambda [1i]=0}

}

Si<-matrix (nrow=n,ncol=length(S))
for (i in 1:n){

for (j in 1:length(S8)){

if (1 %in% SCL31104

Sif[i,jl=1}

elseq

Sifi,j1=0}

+3}

Sni<-vector("list",n)

for (i in 1:n){
Sni[[i]]l<-vector("list",length(which(Si[i,]l==1)))
for (j in 1:length(which(Sil[i,]==1))){
Sni[[i]J]1[[jll<-symdiff (S[[which(Sil[i,]==1)[j11]1,1i)}}
for (i in 1:n){
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Sni[[il]l<-as.matrix(as.matrix(Sni[[i]])[-1,1)%}

SSni<-vector("list",n)

for (i in 1:n){
SSni[[i]]<-vector("list",length(Snil[[i]]))
for (j in 1:length(Sni[[i]]1)){
SSni[[i]JJ[[jl]l<-vector("list",length(S))}}

for (i in 1:m){

for (j in 1:length(Sni[[i]1]1)){

for (k in 1:length(S)){
SSni[[i]J[[j1]1[[k]]l<-identical(Sni[[i]][j,],S[k])
33}

SniVal<-vector ("list",n)

for (i in 1:n){

SniVal [[i]]<-vector("list",length(Sni[[i]])+1)

SniVal [[i]][[1]1]<-0

for (j in 1:length(Sni[[i]]1)){

SniVal [[i]][[j+1]]1<-vLambda [which(SSni[[i]J][[j]]==T)]
3}

for (i in 1:n){

SniVal[[ill<-as.matrix(SniVal[[i]])

}

LambdaBanzhaf <-numeric (n)

t1<-1/(27(n-1))

for (i in 1:n){

t2<-numeric (length(which(Si[i,]==1)))

for (j in 1:1length(which(Sil[i,]l==1))){
t2[jl=vLambda[which(Si[i,]==1)][jl-unlist(SniVal [[i]][,1])[j]
}

t2<-sum(t2)

LambdaBanzhaf [i]<-t1*t2

}

return(LambdaBanzhaf)

}
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Cddigo para obtener las distribuciones de probabilidad en A,

library(partitions)

library (GameTheoryAllocation)
LambdaN<-function(players,eco,nac){
n<-length(players)

EcoDif <-matrix (nrow=n,ncol=n)
for (i in 1:n){

for (j in 1:n){

EcoDif [i,j]l<-abs(eco[il-eco[j])
}}

NacDif <-matrix (nrow=n,ncol=n)
for (i in 1:n){

for (j in 1:n){

NacDif [i,jl<-abs(nac[i]l-nacl[j])
3

PactP<-matrix (nrow=n,ncol=n)

for (i in 1:n){

for (j in 1:m){

if (EcoDif[i,jl+NacDif[i,jl==0){
PactP[i,jl=1}

elsed{
PactP[i,jl<-1-((EcoDif[i,jl+NacDif[i,j])/8)
333

parts<-listParts(n)
N<-length (parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[ii], how="replace")
parts2<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){
parts2[[i]]<-lapply(parts[[i]],as.numeric)}
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for (i in 1:length(parts2)){
parts2[[i]]<-as.matrix(parts2[[i]])
}

Coal<-coalitions(n)$Binary[-1,]

S<-vector ("list",2°n-1)
for (i in 1:length(S)){
S[[i]ll<-which(Coall[i,]==1)
}

symdiff <- function(a,b) setdiff (union(a,b), intersect(a,b))

difs<-vector("list",length(S))

for (i in 1:length(S)){
difs[[i]]<-vector("list",length(parts2))

for (j in 1:length(parts2)){
difs[[i]][[jl]l<-matrix(nrow=nrow(parts2[[j]]) ,ncol=1)
for (k in 1:nrow(parts2[[jI]1)){

if (length(symdiff (unlist (parts2[[j1]1[k,]),S[[1i11))==0){
difs[[i]J]J[[j1][k,]=1}

elsed{

difs[[i]]J[[j1][k,]=0}

3}

for (i in 1:length(difs)){

for (j in 1:length(difs[[i]]1)){
difs[[i11[[jll<-apply(difs[[i]]1[[j1],2,sum)
}3}

CP<-matrix(nrow=length(S),ncol=length(parts2))
for (i in 1:nrow(CP)){

for (j in 1:mncol(CP)){

CP[i,jl=difs[[11]1[[;1]

1}

PartCoal<-vector("list",2"n-1)

for (i in 1:(2°n-1)){

PartCoal [[i]]<-vector ("list",length(which(CP[i,]==1)))
for (j in 1:length(which(CP[i,]==1))){
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PartCoal [[i]][[jll<-parts2[[which(CP[i,]==1)[j1]]
1

p<-vector("list",length(S))

for (i in 1:length(S)){

pl[il]l<-prod(PactP[-unlist(S[[i]]),

-—unlist (S[[i]])][lower.tri(PactP[-unlist(S[[il]),-unlist(S[[i11)1)1)
}

probs<-vector ("list",length(S))

for (i in 1:length(S)){

probs[[i]]<-vector ("list",length(PartCoal [[i]]))
for (j in 1:length(PartCoal [[i]])){

if (length(PartCoal [[i]]J[[jl])-1==n-length(S[[1]]1)){
probs [[i]1[[j]11=C1-p[[i]1)}

elseq

probs [[111[[j]1]1=0}

if (length(PartCoal [[i]J][[j11)-1==1){

probs [[i]]1[[j]1=p([il]}

elsed{

probs [[i]1]1[[jl]l=probs [[il]1[[j11}

+}

for (i in 1:length(S)){

if (length(PartCoal [[i]])==1){
probs [[i]]1[[1]1]1=1}

elsed{

probs [[i]1]1[[j]l]1=probs [[i]1[[j113%}
}

return (probs)

}

lambdaN_1<-LambdaN(players ,eco,nac)

Caddigo para obtener las distribuciones de probabilidad en A,

library(partitions)
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library(GameTheoryAllocation)

LambdaN2<-function(players ,eco,nac){

n<-length(players)

EcoDif <-matrix(nrow=n,ncol=n)
for (i in 1:n){

for (j in 1:n){

EcoDif [i,jl<-abs(eco[i]l-eco[j])
3}

NacDif <-matrix(nrow=n,ncol=n)
for (i in 1:n){

for (j in 1:n){

NacDif [i, jl<-abs(nac[i]l-nac[j])
1}

PactP<-matrix (nrow=n,ncol=n)

for (i in 1:n){

for (j in 1:n){

if (EcoDif [i,jl+NacDif[i,j]l==0){
PactP[i,jl=1}

elseq

PactP[i,jl<-1-((EcoDif [i,j]+NacDif[i,j])/8)
}r}

parts<-listParts(n)
N<-length(parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[iil],
parts2<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){
parts2[[i]l]l<-lapply(parts[[i]],as.numeric)}
for (i in 1:length(parts2)){

parts2[[i]]l<-as.matrix(parts2[[i]])
+
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Coal<-coalitions(n)$Binary[-1,]

S<-vector("list",2"n-1)
for (i in 1:length(S)){
S[[i]]<-which(Coall[i,]==1)
}

symdiff <- function(a,b) setdiff (union(a,b), intersect(a,b))

difs<-vector("list",length(S))

for (i in 1:length(S)){
difs[[il]l<-vector("list",length(parts2))

for (j in 1:length(parts2)){
difs[[i]l][[jl]l<-matrix(nrow=nrow(parts2[[j]l]) ,ncol=1)
for (k in 1:nrow(parts2[[j1]1)){

if (length(symdiff (unlist (parts2[[j1]1[k,]),S[[i11))==0)1
difs[[1]11[[j1]1[k,]=1}

elseq

difs[[1]1[[j1]1[k,]=0}

33}

for (i in 1:length(difs)){

for (j in 1:length(difs[[i]]1)){
difs[[1]1]1[[jll<-apply(difs[[i]J]1[[j1],2,sum)
1}

CP<-matrix(nrow=length(S),ncol=length(parts2))
for (i in 1:nrow(CP)){

for (j in 1:ncol(CP)){

CP[i,jl=difs[[i]][[j]]

1

PartCoal<-vector("list",2"°n-1)

for (i in 1:(2°n-1)){

PartCoal [[i]]<-vector("list",length(which(CP[i,]==1)))
for (j in 1:1length(which(CP[i,]==1))){

PartCoal [[i]][[jl]l<-parts2[[which(CP[i,]l==1)[j1]]

}}

p<-prod(PactP[lower.tri(PactP)])
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probs<-vector ("list",length(S))

for (i in 1:length(S)){
probs[[i]]<-vector("list",length(PartCoal [[i]]))
for (j in 1:length(PartCoal[[i]]1)){

if (length(PartCoal [[i]][[jl])-1==n-length(S[[i]])){
probs [[i]]1[[jl1]1=(1-p)}

elsed{

probs [[i]1]1[[j]1]1=0}

if (length(PartCoal [[i]J]1[[jl])-1==1){

probs [[i]1]1[[jl]l=p}

elsed{

probs [[i]1][[jl]=probs [[i]1]1[[j1]1}

+}

for (i in 1:length(S)){

if (length(PartCoal [[i]])==1){
probs [[111[[1]1]1=1}

elsed{

probs [[i1]1[[jl]l=probs[[i]I1[[j]11%}
}

return (probs)

}

lambdaN_2<-LambdaN(players ,eco,nac)

A.5. C(Cddigo para el DP-Index y el PG-Index

library(partitions)
PowerIndices<-function(players,votes){
if (missing(votes)){
library(partitions)

n<-length(players)

names (players)=1:n
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parts<-listParts(n)
N<-length (parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[ii], how="replace")

parts2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
parts2[[i]l]l<-lapply(parts[[i]],as.numeric)}

out2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
out2[[i]]<-lapply(out [[i]],as.numeric)}

sums<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

sums [[1i]]<-lapply (out [[i]], sum)
}

max<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
max [[i]]<-which.max(sums [[i]])}

winnersindex<-numeric (N)
for (i in 1:N){

winnersindex[i]l<-max [[i]]}

winners<-vector ("list",6N)
for (i in 1:N){

winners[[i]]<-as.matrix(parts2[[i]]) [winnersindex[i] ,]}

upperbound<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){

upperbound [[i]]<-as.numeric(as.matrix(sums[[i]]) [winnersindex[i],])}

lowerbound<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

lowerbound [[i]]<-as.numeric(lapply(as.matrix(out2[[i]]) [winnersindex[i],],
sum))-as.numeric(lapply(as.matrix(out2[[i]]) [winnersindex[i],],min))}
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lbr<-numeric (N)

ubr <-numeric (N)

for (i in 1:N){
lbr[il<-length(which(sums [[i]]>=1lowerbound [[i]]))}
for (i in 1:N){
ubr[i]<-length(which(sums [[i]]>=upperbound [[i]]1))}

MWC<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){

if (lbr[il>1&ubr[il==1){
MWC[[il]l<-winners[[i]]}
elsed{

MWC[[i]l]=0}%

}

ActiveCoalition<-MWC [-which (MWC==0)]
WinningParts<-parts[-which (MWC==0)]
MWEC<-cbind (ActiveCoalition ,WinningParts)

SumsPart <-sums [-which (MWC==0)]
for (i in 1:length(ActiveCoalition)){
SumsPart [[i]]<-unlist (SumsPart[[i]])}

MaxPart <-numeric (length (ActiveCoalition))
for (i in 1:length(ActiveCoalition)){
MaxPart [i]<-max (SumsPart [[i]])}

MWC2<-numeric(length(ActiveCoalition))

for (i in 1:length(ActiveCoalition)){

if (length(SumsPart [[i]])==2){

MWC2([i]=1}

else{

if (length(which (apply(as.matrix (combn (SumsPart [[i]][-which.max(
SumsPart [[i]]1)],2)),2,sum)>=MaxPart[[i]]))==ncol(as.matrix(
combn (SumsPart [[i]] [-which.max (SumsPart[[i]])],2))))

{

MwC2[il=1}%}

elseq
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MWC2[il=03}}}

ActiveCoalition<-ActiveCoalition[-which(MWC2==0)]
WinningParts<-WinningParts[-which (MWC2==0)]
MWEC<-cbind (ActiveCoalition ,WinningParts)

Mv<-length (MWEC[,1])

M<-matrix(ncol=Mv,nrow=n)

for (i in 1:mn){

for (j in 1:Mv){

A<-unlist (ActiveCoalition,recursive=F)

if (lapply (A, function(x) i %in% x)[jl==TRUE){

M[i,jl=1}
elseq
M[i,jl=0}
}

}

sizes<-numeric (Mv)

for (i in 1:Mv){

A<-unlist (ActiveCoalition,recursive=F)
sizes[i]l=lapply (A, length) [i]

sizes=unlist(sizes)?’}

Msizes<-matrix(ncol=Mv,nrow=n)
for (i in 1:n){

Msizes[i,]=M[i,]*sizes}

DP<-numeric (n)

t1<-1/Mv
dnm<-matrix(ncol=Mv,nrow=n)
t2<-numeric (n)

for (i in 1:n){

for (j in 1:Mv){

if (Msizes[i,jl==0){
dnm[i, jl1=0}

elseq
dnm([i,jl=1/Msizes[i,jl}
}
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t2[il=sum(dnm[i,])
}

for (i in 1:n){
DP[il<-t1x*t2[i]

}

PG<-numeric (n)
for (i in 1:n){

PG[i]l<-sum(M[i,])/sum (M)}

output <-rbind (DP,PG)
rownames (output)=c("DP","PG")
colnames (output)=1:n

return (output)

}

else{

n<-length(players)

names (players)=1:n

parts<-listParts(n)
N<-length(parts)

out<- rapply(parts, function(ii) players[ii], how="replace")

votesout <-rapply(parts,function(ii) votes[ii],how="replace")

parts2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
parts2[[i]l]l<-lapply(parts[[i]],as.numeric)}

out2<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){
out2[[i]]<-lapply(out [[i]],as.numeric)}

sums<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

sums [[i]]<-1lapply (out [[i]], sum)
}
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for (i in 1:N){
sums [[i]]<-unlist (sums[[i]])

}

votesums <-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

votesums [[i]]<-lapply(votesout [[i]], sum)
}

for (i in 1:N){

votesums [[i]]<-unlist (votesums [[i]])

}

max<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

if (length(which(sums [[i]]==max(sums[[i]])))==1){
max [[i]]<-which.max(sums [[i]])}

elseq

max [[i]]<-which.max(votesums [[i]])}

}

winnersindex <-numeric (N)
for (i in 1:N){

winnersindex [i]<-max[[i]]}

winners<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){

winners[[i]]<-as.matrix(parts2[[i]]) [winnersindex[i],]}

upperbound<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){

upperbound [[i]]<-as.numeric(as.matrix(sums[[i]]) [winnersindex[i],])}

lowerbound<-vector ("list",N)

for (i in 1:N){

lowerbound [[i]]<-as.numeric (lapply (
as.matrix(out2[[i]]) [winnersindex[i],],

sum))-as.numeric(lapply(as.matrix(out2[[i]]) [winnersindex[i],],min))}

lbr<-numeric (N)

ubr <-numeric (N)
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for (i in 1:N){
lbr[il<-length(which(sums [[i]]>=lowerbound [[i]]))}
for (i in 1:N){
ubr[il<-length(which(sums [[i]]>upperbound [[i]]))}

MWC<-vector ("list",N)
for (i in 1:N){

if (1br[il>1&ubr[i]l==0){
MWC[[i]l]l<-winners[[i]]}
elsed{

MWC[[i]l1=0}

}

ActiveCoalition<-MWC[-which (MWC==0)]
WinningParts<-parts[-which (MWC==0)]
MWEC<-cbind (ActiveCoalition ,WinningParts)

SumsPart <-sums [-which (MWC==0)]
for (i in 1:length(ActiveCoalition)){
SumsPart [[i]]<-unlist (SumsPart[[i]])}

MaxPart <-numeric (length (ActiveCoalition))
for (i in 1:length(ActiveCoalition)){
MaxPart [i]<-max (SumsPart [[1i]])}

MWC2<-numeric (length (ActiveCoalition))

for (i in 1:length(ActiveCoalition)){

if (length (SumsPart [[i]])==2){

MWC2[iJ=1}

elsed{

if (length (which (apply(as.matrix (combn (SumsPart [[i]][-which.max (
SumsPart[[i]]1)],2)),2,sum)>=MaxPart[[i]]))==

ncol (as.matrix (combn (SumsPart [[i]][-which.max (SumsPart[[i]])],2))))
{

MwC2[il=1}%}

elseq

MWC2[i]=0}1}}
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ActiveCoalition<-ActiveCoalition[-which (MWC2==0)]
WinningParts<-WinningParts [-which (MWC2==0)]
MWEC<-cbind (ActiveCoalition ,WinningParts)

Mv<-length (MWEC[,1])

M<-matrix(ncol=Mv,nrow=n)

for (i in 1:m){

for (j in 1:Mv){

A<-unlist (ActiveCoalition,recursive=F)

if (lapply(A, function(x) i %in% x)[jl==TRUE){

M[i,jl=1}
elsed{
M[i,jl=0}
}

}

sizes<-numeric (Mv)

for (i in 1:Mv){

A<-unlist (ActiveCoalition,recursive=F)
sizes[i]l=lapply (A,length) [i]

sizes=unlist(sizes)}

Msizes<-matrix(ncol=Mv,nrow=n)
for (i in 1:n){

Msizes[i,]=M[i,]*sizes}

DP<-numeric (n)

t1<-1/Mv
dnm<-matrix(ncol=Mv,nrow=n)
t2<-numeric (n)

for (i in 1:n){

for (j in 1:Mv){

if (Msizes[i,jl==0){

dnm[i, jl1=0}

elsed{
dnm([i,jl=1/Msizes[i,jl}
}

t2[il=sum(dnm[i,])

}
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for (i in 1:n){
DP[i]l<-t1*xt2[i]
}

PG<-numeric (n)
for (i in 1:n){

PG[i]l<-sum(M[i,])/sum (M)}

output <-rbind (DP,PG)
rownames (output)=c("DP","PG")
colnames (output)=1:n

return (output)

}
}
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