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Resumen

Resumen en espanol

Motivamos este trabajo a partir de varias noticias de prensa, acerca de diferentes retrasos de obras
publicas en Espana y el extranjero. Introducimos las leyes que regulan dichos retrasos.

En un primer capitulo, presentamos el método PERT/CPM que permite programar un calendario
para la realizacion de un proyecto y de las actividades que lo constituyen, estimar su duracién y permitir
conocer si las actividades tendran la capacidad de retrasarse sin que esto afecte al conjunto del proyecto.

Posteriormente, planteamos la gestion de los retrasos que puedan producirse en un proyecto me-
diante teoria de juegos. Para ello realizamos una revision bibliografica. Utilizando juegos cooperativos,
presentamos diversas reglas para el reparto de los costes asociados a los retrasos producidos. Por con-
tra, mediante un planteamiento no cooperativo, estudiamos las estrategias éptimas que deberan seguir
los diferentes jugadores involucrados (planificador del proyecto y empresas encargadas de la realizacién
de las actividades) para maximizar su beneficio.

Haciendo uso de lo estudiado, construimos un cédigo en lenguaje de programacion R que permita
obtener la planificacién de un proyecto y establecer las estrategias optimas de los jugadores, en un
planteamiento no cooperativo del problema de retrasos.

Por tltimo, proponemos lineas de estudio futuras para el planteamiento no cooperativo del problema
de retrasos.

English abstract

We motivate this work from several press news, about different delays of public works in Spain and
abroad. We introduce the laws that regulate these delays.

In a first chapter, we present the PERT/CPM method that allows to schedule a calendar for the
realization of a project and the activities that involve it, estimate its duration and allow knowing if
the activities will have the capacity to delay without affecting the whole project.

Subsequently, we propose the management of delays that may occur in a project through game
theory. For that aim, we carried a literature review. Using cooperative games, we present several rules
for the distribution of the costs associated with the delays using cooperative games. By contrast, th-
rough a non-cooperative approach, we study the optimal strategies that the different players involved
(project planner and companies in charge of carrying out the activities) should follow to maximize
their benefit.
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XII RESUMEN

Making use of what has been studied, we build a code in the programming language R that allows
us to obtain the planning of a project and establish the optimal strategies of the players, in a non-
cooperative approach to the problem of delays.

Finally, we propose future study lines for the non-cooperative approach to the problem of delays.



Prefacio

Todos los grandes proyectos que ha realizado la humanidad a lo largo de su historia parecen incon-
cebibles sin un plan previo que organizase los recursos y las actividades en las que consistian dichos
proyectos. Asi, la historia de la gestién de proyectos se puede remontar a la construccién de las pirdmi-
des, a las grandes obras romanas o a las grandes catedrales europeas.

A pesar de esta larga historia, durante la primera mitad del siglo XX, la tnica herramienta dis-
ponible para la planificacién y programacién de proyectos complejos era el diagrama de Gantt. Las
primeras versiones de esta herramienta datan de finales del siglo XIX, de la mano de Karol Adamiecki;
pero no fue hasta los anos 1910-1915 que Henry Gantt desarrollé el grafico que lleva su nombre.

El diagrama de Gantt es una herramienta grafica que permite representar el tiempo a dedicar a
cada actividad a lo largo de un periodo temporal. A pesar de su utilidad, el diagrama de Gantt no
especifica las relaciones existentes entre las diferentes actividades que incluye un proyecto, por lo que
para la planificacién de proyectos complejos que constan de mas de 25 actividades resulta necesario el
uso de otras técnicas.

No es hasta la segunda mitad del siglo XX que comienzan a surgir otras técnicas para la gestién de
proyectos, principalmente los métodos PERT y CPM. Los primeros desarrollos del método CPM (Cri-
tical Path Method, o método del camino critico en espafiol) fueron realizados por las empresas inglesas
“Imperial Chemical Industries” y “Central Electricity Generating Board” entre los anos 1955 y 1957.
Con ello, consiguieron reducir en torno a un 40 % el tiempo previsto en diferentes proyectos que lleva-
ron a cabo. Como consecuencia de que estas empresas no publicaron dichas innovaciones, los avances
en materia de gestién de proyectos tuvieron lugar al otro lado del océano Atlantico, en Estados Unidos.

También en los anos 50, la compania quimica DuPont estaba estudiando qué uso darle a los prime-
ros ordenadores comerciales. Concluyeron que el mejor uso podia ser el planificar, estimar y programar,
por lo que se asigné a la tarea de crear una técnica para ello al matematico J. E. Kelly, que trabajaba
en la empresa de maquinaria de oficina Remington Rand, y a M. R. Walker, de la propia DuPont.
El equipo de investigadores dirigido por estos dos hombres consiguié poner a punto el método CPM.
En el afio 1957, DuPont planeé la ampliacién de casi 300 fabricas, lo cual suponia una cantidad de
actividades (cerca de 30000) inabarcable con los diagramas de Gantt, por lo que el uso del método
CPM fue esencial para controlar y optimizar los costes del proyecto de ampliacién empresarial.

Casi paralelamente al desarrollo del método CPM, y también en Estados Unidos, se crea el método
PERT (Program Evaluation Research Task), a cargo de la oficina de proyectos especiales de la marina
de Estados Unidos, en colaboracién con la empresa fabricante de proyectiles balisticos Lockheed y la
consultoria de ingenieros Booz, Alien and Hamilton. El objetivo consistia en conseguir un método de
gestion de proyectos que permitiese planificar, programar y controlar el proyecto de construccion de
submarinos atémicos armados con proyectiles “Polaris”. El proyecto “Polaris” tenia una duracion de
cinco anos, e involucraba a 250 empresas, 9000 subcontratistas y numerosas agencias gubernamentales.
Tal fue el éxito del uso del método PERT que el proyecto se adelanté dos afios sobre los cinco previstos
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inicialmente. Debido al éxito de esta primera aplicacién del método, en 1959, los miembros del equipo
de investigacién encargado del desarrollo del método PERT, D. G. Malcolm, J. H. Roseboom, C. E.
Clark y W. Fazar, publican el primer articulo sobre el método PERT al que renombran como Program
Evaluation and Review Technique (técnica de revisién y evaluacién de programas).

Ambos métodos, CPM y PERT, en origen eran diferentes; mientras el método PERT considera
que el tiempo de realizacién de las diferentes actividades depende de una variable aleatoria, el método
CPM supone que dichos tiempos dependen exclusivamente de la cantidad de recursos utilizados, siendo
conocidos de antemano de forma determinista. A pesar de esta diferencia, y otras légicas debido a su
diferente origen, como las de notacién, ambas técnicas son muy similares, por lo que con el tiempo han
dado lugar a un tnico método.

PERT/CPM se basan en diagramas de redes que identifican las diferentes relaciones entre las acti-
vidades que se pretenden programar. Ademas, gracias a estas redes podemos establecer el calendario
optimo para el proyecto y sus actividades, y establecer el camino critico de este. Un camino criti-
co consiste en la secuencia de actividades que se desarrollan desde el inicio hasta el final del proyecto
y marcan su duracion, por lo que cualquier retraso en alguna de ellas producira un retraso del proyecto.

Hoy en dfa, los modelos PERT/CPM son frecuentemente usados para la gestién de grandes proyec-
tos que incluyen una gran cantidad de actividades. Algunos ejemplos son los proyectos de construccion,
ingenieria, desarrollo de software o productos... Ambitos en los que resulta imprescindible la realizacién
de un plan previo a la puesta en marcha del proyecto.

A pesar de la revolucién que supuso el método PERT/CPM en la planificacién de proyectos, en
la practica es comun que existan retrasos. Estos retrasos pueden ser causados por diversos factores,
tanto externos como de las propias empresas, que pueden obtener un beneficio al no dedicar todos los
recursos necesarios a la realizacién de las actividades por derivarlos a otros proyectos. Debido a esto, es
cada vez mas usual que los contratos incluyan clausulas que marquen unas penalizaciones monetarias
cuando los proyectos incurren en un retraso.

La inclusion de penalizaciones en los contratos deriva en nuevos problemas para las empresas res-
ponsables del proyecto. Principalmente el reparto de los costes de la penalizacién entre las empresas
encargadas de las actividades que han ocasionado el retraso, y la elaboracién de estrategias que definan
para cada empresa cuantos recursos dedicar a la actividad que deben realizar. Para modelar estos pro-
blemas serd necesario el uso de teoria de juegos, en particular de los juegos cooperativos para repartir
los costes y de los juegos no cooperativos para definir las estrategias de cada empresa.

John von Neumann y Oskar Morgenstern sentaron las bases de la teoria de juegos con su libro
Theory of Games and Economic Behavior (1944), que a lo largo del siglo XX ha sido desarrollada y
ampliada por otros autores como Nash, Shapley, Selten, Harsanyi... y ha tomado una gran importan-
cia en diversos campos como la biologia, la sociologia o las ciencias politicas, y principalmente en la
economia. Prueba de esto son los premios Nobel de esta tltima disciplina que han sido entregados por
los avances en este campo.

La teoria de juegos es una rama de las matematicas que permite la modelizaciéon de problemas
donde interactian varios jugadores que deben tomar decisiones, ya sea de forma cooperativa, o no
cooperativa. En un modelo cooperativo, los jugadores podran formar coaliciones y tomar acuerdos
vinculantes previos al juego con el objetivo de maximizar sus beneficios. El problema se centrard en
determinar el peso que cada jugador tiene para realizar un reparto de los beneficios mas justo y que
beneficie a todos. En los modelos no cooperativos o competitivos, en cambio, se prohibe expresamente
cualquier acuerdo previo. El estudio se centrara en las diferentes estrategias de cada jugador que
intentard maximizar la funcién de pagos que dependerd de las estrategias del conjunto de los jugadores.



Capitulo 1

Retrasos en proyectos

En este capitulo presentaremos el método PERT/CPM para la planificacién y programacién de un
proyecto, que serd ilustrado mediante un ejemplo. Para ello sera necesaria la introduccién de concep-
tos como los caminos, que marcaran el tiempo necesario para realizar el proyecto, o las holguras, que
nos permitirdn una relativa flexibilidad a la hora de planificar determinadas actividades. Finalmente
llegaremos a un calendario para el proyecto que representaremos mediante un diagrama de Gantt.

En la parte final del capitulo motivaremos el estudio de los retrasos en proyectos, mediante ejemplos
reales, y comentaremos cémo se tratan estos retrasos desde las administraciones ptublicas, concreta-
mente desde el Gobierno de Espana.

1.1. Calendario inicial de un proyecto

Un modelo PERT/CPM utiliza una red para representar las diferentes relaciones entre las acti-
vidades que constituyen un proyecto y asi poder disenar la planificacién y programacién del mismo.
Estas relaciones pueden ser de precedencia, cuando una actividad debe ser realizada antes que otra,
o paralela, si ambas actividades pueden realizarse simultdneamente y no dependen una de la otra. Es
facil pensar en ejemplos de actividades que precisan ser realizadas antes que otras y de actividades
que pueden realizarse simultdneamente, por ejemplo no podemos construir el tejado de una casa si
previamente no esta construida la estructura, pero si que podemos instalar el sistema de fontaneria al
mismo tiempo que el eléctrico.

La red utilizada por el modelo estd constituida por un conjunto de arcos, que representaran las
diferentes actividades, que denotaremos por N = {1,2,..,n}, y un conjunto de nodos que representarén
el inicio y final de las actividades. Para cada arco i € N, b; y e; denotan los nodos inicial y final de la
actividad i respectivamente. Estos nodos, en general, no serdn tnicos y cada uno puede ser el final o
el inicio de varios arcos. De esta forma una actividad que se inicia en un determinado nodo no puede
comenzar hasta que todas las actividades que finalizan en dicho nodo hayan sido completadas. Debido
a esto, no habra ciclos en la red.

Consideraremos dos nodos especiales, el nodo inicio u origen, b, y el nodo final, e, que marcan el
respectivo inicio y final del proyecto. Por lo que no habra ninguna actividad que finalice en el nodo
inicio ni ninguna que comience en el nodo final.

Debido a la construccién de la red, en algunas situaciones tendremos que usar actividades auxi-
liares, que llamaremos ficticias, para mostrar que una actividad debe realizarse antes que otra. Por
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definicién estas actividades tendran un tiempo de realizacién cero, y su uso es exclusivo para reflejar
estas relaciones entre actividades.

Denotaremos por t; la duracién de la actividad i. Esta duracién puede ser aleatoria o determinista,
segin estemos tratando con modelo PERT o CPM. Aunque la duracién sea aleatoria trabajaremos
igualmente con un ntmero fijo, que calcularemos de la siguiente forma:

(O+4M + P)
=
6
Donde O es el tiempo mas optimista, M el mas probable suponiendo que todo sea normal y P es
el tiempo mas pesimista (excluyendo grandes catédstrofes).

Una de las criticas que recibe el método PERT proviene del calculo de estos tiempos, pues en la
préactica suele resultar més optimista de lo que finalmente es.

Ejemplo 1.1 Cuando modelamos un proyecto, inicialmente la informacion necesaria puede venir da-
da por un cuadro, como el Cuadro 1.1, que ofrezca, para cada actividad, las actividades predecesoras
(que debemos finalizar previamente) y su duracion.

Actividad | Predecesoras | Duracion
A - 2

B A 4

C B 3

D B 2

E C,D 10

F B 4

G F 2

H E,G 1

Cuadro 1.1: Actividades predecesoras y duraciones

En el cuadro tenemos todos los datos necesarios para la construccion del modelo y la posterior
planificacion de las actividades. Construimos la red atendiendo a las actividades y sus predecesoras.

Como vemos en la Figura 1.1, ha sido necesario la introduccion de una actividad ficticia, a la que
se le ha dado una duracion de 0, y que no influird en la planificacion final del proyecto.

Definimos un camino 7 del nodo a al nodo ¢ como la sucesién de actividades (arcos) consecutivas
de a a c. Formalmente, dada una red y dos nodos a y ¢, un camino entre ambos nodos es una coleccién
de arcos, {im }5,_;, que satisface las siguientes condiciones:
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@ A 2 @ B, 4

Figura 1.1: Grafo del problema

= El nodo inicio del arco ¢; es b, = a.

= Para cada m = 1,..,s — 1, el nodo final del arco %,, coincide con el nodo inicio del arco #,,+1,
€, = b

m 41

= El nodo final del arco is es e;, = c.

Denotamos por II al conjunto de todos los caminos existentes en la red. La duracién del camino 7,
t., vendrd dada por la duracién de las actividades que lo componen:

tﬂzz:ti

1ET

Una clase de caminos importante serd los caminos criticos. Diremos que un camino es critico cuando
no exista otro camino con una duracién mayor. Este camino no tiene por qué ser tnico. Ademas, es
trivial observar que un camino critico sera necesariamente un camino entre los nodos b y e. De aqui en
adelante, al hablar de caminos nos restringiremos tinicamente a los caminos entre los nodos b y e.

El tiempo minimo de realizaciéon del proyecto, T', se corresponde con la duracién del camino, o
caminos, criticos:

T = méxt,
well

Ejemplo 1.2 Siguiendo con el proyecto dado en el Ejemplo 1.1, calculamos sus caminos criticos y la
duracion total del proyecto.

Sabemos que un camino critico, necesariamente, es un camino entre los nodos origen y final de la
red. En este caso, solo hay tres posibles caminos entre los nodos b y e. Sus duraciones son de 13, 20 y
19, por lo que el camino critico serd el de duracion t, = 20.

A2 /A B4 /. C3 o\ E10 N\ HA
® @ ® ® @ ®

Figura 1.2: Camino critico.
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Ya tenemos calculado el camino critico, que en este caso es unico, cuya duracion determina la del
proyecto. Por lo tanto T = 20.

En consecuencia, todo retraso en alguna actividad de uno de estos caminos resultara en un retraso
del propio proyecto. Asi pues, las actividades que conforman estos caminos criticos seran llamadas a
su vez actividades criticas, pues todo retraso de estas actividades causard un retraso del proyecto.

Las actividades criticas seran las que supongan una mayor atencién por parte del planificador,
mientras que las actividades no criticas (aquellas que no pertenecen a ningtin camino critico) tendran
un margen para finalizar con retraso sin causar un perjuicio a la duracién general del proyecto. Para
estudiar este margen, que llamaremos holgura, debemos definir previamente algunos conceptos.

Definicién 1.1 Para cada nodo a definimos el tiempo mds temprano de comienzo de una actividad,
o simplemente tiempo mds temprano, que denotaremos t°(a), como el menor tiempo que tardan en
finalizar todas las actividades que terminan en ese nodo. Dicho de otro modo, es el tiempo del camino
mdas largo hasta el nodo.

Definicién 1.2 Para cada nodo a definimos el tiempo mds tardio de comienzo de una actividad, o
simplemente tiempo mds tardio, que denotaremos t'(a), como el tltimo instante de tiempo en el que
podemos iniciar las actividades que comienzan en este nodo sin causar un retraso en el proyecto. Dicho
de otro modo, es la duracion total del proyecto menos el tiempo del camino mas largo desde el nodo a
hasta el nodo final de la red.

El tiempo més temprano de un nodo serd siempre igual o menor que el tiempo mas tardio del
mismo nodo. En realidad, ambos tiempos tnicamente coincidiran cuando el nodo sea un nodo critico
(pertenezca a un camino critico).

Ejemplo 1.3 Continuando con el proyecto presentado en el Ejemplo 1.1, obtenemos, en el Cuadro
1.2, los tiempos mds temprano y mds tardio de inicio para cada nodo.

Vemos que, para cada nodo, el tiempo mds tardio siempre es mayor o igual que el tiempo mds
temprano.

Definimos la holgura de la actividad i, as;, como la médxima cantidad de tiempo que la actividad
1 puede retrasarse sin causar un retraso en el proyecto, asumiendo que el resto de actividades se
completan en el tiempo estimado. De igual forma, definimos la holgura de un camino 7, ps,, como
la méaxima cantidad de tiempo que las actividades que lo conforman pueden retrasarse sin causar un
retraso en el proyecto. Formalmente, definimos la holgura de un camino 7 y de una actividad ¢ como:

PSx = T—tr
as; = min ps;
melliien

También podemos calcular la holgura de una actividad ¢ a partir de los tiempos mas temprano y
mas tardio de inicio de sus nodos origen y final:

as; = tl(ei) — te(bi) — ti

Podemos ver facilmente que una actividad sera critica si y solo si su holgura es cero y que lo mismo
sucedera con los caminos criticos.
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Nodo | te(+) | ti(+)

1 0 20-20=0
2 2 20-18=2
3 6 20-14=6
4 10 20-3=17
5 9 20-11=9
6 8 20-11=9
7 19 20-1=19
8 20 20-0=20

Cuadro 1.2: Tiempos més temprano y mas tardio de inicio para cada nodo.

Ejemplo 1.4 Calculamos, en el Cuadro 1.3, la holgura de cada actividad del ejemplo que ya hemos
introducido. Lo hacemos utilizando la férmula as; = t'(e;) — t°(b;) — t; y los resultados obtenidos en el
Cuadro 1.2, donde obtenemos los tiempos mds temprano y mds tardio para cada nodo.

Las actividades criticas, como era de esperar, tienen una holgura igual a cero.

Dadas dos actividades ¢,j € N, decimos que ¢ precede a j, y denotamos ¢ < j, si la actividad i
precisa ser completada antes del inicio de la actividad j, y consecuentemente diremos que j sucede
a 4. Definimos las actividades que preceden a la actividad 7 en el camino 7 como las actividades
pertenecientes al camino que deben ser completadas para que la actividad ¢ pueda comenzar y las
denotaremos por Pre(i, 7). De la misma forma, definimos las actividades que suceden a la actividad i
en el camino 7 como aquellas pertenecientes al camino 7 que precisan de su finalizacién para comenzar
y las denotaremos por Suc(i, 7). Formalmente:

Pre(i,m) ={jemn:j<i},
Suc(i,m) ={jemn:i=<j}

Al conjunto de todas las actividades que preceden a i lo denotaremos por Pre(i), y al conjunto de
todas las actividades que suceden a i lo denotaremos Suc(i). Formalmente:

Pre(i) = U Pre(i, ),

mellien
Suc(i) = U Suc(i, ).
melliien
En general, para programar las actividades que componen un proyecto es necesario tener en cuenta

varios principios:

= La actividad ¢ no puede iniciarse antes del tiempo mas temprano de su nodo inicial, t¢(b;). De
otra manera, las actividades que preceden a i podrian no haber finalizado.
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Actividad | as;

A 2-0-2=0

B 6-2-4=0
C 9-6-3=0

D 9-6-2=1

E 19-9-10=0
F 17-6-4=7
G 19-10-2=7
H 20-19-1=0
I 9-8-0=1

Cuadro 1.3: Holguras de las actividades.

= La actividad ¢ no puede iniciarse después del tiempo mas tardio de su nodo final menos el tiempo
de la actividad, t(e;) — t;. De otra manera, el proyecto podria retrasarse puesto que i finalizarfa
después del tiempo mas tardio de e;.

= La actividad ¢ no puede terminar antes del tiempo mas temprano de su nodo inicial més el tiempo
de la actividad, t¢(b;) + ¢;. De otra manera, las actividades que preceden a i podrian no haber
finalizado.

= La actividad i no puede terminar después del tiempo més tardio de su nodo final, t!(e;). De otra
manera, el proyecto podria retrasarse puesto que 7 finalizaria después del tiempo mas tardio de
€;.

Teniendo en cuenta estos cuatro puntos, programamos las actividades diferenciando entre las que
son criticas y las que no. Si la actividad ¢ es critica, entonces debe iniciarse en el tiempo més temprano
de su nodo inicial y finalizar en el tiempo més temprano de su nodo final. En cambio, si la actividad ¢ es
no critica, debe iniciarse entre t°(b;) y t¢(b;) +as;, y finalizar entre t!(e;) —as; y t'(e;). Ademas, la dife-
rencia entre el inicio y el final de una actividad no puede ser menor que el tiempo de la propia actividad.

Ejemplo 1.5 Calculamos ahora los tiempos de inicio y final posibles para cada actividad del proyecto
enunciado en el Ejemplo 1.1.

Para cada actividad i no critica, su inicio pertenecerd al intervalo [t¢(b;),t¢(b;) + as;] y su final al
intervalo [t'(e;) — as;, t'(e;)].

Las actividades criticas tienen establecido su tiempo inicial y final sin posibilidad de ningin margen
de retraso, como vemos en el Cuadro 1.4. Sin embargo las actividades no criticas poseen un pequeno
margen para comenzar o finalizar antes o después, lo que ayudard a minimizar los posibles retrasos.
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Actividad | Inicio Final
A 0 2

B 2 6

C 6 9

D [6,7] 8,9]

E 9 19

F [6,13] [10,17]
G [10,17] | [12,19]
H 19 20

1 [8,9] [8,9]

Cuadro 1.4: Tiempos de inicio y final para las actividades.

Con los criterios anteriores, realizamos la programacién de las actividades, asignando a cada una
un intervalo de tiempo para su realizaciéon. Esta asignacién se hard minimizando la probabilidad de
retraso del proyecto y asumiendo que habrad un coste si se incurre en un retraso. Para ello, al pro-
gramar las actividades no criticas (los tiempos de las actividades criticas ya estdn definidos de forma
determinada), se tratard de dividir el tiempo extra de una manera justa.

Ejemplo 1.6 Finalmente, y continuando con el proyecto introducido en el Ejemplo 1.1, programa-
mos las actividades procurando distribuir el tiempo extra de las actividades mo criticas de manera
que se minimice la probabilidad de retrasar el proyecto y teniendo en cuenta que el tiempo entre el
inicio y el final de cada actividad debe ser igual o mayor a la duracion de la misma. Ilustramos los
repartos finales de tiempos para cada actividad con el diagrama de Gantt representado en la Figura 1.3.

1.2. Retrasos en Espana

En los modelos PERT/CPM debemos tener en cuenta la posibilidad de que las empresas contratis-
tas incurran en retrasos, ya sea por causas que no pueden controlar como errores en la ejecucién, malas
estimaciones, factores externos, etc. o por no adjudicar todos los recursos necesarios a la ejecucién de
las actividades.

Los modelos PERT /CPM procuran minimizar estos retrasos pero, ademads, se suelen intentar evitar
a partir de cldusulas contractuales entre el planificador y las empresas que impongan penalizaciones
cuando se incurra en retrasos. Estas penalizaciones son comunes tanto en el d&mbito privado como en
el puiblico, donde suelen estar establecidas por ley.
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Figura 1.3: Diagrama de Gantt del proyecto.

Los retrasos en proyectos de la administraciéon publica son comunes en practicamente todos los
paises. Por ejemplo, un informe del Ministerio de Medio Ambiente y Construccién aleman (Palop, J.,
2014) sobre los grandes proyectos que estaban siendo promovidos por el Gobierno federal, a fecha de
2014, cifraba en 14, sobre un total de 40, los proyectos que no tenian un retraso en ese momento.

En el caso particular de Espana podemos encontrar multitud de ejemplos de proyectos retrasados
por diversas razones y que han causado incuantificables costes tanto a la propia administracién como
a la sociedad y a las empresas derivados de la imposibilidad de uso del proyecto finalizado. Ejemplos
claros de esto pueden ser los retrasos en las construcciones de vias de comunicacién, que causan un
claro perjuicio a todos sus potenciales usuarios. Los costes del retraso en la construccién del corredor
mediterraneo suponen, segin algunos calculos, 200 millones de euros de sobrecoste a la exportacion de
citricos de la Comunidad Valenciana (Félix, F., 2018).

Otros casos de retrasos en proyectos que han supuesto un coste a la administracién de la que
dependia su realizacién son la construccién del submarino S-80 (Gonzdlez, M., 2018) y el almacén
temporal centralizado de residuos nucleares de Villar de Canas (Vélez, A. M., 2017), ambos con un
coste claro y perfectamente cuantificable para las arcas piblicas. En lo correspondiente al proyecto de
los submarinos S-80, cuyo retraso fue debido a errores en su fabricacién, el coste por el retraso del
proyecto asciende a 130 millones de euros derivados de la obligada revisién y puesta a punto de los
submarinos que se encuentran todavia en servicio y que iban a ser sustituidos por los nuevos S-80.
Por otro lado, el retraso en la construccion del almacén de residuos nucleares supone el pago directo a
Francia de 67.000 euros al dia por el almacenaje de los residuos.

A la vista de estos ejemplos de retrasos en proyectos y de los costes que generan tanto al estado co-
mo a la sociedad, resulta evidente la necesidad de que se penalice por ley a las empresas contratistas de
los proyectos que no son finalizados en el tiempo estipulado. Segun la Ley 3/2011, de 14 de noviembre,
en Espana, se establece que “cuando el contratista, por causas imputables al mismo, hubiere incurrido
en demora respecto al cumplimiento del plazo total, la Administracién podra optar indistintamente
por la resolucién del contrato o por la imposiciéon de las penalidades diarias en la proporcién de 0,20
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euros por cada 1.000 euros del precio del contrato”. Ademas, se estipula que cuando estas penaliza-
ciones alcancen un multiplo del 5 por 100 del precio del contrato, la administracién estard facultada
para proceder a su resoluciéon o acordar su continuidad bajo nuevas penalizaciones. A pesar de estos
criterios, la ley permite la inclusién de clausulas con penalizaciones distintas cuando se considere nece-
sario para la correcta ejecuciéon del proyecto. Permite también, la inclusién de cldusulas para imponer
penalizaciones, o la rescisiéon del contrato, cuando se produzca el incumplimiento de plazos parciales,
en la misma medida que se estipula para el total del contrato.

Vemos, entonces, que la ley espafiola establece un sistema de penalizaciones lineal sobre los retrasos
en los proyectos, dando opcién a ampliarlo a plazos intermedios del mismo, siempre que dichos retrasos
sean causados por el adjudicatario del proyecto. De no ser asi, la ley establece que se concedera una
ampliacién del plazo de finalizacién, a lo sumo, igual al retraso causado por razones externas.
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Capitulo 2

Gestion de los retrasos usando
teoria de juegos

Una vez realizada la planificacion del proyecto, es muy comun en la practica que el calendario de
actividades no sea cumplido, ya sea por causas externas impredecibles, por errores de planificacién o
de ejecucion o porque alguna empresa obtiene un beneficio al no dedicar todos los recursos necesarios
a la actividad. Como hemos visto anteriormente, estos retrasos son habituales y hasta la propia ad-
ministraciéon publica marca, por ley, una serie de penalizaciones cuando estos ocurren. Pero no solo
los contratos publicos estdn sujetos a penalizaciones en caso de retrasos, los contratos privados, en
general, también suelen incluir cldusulas para penalizar a las empresas contratadas que no cumplan
con los plazos senalados en el proyecto. En este trabajo nos centraremos en los contratos ptblicos, por
tener una regulacién mds uniforme, mientras que los privados estan sujetos a los diferentes intereses
de los contratantes.

En algunas ocasiones serd beneficioso para el planificador incentivar que el proyecto finalice antes
del tiempo planeado, para lo que podra estipular una prima cuando asi suceda. Estas bonificaciones
por finalizar antes del tiempo previsto no estan tan generalizadas como las penalizaciones, sobre todo
en el ambito publico, por lo que también estdn menos estudiadas desde un punto de vista tedrico.

Para el estudio del reparto de las penalizaciones, y de las mejores estrategias que deben seguir las
empresas a la hora de adjudicar recursos a las actividades, resulta muy util la teoria de juegos. La
propia teoria de juegos se divide en dos grandes clases atendiendo a la posibilidad de cooperacién, o
no, de los jugadores involucrados, lo que nos permitird estudiar el problema de reparto de costes en
proyectos desde dos aproximaciones diferentes. Haciendo uso de los juegos cooperativos podemos estu-
diar los repartos de penalizaciones, o de recompensas, que més beneficien al conjunto de empresas una
vez finalizado el proyecto, estableciendo asi repartos que resulten beneficiosos para todas las empresas
involucradas.

Por otra parte, gracias a los juegos no cooperativos, serd posible modelar situaciones en las que las
empresas, sin colaborar entre ellas, deban decidir la cantidad de recursos que dedican a su actividad vy,
en consecuencia, el retraso que generaran. Para elaborar estas estrategias que optimicen sus ganancias,
cada empresa no solo tendra que atender al beneficio que obtendré si destina recursos a actividades
en otros proyectos y al perjuicio que generan las penalizaciones, sino que ademas tendra que actuar
teniendo presentes las estrategias que utilizaran, a priori, o que ya han utilizado el resto de empresas
y de si estas estrategias generaran un retraso en el proyecto.

El reparto de costes en proyectos mediante juegos cooperativos estd ampliamente estudiado desde

11
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diferentes perspectivas, veremos una aproximacién a los estudios de Branzei, Ferrari, Fragneli y Tijs
(2002), Bergantinios y Sénchez (2002) y Estévez-Ferndndez, Borm y Hamers (2007), que extiende estos
problemas a los casos en los que se fija una compensacién cuando el proyecto finaliza antes del tiempo
estipulado.

Posteriormente, en la segunda parte de este capitulo, nos centraremos en los juegos no cooperativos
asociados a los métodos PERT/CPM. En el trabajo de Bergantinos y Lorenzo (2017) se definen juegos
no cooperativos en varias etapas, dependiendo de si la penalizacion sobre el retraso se aplica solo en caso
de que el proyecto entero se retrase o de si existe una penalizacion por el retraso de cualquier actividad.

2.1. Planteamiento cooperativo

2.1.1. Introduccién a los juegos cooperativos

Es comiin que cuando un conjunto de jugadores (individuos, empresas...) precisan repartir un be-
neficio (o un coste) entre ellos, deban llegar a acuerdos que sean beneficiosos para todos los implicados.
En un primer momento, podemos pensar en diversos métodos de reparto, tales como dividir igualita-
riamente, de forma proporcional a las demandas de cada jugador... Pero estos repartos, en los que no
tendriamos en cuenta las posibles alianzas, no siempre son los més justos, ni los que méas ganancias
generen, para los diferentes jugadores. Es por eso que utilizamos la teoria de juegos cooperativos que
nos proporciona herramientas para optimizar los beneficiosos para el conjunto de jugadores.

Como ya hemos comentado, en un juego cooperativo los jugadores poseen mecanismos para esta-
blecer acuerdos vinculantes, por lo que pueden colaborar con el objetivo de obtener mejores acuerdos
segln sus propios intereses. Cuando un grupo de jugadores colabora diremos que se forma una coalicién
entre estos jugadores, que actuardn con el objetivo de maximizar el beneficio de la propia coalicion.
Una coalicién podra estar formada por cualquier grupo de jugadores, desde uno solo hasta el conjunto
completo.

Cuando cualquier reparto entre los jugadores sea posible, o existan medios con los cudles se puedan
compensar mutuamente mediante la transferencia de utilidad, diremos que es un juego cooperativo con
utilidad transferible, o TU. En los juegos asociados a problemas de retrasos en proyectos trataremos
con repartos de tiempo, o dinero, que supondremos perfectamente divisible entre los jugadores, por lo
que emplearemos juegos cooperativos con utilidad transferible.

Definiremos el conjunto de jugadores por N = {1,2,...,n}, que en nuestro caso particular sers el
conjunto de actividades, o de empresas que realizan dichas actividades. Al conjunto de todos los sub-
conjuntos de N lo denotamos por 2%, y a cada elemento de este conjunto lo llamaremos coalicién.

Definicién 2.1 Un juego cooperativo con utilidad transferible, o juego TU, es un par (N,v), siendo
N un conjunto finito y v una funcion
v:2V — R

tal que v(0) = 0.

Llamaremos funcién caracteristica del juego (N, v) a la funcién v, que asocia a cada coalicién S el
beneficio que puede garantizarse por si misma, independientemente de como actie el resto de jugado-
res. A su vez, denotaremos por GV a la clase de todos los juegos con conjunto de jugadores N.
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De forma natural, a partir de la definicién del juego coalicional, surge la definiciéon de subjuego.

Definicién 2.2 Sea (N,v) € GV. Un subjuego de (N,v) es un par (R,vg) tal que R C N y vgr(R) =
v(R) para cada R C 2%.

A pesar de que su definicién se presenta normalmente de esta forma, los juegos cooperativos no
modelizan, en general, situaciones en las que se reparte un beneficio. También pueden modelizar pro-
blemas en los que se trata el reparto de costes. Cuando estamos en esta situacién podemos obtener,
asociado al juego de costes (N, ¢), el juego (IV,v.) que indicard el ahorro de cada coalicién en la que sus
componentes han decidido cooperar. Matematicamente obtenemos este juego de la siguiente formas:

ve(S) = Zc(z) —¢(S), para todo S € 2V,

€S

Dado que podemos identificar facilmente un juego de costes con uno de beneficios, podemos presen-
tar las definiciones y resultados correspondientes centrandonos tinicamente en los juegos cooperativos
en los que se reparte un beneficio.

Definiciones basicas

Presentamos a continuacién unas definiciones y resultados béasicos de los juegos cooperativos, que
nos seran utiles para caracterizar las soluciones que presentaremos a continuacién.

Definicién 2.3 Sea (N,v) € GV. Diremos que (N,v) es
» Superaditivo st v(SUT) > v(S) +v(T) para todo S,T C N,SNT = 0.
» Subaditivo si v(SUT) < v(S) 4+ v(T) para todo S, T C N,SNT = .
» Aditivo si v(SUT) = v(S) 4+ v(T) para todo S, T C N,SNT = .

Es sencillo observar que en un juego superaditivo los jugadores tendran incentivos para formar coa-
liciones y, en ultima instancia, la coalicién total. Es por ello que la subclase de los juegos superaditivos
ha sido particularmente estudiada.

Definicién 2.4 Sea (N,v) € GV. Diremos que (N,v) es
n Convezo si v(S) +v(T) <v(SUT)+v(SNT) para todo S,T C N.
» Estrictamente convezo si v(S)+v(T) <v(SUT)+v(SNT) para todo S, T C N.
= Cdncavo si (N, —v) es convezo.

= Estrictamente céncavo si (N, —v) es estrictamente convero.

Proposicion 2.1 Todo juego superaditivo es convezo.

Proposicién 2.2 (N,v) € GV es convezo si y solo si v(SUi) — v(S) > v(T Ui) — v(T) para todo
S, T €2V tal que T C S C N\ i.
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Soluciones para un juego cooperativo

Como explicamos en la anterior seccion, el objetivo implicito de los juegos superaditivos es que se
forme la gran coalicién N y que los jugadores se repartan entre ellos el beneficio de la cooperacién.

Definicién 2.5 Un reparto es un vector x = (21, ...,2p) € RY, donde cada elemento x;, coni € N,
representa la asignacion al jugador i. Dado un reparto x = (x1,...,x,) € RY, la suma de las cantidades
asignadas a los miembros de una coalicion S C N se denota por x(S) = ;g T

Un reparto, podria ser, por ejemplo, la asignacién de todo el beneficio a un tnico jugador, o la asig-
nacién de la mitad del beneficio a partes iguales entre los jugadores. A priori, estos reparto no resultan
los més convenientes, por lo que parece necesaria la imposicién de requerimientos para establecer reglas
de reparto. Los méas comunes en la teoria de juegos son las propiedades de racionalidad individual y
eficiencia. La primera de ellas propone que cada jugador debe obtener al menos lo que puede garanti-
zarse por si solo. Mientras que un reparto sera eficiente si distribuye el valor de la coalicién total, v(N).

Un reparto eficiente que sea individualmente racional se denomina imputacién. Formalmente:

Definicién 2.6 Sea (N,v) € GN. Una imputacion del juego (N,v) es un reparto que satisface las dos
siguientes condiciones:

1. x; > v(i), para todo i € N.

2. ZieNmi = U(N)

Denotaremos por I1(N,v) al conjunto de imputaciones del juego (N,v).

Definicién 2.7 Una solucién definida en algin dominio Q C GV es una correspondencia ¢ :— RN
que asocia a cada juego (N,v) en Q un subconjunto ¢(N,v) C RV,

El nucleo y conceptos relacionados

A continuacién veremos los ejemplos de solucién tipo conjunto y puntual més utilizadas: el niicleo
de un juego (que serd un conjunto) y el valor de Shapley (que serd un reparto determinado).

Definicién 2.8 El nicleo de un juego (N,v) es el conjunto:
C(N,v)={z € I(N,v): > x; =v(S) VS € 2"},
i€S

Los repartos del ntcleo son eficientes, pues reparten el beneficio global de la coalicion N. Ademads,
garantizan que ninguna coalicién S tendra incentivos para desviarse y obtener un reparto mejor, ya
que toda coaliciéon obtiene como minimo lo que puede garantizarse por si misma, por lo que diremos
que estas asignaciones son estables.

En el caso de un juego de costes (N, c), el nucleo del juego se define como el conjunto:

C(N,c) ={x € I(N,v) : le < ¢(S) VS e 2V},
i€s
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El ntcleo de un juego puede ser vacio. De no serlo, serd un politopo convexo y compacto de RV,
Dado que no sabemos si el nicleo del juego es vacio, gran parte del estudio tedrico sobre esta solucién
se centra en determinar si es no vacia. Para ello, presentaremos a continuacién una serie de definiciones
y resultados que nos ayudaran a determinar esta cuestién.

Proposicién 2.3 Si el nicleo de un juego (N,v) es no vacio, C(N,v) # 0, entonces Zle v(P;) <
v(N), para toda particion P = {P1,...,Py} de N.

Definicién 2.9 Una familia F de coaliciones no vacias de N se dice equilibrada si existen unos pesos
positivos {0s}ser, 65 > 0 para todo S € F, tales que ) g dge® = e, siendo 5 € RN el vector
caracteristico de S, es decir, e} =1 sii€ S yel =0sii¢S.

Definicién 2.10 Un juego (N,v) se dice equilibrado si para toda familia F equilibrada, con pesos
asociados {ds}secr, se verifica que

> b50(8) < v(N)

SeF

Definicién 2.11 Un juego (N,v) se dice totalmente equilibrado si todo subjuego (R,vg), con R C N,
R # 0, es equilibrado.

Proposicion 2.4 Todo juego totalmente equilibrado es superaditivo.

Por ultimo enunciamos el Teorema de Bondareva-Shapley, que nos ofrece una condicién necesaria
y suficiente para garantizar que el nucleo del juego es no vacio.

Teorema 2.1 (de Bondareva-Shapley) El nicleo de un juego (N,v) es no vacio si y solo si el juego
es equilibrado.

Deducimos, por la Proposicién 2.4 y este ultimo teorema, que la propiedad de superaditividad es
una condicién necesaria para que el nicleo de un juego sea no vacio. Por lo que si un juego es no
superaditivo su nucleo sera vacio y no tendra sentido el concepto de niticleo.

El valor de Shapley

El concepto de solucién puntual més empleado en teoria de juegos cooperativos es el valor de Sha-
pley, que definimos a continuacion.

Definicién 2.12 El valor de Shapley de un juego cooperativo (N,v) es el reparto

sl(n—s—1)
n!

Shi(N,v)= Y (v(5 U {i}) — v(S)),

SCNn{i}

para todo © € N, donde s y n denotan los cardinales de los conjuntos S y N, respectivamente.
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Definimos a continuacién una serie clases de jugadores que nos permitirdn ofrecer una definicién
alternativa para el valor de Shapley basada en sus cuatro propiedades caracteristicas.

Definicién 2.13 Un jugador i € N en un juego (N,v) € GV se dice titere si no aporta ningin bene-
ficio extra al formar coaliciones con el resto de jugadores, es decir, si v(SU1i) = v(S) 4+ v(i) para todo
S CN\i.

Si ademds verifica que v(i) = 0, se dice que es un jugador nulo.

Definicién 2.14 Sean dos jugadores i,j € N en un juego (N,v) € GV se dice que ambos son simétri-
cos st v(SU) =v(SUj) para todo S C N\ {i,j}.

Teorema 2.2 Sea ¢ una regla de reparto que verifica las siguientes propiedades:

» Eficiencia: Para todo (N,v) € GV, Y ien ¢i(N,v) = v(N). La propiedad de eficiencia especifica
que en la regla de reparto la suma de los pagos de cada jugador debe coincidir con la del conjunto
total N.

= Jugador nulo: Para todo (N,v) € GV y para todo i € N jugador nulo, ¢;(N,v) = 0. Esta
propiedad verifica que si un jugador i € N mo realiza ninguna aportacion a las coaliciones,
recibird un pago igual a cero.

= Simetria: Para todo (N,v) € GV y para todo par de jugadores i,j € N simétricos, ¢;(N,v) =
¢;j(N,v). La propiedad de asimetria nos dice que si un par de jugadores realizan las mismas
contribuciones a las coaliciones recibirdn el mismo pago.

» Aditividad: Para todos (N,v), (N,w) € GV, ¢(N,v + w) = ¢(N,v) + ¢(N,w). Esta propiedad
establece que si un juego se descompone en suma de dos, el pago que recibird cada jugador serd la
suma de los pagos de cada uno de los juegos.

Entonces ¢ es el valor de Shapley.
Teorema 2.3 Sea (N,v) € GV convexo, entonces Sh(N,v) € C(N,v).

Deducimos con este dltimo resultado que para todo juego superaditivo el valor de Shapley es-
tard contenido en el nicleo del juego.

Se pueden definir muchas maés soluciones para los juegos cooperativos, como el 7-valor, el nucleolo,
etc. Y otras soluciones tipo conjunto, como el conjunto estable o el conjunto de Weber.

2.1.2. Juegos cooperativos asociados a problemas PERT/CPM

Cuando finaliza un proyecto es normal encontrarnos con que hay retrasos sobre la fecha de finali-
zacién. Como hemos visto, en estos casos suelen establecerse penalizaciones a las empresas implicadas
en la realizacion del proyecto. En el caso de la Administracion Publica en Espana, estas penalizaciones
estan establecidas por ley. Llegados a esta situaciéon, podemos plantear juegos cooperativos para eva-
luar la responsabilidad de cada empresa en el retraso del proyecto y resolver el problema de repartir
el coste producido por dicho retraso entre las empresas involucradas.
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Partimos de las suposiciones de que, por contrato, ninguna empresa que no tenga retraso en la
realizacién de su actividad podra ser penalizada y, ademads, ninguna actividad podra iniciarse antes de
que finalicen todas las actividades precedentes.

Dado que vamos a tratar con retrasos, primero debemos introducir la notacién que emplearemos en
estos problemas. Denotaremos por d; el retraso sufrido en la actividad ¢ (o producido por la empresa
i) y T(d) el tiempo real de realizacién del proyecto, es decir, el tiempo estimado previamente para el
proyecto més el retraso producido en este por las actividades retrasadas.

A continuacién haremos una breve introduccién bibliogréfica presentando cémo se ha tratado este
tema dentro de la literatura de juegos cooperativos, centrandonos principalmente en tres articulos.

Branzei et al. (2002)

Branzei et al. (2002) toma como referencia, en primer lugar, los problemas de bancarrota, un caso
particular de juegos cooperativos que plantean un escenario donde un conjunto de acreedores deben
repartirse un bien que por lo general no es suficiente para cubrir las deudas reclamadas.

Estos autores usan como informacién para efectuar el reparto del coste del retraso los retrasos indi-
viduales de cada actividad (d;);cn y el retraso global del proyecto, T'(d) — T'. Dado que la suma de los
retrasos individuales siempre serd mayor o igual que el retraso del proyecto, esto recuerda mucho los
modelos de bancarrota, donde las peticiones de los acreedores siempre son mayores o iguales al bien a
repartir. Los autores identifican entonces las demandas de los acreedores con los retrasos individuales
y el bien que se ha de repartir con el retraso global del proyecto. Una vez definido este problema
de bancarrota aplican las reglas méas conocidas como son: la proporcional, la regla de igual ganancia
(CEA) y la de igual pérdida (CEL) entre otras.

En la regla proporcional dividirfamos el retraso global del proyecto (y, en consecuencia, las penali-
zaciones correspondientes) de forma proporcional al retraso individual de cada actividad. En la regla
de igual ganancia, o CEA, repartimos T'(d) — T igualando el tiempo atribuido a cada actividad con la
Unica restricciéon de que a ninguna actividad ¢ le corresponderd un retraso mayor que d;. Por el con-
trario, en la regla de igual pérdida, dividimos el retraso del proyecto entre las actividades adjudicando
a todas un déficit idéntico sobre d;, con la restriccién de que el retraso no puede ser menor que cero.

Por otro lado, en Branzei et al. (2002) se define el siguiente juego de costes con funcién caracteristica

¢(S) = min {Z di, T(d) — T} ,

€S
para cada S C N. Donde N es el conjunto de actividades que han sufrido retraso, d; es el retraso de

la actividad ¢ y T'(d) — T es el tiempo real del proyecto menos el tiempo estimado, es decir, el retraso
del proyecto.

Prueban que las reglas derivadas de los problemas de bancarrota se encuentran en el nicleo del
juego, por lo que son estables. También plantean el uso del juego cooperativo para efectuar repartos
como el valor de Shapley o el 7-valor.

Por tltimo, se plantea otra solucién en dos etapas. En la primera se divide el coste del retraso entre
los caminos cuyo retraso es mayor que 0 proporcionalmente a dicho retraso. En la segunda etapa se
divide, a su vez, el coste calculado previamente para cada camino entre las actividades involucradas en
el mismo que se han retrasado, también de forma proporcional a sus retrasos. Esta solucién también
se puede ver como un juego cooperativo si tomamos los caminos con retraso como jugadores.
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Notemos que en esta tltima solucién se tiene en cuenta que algunas actividades pueden tener una
influencia mayor en el retraso global del proyecto, al provocar el retraso de més de un camino. Por
ejemplo, supongamos un proyecto en el que solo dos actividades han sufrido retraso y que, ademaés,
este retraso es el mismo. Si una de las actividades pertenece a un solo camino y la otra pertenece a
dos diferentes, el coste de la actividad que provoca un retraso en dos caminos serd el doble que el de
la que solo provoca que se retrase un camino.

A pesar de esta ultima aproximacién, las dos primeras aproximaciones no distinguen las diferentes
contribuciones que puede tener cada actividad en el retraso final, y mucho menos distinguen entre
actividades criticas y no criticas. Como hemos visto al plantear el modelo PERT/CPM, no todos
los retrasos tienen el mismo impacto en el retraso final del proyecto, ya que una actividad no criti-
ca tendra cierta holgura que le permitira un retraso que no afecte a la duracién total del proyecto,
mientras que una actividad critica que se retrase provocara inexorablemente un retraso. Por ello, es
necesario establecer con mas claridad la responsabilidad de cada actividad sobre el retraso global del
proyecto.

Bergantinos y Sanchez (2002)

Bergantinos y Sanchez (2002) definen un problema PERT con retrasos como una 4-tupla (G, d, e, ¢)
donde G es el grafo del proyecto, d = (d;);cn es el vector de duraciones de las actividades, e = (e;);en
es el vector de tiempos de finalizacién de cada actividad y ¢ es la funcién que asocia un coste al
retraso del proyecto. Inicialmente clasifican los retrasos en diferentes clases, para ello se fijan en las
actividades finales del proyecto, aquellas cuyo nodo final coincide con el nodo de fin del proyecto y
definen para cada una de ellas una clase como el conjunto de las actividades que la preceden en el grafo.

A la hora de proceder con el reparto del coste del retraso, Bergantifios y Sdnchez proponen utilizar
la regla de reparto de costes en serie introducida por Sprumont (1998). En esta regla el reparto se va
realizando de manera secuencial considerando las clases ordenadas en funcién de los retrasos asociados
a cada una de ellas. Primero se reparte el coste asociado al retraso més pequeno entre todas las clases
a partes iguales, ya que todas han incurrido al menos en dicho retraso. Después se considera coste
asociado al siguiente retraso menos el coste ya asignado en la fase anterior y se reparte a partes iguales
entre las clases que han generado un retraso mayor o igual a éste, y asi sucesivamente. Una vez se ha
repartido el coste entre las clases se procedera a repartirlo dentro de cada una usando exactamente el
mismo procedimiento. La asignacién final para cada una de las actividades se corresponde con la suma
de los costes asignados en cada una de las clases a las que pertenece.

Estos autores también proponen otro reparto basado en la teoria de juegos cooperativos. Para ello
proponen de nuevo un reparto en dos etapas. En la primera de ellas definen un juego entre las acti-
vidades finales del proyecto donde el coste asociado a cada coalicién se corresponde con el maximo
retraso que producen, y se realiza un reparto aplicando el valor de Shapley. Posteriormente se reparte
dentro de cada clase, formada por las predecesoras de cada una de las actividades finales, aplicando
de nuevo el valor de Shapley a un nuevo juego de costes.

Notemos que en estos dos métodos algunas actividades pueden ser responsables del retraso de varias
actividades finales, por lo que su responsabilidad en el retraso final serd mayor, y en consecuencia el
coste que deberan asumir. Esto supone una mejora con las primeras soluciones basadas en problemas
de bancarrota (Branzei et al., 2002), al entender que no todas las actividades son igualmente respon-
sables del retraso final.
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Estévez-Ferndndez et al. (2002)

Estévez-Fernandez et al. (2007) definen un problema PERT con retrasos como una 4-tupla (G, ¢, d, ¢),
donde G es el grafo del proyecto, t = (¢;);en son los tiempos estimados para las actividades, d = (d;);en
los retrasos de cada actividad y ¢ la funcién de coste. Plantean un juego cooperativo asociado al pro-
blema de retrasos en proyectos mas complejo, donde se tienen en cuenta los retrasos de cada actividad

de la coalicién y los caminos del inicio al final del proyecto a los que pertenecen.

El conjunto de jugadores queda definido como el conjunto de actividades y el coste de la coalicién
se calcula como la maxima contribucién de la coalicién al retraso del proyecto causado por los caminos
donde los miembros de la coalicién estdn involucrados. Formalmente, sea (N, ¢) el juego cooperativo,

+
S) = max min E di, E d7 — PSrx
C( ) w€ell(S) ! ( )

iemnS e

para cada S C N, donde II(S) representa el conjunto de caminos en los que hay al menos una acti-
vidad perteneciente al conjunto S y ps, es, como vimos en el capitulo anterior, la holgura del camino 7.

Ademis, en dicho trabajo, queda demostrado que el nicleo del juego es no vacio. De esta forma
podemos garantizar siempre la existencia de al menos un reparto estable, es decir, un reparto que
garantice que ninguna coaliciéon S tenga incentivos para desviarse.

Estévez-Fernandez et al. (2007) también estudian los problemas en los que existe un adelanto sobre
la fecha de finalizacién del proyecto. A veces, en estos casos, se pactan cldusulas en el contrato para
una compensacién econdémica si el proyecto finaliza antes de lo establecido. De forma similar a los
problemas con retraso, podemos asociar un juego cooperativo, que omitiremos aqui, al problema con
el objetivo de obtener un reparto de los beneficios.

El planteamiento de este juego resulta interesante, en relacién a los repartos vistos anteriormente,
pues tiene en cuenta las holguras de los caminos retrasados, lo que lleva a ponderar mejor el retraso
de cada actividad.

Ejemplo 2.1 Sea el problema ilustrado por la red dada en la Figura 2.1.
Tenemos un grafo con 6 actividades, dos de ellas ficticias, que no serdn relevantes en el problema.

Los diferentes caminos del grafo sonm = A— FE — B, g = A—C y w3 = F — D. El tiempo del
proyecto se corresponde con el camino mds largo, que en este caso es el camino w3, con un tiempo de
10. Por lo que tenemos un tiempo estimado del proyecto T = 10. Las holguras del resto de los caminos
son 1 para el camino w1 y 2 para el camino msy.

El vector de retrasos de las actividades no ficticias es (1,3,2,0). Por lo que la duracién real del
proyecto, T(d), es 13, que viene dada por el tiempo real del camino m1. Con estos datos calculamos el
retraso del proyecto, T(d) — T = 3. Tendremos, que para todos los juegos presentados, el conjunto de
Jugadores seré N = {A, B,C}.

A continuacidn obtenemos los diferentes repartos, presentados en esta seccion, del retraso sufrido
por el proyecto entre las actividades que lo han generado.

Repartos presentados por Branzei et al. (2002)
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Figura 2.1: Red del problema.

En el Cuadro 2.1 vemos los diferentes repartos que derivan de los problemas de bancarrota.

Regla de reparto | A B C

Proporcional 05|15 |1
CEA 1 1 1
CEL 0 2 1

Cuadro 2.1: Reglas de reparto basadas en problemas de bancarrota.

Estos repartos no diferencian entre actividades y adjudican indistintamente un coste sin tener en
cuenta la responsabilidad en el retraso final. Por ejemplo, en la regla CEL, no resulta razonable que la
empresa A no sea responsable del coste del retraso, a pesar de formar parte del camino con un mayor
tiempo real.

El juego propuesto por Branzei et al. (2002) tiene como funcién caracteristica
cg =11,3,2,3,3,3,3].

El valor de Shapley del juego (N,cg) es (0.5, 1.5, 1). En este caso, el valor de Shapley del juego
coincide con la regla proporcional. Este reparto adjudica un mayor coste a la actividad C que a la A,
cuando el retraso del proyecto parece estar causado en mayor medida por el retraso de la actividad A,
pues pertenece a los dos caminos que causan el retraso del proyecto y la actividad C' solo pertenece al
camino o, que es causante de un menor retraso que el camino T .

El niicleo del juego (N,cp) es

C(N,CB):{(x,y,z)€R3:x+y+z:370§m§1,0§y§3,0§z§2}.
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(1,3,-1)

z=0

(-2,3,2) (1,0,2)

x=0

Figura 2.2: Representacion de la imputaciones del juego.

El valor de Shapley del juego pertenece al nicleo, como vemos representado en la Figura 2.2, donde
podemos ver el conjunto de las imputaciones conteniendo al nicleo del juego y al valor de Shapley.
A pesar de ello, algunos repartos aunque pertenecientes al nicleo, no parecen una buena eleccion al
dividir el retraso. Por ejemplo, el reparto (1,0,2) pertenece al nicleo del juego, pero no adjudica ningin
coste a la actividad B, que es la actividad con un mayor retraso del proyecto.

También podemos observar que, como se demuestra en Branzei et al. (2002), las reglas de reparto
proporcional, de igual ganancia y de igual pérdida pertenecen al nicleo del juego. Ademds, el reparto
proporcional coincide con el valor de Shapley.

En la tercera y dltima propuesta de reparto presentada en Branzei et al.(2002), consistente en dos
etapas, se divide proporcionalmente el retraso, primero entre los caminos que no terminan en el tiempo
establecido y, posteriormente, entre las actividades que generan, dentro de esos caminos, el retraso.
Ast, en la primera etapa asignamos un retraso al camino m de 1—72 y al camino mo de %. Por altimo,
repartimos el retraso otorgdndole a la actividad A un cuarto de lo correspondiente al camino m (el
resto a la actividad B) y un tercio de lo correspondiente al camino o (el resto a la actividad C).
Obtenemos, entonces, un vector de retrasos (g, %, g, ).

Como podemos ver, este reparto resulta una mejora con respecto, por ejemplo, al valor de Shapley
del juego presentado anteriormente, ya que pondera el hecho de que la actividad A contribuya al retraso
de dos caminos con retraso frente a la actividad C que solo retrasa uno y les adjudica el mismo coste
del retraso a pesar de que la actividad C' tenga un retraso dos veces mayor. Aun ast, no se tiene en
cuenta que las actividades A y B retrasan un camino critico.

Repartos presentados por Bergantinios y Sdnchez (2002)

Bergantinos y Sanchez (2002) plantean dos soluciones, ambas con dos etapas similares. En la prime-
ra dividimos el retraso entre las actividades finales. Repartimos, siguiendo el método que corresponda,
el retraso entre las actividades finales B, C y D, que finalizan con un retraso acumulado de 3, 1 y 0
respectivamente. En la sequnda etapa, repartimos el coste adjudicado a la actividad B entre las activi-
dades predecesoras que tienen retraso, en este caso las actividades B y A, el coste adjudicado a C entre
la propia C y A y el coste adjudicado a D a ella misma. Podemos ver, antes de realizar ningun cdlculo,
que la actividad D no tendrd adjudicado ningin coste, por lo que el problema se puede restringir a las
actividades retrasadas.
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Método Primera etapa Segunda etapa

Actividad A: 0.25

Regla en serie de dos Pre(B): 2.5 Actividad B: 2.25

etapas Pre(C): 0.5

Actividad A: 0

Actividad C: 0.5

Solucién basada en el Actividad A: 0.5

valor de Shapley en dos Pre(B): 2.5 o
etapas Pre(C): 0.5 Actividad B: 2

Actividad A: 0.25

Actividad C: 0.25

Cuadro 2.2: Reparto para los métodos de Bergantinos y Sénchez (2002).

A partir del Cuadro 2.2, deducimos que los vectores de repartos, para las 4 actividades no ficticias,
son (0.25, 2.25, 0.5, 0), para la regla en serie en dos etapas, y (0.75, 2, 0.25, 0) para la solucidn basada
en el valor de Shapley en dos etapas.

En ambos métodos presentados por Bergantinos y Sdnchez (2002) se valora de forma diferente la
contribucion al retraso final de las diferentes actividades aunque el retraso concreto de estas sea el mis-
mo. Asi, las actividades que contribuyan a un retraso de varias actividades finales, como la actividad
A en nuestro ejemplo, verdn aumentado su coste en mayor medida que el resto. Fsto se refleja, por
ejemplo, en el reparto basado en el valor de Shapley en dos etapas, en el que el coste de la actividad A
es mayor que el de la C' a pesar de que su retraso es menor.

Repartos presentados por Estévez-Ferndndez et al. (2007)

La funcion caracteristica del juego obtenido siguiendo el planteamiento de Estévez-Ferndndez et al.

(2007) es
cpr =[1,3,1,3,1,3,3].

El valor de Shapley del juego (N, cgr) es (0.83, 2.33, 0.33). El valor de Shapley adjudica un coste
igual a la empresa A que a la C, a pesar de tener menos retraso. Esto se debe a que el juego trata por
tgual a ambas empresas, al estar la actividad C' en un camino que a lo sumo retrasaria el proyecto 1.
La empresa con mayor coste es la B, pues es la mayor causante del retraso, al ser la responsable de la
mayor parte del retraso del camino 1.

Ya sabemos, por los resultados ofrecidos en Estévez-Ferndndez et al. (2007), que el nicleo del juego
(N, cgr) es no vacio. Concretamente

C(N,cpF)={(z,y,2) eR® ;2 +y+2=3,0<2<1,2<y<3,0<z<1}.

Como vemos en la Figura 2.3, el valor de Shapley pertenece al nicleo del juego, por lo que ninguna
coalicion de empresas tendrd incentivos para desviarse y obtener un reparto mejor.
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(1,3,-1)

z=0

(-1,3,1) (1,1,1)

Figura 2.3: Nicleo y valor de Shapley del juego (N, cgr).

El planteamiento de este juego resulta interesante, en relacion a los repartos vistos anteriormente,
pues tiene en cuenta las holguras de los caminos retrasados, lo que lleva a ponderar mejor el retraso de
cada actividad. Ast, la actividad C' tiene un pago igual al de la actividad A a pesar de tener un retraso
de 1 unidad de tiempo mds, pues pertenece a un solo camino que no es critico y tiene una holgura de
1. Ademdas, la actividad B es la actividad a la que le corresponde una mayor parte del retraso, pues
pertenece al camino critico del proyecto y su retraso es el mayor de las actividades.

2.2. Planteamiento no cooperativo

2.2.1. Introduccién a los juegos no cooperativos

Un juego no cooperativo se definird, en oposicién a un juego cooperativo, como aquel en el que
los agentes no disponen de mecanismos que les permitan establecer acuerdos vinculantes. Dicho de
otro modo, los jugadores no podran colaborar y formar coaliciones para obtener mayor beneficio. En
estos juegos, el objetivo de cada jugador sera escoger una estrategia de actuacién que maximice su pago
teniendo presente las elecciones que haran el resto de jugadores, que podran perjudicarle o beneficiarle.
Podemos definir dos tipos de juegos no cooperativos:

= Los juegos en forma estratégica o normal, en los que los jugadores eligen simultdneamente su
estrategia.

= Los juegos en forma extensiva, en los que los jugadores eligen su estrategia secuencialmente.

En los problemas de retraso en proyectos que estudiaremos en este capitulo tendremos situaciones
en las que las empresas tomaran las decisiones sobre si retrasar o no sus correspondientes actividades
al comenzar su realizacion, por lo que podran tomar sus decisiones teniendo en cuenta la informacién
sobre las actividades ya finalizadas. Debido a esto, para modelar los problemas de retraso en proyectos
utilizaremos juegos en forma extensiva dada la estructura del problema y las relaciones de precedencia
que hay entre las diferentes actividades, lo que supone una situacién de decision secuencial y multi-
etapica.

Previamente a la presentacién de los juegos en forma extensiva, vamos a introducir los juegos en
forma estratégica, pues seran necesarios para definir el concepto de solucién mdas importante en juegos
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no cooperativos, el equilibrio de Nash, o NE.

Juegos en forma estratégica

Definicién 2.15 Un juego en forma estratégica G es una terna (N,{X;}ien,{U;}ien) donde:
= N={1,2,...,n} es el conjunto de jugadores.
» {X,}ien son los conjuntos de estrategias de los jugadores.

» U;: X =T]", — R son las funciones de pago de cada jugador i € N.

Denominaremos a cada x € X un perfil de estrategias, por lo que cada funcién de pago asignara el
pago correspondiente a dicho perfil (que definen todos los jugadores) al jugador i.

El objetivo de cada jugador ¢ € N sera maximizar su funcién de pago U; teniendo en cuenta las
elecciones de sus rivales. Surge asi, el concepto de solucién de un juego en forma estratégica. En con-
creto, vamos a presentar la mas importante de estas soluciones, el NE.

El NE de un juego I' es un perfil de estrategias tal que ningiin jugador obtendra una mayor utilidad
al desviarse de su estrategia, asumiendo que el resto de jugadores mantienen sus estrategias.

Definicién 2.16 Sea G un juego en forma estratégica, un equilibrio de Nash del juego es un perfil de
estrategias x € X que verifica que

Ui(z) 2 Ui(x i, 27),
para todo x, € X; y todo i € N. Donde

(T, 25) = (L1, ooy T 1, Ty T 1y ey T

Juegos en forma extensiva

Como hemos explicado anteriormente, nos centraremos en los juegos no cooperativos en forma
extensiva, que nos permitirdn modelar situaciones no estaticas. Nos centraremos tinicamente en los
juegos en forma extensiva finitos, ya que no sera necesario el estudio de juegos infinitos para modelar
problemas de retraso en proyectos. Formalmente, definimos un juego en forma extensiva como vemos
a continuacion.

Definicién 2.17 Un juego en forma extensiva T' una 6-tupla (N, (A, M), P,Q, K,u) donde:
s N={1,2,....,n} es el conjunto de jugadores.

m (A, M) es un drbol de juego, que consideraremos finito, donde A es un conjunto finito de nodos

y M es un conjunto finito de arcos orientados entre los nodos de A que definirdan el orden en que
se juega. La estructura del drbol no podrd tener bucles.
Cada punto donde empieza un arco es un nodo de decision, que podrd ser inicial, sequidor o
terminal. Denotaremos por Z al conjunto de nodos terminales (que no son nodos de decision),
que son aquellos de los que no salen arcos. Tendremos, ademds, un tUnico nodo inicial a’ € A al
que no llegard ningun arco.

= P={Py,...,P,} es una particion de A\Z que proporciona una indicacion de los nodos en los
que toma una decision cada jugador. P; serd el conjunto de nodos de decision de i, con i € N.
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= Q ={Q1,...,Qn} es una subparticion de P. Para cada i € N, Q; es una particion de P; que
describe la informacion de la que dispone el jugador i cuando tiene que decidir. Denominaremos
a estos conjuntos como conjuntos de informacion.

» K ={Ky,..,K,} es el conjunto de todas las posibles elecciones de los jugadores en sus conjuntos
de informacion. K;, para cada i € N, es el conjunto de todas las acciones disponibles para el
jugador i, i.e., K; es un conjunto formado por los arcos que salen de los nodos de decision de i.

m U= (Up,...,Up), donde u; : Z — R, para cada i € N, denotard la funcion de pago del jugador i.

En este tipo de juegos, en los que las decisiones de los jugadores se van tomando a medida que
avanza el juego y no de forma simultdnea, resultard muy importante la informacién que maneje cada
jugador en el momento que toma cada decisién (el conjunto de informacién). Definiremos los juegos de
informacidén perfecta como todo juego I" en el que cada jugador i, en cada uno de sus nodos de decision,
estd perfectamente informado de todo lo que ha pasado con anterioridad en el juego. En oposicion,
diremos que un juego I' es de informacién imperfecta si no es de informacién perfecta.

Basandonos tinicamente en la informacién que cada jugador maneja sobre sus propias decisiones,
podemos definir un juego en forma extensiva I' como un juego de memoria perfecta si cada jugador 7
recuerda cudles han sido todas sus decisiones pasadas y toda la informacién que tenia en el momento
de tomarlas. Como anteriormente, a un juego que no sea de memoria perfecta lo denominaremos de
memoria imperfecta. De estas definiciones, resulta inmediato deducir que todo juego de informacién
perfecta es también un juego de memoria perfecta.

Definicién 2.18 Sea I' un juego en forma extensiva y sea i € N. Denominaremos estrategia pura del
Jugador i a una aplicacién que asigna, a cada q € Q;, una eleccion x;(q) € S;. Un perfil de estrategias
puras del juego T' es un vector x = (x1, ..., x,) tal que z; es una estrategia pura del jugador i para todo
1 € N. Denotaremos por X; el conjunto de estrategias puras del jugador i en I' y por X el conjunto de
perfiles de estrategias puras (X = [[;cn Xi)-

Definicion 2.19 Sea T" un juego en forma extensiva y sea i € N, diremos que una estrategia de
comportamiento del jugador i, b;, es una aplicacion que atribuye a cada estrategia pura x; € X; una
probabilidad. Denotaremos por B; al conjunto de todas las estrategias de comportamiento del jugador
i.

Andlogamente a las estrategias puras, definimos un perfil de estrategias de comportamiento del
juego I' como un vector b = (by,...,b,) € B =[],y Bi tal que b; es una estrategia de comportamiento
del jugador i, para todo i € N.

Notemos que toda estrategia pura de cada jugador se puede escribir como una estrategia de compor-
tamiento si asignamos toda la probabilidad a dicha estrategia pura. Deducimos, entonces, que X; C B;
para todo ¢ € N y, en consecuencia, X C B.

Tomando un juego en forma extensiva I' vemos que para cada estrategia de comportamiento b € B
y cada nodo del arbol a € A podemos calcular la probabilidad de que el nodo a sea alcanzado si los
jugadores juegan b. Denotaremos dicha probabilidad por p(a,b). Si nos restringimos tinicamente a los
nodos terminales del arbol obtenemos, para cada b € B, una distribucién de probabilidad sobre Z. En
consecuencia, tendremos una funciéon de pago para cada jugador ¢ € N ycadabe BU; : B— R
definida por

Ui = 3 plz,byui(2).
z€Z

Concluimos que para todo juego en forma extensiva I' podemos asociar un juego en forma estratégi-

ca GG cuya funcién de pago serd U; para todo i € N.
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El equilibrio de Nash

El concepto de soluciéon més importante para juegos en forma extensiva, al igual que para los juegos
en forma estratégica, es el NE.

Definicién 2.20 Sea I' un juego no cooperativo en forma extensiva, un NE del juego es un perfil de
estrategias de comportamiento b € B tal que

U;(b) < Ui(b—i, b}).

Notemos que no todo juego tiene un NE y, de tenerlo, no necesariamente serd tinico. Por ello,
resultara importante ofrecer resultados que nos garanticen la existencia de, al menos, un NE.

Proposicion 2.5 Sea I' un juego en forma extensiva y sea x € X un perfil de estrategias puras de T'.
Entonces, x es un NE de I si y solo si

Ui(s) < Uia—, z7),
para todo x}, € X; y todo i € N.

Corolario 2.1 Sea T' un juego en forma extensiva y sea x € X un perfil de estrategias puras de T,
entonces © es un NE de T si y solo si © es un NE de G(T'), siendo G(T') el juego en forma estratégica
asociado al juego I'.

Teorema 2.4 Sea I' un juego en forma extensiva de memoria perfecta, entonces tiene al menos un
NE.

El equilibrio perfecto en subjuegos

A pesar de que el NE resulta una buena solucién para encontrar perfiles de estrategias que resulten
una buena eleccion para los diferentes jugadores, en algunas situaciones puede ser necesario refinar este
concepto. El mas importante de estos refinamientos, que introduciremos a continuacién, es el equilibrio
perfecto en subjuegos.

Definicién 2.21 Sea I' un juego en forma extensiva, diremos que I' puede ser descompuesto en el
nodo a € A\ Z si no hay conjuntos de informacidn conteniendo simultdneamente nodos sucesores de
a y del resto de nodos.

Definicién 2.22 Sea T" un juego en forma extensiva y a € A\ Z, tal que T puede ser descompuesto en
a. Diremos que el juego Ty, inducido por I', cuyo drbol tiene como nodo inicial a, es un subjuego de I'.
Dado un perfil de estrategias de comportamiento b, la restriccion de este al subjuego T', se denotard por
bg -

Definicion 2.23 Diremos que un perfil de estrategias b € B es un equilibrio perfecto en subjuegos de
T si, para todo a € A\ Z, b, induce un NE para el subjuego T, de T.

Resulta inmediato observar que todo equilibrio perfecto en subjuegos de un juego en forma ex-
tensiva I' también serd un NE para dicho juego. Pues si tomamos el nodo a como el nodo inicial del
juego I, el subjuego generado serd I';, = I' y la restriccién del perfil de estrategias de comportamien-
tob € Bparal, serd b, = b, por lo que de ser b un equilibrio perfecto en subjuegos sera también un NE.

Presentamos a continuacion un resultado que nos permitira tener un procedimiento para identificar
los equilibrios perfectos en subjuegos.
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Proposicion 2.6 Sea I' un juego en forma extensiva. Supongamos que el juego se puede descomponer
en los nodos ax, ..., am tales que aj no va después de ay para todo j, k € {1,...,m}. Consideremos un

JERERE) am

perfil de estrategias de comportamiento b € B y denotemos por ]."lf ) el juego en forma extensiva

(a1seeey@m
resultante de I' después de borrar los subjuegos L'y, ...,I's,, y de definir, para cada i € N y cada
je{l,..,m}, ,
phatsam r
—(a1,-., am,) @
u; (a;) = U; 7 (ba,)

bay,....am

Sty entonces b es
yreeym

Si ba; es un NE de 'y, para todo j € {1,....,m} yb_q,, . a,) €5 un NE de T
un NE de T

Podemos definir, entonces, el procedimiento para obtener los equilibrios perfectos en subjuegos para
un juego en forma extensiva I', denominado induccién hacia atras. En primer lugar, descomponemos
el juego en otros menos complejos y, empezando por los mas simples (aquellos que se encuentran al
final de I'), obtenemos recursivamente los NE de los subjuegos sustituyendo los subjuegos de los que
yva hayamos calculado su NE por los vectores de pago de dicho NE. A continuacion ilustramos este
procedimiento mediante un sencillo ejemplo.

Ejemplo 2.2 Tenemos un pareja de jugadores, que llamaremos el jugador 1 y el jugador 2, que quie-
ren organizar un plan para el viernes a la noche. El jugador 1 prefiere ir al cine (c) mientras que al
Jugador 2 le gustaria mds ir a bailar (b). A pesar de esta diferencia, ambos prefieren pasar la noche
juntos. La estructura del juego, como se ilustra en la Figura 2.4, consiste en que el jugador 1 decide
primero el plan y luego elige el jugador 2 teniendo conocimiento de la eleccion previa del jugador 1.

0 -1 -1 1
|l| I—I |—]I I[ill

Figura 2.4: Representacién del arbol del juego.

Tomamos los dos subjuegos, representados en la Figura 2.5, que tienen como nodo inicio el nodo
en el que el jugador 2 debe tomar la decision dependiendo de la decision previamente tomada por el
jugador 1. Es fdcil ver que si nos encontramos en el caso de que el jugador 1 eligid cine, el jugador 2
elegird también cine, pues era su eleccion predilecta (1 > —1), por lo que el NE del subjuego serd c.
Pero si nos encontramos en el subjuego generado cuando el jugador 1 elige baile entonces el jugador 2
escogerd baile (0 > —1), por lo que el NE del subjuego serd b.

Sustituyendo en el juego original los subjuegos por las decisiones del jugador 2 obtenemos el juego
representado en la Figura 2.6. Es facil ver, entonces, que el jugador 1 elegird baile, por lo que el NE
de este juego seria b.

Tenemos entonces que (b,b) es un NE del juego y, por construccion, es también un equilibrio perfecto
en subjuegos.
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0 -1 -1 1|
|
| I |—1 fol

Figura 2.5: Subjuegos generados tras la eleccién del jugador 1 de cine (izquierda) o baile (derecha).

L] 11
l| | o]

Figura 2.6: Juego inducido por elecciones del jugador 2.

Presentamos a continuacion dos teoremas que ofrecen condiciones suficientes para la existencia de
equilibrios perfectos en subjuegos.

Teorema 2.5 Sea I' un juego en forma extensiva de memoria perfecta, entonces tiene al menos un
equilibrio perfecto en subjuegos.

Teorema 2.6 Sea I' un juego en forma extensiva de informacion perfecta, entonces tiene al menos
un perfil de estrategias puras que es un equilibrio perfecto en subjuegos.

Una tdltima definicién previa, relacionada con los juegos, que serd necesaria en la siguiente seccién
es la Pareto dominancia. Nos permitira distinguir si unas soluciones son preferibles a otras. Diremos
que = (7;);en domina, en el sentido de Pareto, a y = (v;)ien, con z,y € S C RN, si 2; > y; para
todo s € N y existe j € N tal que tal que x; > y;. Definiremos la frontera de Pareto de un subconjunto
S C RN como

PB(S) ={z €S : no existe y € S tal que y domine a x}.

2.2.2. Juegos no cooperativos asociados a problemas PERT/CPM

Cuando un proyecto es llevado a cabo por un conjunto de empresas, no solo es pertinente el es-
tudio del reparto de las penalizaciones, como ya hemos tratado utilizando juegos cooperativos, sino
que serd util, para el planificador y las empresas, predecir el comportamiento del resto de agentes
implicados en el proyecto y establecer estrategias de actuacién en consecuencia.

Las empresas tendran unos recursos limitados que tendran que gestionar entre la actividad que les
ha sido adjudicada en el proyecto y otras actividades que se supone estaran haciendo simultdneamente
en otros proyectos. Una empresa constructora, por ejemplo, que esté trabajando en la edificacién de
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dos edificios en el mismo periodo de tiempo, puede no tener los recursos necesarios para realizar las
dos actividades a tiempo y consecuentemente incurrird en un retraso. En este caso, el problema de
la empresa serd gestionar que cantidad de recursos destinar a cada proyecto teniendo en cuenta el
beneficio que obtendrd por cada uno y el coste que le supondria el retraso de cada proyecto con las
respectivas penalizaciones, considerando los retrasos en los que incurriran o ya hayan incurrido el resto
de empresas implicadas en los proyectos.

Por esto, serd indiferente hablar de los recursos que dedicard una empresa a su actividad o del
retraso en el que incurra, ya que el retraso vendrd propiciado por los recursos que deje de destinar
para la correcta realizacién de la actividad.

A pesar de que las empresas tendran que decidir el retraso que generardn en su correspondiente
actividad en el proyecto, es légico pensar que este retraso deba estar acotado. Es por ello que su-
pondremos un maximo de retraso generado por cada actividad que implicard un maximo de recursos
asignados a otros proyectos.

También serd importante el papel del planificador y su decisién de qué penalizacion fijar. Por ejem-
plo, si el planificador es la administracién publica que desea construir la sede para una Exposicion
Internacional, el objetivo al establecer la penalizacion serd desincentivar cualquier retraso en las acti-
vidades que componen el proyecto. Pues la fecha del evento esta fijada con anterioridad y el coste que
supondria no tener una sede supera el precio de esta. Por otra parte, puede darse el caso de un proyec-
to en el que no exista esa necesidad de finalizar en una determinada fecha, por lo que el planificador
puede buscar establecer una penalizacién que provoque que las empresas se retrasen y asi obtener una
ganancia extra.

Bergantinos y Lorenzo (2017) estudian el problema de retrasos en proyectos, modelando un juego
no cooperativo en forma extensiva, para obtener las mejores estrategias del planificador (qué penali-
zacién fijar) y de las empresas (cudntos recursos dedicar a la actividad).

Utilizaremos un juego no cooperativo en forma extensiva con 3 etapas para modelar nuestro proble-
ma. En la primera etapa el planificador impondra la penalizacién. En la segunda las empresas decidiran
cuéntos recursos dedicar a la actividad (y en consecuencia, el retraso generado). En esta segunda eta-
pa las empresas tomaran las decisiones de forma dindmica, pues no decidirdn qué retraso generaran
hasta que tengan que iniciar su actividad y sus predecesoras hayan finalizado, por lo que tendrén la
informacién de cudnto se han retrasado para tomar su decision. Es por esta situacién que es necesario
el uso de los juegos en forma extensiva para modelar el problema. Por tdltimo, se realizaran los pagos
y se impondran las penalizaciones correspondientes.

Un problema de retrasos en proyectos es una tripla (G, c,r) donde G es el grafo, ¢ es el coste por
unidad de tiempo en el que incurre el planificador cuando hay retrasos y r = (r;);en es el vector de
ganancias que obtienen las empresas al dedicar menos recursos de los necesarios para finalizar a tiempo
a las actividades.

En el caso particular de un problema de retrasos en proyectos, el conjunto de jugadores se corres-
ponderd, igual que en el caso cooperativo, con el conjunto de actividades, anadiendo al planificador
que denotaremos como jugador 0.

Cada conjunto de informacién para el jugador, o empresa, ¢ estd caracterizado por el instante ¢ en
el cual la actividad tiene que empezar a realizarse, el conjunto de actividades S que ya han finalizado
en ese instante y el vector de retrasos dg = (d;);ecg de las actividades ya completadas. El instante ¢
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estard definido en el intervalo

A, 2 tomfs, 2 GED).
j€Pre(i,m) j€Pre(i,m)

definido entre el sumatorio de los tiempos de las actividades predecesoras y el sumatorio de los tiempos

y el maximo retraso posible (D;) de cada actividad predecesora de i. El conjunto S queda definido,

formalmente, como

S=<jeN: mix Z (tp +di) <t
" kePre(j,m)U{j}

La funcién de utilidad dependerd de la penalizacion establecida y del retraso. Se definird de forma
diferente dependiendo de si es la funciéon de utilidad del planificador, que tendra una ganancia con la
penalizacién y un coste por el retraso, o de las empresas, que tendran un coste por la penalizacion
y una ganancia al dedicar recursos a actividades alternativas. Obviamente, tanto planificador como
empresas obtendran una ganancia por completar las actividades y el proyecto, pero podemos simpli-
ficar la funcién de utilidad omitiendo estas ganancias que entenderemos fijas y aseguradas para cada
participante en el juego.

Supondremos que la penalizacién por los retrasos en el proyecto serd un valor constante p por
unidad de tiempo, en lugar de una funcién més general. Utilizamos esta penalizacién lineal con la
intencién de ajustarla a los criterios de la ley espanola y, en consecuencia, de los contratos piblicos
que se realizan en Espana, que han motivado esta modelizacién.

Ejemplo 2.3 Sea un proyecto ilustrado por la red G dada en la Figura 2.7 y sean, para cada actividad
i € N, los datos que se muestran en el Cuadro 2.3 de duracion (t), retraso mdzimo permitido (D) y
utilidad por dedicar recursos a otras actividades (r). Tenemos que el coste del retraso para el planifi-
cador es ¢ = 6.

Vemos en la Figura 2.7 que la red tiene una actividad ficticia, que resultard irrelevante en el estu-
dio, por lo que podremos omitirla.

Figura 2.7: Grafo del problema

Estos datos son los necesarios para plantear y estudiar el problema de retrasos en proyectos (G, c,r)
con juegos no cooperativos, en el que el planificador deberd plantear una penalizacion p, y las empresas
deberdn elegir cudnto retrasan sus actividades.
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Actividad | ¢; | D; | 75
A 714 0
B 4 |4 5
C 2|2 2
D 213 5

Cuadro 2.3: Datos de las actividades.

Los caminos de la red sonm = A—C, 7o =B —C ywg = B— D y sus duraciones son 9, 6 y 6
respectivamente. Entonces, el tiempo del proyecto es T =9, que viene determinado por el camino 7.
La holgura es 3 para cada uno de los caminos mo y 3.

A continuacién estudiaremos dos casos, primero el supuesto en que la penalizacion p se aplique solo
en el caso de que todo el proyecto se vea retrasado, y en segundo lugar el caso en que las penalizaciones
se apliquen a todas las actividades retrasadas independientemente de si el proyecto se retrasa o no.

Penalizaciones solo aplicadas cuando el proyecto es retrasado

Como ya hemos adelantado, utilizaremos un juego en 3 etapas para modelar el problema. Formal-
mente, sea el problema de retrasos en proyectos (G, ¢, r), asociamos el juego no cooperativo I'(G, ¢, ),
definido como:

= Etapa 1: El planificador decide la penalizacién p € [0, +00).

= Etapa 2: Las empresas, siguiendo la propia estructura de la red del proyecto, deciden el vector
de retrasos d = (d;)ien-

= Etapa 3: El planificador paga a las empresas y recauda las penalizaciones, de donde se obtienen
las siguientes funciones de utilidad:

0 si i=0yT(d)<T
rid; si 1N y T(d) <T

YienPdi —c(T(d)=T) si i=0yT(d)>T

(ri — p)d; si ieENyT(d)>T

Observemos que cuando para un determinado ¢ € N, r; = p, y el proyecto se ha retrasado, significa
que la empresa ¢ no tiene ni ganancias ni pérdidas al retrasar el proyecto. En estos casos, supondremos
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que la empresa no causa retraso y prefiere finalizar su actividad en el tiempo planeado. Resulta légico
asumir que la empresa no retrasard su actividad si no tiene incentivos econémicos para ello, aunque
solo sea por su propia reputacion.

Ejemplo 2.4 Continuando con el problema de retrasos (G,c,r) presentado en el Ejemplo 2.3, el pro-
blema se desarrollaria como sigue:

s FEtapa 1: El planificador escoge como penalizacion p = 4.

» FEtapa 2: Las empresas A y B deciden su retraso a la vez. Una vez finalizada la actividad B la
empresa D decide su retraso. Cuando finalicen las actividades A y B la empresa C decidird su
retraso. Las empresas C' y D pueden escoger simultdaneamente o la C después de la D dependiendo
de los retrasos de las actividades A y B. Tenemos que el vector de retrasos escogido por las
empresas es (0,2,2,2). Debido a las estrategias de las empresas, el proyecto se retrasa 2.

= Ftapa 3: Calculamos las diferentes utilidades. La utilidad del planificador serd 4, mientras que
las utilidades de las actividades A, B, C y D serdn 0, 2, -4 y 2 respectivamente.

1. Equilibrio en la etapa 2

Vamos a caracterizar el NE en el subjuego de I'(G, ¢, r) inducido por la etapa 2, una vez se ha
establecido una penalizacion p por el planificador. Previamente debemos presentar una serie de defi-
niciones que serdan necesarias en esta caracterizacion.

Definicién 2.24 Sea T'(G,¢,r) el juego inducido por el problema (G, c,r) y dada una penalizacidn p,
definimos la utilidad de minimo derecho de la empresa i como la utilidad que se puede asequrar cuando
el proyecto se ha retrasado y la actividad se retrasa lo mdzimo posible. La denotaremos por v (p),

(ri—p)D; si r;>p

0 st i <p
Podemos entender que la utilidad de minimo derecho es la cantidad que se puede garantizar la
empresa i como minimo aunque el proyecto se retrase.

Definicién 2.25 Sea I'(G, ¢, r) el juego inducido por el problema (G, c,r) y dada una penalizacion p,
definimos el retraso de minimo derecho de la empresa i, como el retraso de la actividad i que le asegqura
obtener su utilidad de minimo derecho cuando el proyecto acaba en tiempo. La denotaremos por s;(p),

(ri—p)Di
T

St T;>0p

0 st T <p
Todas las empresas querran garantizarse, al menos, su utilidad de minimo derecho, lo que su-
pondré que se retrasen como minimo s;. Fijada una penalizacién p, podremos predecir un retraso del
proyecto viendo si los sumatorios de los retrasos s; son mayores que las holguras de los caminos. Si las
holguras no pueden cubrir estos retrasos, el proyecto se retrasaré.
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Definicién 2.26 Sea I'(G,c,r) el juego inducido por el problema (G, c,r) y dada una penalizacion p,
definimos F(p) como el conjunto de retrasos de actividades iguales o mayores a su correspondiente
retraso minimo por derecho y que no generan un retraso en el proyecto. Formalmente,

F(p) = {z € RN : z[s:(p), Di] y Zmz < psx para todo w € 11}.
PET
Bergantinos y Lorenzo (2017) describen los NE en la etapa 2 diferenciando en dos casos:

1. Si existe un camino 7’ € II tal que ) ;. , si(p) > psy, entonces el NE es tinico, y el proyecto
se verd retrasado. En este caso, toda actividad i tal que r; > p se retrasard al méximo (D),
mientras que el resto no se retrasardn nada.

2. Si) . 5i(p) < psy para todo 7 € II, entonces cualquier asignacién {(r;z;)icn : © € PB(F(p))}
estard asociada a un NE. Existen, por tanto, NE en los que el proyecto no se retrasa.

Ejemplo 2.5 Siguiendo el problema presentado en el Ejemplo 2.3, calculamos las funciones de utili-
dad minima por derecho y de retraso de minimo derecho que presentamos en el Cuadro 2.4 para una
penalizacion p = 4.

Actividad | u""(4) | s;(4)
A 0 0

B 4 0.8
C 0 0

D 3 0.6

Cuadro 2.4: Utilidades minimas de derecho y retrasos de minimo derecho.

Para ninguno de los caminos tenemos que la suma de los retrasos de minimo derecho de sus acti-
vidades es mayor que la holgura del camino, por lo que existen NE en los que el proyecto finaliza en el
tiempo estipulado.

El conjunto F(p), parap =4, es {x € R : 2y = 23 = 0,29 € [0.8,4], 24 € [0.6,3], 22 + 24 < 3}. Su
frontera de Pareto serd el conjunto {(0,y,0,3 —y) : y € [0.8,2.4]}.

Si nos situamos en el caso descrito en el segundo punto, cuando existen NE en los que el proyecto
no se retrasa, algunos NE pueden llevarnos a un vector de retrasos perteneciente a F'(p) que sea domi-
nado en el sentido de Pareto por otro, también perteneciente a F'(p). Veamos a continuacién un ejemplo.

Ejemplo 2.6 Sea un proyecto ilustrado por la red G dada en la Figura 2.8 y sean, para cada actividad
i € N no ficticia, los datos que se muestran en el Cuadro 2.5 de duracidn (t), retraso mdzimo permitido
(D) y utilidad por dedicar recursos a otras actividades (r). Supongamos una penalizacidn por retraso
p=3.

Podemos ver facilmente que la dnica actividad que no tendrd incentivos para retrasarse serd la
actividad D, pues rp =0 < 3.
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Figura 2.8: Grafo del problema

Actividad | ¢; | D; | r;
A 2 13 4
B 2 13 4
C 4 |5 4
D 10 | 5 0

Cuadro 2.5: Datos de las actividades.

Los retrasos de minimo derecho para las actividades A, B y C son %, % % respectivamente, por lo

que existen NE en los que el proyecto no se retrasa. Con estos datos, supongamos que las empresas
definen los retrasos como siguen, en funcion de los conjuntos de informacion I que manejan en el
momento de iniciar la actividad:

5 si da(l)#£1
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Podemos ver que si da(I) = 1 tenemos un NE, ya que los retrasos de las cuatro actividades son
mayores, o iquales, a sus respectivos retrasos de minimo derecho y si la actividad A se retrasa mds,
aunque esto mo genere un retraso de por si, producird que la actividad C se retrase 5 y las utilidades
serdn menores para las 8 empresas, al retrasarse el proyecto.

A pesar de que el vector de retrasos (1,2,2,0) es un NE para el subjuego generado en la etapa 2,
no parece la mejor opcion para el comportamiento de las empresas. Puesto que el vector de retrasos
(2,2,2,0) domina en el sentido de Pareto a (1,2,2,0) y ademds pertenece a F(3).

Bergantinos y Lorenzo (2017) especifican que, de existir NE que no retrasan el proyecto, el conjunto
de estos cuyos pagos no estan dominados en el sentido de Pareto es el siguiente:

{(rizi)ien : @ € PB(F(p))}.

Algunos de estos NE, a pesar de no estar dominados en el sentido de Pareto, pueden no ser buenas
predicciones del comportamiento de las empresas. Esto se debe a que en algunas situaciones las em-
presas deberdn elegir su estrategia mientras otras actividades estan siendo realizadas, por lo que las
suposiciones sobre el comportamiento de estas puede llevar a retrasos innecesarios que causen un menor
beneficio para las empresas. Por ello, serd conveniente que las empresas predigan que las actividades
que se realizan en paralelo no causaran un retraso innecesario. Ilustramos como algunos NE pueden
no ser una buena prediccién mediante un ejemplo.

Ejemplo 2.7 Consideremos el proyecto presentado en el Ejemplo 2.1 con los datos que se muestran
en el Cuadro 2.6 y una penalizacion p = 1.9.

Actividad | t; | D; | 7;
A 3 14 |0
B 6 |4 |2
C 5 4 2
D 10 | 4 0

Cuadro 2.6: Datos de las actividades.

Podemos ver que las actividades A y D tienen como estrategia dominante en cualquier caso el no
retrasarse, pues r4 = rp = 0. En consecuencia, sus utilidades serdn siempre 0.

Tenemos dos NE para el subjuego en la etapa 2, uno en el que el proyecto finaliza en el tiempo
estipulado y otro en el que el proyecto finaliza con retraso. En el primero tenemos el vector de retrasos
(0,1,2,0), que generard un vector de utilidades (0,2,4,0). Por lo que las actividades B y C tendrdn
una ganancia de 2 y 4 respectivamente.

En el sequndo NE las dos actividades (B y C) se retrasan lo mdximo posible, por lo que tendremos
un vector de retrasos (0,4,4,0), que generard un vector de utilidades (0,0.4,0.4,0).
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Notemos que el segundo NFE estaria dominado en el sentido de Pareto, en términos de de utilida-
des, por el primero, por lo que podemos pensar que el primer NE seria una mejor prediccion para el
comportamiento de las empresas.

Parece necesario, visto el anterior ejemplo, presentar un NE cuyos pagos no estén dominados en el
sentido de Pareto para los casos en lo que existan NE que no retrasan el proyecto. Definimos entonces el
NE optimista bajo la suposiciéon de que cada empresa actuaréd considerando que el resto no incurrira en
un retraso del proyecto salvo que sea beneficioso para ellas, i.e. salvo que exista un camino 7’ € II tal

que > 8i(p) > psh.

Sea la empresa i € N e I = (t,5,(d;);es) su correspondiente conjunto de informacién. Definimos
Par(I) como el conjunto de actividades que se estén realizando en paralelo a i en el instante ¢.

Ahora definimos el vector de creencias optimistas o(I) € RV para la empresa i en el conjunto de
informacién I = (¢, S, ds). Para ello, consideramos varios casos:

= j € S: La empresa ¢ sabe perfectamente el retraso de la empresa j, pues ya ha finalizado. Por lo
que,

» j € Par(I)\{i}: La empresa i conoce el tiempo de inicio de la actividad j,pues es una actividad
que se realiza en paralelo, y cree que no retrasara el proyecto salvo que sea necesario para obtener
su utilidad de minimo derecho, por lo que esperard un retraso de la actividad j de s;(p). En el
caso de que ese retraso ya hubiese sido superado, la empresa ¢ supondra que la actividad j
finalizard inmediatamente. Formalmente,

0j(I) = max{s;(p),t —t; — méXH Z (t + di) + €}
ke€Pre(j,m)

= j € N\{SUPar(I)}: En este caso i no tiene ninguna informacién acerca de la empresa j, ya que
ni ha finalizado, ni transcurre en paralelo. Por ello supondra que esta empresa se retrasard s;(p).
Por lo que,

Realizamos una tltima definicion relacionada con el vector de creencias optimistas. Consideremos
una empresa i y su correspondiente conjunto de informacién I, y sea & = () je N\ (Suc(i)u{i}) tal que
z; = d; para todo j € S, definimos el juego I'"*(G, ¢, r) como el juego inducido por I'(G,c,r) en el
conjunto de informacién I. En el juego I'':*(G, ¢, r) los jugadores son las empresas Suc(i) U {i}, mien-
tras que el resto de empresas j € N\ (Suc(i) U{i}) tiene una duracién fijada de ¢; + z;. Obtenemos un
juego no cooperativo en forma extensiva en el que la primera decisién le corresponde a la empresa i.

Bergantinos y Lorenzo (2017) prueban que no solo existe un NE optimista para el juego I'(G, ¢, )
inducido por (G, ¢,7), sino que ademds es unico.

Este NE optimista vendra determinado, en el caso de que el proyecto no sufra retraso, por los
retrasos de minimo derecho. Cada actividad i tendrd un retraso de s;(p), pero esto supondrd, en gene-
ral, que algunos caminos finalizan antes que el conjunto del proyecto. Ese tiempo podré ser utilizado
por las empresas para aumentar su utilidad sin retrasar el proyecto, por lo que algunas actividades
tendran un retraso mayor que su retraso de minimo derecho. Realizando induccién hacia atrés, las
actividades finales con un s;(p) > 0 se retrasardn tanto como les sea posible sin llegar a causar un
retraso en el proyecto, si alcanzan un retraso igual a D; entonces sus predecesoras inmediatas seran
las que aumenten el retraso por encima de s;(p) en la medida de lo posible, y asi sucesivamente hasta
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que ningin camino tenga una holgura aprovechable.

En el caso de que al jugarse el NE optimista se produzca un retraso en el proyecto, el NE optimista
coincidird con el tnico NE del juego, en el que el retraso de las actividades con s;(p) mayor que cero
es igual su retraso maximo D; y el retraso del resto de actividades sera 0.

Ejemplo 2.8 Continuando con el Ejemplo 2.5 y apoydndonos en los calculos ahi realizados, vamos a
obtener el NE optimista para la etapa 2 del juego no cooperativo asociado al problema de retrasos en
proyectos presentado en el Fjemplo 2.3.

Las actividades A y C' tendrdn un retraso igual a cero, pues su utilidad de minimo derecho también
es cero. En cambio las actividades B y D tendrdn un retraso mayor que cero. Tenemos que pSp, = 3
y que sp(4) + sc(4) = 0.8+ 0.6 = 1.4, por lo que si las dos empresas retrasan sus actividades su
correspondiente retraso de minimo derecho aun habria una holgura de 1.6 en el camino ms.

Haciendo induccion hacia atrds, la holgura sobrante podria ser aprovechada por la empresa D, que
no alcanzaria su retraso mdrimo permitido, por lo que la actividad B no llegaria a tener un retraso
extra. Entonces tenemos que el vector de retrasos de las actividades jugando un NE optimista serd (0,
0.8, 0, 2.2). Las utilidades para las empresas A y C' y para el planificador serdn 0, mientras que para
B y D serdn 4 y 11.

2. Equilibrio en el juego

En esta seccién vamos a estudiar el equilibrio en todo el juego, centrandonos en calcular la penali-
zacion que maximice la utilidad del planificador. Para ello supondremos que las empresas jugaran un
NE éptimo, que no sea dominado en el sentido de Pareto, no necesariamente un NE optimista.

Asumiendo que las empresas juegan un NE 6ptimo en la etapa 2 del juego T'(G, ¢, r) inducido por
(G, c,r) para cualquier penalizacién p, entonces existe una penalizacién p;. tal que si y solo si p < pf
el proyecto se vera retrasado.

El resultado principal sobre el equilibrio en el juego I'(G, ¢, ) nos proporciona la penalizacién con
la que el planificador obtendra la mayor utilidad. Omitiremos la demostracién, que se puede consultar
en Bergantifios y Lorenzo (2017).

Proposicién 2.7 Sea I'(G,c,r) el juego no cooperativo inducido por (G,c,r). Suponemos que para
cada penalizacion p las empresas juegan un NE d(p) sin retrasos (cuando exista) y el dnico NE con
retrasos cuando no exista un NE sin retrasos en la etapa 2. Entonces, sup{ug(p,d(p)) : p > 0} se

alcanza para un p € {py, {r;}jeNr;<ps }-

Este resultado simplifica significativamente el problema de encontrar la penalizacién 6ptima para
el planificador, pues restringe los potenciales valores a un conjunto formado por las utilidades que
obtienen de dedicar recursos a otras actividades de cada empresa y la penalizacién minima que evita
un retraso del proyecto. Asi, a la hora de buscar la penalizacién 6ptima bastara con estudiar como
varia la utilidad del planificador en un conjunto finito de valores.

Notemos que, a pesar de escribir que el conjunto esta conjunto formado por los r; de las actividades
y la penalizacién minima que garantiza que el proyecto no se retrasara, la méaxima utilidad para el
planificador se alcanzaria cuando p converja por la izquierda a un 7;, con ¢ € N, o a p}-. En la préctica
tomaremos un r; — €, o pi> — €, donde € sea lo suficientemente pequeno.



38 CAPITULO 2. GESTION DE LOS RETRASOS USANDO TEORIA DE JUEGOS

Ejemplo 2.9 Continuamos estudiando el problema introducido en el Ejemplo 2.53. Vamos a calcular
la minima penalizacion que evita un retraso del proyecto. Ya hemos visto que con una penalizacion
de 4 el proyecto no sufre retraso, por lo que el inico camino en el que debemos estudiar los posibles
retrasos serd w3 (si cualquiera de los otros dos caminos se retrasa, w3 también). Entonces, el proyecto
se retrasard cuando sp(p) + sp(p) > pSr,. Resolvemos esa ecuacion y obtenemos que la penalizacion
minima que evita el retraso del proyecto es pi =2.86.

Vamos a calcular ahora la penalizacion que mazimiza la utilidad del planificador. Siguiendo el re-
sultado ofrecido por la Proposicion 2.7, la penalizacion que determina el supremo de las utilidades
del planificador se encontrard en el conjunto {0,2,2.86,5}, aunque podemos descartar la penalizacion
p = 0, pues causaria un coste por el retraso y ningun beneficio por la penalizacion. Estudiamos qué ocu-
rre cuando p converge por la izquierda hacia los valores del conjunto, y vemos que el unico caso en el
que la utilidad del planificador es mayor que 0 es cuando converge hacia 5, por lo que p = 5 serd la
penalizacion que determine el supremo de las utilidades.

Penalizaciones aplicadas sobre cualquier actividad retrasada

El estudio del problema en el que las penalizaciones se aplican a cualquier actividad retrasada
resulta necesario ya que en la practica, en determinados proyectos, algunas actividades retrasadas
pueden causar un coste por si mismas. Un ejemplo de esto puede ser una via de comunicacién, como
una carretera, en la que el retraso de sus tramos individualizados supone un coste aunque el proyecto
finalice a tiempo.

Modelizaremos este problema, igual que el caso donde las penalizaciones se aplican solo cuando el
proyecto en su conjunto es retrasado, mediante un juego no cooperativo en forma extensiva en tres
etapas. Denotaremos al juego asociado al problema A(G, ¢,r), donde:

= Etapa 1: El planificador decide la penalizacién p € [0, +00).

= Etapa 2: Las empresas, siguiendo la propia estructura de la red del proyecto, deciden el vector
de retrasos d = (d;)ien-

= Etapa 3: El planificador paga a las empresas y recauda las penalizaciones de donde se obtienen
las siguientes funciones de utilidad:

Yienpdi—c(T(d)=T) si i=0
ui(pa d) =

(Ti—p)di si 1N

1. Equilibrio en la etapa 2

Fijada una penalizacién p, analizar cudl serd el NE del subjuego definido en la etapa 2 resulta
mas sencillo que el caso anterior. La estrategia de las empresas tales que r; < p serd no retrasar sus
actividades, mientras que el resto las retrasaran todo lo posible. Obtenemos asi el NE para el subjuego,
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en el que para todo ¢ € N y para cualquier conjunto de informacién I de la empresa ¢,

D; si r>p

Ejemplo 2.10 Sea el problema presentado en el Ejemplo 2.3, el NE para el juego serd aquel en el
que las actividades A y C mno se retrasan y las actividades B y D se retrasan lo mdzimo posible. Asi,
el vector de retrasos serd d = (0,4,0,3). El proyecto finalizard con un retraso de 4, y la utilidad del
planificador, para un coste del retraso ¢ = 6 y una penalizacion p = 4, serd 4. Las utilidades de las
empresas se encuentran en el Cuadro 2.7.

Actividad | u;(p,d)
A 0
B 4
C 0
D 3

Cuadro 2.7: Utilidades de las empresas para p = 4.

Vemos que, para este tipo de penalizacion, la utilidad que ofrece el unico NE del subjuego generado
en la etapa 2 coincide con la utilidad de minimo derecho.

2. Equilibrio en el juego

Los resultados que obtenemos en el equilibrio para el juego en el caso en el que se penaliza to-
da actividad retrasada son similares a los del caso en el que las penalizaciones se aplican solo cuando
el proyecto se retrasa, solamente precisamos asumir que las empresas jugaran el tinico NE en la etapa 2.

Podemos ver, igual que en el caso anterior, que si en el juego A(G, ¢, r) asumimos que para toda
penalizacién p las empresas juegan un NE en la etapa 2 entonces, existe una penalizacién pj tal que
el proyecto se retrasard si y solo si p < pi. Ademas, tenemos que pi € {r;}ien-

El resultado principal sobre el equilibrio en el juego A(G, ¢,r) nos proporciona la penalizacién con
la que el planificador obtendra la mayor utilidad. Omitiremos la demostracién, que se puede consultar
en Bergantifios y Lorenzo (2017).

Proposicién 2.8 Sea A(G,c,r) el juego no cooperativo inducido por (G,c,r). Suponemos que para
cada penalizacion p las empresas juegan un NE d(p) en la etapa 2. Entonces, sup{uo(p,d(p)) : p > 0}
se alcanza para un p € {r;}ien.

Igual que en el caso anterior, gracias a este resultado la biisqueda de la penalizacién 6ptima para
el planificador se restringird a un conjunto finito. Notemos que en este caso, el conjunto de potenciales
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penalizaciones éptimas no incluye expresamente la penalizacién minima que evita un retraso del pro-
yecto, pues esta ya pertenece a {r; }icn.

Proposicién 2.9 Continuando con el problema del Ejemplo 2.3, y para el que hemos visto en el
Ejemplo 2.10 como una penalizacion p = 4 causaba un retraso del proyecto, podemos afirmar que
la penalizacion minima que evitard el retraso serd p = 5. Ya que, con dicha penalizacion, ninguna
actividad tendrd incentivos para retrasarse (r; < 5 Vi € N) y en consecuencia el proyecto tampoco se
retrasard.

Ademas, la penalizaciéon p = 5 — €, con € > 0, también marcard el supremo de la utilidad del pla-
nificador, ya que cuando p converge a 5 por la izquierda ug(p,d) toma valores cercanos a 9, mientras
que al converger a 2 por la izquierda la utilidad es negativa.

Comparacién de los diferentes casos

En esta seccién vamos a comparar los dos casos presentados y estudiados previamente. Sean
I(G,c,r) v A(G,e,r) los juegos no cooperativos en forma extensiva con los que modelizamos los
problemas de retrasos en proyectos cuando la penalizacion se efectia si el proyecto se retrasa o si cual-
quier actividad se retrasa, respectivamente. En primer lugar veamos las diferencias que surgen entre
los dos métodos de penalizacién en los subjuegos de T'(G, ¢,r) y A(G,c,r) generados en la etapa 2,
dada una penalizacién p, y suponiendo que las empresas siguen un NE:

= La utilidad del planificador no estd relacionada entre los dos juegos.

= La utilidad de cada empresa es igual o mayor en el subjuego de T'(G, ¢, r). Esto es debido a que
al aplicar la penalizacion solo cuando el proyecto se retrasa, nos encontraremos con casos en los
que aunque algunas actividades sufran retraso no se aplique ninguna penalizacién. Al contrario
que en el juego A(G,c,r) en el que siempre habrd una penalizacién si existe cualquier retraso.

= El retraso del proyecto es igual o mayor en el subjuego de A(G,¢,r). Aunque resulte contradic-
torio, ya que en este caso hay mas penalizaciones, que el retraso sea igual o mayor en el subjuego
de A(G, ¢, r) se debe a que cuando una actividad se retrasa, lo hard lo méximo posible. Mientras
que en el juego I'(G, ¢, r) las empresas que decidan retrasar sus actividades pueden obtener el
mismo beneficio sin llegar a causar un retraso del proyecto.

Una vez comparada la etapa 2, comparamos el juego completo. Suponemos que en la etapa 2 del
juego I'(G, ¢, r) las firmas juegan cualquier NE éptimo.

= La penalizacién éptima para el planificador es igual o mayor en A(G, ¢, ).
= La utilidad del planificador es igual o mayor en A(G, ¢, 7).

= La utilidad de las empresas es igual o mayor en I'(G, ¢, 7).

= El retraso en el proyecto no estd relacionado.

De esta comparacion podemos concluir que las empresas preferirin una penalizacion solo en el caso
de que el proyecto se retrase, pues su utilidad serd potencialmente mayor.

Por otra parte, las preferencias del planificador son méas complejas. Si el planificador es una empre-
sa privada, preferird un sistema que penalice toda actividad retrasada, pero si el planificador es una
institucién publica, puede tener sentido la penalizacion solo cuando el proyecto se retrasa en orden de
beneficiar a las empresas, que son parte de la sociedad a la que sirve dicha instituciéon publica.
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Ejemplo 2.11 Para finalizar con esta seccion, comparamos el problema presentado en el Ejemplo 2.3
y que hemos estudiado para los dos casos. Para una penalizacion p = 4 el NE optimista del subjuego
generado por la etapa 2 tiene unas utilidades para las empresas B y D de 4 y 11, mientras que en el
subjuego de A(G,e,r) esas utilidades son iguales o menores, concretamente 4 y 3, a pesar de que el
proyecto se retrasa, al contrario que en el subjuego de T'(G,c,r), en el que el proyecto finaliza en el
tiempo estipulado.

Ademds, la penalizacién dptima para el planificador es igual en el juego A(G,c,r) que en el
(G, c,r), 5 en ambos casos, pero garantiza una mayor utilidad al planificador en el juego A(G,c,r).
Al contrario, las utilidades de las empresas son iguales o mayores en T'(G, ¢, 1), como podemos ver
en el Cuadro 2.8, donde estin los valores a los que convergen las utilidades cuando p converge a la
penalizacion que determina el supremo de las utilidades del planificador, suponiendo que en el juego
I'(G,c,r) las empresas juegan el NE optimista.

Actividad | T(G,d,r) | A(G,d,r)
A 0 0
B 8.46 0
C 0 0
D 6.42 0

Cuadro 2.8: Utilidades de las empresas para ambos juegos.
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Capitulo 3

Programacion

El objetivo de este capitulo es ofrecer un cédigo que calcule, para los dos juegos no cooperativos
presentados en el Capitulo 2, las estrategias 6ptimas de las empresas y las penalizaciones éptimas del
planificador (dependiendo de si su objetivo es obtener la méxima utilidad o evitar que el proyecto
se retrase). Para el caso en el que solo se aplican las penalizaciones cuando el proyecto se retrasa,
calcularemos las estrategias de las empresas que se corresponden con el NE optimista, mientras que
para el caso en el que se penaliza toda actividad que se retrase, calcularemos las estrategias del tnico
NE del juego.

Sera necesario, en primer lugar, construir un modelo PERT/CPM sobre el que realizaremos los
calculos mostrados en el Capitulo 1:

= De cada actividad: la holgura, el tiempo inicial minimo y el tiempo final maximo.
= De cada camino: las actividades que lo componen, la duracién total y la holgura.
= Del proyecto: la duracion.

Todo el codigo presentado en este capitulo, asi como en los apéndices correspondientes, esta reali-
zado con el lenguaje y el entorno para la computacién estadistica R.

3.1. Modelo PERT/CPM

Crearemos una funcién principal, que denominaremos CalculoPert, destinada a calcular y devolver
los resultados del método PERT /CPM. En esta funcién calcularemos, en primer lugar, una matriz que
contenga todos los caminos de la red del proyecto, a partir de la cual obtendremos una matriz andloga
con los tiempos de las actividades, que nos permitira realizar los cdlculos necesarios. La funcién Calcu-
loPert empleard, a su vez, diversas funciones secundarias que realizardn calculos concretos.

Dividiremos el proceso en tres partes; en primer lugar explicaremos cémo introducir los datos ne-
cesarios, en segundo lugar daremos unas nociones bésicas sobre los cédlculos realizados y por ultimo
trataremos los resultados obtenidos con la funcién.

3.1.1. Introduccion de los datos

Elegimos introducir los datos en R a partir de un archivo JSON, ya que resulta un formato estandar
rapido y ligero que nos permitird obtener los datos de forma sencilla a partir de otros lenguajes de
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programacién y tratamiento de datos. Tenemos que tener en cuenta que los datos introducidos no los
podremos leer como una tabla, al no tener un tamano regular, por lo que utilizar un archivo JSON re-
sulta mas conveniente que, por ejemplo, un csv. Utilizaremos el paquete jsonlite para leer los datos en R.

fromJSON("../../TFM/programacionR/datos. json")

Una vez introducidos los datos a partir del archivo generamos un objeto list en el que deberan estar
incluidos los dos siguientes elementos:

= Un data frame que llamaremos datosActividades que como minimo tendra una columna con los
tiempos de cada actividad.

= Otro objeto list predecesores, donde se listara cada actividad con un vector formado por sus
actividades predecesoras.

Para una mayor simplificacién denominaremos a cada actividad por un numero, para facilitar su
identificacién en la posicién de un vector. Aunque no es necesario mientras mantengan el mismo orden.

En el Apéndice A podemos encontrar dos ejemplos de como construir los archivos JSON necesarios
para introducir los datos. Utilizamos para crear estos archivos los datos del Ejemplo 1.1 y del Ejemplo
2.3.

3.1.2. Calculos

Procedemos ahora a comentar y explicar los calculos realizados en la funcién CalculoPert a la que
le hemos pasado como argumentos el objeto list datos.

Creamos, para facilitar el trabajo, un vector con los datos de tiempos para las actividades, un objeto
list con la informacion de las actividades predecesoras y definiremos n como el nimero de actividades
del proyecto.

t<-datos$datosActividades$t_i
Pre<-datos$predecesores$predecesores
n=length(t)

A partir del objeto list de actividades predecesoras obtenemos la matriz A de ceros y unos que
contenga la informacién de las actividades sucesoras para cada actividad. Identificamos cada actividad
con cada columna y asignamos 1 a la fila que se corresponda con una actividad sucesora y 0 en caso
contrario. Para obtener esta matriz utilizamos la siguiente funcion:

matrizSucesoresInmediatos<-function(Pre,n){
A=matrix (0,nrow=n,ncol=n)

for (i in 1:n){
A[Pre[[i]],il=1

}
return (A)

}

El dato (7, 7) de la matriz A serd 1 siy solo si la actividad ¢ es predecesora de j, en caso contrario
sera 0. Teniendo esto en cuenta, podemos ver cudles son las actividades iniciales y finales fijaAndonos
en las columnas y filas de ceros.
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b=which(colSums (A)
e=which(rowSums (A)

0)
0)

Para obtener la matriz C' de caminos del nodo origen al nodo final utilizaremos otra funcién auxiliar,
que llamaremos matrizCaminos. Nos apoyaremos en una matriz B que construiremos iterativamente
con los caminos intermedios desde las actividades iniciales. Iremos anadiendo filas a medida que su-
memos actividades a los caminos, hasta que lleguemos a una actividad final. Las filas de la matriz C'
seran las actividades, en orden, que compongan los diferentes caminos de la red. Dado que los caminos,
en general, no tendran la misma longitud, la matriz se completara con ceros.

matrizCaminos<-function(A,b,n){
B=matrix (0,nrow=length(b),ncol=n)

B[1:length(b),1]=b
C=matrix (0,nrow=1,ncol=n)

for (i in 2:n) {
for (j in which(B[,i-1] !'=

if (sum(A[B[j,i-1]1,]) ==
c=B[j,]
C=rbind (C,c)
break

}

for (k in seq(l,n,by=1)[-bl) {
if (A[B[j,i-1],k] == 1 && sum(A[k,]) !'= 0) {

1=B[j,]
1[il=k
B=rbind (B, 1)
} else { if (A[B[j,i-1]1,k] == 1 && sum(A[k,]) == 0) {

c=B[j,]
clil=k
C=rbind(C,c)
3}
}
}
}
return(C[2:1length(C[,1]) ,which(colSums(C) != 0)])

Definimos una matriz T'C, con las mismas dimensiones que la matriz C, donde cada par (i,j) ten-
gamos el tiempo de la actividad correspondiente al par (7, ;) de la matriz C. Calculamos esta matriz
con la funcién auxiliar matrizTiemposCaminos.

matrizTiemposCaminos<-function(C,t,n){
taux=c ()

for (i in 1:mn) {
taux [i+1]=t[i]
}
taux [11=0
if (nrow(C) != 0){
TC=matrix (taux[C+1] ,nrow=nrow(C))
} else {
TC=taux [C+1]
}
return (TC)

A partir de la matriz T'C resulta sencillo obtener el tiempo del proyecto como el maximo del su-
matorio de cada fila y las holguras de los caminos como las diferencias de los sumatorios (de cada fila)
con el tiempo del proyecto.
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TP=max (rowSums (TC))
HC=TP-rowSums (TC)

Apoyandonos en la matriz T'C' obtenemos el tiempo més temprano de comienzo y més tardio de
final y la holgura para cada actividad. Lo hacemos calculando, para cada actividad, los caminos de
mayor longitud desde el inicio del proyecto hasta la actividad y desde la actividad hasta el final del pro-
yecto. Para ello, diferenciamos en primer lugar si la actividad correspondiente es la tinica del camino y
de no serlo si es inicial, final o ninguna de las dos. A continuacién presentamos el cédigo implementado
recortando los casos en los que la actividad es inicial o final por brevedad.

for (i in 1:mn) {
tInicialAux=rep(0,m)
tFinalAux=rep(0,m)

f=which(C == i) %%n
f[f==0]=m
if (length(which(b == 1i)) != 0) {
} éiée { if (length(which(e == 1)) != 0) {
} else {
for (j in £) {
tInicialAux[jl=sum(TC[j,1:(which(C[j,] == 1i)-1)1)
tFinalAux [jl=sum(TC[j, (1+which(C[j,] == i)):length(C[j,]1)1)
}

tInicial[il=max(tInicialAux)
tFinal [i]=TP-max (tFinalAux)
3}
if (length(f) == 1) {
Ha[il=TP-sum(TC[f,])
} else {
Ha[i]l=TP-max (rowSums (TC[f,]))
}
}

En el Apéndice B adjuntamos el cédigo completo de la funcién CalculoPert y de las funciones
auxiliares correspondientes.

3.1.3. Resultados

Creamos el objeto list que devolvera la funcién. Elegimos devolver un objeto de esta clase, pues
resulta la manera mas sencilla de agrupar toda la informacién que hemos calculado.

Creamos un objeto que llamaremos PERT con los siguientes elementos:

= Un objeto data frame con la informacién de los tiempos de las actividades, que llamaremos
Actividades constituido por las siguientes columnas:

Actividad: asignamos a cada fila una actividad.

Duracion: devolvemos el dato de duracion de cada actividad que introducimos en la funcién.

TiempolnicialMin: tiempo més temprano de comienzo de cada actividad.

TiempoFinalMazx: tiempo mas tardio de final de cada actividad.

Holgura: holgura de cada actividad.

= Un objeto list con la informacién correspondiente a los caminos, que llamaremos Caminos que
a su vez estard formado por:
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o matrizCaminos: matriz C calculada mediante la funcién matrizCaminos que contiene las
actividades, en orden, que componen los caminos desde el nodo inicial al final.

o tiempoActividadesCaminos: matriz TC' de los tiempos de cada actividad que forma el camino
con el que se corresponde cada fila.

o tiempoCaminos: vector con la duracién de cada camino.
e holgurasCaminos: vector con la holgura de cada camino.
o numeroCaminos: entero que nos indica cudntos caminos componen la red del proyecto.

= Un objeto al que llamamos Proyecto formado tnicamente por el valor tiempoProyecto que se
corresponde con la duracion total del proyecto.

= Incluimos también la informacién con la que construimos el modelo PERT/CPM y que ya deta-
llamos al explicar la introduccion de los datos.

Por 1ltimo, creamos un archivo JSON a partir de los datos devueltos por la funcién CalculoPert.
Volvemos a utilizar para esto el paquete jsonlite.

exportJSON<-toJSON (PERT)
write (exportJSON,"../../TFM/programacionR/resultados.R")

En el Apéndice C incluimos los archivos JSON generados a partir de los ejemplos expuestos en el
Apéndice A.

3.2. Juego asociado a un modelo PERT/CPM

Una vez obtenido el modelo PERT/CPM y la matriz C' de caminos del nodo origen al nodo final,
pasamos a programar los dos juegos no cooperativos asociados, vistos en el Capitulo 2. Construiremos
la funcién JuegoPERT a la que le pasaremos como atributo una variable que pueda tomar el valor
TRUE o FALSE y que indique si se penaliza toda actividad retrasada en el caso de ser TRUE, o no,
en caso de ser FALSE. De esta forma indicaremos cudl de los juegos no cooperativos vistos estaremos
modelizando.

Con la ayuda de la funcién CalculoPERT calculamos para ambos juegos, las estrategias que de-
beran seguir las empresas y el planificador dada una penalizacién que proporcionaremos a la funcién
JuegoPERT. Obtendremos también la penalizacion éptima para el planificador y la penalizaciéon mini-
ma que garantiza que el proyecto no resultard retrasado para los dos juegos.

3.2.1. Introduccion de los datos

Igual que en la funcién CalculoPert, introduciremos un objeto list de datos como argumento de la
funcion CalculoPERT constituido, igualmente, por otro objeto list con los datos de predecesores de
cada actividad y un data frame con las siguientes variables para cada actividad:

= {_5: duraciones de las actividades.
= D_i: duraciones maximas permitidas.
= 7_i: beneficios obtenidos por las empresas por dedicar recursos a actividades en otros proyectos.

Ademas del objeto de datos, introduciremos como argumentos en la funcién CalculoPERT tres
argumentos mas:
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= p: la penalizacién establecida por el planificador.
= cost: coste para el planificador, por unidad de tiempo, del retraso del proyecto.

» penalizarCualquierActividadRetrasada: argumento 1égico que determina si se penalizan las acti-
vidades retrasadas, aunque no provoquen un retraso en el proyecto, en caso de ser igual a TRUE,
o si solo se penalizan cuando el proyecto se retrasa, en el caso de ser igual a FALSE.

Como en la seccién anterior, introduciremos los datos relativos a las actividades y sus relaciones
de precedencias mediante un archivo JSON que leeremos haciendo uso del paquete jsonlite.

El segundo ejemplo de los presentados en el Apéndice A, que se corresponde con los datos del Ejm-
plo 2.3, también es valido para presentar como construir el archivo JSON necesario para introducir
los datos. Podemos utilizar el mismo archivo, puesto que en la funcién CalculoPert solo leeremos los
datos que necesitamos del data frame de actividades, concretamente la variable de duraciones de las
actividades.

3.2.2. Calculos

En primer lugar, creamos los vectores ¢, D y r de duraciones, duraciones maximas y ganancias
por dedicar recursos a otras actividades y el objeto list Pre con los datos de predecesoras para ca-
da actividad. Con estos datos obtenemos los resultados del método PERT/CPM mediante la funcién
CalculoPert que ya hemos descrito anteriormente, obteniendo asi, los resultados que proporciona y
que necesitaremos.

A continuacién, definimos una estructura de control que nos permitira elegir si modelamos el juego
['(G,e,r) 0 A(G, ¢, 1) segin el valor de la variable penalizarCualquierActividadRetrasada introducida
como argumento en la funcién.

if (penalizarCualquierActividadRetrasada == FALSE) {
}
if (penalizarCualquierActividadRetrasada == TRUE) {
}

Diferenciamos entre estos dos casos, pero obtenemos los mismos datos para cada juego; un NE
del subjuego generado por la etapa 2 y las utilidades que produce, la penalizacién éptima para el
planificador y la penalizacion minima que garantiza que el proyecto no resultard retrasado.

Caso en el que solo se penalizan las actividades en caso de retraso del proyecto

Suponiendo la penalizacién por parte del planificador que hemos introducido como argumento de la
funcién JuegoPERT, nos apoyaremos en una funcién auxiliar para calcular las estrategias que seguiran
las empresas en el supuesto de jugar el iinico NE optimista del subjuego generado en la etapa 2 del
juego I'(G, ¢, 7). Ademds, obtendremos las utilidades de las empresas y del planificador, asi como las
duraciones de las actividades y del proyecto.

modelol<-function(r,D,C,tC,p,cost){...}
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Como hemos visto en el capitulo anterior, los primeros célculos necesarios para obtener el NE op-
timista del juego I'(G, ¢,r) son los retrasos de minimo derecho s;(p) Vi € N. Los obtenemos a partir
de los vectores r y D para la penalizaciéon p dada.

calculo_s<-function(n,p,r,D){

s=c()
for(i in 1:n){
if (r[il>p && r[i]l!=0){
s[il=((r[il-p)*D[i])/r[i]
}Yelsed{
s[i]=0
}
}
return(s)

}

A partir del vector s de retrasos de minimo derecho vemos si estos retrasos de las actividades ge-
neran que el proyecto finalice méas tarde del tiempo estipulado. De ser asi, asignamos a toda actividad
1 € N con un r; mayor p un retraso igual a su retraso maximo, d; = D,. En caso contrario, los retrasos
de las actividades se corresponderan con sus retrasos de minimo derecho.

calculo_d_modelol<-function(n,p,r,D,s,ts,tC){

d=c()
for(i in 1:n){
if (max(ts) > max(tC) && r[il > p){
d[i]=D[i]
Yelse{
d[il=s[i]
}
}
return (d)

}

Una vez asignados los retrasos d a las actividades, si el proyecto no sufre ninguin retraso, nos en-
contraremos, en general, con caminos que tienen una holgura mayor que cero. Entonces, repartimos
estas holguras de las que disponen los caminos (y en consecuencia las actividades que los forman)
entre las actividades que puedan tener un retraso mayor del que ya les hemos asignado. Por eso, no
aumentaremos el retraso de las actividades mas de su correspondiente retraso maximo ni de forma que
generen un retraso en otro camino al que pertenezcan. Tampoco se le adjudicarda un retraso a toda
actividad ¢ € N con s;(p) = 0.

Distribuiremos la holgura de cada camino empleando induccién hacia atras y reevaluandola a cada
paso. Asi, empezamos por la actividad final de cada camino y continuamos por su predecesora inme-
diata hasta llegar al inicio del camino o hasta que el camino tenga una holgura igual a cero.

actCriticas=unique (C[which(hC == 0),])
if (Td == 0){

camHolgura=which(hC > 0)

for(i in length(camHolgura)){

h=min (hC[which(hC > 0)])
cam=which (hC==h) [1]
for(j in rev(Clcam,]1)){

if (length(which(actCriticas==3j))==0 && s[j] != 0){
dExtra=min(h,D[jl-d[j])
h=h-dExtra
d[jl=d[jl+dExtra
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}
}

tr<-calculo_tr(m,d,tC,C)
hC=max (tr)-tr
}
}

Con estos célculos ya tenemos el NE 6ptimo del subjuego de T'(G, ¢, r) generado por la etapa 2.
Por lo que, iinicamente nos quedarian por calcular las utilidades, tanto del planificador como de las
empresas que genera el NE optimista.

calculo_utilidad_planificador_modelol<-function(Td,d,p,cost){

if (Td==0){
return (0)
Yelsed{
return (sum(d*p)-cost*Td)
}
}

calculo_utilidades_empresas_modelol<-function(n,Td,r,d,p){

u=c()
for (i in 1:mn){
if (Td==0){
ulil=r[il*d[i]
}elseq{
ulil=(r[il-p)*d[il
}
}
return (u)

}

Devolvemos con la funciéon metodo! los retrasos de las actividades correspondientes a jugar el NE
optimo con la penalizacién dada y el retraso del proyecto, la utilidad del planificador y las utilidades
de las actividades generadas.

Continuamos con los célculos en la funcién JuegoPERT. Para obtener la penalizaciéon minima que
garantiza que el proyecto no se retrasara, recorremos todos los valores que se encuentran entre el mini-
mo del vector r y el maximo. Calculando con la funcién metodo?! el retraso del proyecto detenemos las
iteraciones en el momento en que el retraso del proyecto es igual a 0. Restringimos los posibles valores
de la penalizacién entre el minimo y el maximo del vector r ya que de ser p mayor que el maximo r;,
con i € N, ninguna actividad se retrasaria. Igualmente, de ser p menor que el menor r;, con ¢ € N, se
retrasarian todas las actividades.

calculo_pGamma<-function(r,D,C,tC,cost){

for (i in seq(min(r),max(r),by=0.01)) {
retraso=modelol(r,D,C,tC,i,cost)$retrasos$retrasoProyecto
if (retraso == 0) {
return (i)
}
}
}

Por dltimo, calculamos la penalizacién que garantiza la méaxima utilidad al planificador. Para ello
hacemos uso de la Proposicién 2.7 y construimos un vector que contenga las utilidades para el pla-
nificador, devueltas por la funcién metodol al pasar como argumentos la penalizacion minima que
garantiza que no se retrasa el proyecto y las diferentes r;, con i € N. Notemos que no debemos evaluar
estas penalizaciones, sino que es necesario restar por un valor € cercano a cero, en nuestro caso optamos
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por 0.01 (puesto que supondria la menor unidad monetaria si trabajdsemos en euros).

calculo_pmax_modelol<-function(r,D,C,tC,cost,pGamma){
n=length(r)

u0=c ()

u0[1]=modelol(r,D,C,tC,pGamma-0.01,cost)$utilidades$planificador

for (i in 1:mn) {
uO[i+1]=modelol(r,D,C,tC,r[i]-0.01,cost)$utilidades$planificador

}
if (which(u0 == max(u0))[1] !'= 1) {
return(min(r [which(u0 == max(u0))-11))
} else {
return (pGamma)
}

}

Caso en el que toda actividad retrasada es penalizada

La estructura del cédigo para el juego A(G,c,r) serd muy similar a la ya vista para el juego
I'(G,c,r) en el que solo se penalizan las actividades retrasadas si el proyecto también resulta retra-
sado. Como en el caso anterior, nos apoyamos en una funcién auxiliar para calcular el inico NE del
subjuego generado por la etapa 2.

modelo2<-function(r,D,C,tC,p,cost) {...}

La funcién auxiliar modelo2 resultara mas simple que la funcién andloga modelol, pues en este
caso el calculo de las estrategias de los jugadores, i.e. los retrasos de las actividades, se realizard di-
rectamente con la comparacién de los diferentes r;, con ¢ € N, con la penalizacién dada. Para cada
actividad 7, si r; es mayor que la penalizacién p, asignamos a la actividad ¢ un retraso d; igual a su
maximo retraso permitido D;. Por el contrario, si r; < p, el retraso de la actividad i serd 0.

calculo_d_modelo2<-function(n,p,r,D){

d=c()
for (i in 1:n) {
if (r[il > p) {

d[i]=D[i]
} else {
d[il=0
}
}
return (d)

}

Una vez obtenidos los retrasos correspondientes al tnico NE del subjuego de A(G,¢,r) generado
por la etapa 2 resulta sencillo, haciendo uso de la matriz de caminos C, saber qué retraso, de existir,
generaran las actividades con un r; > p en el proyecto.

Tr=max (tr)
Td=Tr-max (tC)

Por tltimo, calculamos las utilidades para el planificador y las empresas derivadas de sus respecti-
vos retrasos.
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u0=sum (d*p)-cost*Td

u=c()

for (i in 1:mn) {
ulil=(r[il-p)*d[il

}

La funcién modelo2 devuelve los retrasos y las utilidades de las actividades y del proyecto para
la penalizacién que hemos introducido como argumento en la funcién principal JuegoPERT. Donde
continuamos con los célculos de la penalizaciéon minima que garantiza que el proyecto no se retrase y
de la penalizacion 6ptima para el planificador.

Siguiendo la Proposicién 2.8, calculamos la penalizacién minima que garantiza que el proyecto no
se retrasa, evaluando la funcién modelo2 pasando como argumentos penalizaciones iguales a todos los
elementos del vector r de menor a mayor. En el momento en el que el retraso del proyecto devuelto
por la funcién modelo2 sea igual a 0, interrumpimos las iteraciones y tomamos como pA el elemento
del vector r correspondiente.

calculo_pDelta<-function(r,D,C,tC,cost){

for (i in unique(r[order(r)])) {
retraso=modelo2(r,D,C,tC,i,cost)$retrasos$retrasoProyecto
if (retraso == 0) {
return (i)
}
}
}

Por dltimo, calculamos la penalizaciéon que maximiza la utilidad del planificador. Para ello nos
fijamos en la Proposicién 2.9, que restringe los posibles valores de dicha penalizacién a los diferentes
r;, con ¢ € N. Como en el juego anterior, tomamos los valores r;, con i € N, restando por una pequena
cantidad, concretamente 0.01, y evaluamos en la funcién modelo2 quedandonos con las diferentes uti-
lidades devueltas. Finalmente, escogemos la mayor de dichas utilidades y asignamos el valor de la
penalizacién que la generé como la penalizacion 6ptima.

calculo_pmax_modelo2<-function(r,D,C,tC,cost,pGamma){
n=length(r)

u0=c()

for (i in 1:mn) {
uO[il=modelo2(r,D,C,tC,r[i]1-0.01,cost)$utilidades$planificador

}

return(min(r [which (u0 == max(u0))1))

En el Apéndice D podemos revisar el cédigo completo de las diferentes funciones utilizadas en esta
seccidn.

3.2.3. Resultados

Continuando con lo hecho hasta el momento, la funcién JuegoPERT devolvera un objeto list con
toda la informacién calculada. Este objeto de resultados, tendra los siguientes elementos:

= Los resultados relativos al juego, I'(G, ¢,7) o A(G, ¢, r) segln corresponda, para la penalizacion
dada inicialmente como argumento. Construiremos un objeto list que llamaremos resultadosPe-
nalizacionDada y que contenga esta informacién con la siguiente estructura:
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e La penalizacién con la que se realizan los célculos.

e Un objeto list con la informacion de utilidades que contenga el valor de la utilidad para el
planificador y un vector con las utilidades de las empresas.

e Un objeto list con la informacién de retrasos que contenga el vector de retrasos d de las
actividades al jugar el NE correspondiente y el retraso generado en el proyecto.

= La penalizacién minima que garantiza que el proyecto no se retrasa, que denominaremos pMinima.
= La penalizacién 6ptima para el planificador, que denominaremos pOptima.

= Un objeto llamado modeloPERT con los resultados del modelo PERT/CPM obtenidos con la
funcién CalculoPERT pero sin incluir los datos de entrada.

= Los datos de entrada necesarios para realizar todos los calculos de la funciéon JuegoPERT.

En el Apéndice E incluimos los archivos JSON generados a partir de los datos del Ejemplo 2.3 que
incluimos en el Apéndice A.

3.3. API

Creamos un script que funcione a modo de interfaz de programacién de aplicaciones (API) y que
nos permita llamar a las diferentes funciones, cargar diferentes archivos de datos, etc. Como estamos
utilizando scripts diferentes para las funciones, las cargamos mediante la funcién source del paquete
bésico de R.

source("../../TFM/programacionR/CalculoPERT.R")

Ademas, anadimos cuatro funciones en cada uno de los scripts que contienen las funciones Calcu-
loPERT y JueqoPERT. Nos permitiran ejecutar la funcién principal del script de diversos modos, segiun
queramos leer los datos de un archivo o desde el propio R, y generar un archivo con los resultados o
conservarlos en R.

En el Apéndice F adjuntamos esta API sencilla que facilita el uso de las funciones para el usuario.
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Capitulo 4

Propuestas para futuros estudios

A lo largo de los capitulos previos hemos estudiado el método PERT/CPM asi como diversos juegos
cooperativos y no cooperativos asociados. Nos hemos centrado principalmente en los juegos I'(G, ¢, r) y
A(G, ¢,r), definidos como los juegos no cooperativos asociados a problemas PERT/CPM, diferenciando
los casos en que las penalizaciones se apliquen solo cuando el proyecto es retrasado o se apliquen ante
toda actividad retrasada respectivamente, suponiendo una penalizacién lineal fijada por el planificador
en una primera etapa.

A continuacién, vamos a ver diferentes generalizaciones que surgen de forma natural a partir de los
juegos T'(G,¢,r) vy A(G, ¢,r). Nos fijaremos, en primer lugar, en los costes para el planificador asocia-
dos al retraso del proyecto y como resultaria conveniente estudiar unas penalizaciones consecuentes.
Después, propondremos una generalizacién de la identificacién entre las empresas y las actividades
que componen el proyecto que se realiza en Bergantinos y Lorenzo (2017). Por tltimo, nos basaremos
en Estévez-Ferndndez (2012) para proponer una generalizacién sobre las penalizaciones en la que se
incluyan también incentivos por finalizar antes de tiempo.

Futuros estudios sobre el coste para el planificador y diferentes penalizaciones

A pesar de que la motivacion inicial del planteamiento y modelizacién de ambos juegos viene dada
por las penalizaciones establecidas por ley para los contratos ptublicos en Espana, podemos esperar que
los contratos privados, en general, no se atengan a los mismos criterios y necesidades.

Por ejemplo, si pensamos en la construcciéon de un nuevo estadio de fitbol por parte de un equipo.
Podemos pensar en diferentes penalizaciones, dependiendo de las necesidades del propio equipo. Si la
fecha de finalizacién es a principios de verano, es probable que la penalizacién por retrasar un mes
el fin de las actividades no sea muy alta, pues en verano el uso del nuevo estadio no seria muy alto.
Pero cuando empiece la liga, la necesidad de un nuevo estadio serd mucho mas alta ya que, de no
estar disponible, el equipo incurrird en otros gastos como podria ser el alquiler de un estadio a otro
equipo de la ciudad. Esto generaria un coste no lineal en el planificador, que al ser una entidad privada,
podriamos esperar que impusiese en consecuencia unas penalizaciones no lineales a las empresas.

Resultaria interesante, por ello, estudiar una generalizacién de las penalizaciones impuestas por el
planificador, asi como de los costes del retraso del proyecto.

Esta generalizacién de la funciéon de penalizacién implicaria un cambio en los cédlculos de los dos

juegos I'(G, ¢, r) vy A(G, ¢, r). Aumentaria especialmente la complejidad del célculo del NE en el sub-
juego generado en la etapa 2 del juego A(G,¢,r), pues las actividades que tuviesen incentivos para
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retrasarse no tendrian porque tenerlos para hacerlo hasta el maximo permitido. De igual manera, en
el subjuego generado por la etapa 2 del juego I'(G, ¢, r), se modificarian los célculos de las utilidades
de minimo derecho para las actividades (y en consecuencia, las utilidades de minimo derecho), lo que
resultaria en un NE diferente.

Siguiendo con el mismo ejemplo del estadio. Los retrasos en las actividades finales del proyecto no
supondran un coste igual para el planificador. Es obvio que si una vez empezada la liga el césped atin
no ha sido instalado, el equipo no podra hacer uso del estadio y el coste generado serd mayor. Pero
si lo que falta para la finalizaciéon completa del proyecto es, por ejemplo, una de las gradas, seguiria
habiendo un coste para el planificador (se dejarfan de vender entradas para esa grada), aunque seria
menor (el estadio podria usarse a pesar de no tener una grada).

En base a esto, podemos esperar que las penalizaciones del planificador puedan ser diferentes de-
pendiendo de qué actividad sea la retrasada. En la modelizaciéon de un juego con estas caracteristicas
el planificador no impondria una tnica penalizacién, sino tantas como actividades finales tenga el pro-
yecto.

Futuros estudios sobre las empresas y actividades

Los contratos de grandes proyectos urbanisticos, en Espana y en la mayoria de paises, impulsados
por la administraciéon o por entidades privadas, suelen estar al alcance exclusivo de un pequeno grupo
de empresas. Es probable, entonces, que varias actividades del proyecto puedan ser contratadas con
una misma empresa.

Si una misma empresa puede realizar varias actividades de un mismo proyecto, sus conjuntos de
informacién en cada punto serdn mayores, pues podra conocer lo que hara en el siguiente punto de
decisién antes que el resto de empresas. Esto, supondria una generalizacién de los modelos expuestos
por Bergantinos y Lorenzo (2017), pues asocian cada actividad con una tinica empresa.
se Podriamos encontrarnos, por ejemplo, con el caso simple de un camino del proyecto formado por
dos actividades encargadas a la misma empresa. Supongamos que las penalizaciones solo son apli-
cadas cuando el proyecto es retrasa, que existe un NE sin retraso y que el camino planteado posee
una holgura mayor que cero. Si la ganancia de la empresa por dedicar recursos a otras actividades es
mayor para una de sus actividades que para la otra, podria decidir no retrasar una de las actividades
y asi poder retrasar al maximo la actividad que le reportard unos mayores beneficios, al no dedicar
todos los recursos para su realizacion.

Notemos que esta generalizacion solo afectaria al caso en el que las actividades son penalizadas
unicamente si el proyecto es retrasado. En el caso de que toda actividad retrasada fuese penalizada, el
equilibrio de la etapa 2 del juego seguiria siendo el mismo, pues cada actividad se retrasard el maximo
permitido o nada, dependiendo solamente de su ganancia al dedicar recursos a actividades no relacio-
nadas con el proyecto.

Futuros estudios sobre incentivos

En el Capitulo 2 ya mencionamos que Estévez-Fernandez et al. (2007) estudian también la pers-
pectiva de un juego cooperativo en el que no se penalice a los jugadores que provocan un retraso del
proyecto, sino que se premia a aquellos que finalizan antes del tiempo establecido. Posteriormente, en
Estévez-Ferndndez (2012) se profundiza en esta idea y se amplia a juegos con penalizaciones e incen-
tivos segun se finalice después o antes del tiempo establecido.
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Podemos tomar esta idea y aplicarla a los juegos no cooperativos estudiados en el Capitulo 3.
Asi convendria ampliar las variables que intervienen en el modelo, incluyendo un coste para cada
empresa por dedicar mas recursos a su actividad y un incentivo por la finalizacién antes del tiempo
estipulado, que vendria fijado por el planificador en funcién del beneficio que este obtuviese con el
adelanto del proyecto. También resulta natural definir, al igual que un tiempo méaximo, un tiempo
minimo para la realizaciéon de cada actividad.

Seria adecuado, igual que en el caso de los juegos con penalizaciones exclusivamente, modelar dos
juegos no cooperativos diferentes: uno en el que las actividades adelantadas solo serdn premiadas si
el proyecto finaliza antes de tiempo (igualmente, las actividades retrasadas solo serfan penalizadas
cuando el proyecto también es retrasado) y otro en el que toda actividad adelantada fuese premiada
(igualmente, toda actividad retrasada seria penalizada).
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CAPITULO 4. PROPUESTAS PARA FUTUROS ESTUDIOS



Apéndice A
Ejemplos de lectura de datos

A continuacién damos dos ejemplos para la construccién de los archivos JSON utilizados para
introducir los datos en R. Concretamente, utilizamos los datos del Ejemplo 1.1 y del Ejemplo 2.3.
Notemos, que con los datos de Ejemplo 1.1 no podemos ejecutar la funcion JuegoPERT, inicamente
podremos calcular el método PERT/CPM con la funcién CalculoPERT.

= Datos del Ejemplo 1.1:

{"datosActividades": [

{

"actividad":1,
"t_i":2

},

{

"actividad":2,
"t_i":4

},

{

"actividad":3,
np_in:3

},

{

"actividad":4,
"t_i":2

},

{

"actividad":5,
"t_i":10

},

{

"actividad":6,
"t_i":4

},

{

"actividad":7,
"t_i":2
},
{
"actividad":8,
"t_i":1
1,
"predecesores": [

{
"actividad":[1]

},

{
"actividad":[2],
"predecesores":[1]

},

{

"actividad":[3],
"predecesores": [2]
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"actividad":[4],
"predecesores":[2]

"actividad":[5],
"predecesores":[3,4]

"actividad":[6],
"predecesores":[2]

"actividad":[7],
"predecesores": [6]

"actividad":[8],
"predecesores":[5,7]

1

EJEMPLOS DE LECTURA DE DATOS

= Datos del Ejemplo 2.3:

{"

"p

datosActividades": [
{
"actividad":1,
"t_i":7,
"D_i":4,
"r_i":0
},
{
"actividad":2,
"t_i":4,
"D_i":4,
"r_i":5
},
{
"actividad":3,
ng_iv:2,
"D_in:2,
nr_in:2
},
{
"actividad":4,
ng_in:2,
"D_i":3,
"r_i":5
1,
redecesores": [
{
"actividad":[1]
},
{
"actividad":[2]
},
{
"actividad":[3],
"predecesores":[1,2]
},
{
"actividad":[4],
"predecesores":[2]
3




Apéndice B

Cdédigo para el modelo PERT/CPM

Presentamos en este apéndice el cddigo necesario para los célculos relativos al método PERT/CPM.

CalculoPERT_API_read_write<-function(ficheroDatos,ficheroResultados){
require (jsonlite)

datos<-fromJSON(ficheroDatos)
PERT<-CalculoPERT (datos)
exportJSON<-toJSON (PERT)

write (exportJSON,ficheroResultados)

}

CalculoPERT_API_read<-function(ficheroDatos){
require (jsonlite)

datos<-fromJSON(ficheroDatos)

return(CalculoPERT (datos))
}

CalculoPERT_API_write<-function(datos,ficheroResultados){
require(jsonlite)

PERT<-CalculoPERT (datos)

exportJSON<-toJSON (PERT)
write (exportJSON,ficheroResultados)
}

CalculoPERT _API<-function(datos){

return(CalculoPERT (datos))
}

CalculoPERT<-function (datos){
t<-datos$datosActividades$t_i
Pre<-datos$predecesores$predecesores
n=length(t)

A<-matrizSucesoresInmediatos (Pre,n)

b=which(colSums (A) ==
)

0)
e=which(rowSums (A 0)

C<-matrizCaminos (A,b,n)
TC<-matrizTiemposCaminos (C,t,n)
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m=nrow (C)
TP=max (rowSums (TC))
HC=TP-rowSums (TC)

tInicial=c()

tFinal=c ()

Ha=c ()

for (i in 1:n) {
tInicialAux=rep(0,m)
tFinalAux=rep (0,m)

f=which(C == i) %%
f[f==0]=m
if (length(which(b == i)) != 0) {

tInicial [i]=0
for (j in f) {

tFinalAux[jl=sum(TC[j, (1+which(C[j,] == i)):length(C[j,]1)1)
}
tFinal [i]=TP-max (tFinalAux)
} else { if (length(which(e == 1)) != 0) {
for (j in f£f) {
tInicialAux[jl=sum(TC[j,1:(which(C[j,] == i)-1)1)
}

tInicial[il=max(tInicialAux)
tFinal [i]1=TP

} else {
for (j in £) {
tInicialAux[jl=sum(TC[j,1:(which(C[j,] == i)-1)1)
tFinalAux [jl=sum(TC[j, (1+which(C[j,] == i)):length(C[j,1)1)
}

tInicial[il=max(tInicialAux)
tFinal [i]=TP-max (tFinalAux)
3}
if (length(f) == 1) {
Ha[i]=TP-sum(TC[f,])
} else {
Hal[i]l=TP-max (rowSums (TC[f,]))
}
}
return(construirResultadosPERT(t,tInicial ,tFinal ,Ha,C,TC,HC,TP,datos))
}

matrizSucesoresInmediatos<-function(Pre,n){
A=matrix (0,nrow=n,ncol=n)

for (i in 1:n){
A[Pre[[i]],il=1

}

return (A)

}

matrizCaminos<-function(A,b,n){
B=matrix (0,nrow=length(b) ,ncol=n)

B[1:1length(b) ,1]=b
C=matrix (0,nrow=1,ncol=n)

for (i in 2:mn) {

for (j in which(B[,i-1] !'= 0)) {
if (sum(A[B[j,i-1]1,]1) == 0){
c=B[j,]
C=rbind (C,c)
break
}

for (k in seq(1l,n,by=1)[-bl) {
if (A[B[j,i-1]1,k] == 1 && sum(A[k,]) !'= 0) {



1=B[j,]
1[il=k
B=rbind (B,1)
} else { if (A[B[j,i-1]1,k] == 1 && sum(A[k,]) == 0) {
c=BI[j,]
cl[il=k
C=rbind (C,c)
3}
}
}
}
return(C[2:length(C[,1]) ,which(colSums(C) != 0)1])

}

matrizTiemposCaminos<-function(C,t,n){
taux=c ()

for (i in 1:mn) {
taux [i+1]=t[i]

}

taux [1]1=0

if (nrow(C) !'= 0){
TC=matrix (taux[C+1] ,nrow=nrow(C))

} else {
TC=taux [C+1]

}

return (TC)

}

construirResultadosPERT<-function(t,tInicial,tFinal ,Ha,C,TC,HC,TP,datos){

actividad=seq(1,length(t),by=1)
tiemposActividades=data.frame (Actividad=actividad ,Duracion=t,TiempoInicialMin=tInicial,
TiempoFinalMax=tFinal ,Holgura=Ha)

Caminos=1list ()
Caminos$matrizCaminos<-C
Caminos$tiempoActividadesCaminos<-TC
Caminos$tiempoCaminos<-rowSums (TC)
Caminos$holgurasCaminos<-HC
Caminos$numeroCaminos<-nrow (C)

PERT=1list ()

PERT$Actividades<—tiemposActividades

PERT$Caminos<-Caminos

PERT$Proyecto$tiempoProyecto<-TP
PERT$datosEntrada$datosActividades$duraciones<-datos$datosActividades$t_i
PERT$datosEntrada$datosPredecesores<-datos$predecesores

return (PERT)
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Apéndice C

Resultados del método PERT /CPM

Presentamos en este apéndice los dos archivos JSON resultantes de ejecutar la funcién CalculoPert
con los datos del Ejemplo 1.1 y del Ejemplo 2.3.

= Resultados con los datos del Ejemplo 1.1:

{"Actividades": [
{
"Actividad":1,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":0,
"TiempoFinalMax":2,
"Holgura":0

"Actividad":2,
"Duracion":4,
"TiempoInicialMin":2,
"TiempoFinalMax":6,
"Holgura":0

"Actividad":3,
"Duracion":3,
"TiempoInicialMin":6,
"TiempoFinalMax":9,
"Holgura":0

"Actividad":4,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":6,
"TiempoFinalMax":9,
"Holgura":1

"Actividad":5,
"Duracion":10,
"TiempoInicialMin":9,
"TiempoFinalMax":19,
"Holgura":0

"Actividad":6,
"Duracion":4,
"TiempoInicialMin":6,
"TiempoFinalMax":17,
"Holgura":7

~

"Actividad":7,
"Duracion":2,
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"TiempoInicialMin":10,
"TiempoFinalMax":19,
"Holgura":7

"Actividad":8,
"Duracion":1,
"TiempoInicialMin":19,
"TiempoFinalMax":20,

"Holgura":0

1,

"Caminos":

{
"matrizCaminos":[[1,2,3,5,8],[1,2,4,5,8],[1,2,6,7,8]],
"tiempoActividadesCaminos":[[2,4,3,10,1],[2,4,2,10,1],[2,4,4,2,1]],
"tiempoCaminos":[20,19,13],
"holgurasCaminos":[0,1,7],
"numeroCaminos": [3]

},

"Proyecto":

{

"tiempoProyecto":[20]

},

"datosEntrada":
{
"datosActividades":
{
"duraciones":[2,4,3,2,10,4,2,1]
},
"datosPredecesores": [
{
"actividad":[1],
"predecesores":{}
},
{
"actividad":[2],
"predecesores":[1]
},
{
"actividad":[3],
"predecesores":[2]
},
{
"actividad": [4],
"predecesores": [2]
},
{
"actividad":[5],
"predecesores":[3,4]
},
{
"actividad":[6],
"predecesores":[2]
},
{
"actividad":[7],
"predecesores": [6]
},
{
"actividad":[8],
"predecesores":[5,7]
}
]
}

= Resultados con los datos del Ejemplo 2.3:

{"Actividades": [
{
"Actividad":1,
"Duracion":7,
"TiempoInicialMin":O0,
"TiempoFinalMax":7,



"Holgura":0

"Actividad":2,
"Duracion":4,
"TiempoInicialMin":0,
"TiempoFinalMax":7,
"Holgura":3

"Actividad":3,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":7,
"TiempoFinalMax":9,

"Holgura":0

},

{

"Actividad":4,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":4,
"TiempoFinalMax":9,
"Holgura":3

1,

"Caminos":

{
"matrizCaminos":[[1,3],[2,3],[2,4]],
"tiempoActividadesCaminos":[[7,2],[4,2],[4,2]],
"tiempoCaminos":[9,6,6],
"holgurasCaminos":[0,3,3],
"numeroCaminos": [3]

},

"Proyecto":

{

"tiempoProyecto": [9]

},

"datosEntrada":
{
"datosActividades":
{
"duraciones":[7,4,2,2]
},
"datosPredecesores": [
{
"actividad":[1],
"predecesores":{}
},
{
"actividad":[2],
"predecesores":{}
},
{
"actividad":[3],
"predecesores":[1,2]
},
{
"actividad":[4],
"predecesores":[2]
}
]
}
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Apéndice D

Cddigo para los juegos no
cooperativos asociados a problemas
PERT/CPM

Presentamos en este apéndice el c6digo necesario para los cdlculos de las estrategias éptimas de las
empresas en los juegos I'(G, ¢, 1) v A(G, ¢, 1), asi como las penalizaciones 6ptimas para el planificador
y las penalizaciones minimas que garantizan que el proyecto no se retrasa.

JuegoPERT _API_read_write<-function(ficheroDatos,ficheroResultados,p,cost,
penalizarCualquierActividadRetrasada){

require (jsonlite)
datos<-fromJSON(ficheroDatos)
resultadosJuego<-JuegoPERT (datos ,p,cost ,penalizarCualquierActividadRetrasada)
exportJSON<-toJSON(resultadosJuego)
write (exportJSON,ficheroResultados)

}

JuegoPERT _API _read<-function(ficheroDatos ,p,cost,penalizarCualquierActividadRetrasada){
require(jsonlite)

datos<-fromJSON(ficheroDatos)

return (JuegoPERT (datos ,p,cost ,penalizarCualquierActividadRetrasada))

Y

JuegoPERT _API _write<-function(datos,ficheroResultados,p,cost,penalizarCualquierActividadRetrasada){
require (jsonlite)

resultadosJuego<-JuegoPERT (datos ,p,cost ,penalizarCualquierActividadRetrasada)
exportJSON<-toJSON (resultadosJuego)
write (exportJSON,ficheroResultados)

Y

JuegoPERT_API<-function(datos,p,cost,penalizarCualquierActividadRetrasada){

return(JuegoPERT(datos,p,cost,penalizarCualquierActividadRetrasada))

}

JuegoPERT<-function(datos,p,cost,penalizarCualquierActividadRetrasada) {
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t<-datos$datosActividades$t_i
r<-datos$datosActividades$r_i

D<-datos$datosActividades$D_i
PERT<-CalculoPERT (datos)
C<-PERT$Caminos$matrizCaminos
tC<-PERT$Caminos$tiempoCaminos
n=length(t)

if (penalizarCualquierActividadRetrasada == FALSE) {
modelolp=modelol(r,D,C,tC,p,cost)
pGamma<-calculo_pGamma(r,D,C,tC,cost)

pmax<-calculo_pmax_modelol(r,D,C,tC,cost,pGamma)
return(construirResultados_JuegoPert (modelolp ,pGamma ,pmax ,PERT,datos,p,cost))
}
if (penalizarCualquierActividadRetrasada == TRUE) {

modelo2p=modelo2(r,D,C,tC,p,cost)
pDelta<-calculo_pDelta(r,D,C,tC,cost)

pmax<-calculo_pmax_modelo2(r,D,C,tC,cost,pGamma)
return(construirResultados_JuegoPert (modelo2p ,pDelta,pmax,PERT,datos,p,cost))
}
}

calculo_pGamma<-function(r,D,C,tC,cost){

for (i in seq(min(r),max(r),by=0.01)) {
retraso=modelol(r,D,C,tC,i,cost)$retrasos$retrasoProyecto
if (retraso == 0) {
return (i)
}
}
¥

calculo_pmax_modelol<-function(r,D,C,tC,cost,pGamma){
n=length(r)

ud=c()
u0[1]=modelol(r,D,C,tC,pGamma-0.01,cost)$utilidades$planificador
for (i in 1:mn) {

u0[i+1]=modelol(r,D,C,tC,r[i]-0.01,cost)$utilidades$planificador
}

if (which(u0 == max(u0))[1] !'= 1) {
return(min(r [which(u0 == max(u0))-11))
} else {
return (pGamma)
}

¥
calculo_pDelta<-function(r,D,C,tC,cost){

for (i in unique(r[order(r)])) {
retraso=modelo2(r,D,C,tC,i,cost)$retrasos$retrasoProyecto
if (retraso == 0) {
return (i)
}
}
}

calculo_pmax_mode102<—function(r,D,C,tC,cost,pGamma){
n=length(r)

u0=c()

for (i in 1:n) {
u0[il=modelo2(r,D,C,tC,r[i]1-0.01,cost)$utilidades$planificador

}

return(min(r [which(u0 == max(u0))1))

}

construirResultados_JuegoPert<-function(modelop ,pMinima,pOptima ,PERT,datos,p,cost){



resultadosJuego=1list ()
resultadosJuego$resultadosPenalizacionDada<-modelop
resultadosJuego$pMinima<-pMinima

resultadosJuego$pOptima<-pOptima
resultadosJuego$modeloPERT$Actividades<-PERT$Actividades
resultadosJuego$modeloPERT$Caminos<-PERT$Caminos
resultadosJuego$modeloPERT$Proyecto$tiempoProyecto<-PERT$Proyecto$tiempoProyecto
resultadosJuego$datosEntrada$datosActividades<-datos$datosActividades
resultadosJuego$datosEntrada$datosPredecesores<-datos$predecesores
resultadosJuego$datosEntrada$penalizacion<-p
resultadosJuego$datosEntrada$costePlanificador<—cost
return(resultadosJuego)

modelol<-function(r,D,C,tC,p,cost)q{
n=length (D)

s<-calculo_s(n,p,r,D)
sC<-calculo_matriz_sC(n,s,C)
ts=tC+rowSums (sC)

d<-calculo_d_modelol(n,p,r,D,s,ts,tC)
tr<-calculo_tr(n,d,tC,C)

hC=max (tr)-tr
Tr=max (tr)
Td=Tr-max (tC)

actCriticas=unique (C[which(hC == 0),])
if (Td == 0){

camHolgura=which (hC > 0)

for(i in length(camHolgura)){

h=min (hC[which(hC > 0)])
cam=which (hC==h) [1]
for(j in rev(Clcam,]1)){

if (length(which(actCriticas==3j))==0 && s[j] !'= 0){
dExtra=min(h,D[jl-d[j])
h=h-dExtra
d[jl=d[jl+dExtra

}

tr<-calculo_tr(n,d,tC,C)
hC=max (tr)-tr

u0<-calculo_utilidad_planificador_modelol(Td,d,p,cost)
u<-calculo_utilidades_empresas_modelol(n,Td,r,d,p)

return(construirResultados_modelo (u0,u,Td,d))

¥
calculo_s<-function(n,p,r,D){

s=c ()
for(i in 1:n){
if (r[il>p && r[il'=0){
s[il=((r[il-p)*D[i])/r[i]
Yelse{
s[i]1=0
}
}
return(s)

}

calculo_matriz_sC<-function(n,s,C){
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saux=c ()

for(i in 1:n){
saux [i+1]=s[i]

}

saux [1]1=0

return (matrix (saux[C+1] ,nrow=nrow(C)))

}
calculo_d_modelol<-function(n,p,r,D,s,ts,tC){

d=c()
for(i in 1:n){
if (max(ts) > max(tC) && r[il > p){
d[il=D[1i]
}else{
d[il=s[il]
}
}
return (d)

}
calculo_utilidad_planificador_modelol<-function(Td,d,p,cost){

if (Td==0){
return (0)
Yelse{
return (sum(d*p)-cost*Td)
}
}

calculo_utilidades_empresas_modelol<-function(n,Td,r,d,p){

u=c()
for (i in 1:n){
if (Td==0){
ulil=r[il*d[i]
Yelse{
ulil=(r[il-p)*d[il
}
}
return (u)

}

modelo2<-function(r,D,C,tC,p,cost) {
n=length (D)

d<-calculo_d_modelo2(n,p,r,D)
tr<-calculo_tr(n,d,tC,C)

Tr=max (tr)
Td=Tr-max (tC)

uO=sum (d*p)-cost*Td
u<—calculo_utilidades_empresas_mode102(n,r,d,p)

return(construirResultados_modelo (u0,u,Td,d))

}
calculo_d_mode102<—function(n,p,r,D){

d=c()
for (i in 1:n) {
if (r[i]l > p) {

d[i]l=DI[i]
} else {
d[il=0
}
}



return (d)

¥
calculo_utilidades_empresas_modelo2<-function(n,r,d,p){

u=c()
for (i in 1:n) {
ulil=(r[il-p)*d[il

return (u)

calculo_tr<-function(n,d,tC,C){

daux=c ()
for(i in 1:n) {
daux [i+1]=d[i]
}
daux [1]=0
dC=matrix (daux[C+1] ,nrow=nrow (C))
return (tC+rowSums (dC))

}
construirResultados_modelo<-function (u0,u,Td,d){

modelop=1list ()
modelop$utilidades$planificador=u0
modelop$utilidades$empresas=u
modelop$retrasos$retrasoProyecto=Td
modelop$retrasos$retrasoActividades=d
return (modelop)
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Apéndice E

Resultados para los juegos no
cooperativos

Incluimos en este apéndice los dos archivos JSON generados con la funcién JuegoPERT al pasar
como argumento los datos del Apéndice A correspondientes al Ejemplo 2.3. El primero de los archivos
se corresponde con el juego en el que las penalizaciones solo se aplican cuando el proyecto se retrasa.
El segundo de los archivos se corresponde con el juego en el que toda actividad que se retrase resulta
penalizada. Al igual que en el Ejemplo 2.4 y en el Ejemplo 2.10, en los que se estudia la etapa 2 para
ambos juegos, utilizamos una penalizaciéon de 4 y un coste para el planificador de 6

= Resultados con los datos del Ejemplo 2.4:

{"resultadosPenalizacionDada":

{
"utilidades":
{
"planificador":[0],
"empresas":[0,4,0,11]
},
"retrasos":
{
"retrasoProyecto":[0],
"retrasoActividades":[0,0.8,0,2.2]
}
},

"pMinima":[2.86],
"pOptima":[5],

"modeloPERT":
{
"Actividades": [

{
"Actividad":1,
"Duracion":7,
"TiempoInicialMin":O0,
"TiempoFinalMax":7,
"Holgura":0

1,

{
"Actividad":2,
"Duracion":4,
"TiempoInicialMin":0,
"TiempoFinalMax":7,
"Holgura":3

1,

{

"Actividad":3,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":7,
"TiempoFinalMax":9,
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"Holgura":0

"Actividad":4,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":4,
"TiempoFinalMax":9,

"Holgura":3

3},

"Caminos":

{
"matrizCaminos":[[1,3],[2,3],[2,4]],
"tiempoActividadesCaminos":[[7,2],[4,2],[4,2]1]1,
"tiempoCaminos":[9,6,6],
"holgurasCaminos":[0,3,3],
"numeroCaminos": [3]

},

"Proyecto":

{

"tiempoProyecto": [9]

}

},
"datosEntrada":
{
"datosActividades": [

{

"actividad":1,
ne_in:T,
"D_i":4,
"r_i":0

},

{

"actividad":2,
"t_i":4,
"D_i":4,
"r_i":5

},

{

"actividad":3,
ng_iv:i2,
"p_in:2,
"r_i":2

},

{

"actividad":4,
"t_i":2,
"D_i":3,
"r_i":5
1,
"datosPredecesores": [

{

"actividad":[1],
"predecesores":{}

},

{

"actividad":[2],
"predecesores":{}
},
{
"actividad":[3],
"predecesores":[1,2]
},
{

"actividad": [4],
"predecesores":[2]
3},
"penalizacion":[4],
"costePlanificador":[6]

= Resultados con los datos del Ejemplo 2.10:

{"resultadosPenalizacionDada":



{
"utilidades":
{
"planificador":[4],
"empresas":[0,4,0,3]
},
"retrasos":
{
"retrasoProyecto":[4],
"retrasoActividades":[0,4,0,3]
}
},

"pMinima":[5],
"pOptima": [5],

"modeloPERT":
{
"Actividades": [

{

"Actividad":1,
"Duracion":7,
"TiempoInicialMin":0,
"TiempoFinalMax":7,
"Holgura":0

},

{

"Actividad":2,
"Duracion":4,
"TiempoInicialMin":0,
"TiempoFinalMax":7,
"Holgura":3

1,

{

"Actividad":3,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":7,
"TiempoFinalMax":9,
"Holgura":0

},

{

"Actividad":4,
"Duracion":2,
"TiempoInicialMin":4,
"TiempoFinalMax":9,
"Holgura":3

1,

"Caminos":

{
"matrizCaminos":[[1,3],[2,3],[2,4]],
"tiempoActividadesCaminos":[[7,2],[4,2],[4,2]],
"tiempoCaminos":[9,6,6],
"holgurasCaminos":[0,3,3],
"numeroCaminos": [3]

},

"Proyecto":

{

"tiempoProyecto": [9]

}

},
"datosEntrada":
{
"datosActividades": [

{

"actividad":1,
"t_i":7,
"D_i":4,
"r_i":0

},

{
"actividad":2,
"t_i":4,
"D_i":4,
"r_i":5

},

{

"actividad":3,
"t_i":2,
"D_i":2,
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"r_i":2
},
{
"actividad":4,
ng_iv:2,
"D_i":3,
"r_i":5
1,
"datosPredecesores": [
{
"actividad":[1],
"predecesores":{}
},
{
"actividad":[2],
"predecesores":{}
},
{
"actividad":[3],
"predecesores":[1,2]
},
{
"actividad":[4],
"predecesores":[2]
3

"penalizacion":[4],
"costePlanificador": [6]
}
}




Apéndice F

Cdédigo para la API

En este apéndice, presentamos el cédigo relativo al script en R que utilizaremos para controlar las
diferentes funciones implementadas.

source("C:/Users/Alfredo/Desktop/TFM/Programacién en R/CalculoPERT.R")
source("C:/Users/Alfredo/Desktop/TFM/Programacién en R/JuegoPERT.R")

ficheroDatos<-"../../TFM/ProgramacionR/datos. json"

ficheroResultadosPERT<-"../../TFM/ProgramacionR/resultadosMetodoPERT. json"

CalculoPERT_API_read_write(ficheroDatos,ficheroResultadosPERT)
resultadoMetodo<-CalculoPERT_API_read(ficheroDatos)
CalculoPERT_API_write(datos,ficheroResultadosPERT)

resultadoMetodo<-CalculoPERT_API (datos)

penalizacion=4; costePlanificador=6; penalizarCualquierActividadRetrasada=FALSE
ficheroDatos<-"../../TFM/ProgramacionR/datos.json"

ficheroResultadosJuegoPERT<-"../../TFM/ProgramacionR/resultadosJuegoPERT. json"
JuegoPERT _API_read_write(ficheroDatos ,ficheroResultadosJuegoPERT ,penalizacion,costePlanificador,
penalizarCualquierActividadRetrasada)

resultadosJuego<-JuegoPERT_API_read(ficheroDatos ,penalizacion,costePlanificador,
penalizarCualquierActividadRetrasada)

JuegoPERT _API_write(datos,ficheroResultadosJuegoPERT ,penalizacion,costePlanificador,
penalizarCualquierActividadRetrasada)

resultadosJuego<-JuegoPERT_API (datos,penalizacion,costePlanificador,
penalizarCualquierActividadRetrasada)
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