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Resumo

Resumo en Galego

O obxectivo deste traballo é seleccionar unha metodoloxia axeitada para predicir eventos futuros
de tres series temporais que impactan no negocio e nos sistemas dunha operadora de telecomunica-
ciéns. O primeiro capitulo do traballo adicAmolo a introducir o problema a tratar a través da sua
exposicién e da mencién das metodoloxias seleccionadas para a sua resolucién, asi como a presentar
brevemente a empresa onde se levaron a cabo as préacticas. No segundo capitulo centrdmonos na re-
visién das metodoloxias seleccionadas que son a metodoloxia Box-Jenkins, a metodoloxia GAM (do
inglés Generalized Additive Models) e as Arbores de Divisiéns Recursivas, expondo con maior detalle
as duas primeiras e brevemente a tultima delas. Ao final deste capitulo tamén expomos os métodos
de predicién simples (un exemplo destes métodos é predicir os valores futuros como a media da serie)
ademais do procedemento que empregamos para cuantificar a exactitude das predicions realizadas con
cada unha das metodoloxias. O terceiro capitulo adicdmolo & aplicacién das metodoloxias revisadas
sobre as tres series temporais, tendo presente o fundamento tedérico exposto no capitulo anterior. Para
rematar achegamos as conclusiéns xerais do traballo realizado.

English abstract

The aim of this work is to choose a suitable methodology in order to predict future events of three
time series that impact in the business and the system of a telecommunications operator. The first
chapter begins with a brief introduction about the company that collaborates on this project (where the
internship took place) and the proposed problem. After describing the problem, we mention the selected
methodologies for the study of the three time series, that are Box-Jenkins methodology, Generalized
Additive Models, and Recursive Partitioning Trees. After this quick introduction, we begin the second
chapter with a deep review of the Box-Jenkins methodology and the Generalized Additive Models.
Next, we introduce the Recursive Partitioning Trees and simple methods, and for ending the second
chapter we show the procedure that we use for quantifying the accuracy of the given predictions by each
one of the procedures. The third chapter is devoted to the application of the reviewed methodologies
to the three time series, and finally we give the general conclusions of the project.
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Prefacio

Neste traballo imos abordar o estudo de tres series temporais importantes para unha compania
de telecomunicaciéns seguindo diferentes metodoloxias co obxectivo de seleccionar finalmente unha
delas. Consecuentemente comezamos definindo o concepto de serie temporal, o cal presentamos como
o resultado de observar os valores dunha variable ao longo do tempo en intervalos regulares. O primei-
ro campo de traballo no desenvolvemento da metodoloxia de andlise de series temporais ten as stas
raices nos estudos de series astronémicas e climéticas, que deron lugar & teoria de procesos estocésticos
estacionarios, desenvolta polos matematicos Kolmogorov, Wiener e Cramer na primeira metade do
século XX. A partires destes inicios ata hoxe en dia realizaronse numerosos estudos cientificos sobre a
analise de series temporais en distintos campos proporciondndonos unha ampla gama de metodoloxias
para o seu estudo. Neste traballo seleccionamos tres metodoloxias para o estudo das series temporais.
A primeira delas é a metodoloxia Box-Jenkins, froito das investigaciéns realizadas polos britanicos
G.E.P. Box e G. Jenkins, que estudaban o problema de predicién e control de series temporais in-
dustrias nos anos 60. Esta metodoloxia marca un punto e aparte no estudo das series temporais pois
é unha metodoloxia unificada para estudar series estacionarias e non estacionarias, algo inexistente ata
ese momento. A segunda das metodoloxias que empregamos son os Modelos Aditivos Xeneralizados,
conecidos como modelos GAM, introducidos por Hastie e Tibshirani en 1990 como unha extensién dos
modelos tradicionais de regresién lineal incorporando a non linearidade e a flexibilidade dos modelos
non paramétricos. Esta metodoloxia non é propia para o estudo de series temporais como é o caso da
metodoloxia Box-Jenkins pero a pesar disto actualmente emprégase no estudo de series temporais de
diferentes campos proporcionando resultados satisfactorios. A terceira das metodoloxias seleccionada
tampouco é exclusiva para o estudo de series temporais pero tamén é empregada neste campo no
ambito da consultoria estatistica, estamos a falar das Arbores de Divisiéns Recursivas. Ademais destas
metodoloxias cabe mencionar que usaremos os denominados métodos de predicion simples co obxectivo
de levar a cabo certas comparativas.

O primeiro capitulo deste traballo adicAmolo & presentacién do problema a tratar e a xustificar a
relevancia da sta resolucién. O segundo capitulo iniciase coa revision da metodoloxia Box-Jenkins tras
a cal expomos certos aspectos metodoloxicos relevantes dos modelos GAM, introducindo estes modelos
partindo do Modelo Lineal e pasando polo Modelo Lineal Xeneralizado. Logo presentamos brevemente
o procedemento das Arbores de Divisiéns Recursivas, seguidamente amosamos os métodos de predicion
simples ou métodos inxenuos, e xa para pechar este capitulo presentamos o procedemento desenado
para cuantificar a exactitude das predicions realizadas por cada metodoloxia.

No terceiro capitulo levamos a cabo a aplicaciéon das metodoloxias expostas nas series temporais de
interese para a compaiifa de telecomunicaciéns. E dicir no estudo de cada unha das series temporais
empregamos a metodoloxia Box-Jenkins, os modelos GAM, as Arbores de Divisiéns Recursivas e os
métodos simples, achegando ao final do mesmo as conclusiéns acadadas. Cabe mencionar que nesta
aplicacién se emprega como ferramenta informatica o software estatistico R Core Team (2015). Para
rematar expomos nun ultimo capitulo as conclusiéns xerais do traballo.

En canto a bibliografia empregada, para a seccién introdutoria do segundo capitulo, Seccién 2.2.1,
empregamos dias referencias cldsicas no estudo de series temporais como son Wei (2006) e Pena
(2010). Esta tltima tamén a empregamos xunto a Brockwell e Davis (2002) e Cryer ¢ Chan (2008)
na Seccién 2.2 a cal aborda a revisién da metodoloxia Box-Jenkins. As referencias empregadas nestas
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seccions son referencias habituais para un curso académico bésico de series temporais. Por outra banda
empregamos Wood (2006) para a revisién dos modelos GAM, pois é unha das referencias usuais no
estudo destes modelos. Con respecto ds Arbores de Divisiéns Recursivas fundamentamos a descricién
das mesmas no artigo de Hothorn et al. (2006). Para rematar, cabe mencionar que os métodos simples
foron consultados en Hyndman (2011).

Para un correcto seguimento do proxecto é moi recomendable ter presentes coniecementos adquiri-
dos nas seguintes materias do Mestrado en Técnicas Estatisticas: Series Temporais e Estatistica non
Paramétrica.



Capitulo 1

Introducion

Neste primeiro capitulo contextualizamos e expomos o problema abordado no presente traballo.
Para iso presentamos brevemente a empresa colaboradora na realizacién do mesmo, Optare Solutions,
e seguidamente centramonos en expor o problema a tratar xunto & utilidade da sta resolucion. Tras isto
mencionamos 0s motivos polos cales seleccionamos cada unha das metodoloxias que empregaremos na
resolucién do problema, e para rematar este capitulo introdutorio recalcamos o obxectivo que desexa
cumprir a empresa nesta cooperacion co Mestrado en Técnicas Estatisticas.

1.1. Optare Solutions

Optare Solutions naceu no ano 2002 co obxectivo de proporcionar consultoria técnica para provisién
de servizos complexos a unha operadora emerxente do mercado espanol. Posteriormente, outras ope-
radoras solicitaron os seus servizos, ampliando deste modo o seu rango de clientes, feito que permitiu
a empresa apostar pola investigacién e o desenvolvemento creando no ano 2005 un departamento de
I+D. A maior parte dos proxectos levados a cabo neste departamento pertencen ao &mbito da analitica
predictiva, dentro do cal se enmarca o problema abordado neste traballo. Cabe mencionar que segundo
o informe Ardédn da Zona Franca, Optare Solutions é agora a terceira empresa de Galiza en inversion
en proxectos de I+D (informes do 2015 e 2016).

A sede central de Optare Solutions encéntrase no parque Tecnoldxico e Loxistico de Vigo, e amais
desta sede contan con outras dudas, unha delas situada en Madrid e outra en México. Para maéis
informacién acerca desta empresa pédese consultar a sia paxina web http://optaresolutions.com.

1.2. Exposicién do problema

Como xa mencionamos con anterioridade o problema consiste en seleccionar unha familia de mo-
delos axeitada para predicir eventos futuros de tres series temporais que impactan no negocio e nos
sistemas dunha operadora de telecomunicaciéns. Dispor dunha familia de modelos apropiada & hora
de predicir valores futuros permite axudar 4 operadora na toma de decisiéns co obxectivo de mellorar
os resultados de negocio. No mundo dos servizos é vital coniecer as necesidades actuais do cliente e
poder prever as stias necesidades futuras para realizar asi acciéns adiantadas que permitan maximizar
os beneficios da compania. A prediciéon de series temporais permite levar a cabo esta tarefa, por este
motivo a empresa estd interesada na predicién das seguintes series temporais:

= “Numero de altas diarias de teléfono mébil”.
» “Numero de baixas diarias de teléfono mébil”.

= “Numero de usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”.



2 CAPITULO 1. INTRODUCION

O modelado e posterior prediciéon de cada unha destas series temporais ten un interese para a opera-
dora. A predicién das dias primeiras series de tempo emprégase na mercadotecnia (do termo inglés
“Marketing”) de servizos, xa que ao dispor da previsién do niimero de altas e baixas esperadas a em-
presa pode adiantarse aos feitos, por exemplo, realizando acciéns de retencién e fidelizacién de clientes
en risco de baixa, se as prediciéns indican un nimero de baixas elevado, ou ofertando promocions a
clientes potenciais, se o numero de altas predito é inferior ao esperado. Por outra banda, o interese
de predicién da terceira serie mencionada estd relacionado co dmbito industrial. Conecer por adian-
tado o niimero de usuarios que se van conectar cada dia ao servizo de video baixo demanda permite
anticiparse a posibles anomalias no seu uso axustando os medios técnicos ds necesidades esixidas.

1.3. Meétodos de resolucion

O estudo e anélise de series temporais experimentou un desenvolvemento réapido desde o seu nace-
mento, por este motivo neste momento disponiemos dunha ampla variedade de técnicas para o estudo
de series temporais de entre as cales seleccionamos a metodoloxia Box-Jenkins, a metodoloxia GAM e
as Arbores de Divisiéns Recursivas para o presente estudo.

Como xa mencionamos a Metodoloxia Box-Jenkins é unha técnica clésica de estudo de series tem-
porais, a cal se fundamenta na consideracién exclusiva dos valores pasados da serie temporal para
explicar a sta evolucién presente e futura. Os motivos que nos levan a considerar esta técnica son os
seguintes:

= Metodoloxia amplamente estudada e referenciada.
= Existencia dunha guia clara e consolidada da sta aplicaciéon empirica.
= Utilidade na predicién a corto prazo de series temporais reais.

Por outra banda seleccionamos a metodoloxia GAM porque a pesar de non ser unha técnica de-
senada exclusivamente para o estudo de series temporais, como é o caso da metodoloxia Box-Jenkins,
proporciona resultados satisfactorios na predicién de series temporais reais. Concretamente goza dunha
importante vantaxe que é a gran flexibilidade que este modelo permite nos efectos das covariables sobre
a resposta.

Amais da metodoloxia Box-Jenkins e GAM empregamos as Arbores de Divisiéns Recursivas, pois
no mundo da consultoria son moi empregadas sobre todo na clasificacion de individuos debido a sua
sinxela interpretacién, e tamén como modelos de regresion no estudo de series temporais.

Os métodos de prediciéon simples empregamolos co obxectivo de comparar os resultados propor-
cionados polas outras metodoloxias cos obtidos empregando este métodos, pois a consultoria debe
conecer se a empresa de telecomunicacions pode obter resultados similares aos que lle proporcionan
empregando métodos de predicién triviais, pois de ser asi isto resta valor ao traballo realizado pola
consultoria.

1.4. Obxectivo

O obxectivo principal deste traballo, como xa mencionamos, consiste na seleccién dunha familia
de modelos axeitada para a predicién das series temporais de relevancia para a empresa. Para iso
levaremos a cabo o modelado e predicién das series temporais empregando cada unha das metodoloxias
mencionadas, para finalmente concluir, tras unha comparativa dos resultados obtidos, cal delas é a mais
indicada para a andlise das series temporais de interese.

Para cumprir o obxectivo exposto é necesario levar a cabo unha revision das metodoloxias que imos
empregar no estudo das series temporais. No seguinte capitulo centrdmonos nesta tarefa.



Capitulo 2

Aspectos metodoléxicos

Neste capitulo afréntase a revision dos fundamentos das técnicas estatisticas que serdn empregadas
na analise das series temporais no Capitulo 3. Na primeira parte deste capitulo expomos a definicién
formal de serie temporal xunto con algins conceptos bésicos relacionados con dito termo. A conti-
nuaciéon abordamos a exposicién da metodoloxia Box-Jenkins abarcando, dentro desta metodoloxia
tan ampla, simplemente os conecementos necesarios para o posterior estudo das series temporais. Na
Seccién 2.3 centramonos en proporcionarlle ao lector conecementos acerca da metodoloxia GAM que
lle permitan comprender a aplicacion da mesma na andlise das serie temporais de interese. Tras isto
expomos brevemente o procedemento basico das Arbores de Divisiéns Recursivas, e presentamos os
métodos de predicién simples. Xa para rematar o capitulo, explicamos o procedemento que empregamos
para cuantificar a exactitude das predicions realizadas con cada unha das metodoloxias

2.1. Conceptos previos

Unha serie temporal é o resultado de observar os valores dunha variable ao longo do tempo en
intervalos regulares. Por exemplo, a serie “ntimero de altas diarias de teléfono moébil” é o resultado de
observar os valores da variable “ntimero de altas de teléfono moébil” todos os dias. Agora ben, unha
serie temporal tamén se pode definir doutros xeitos. Deseguido expomos unha definicién mais formal.

Un proceso estocdstico é unha familia de variables aleatorias indexada polo tempo, o cal pode ser
representado polo conxunto

y={Y(w,t),w e W,t eI}, (2.1)

onde W denota o espazo mostral e I o correspondente conxunto de indices. A partir da expresién (2.1),
e considerando I = Z, temos que tomando un valor fixo do pardmetro asociado ao tempo, t* € Z, o
resultado obtido é unha variable aleatoria sobre W a cal representamos polo conxunto {Y (w,t*),w €
W}. Por outra banda se fixamos w* € W, o conxunto (2.1) convértese no conxunto {y(w*,t),t € Z} que
non é mais que unha observacién do proceso estocastico que se denomina realizacién ou traxectoria
do proceso con respecto a W. Unha serie temporal non é méis que unha realizacién ou traxectoria
parcial dun proceso estocastico, polo que unha serie temporal de tamano T pddese representar como
y={yt),t =1, ,T} = {ys,t = 1, , T}, obviando o pardmetro w fixado. Para mdis informacién
pédese consultar Wei (2006), Seccién 2.1, Péxina 6.

Dada unha serie temporal, a tarefa principal é construir un proceso estocastico que de xeito razoable
puidera ter xerado unha serie temporal coas caracteristicas da serie dada'. Por este motivo é relevante
conecer como caracterizamos un proceso estocdstico. Un proceso queda caracterizado se definimos a
distribucién de probabilidade conxunta das variables aleatorias Y; con ¢t € {1,---,T}, para calquera
valor de T'; estas distribuciéns denominanse distribuciéns finito-dimensionais do proceso. Polo tanto,

INé6tese que para as series de datos reais non existe un proceso estocistico que as xerase, polo cal o que procuramos
€ un proceso susceptible de xerar unha serie temporal coas caracteristicas presentes na serie temporal de interese.
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4 CAPITULO 2. ASPECTOS METODOLOXICOS

conecemos a estrutura probabilistica dun proceso estocastico cando se conecen estas distribuciéns, que
determinan a distribuciéon de calquera subconxunto de variables.

A continuacién definiremos varias medidas caracteristicas e propiedades de interese dun proceso
estocastico. A posesion dalgunhas destas propiedades facilitard e posibilitara a tarefa principal exposta.

Dado un proceso de valores reais, o cal denotamos de forma abreviada omitindo o parametro w
como y = {Y;,t € Z}, podemos definir a funcién de medias, medida de posicién de cardcter central de
Y;, como

pe =E(Y),

a funcién de varianzas, medida do grao de variabilidade de Y, como
of = Var(V;) =E ((Y; — m)?) .
e a funcién de autocovarianzas, medida do grao de dependencia lineal existente entre Y; e Y;4, como
Yt t+ k) = Cov(Yy, Yiyr) = E((Ye — ) Yer — patn)) -

O numero enteiro k denominase retardo da funcién de autocovarianzas.

Como é conecido, a autocovarianza ten unidades, concretamente o cadrado da unidade na que
esta medida a serie temporal. Por este motivo esta medida non é axeitada para comparar series tempo-
rais con diferente unidade de medicién. Polo tanto, deseguido presentamos dias medidas adimensionais
da dependencia lineal entre calquera dias variables do proceso.

Definicién 2.1.1 Dado un proceso estocdstico {Yi,t € Z} definese a funcién de autocorrelacions
v(t,t + k)
autocorrelacions simples non € mdis que un medida do grao de dependencia lineal existente entre Y;
e Yiir, con maior interpretabilidade que a funcion de autocovarianzas pois toma valores no intervalo
[_1a 1] .

simples (fas) entre Yy e Yy como p(t,t + k) = . Como se pode observar a funcion de

Definicién 2.1.2 Dado un proceso estocdstico {Yi,t € Z} definese a funcién de autocorrelacidons
parcias (fap) entre Yy e Yiyp como

S(tt+k S(tt+k
Cov (¥, = ¥ Yo - V)

a(t,t+k) =
\/Var (Yt _ 2(t,t+k)) Var (Yt+k _ i}t(jﬁk))

)

onde }Aft(t’wk) denota ao mellor predictor lineal de Y; construido a partir das variables medidas nos
instantes de tempo comprendidos entre o instante t e o t + k. Polo tanto a(t,t + k) é unha medida do
grao de dependencia lineal existente entre Yy e Yii unha vez que se lles extraeu o efecto lineal que
sobre cada unha delas exercen as variables medidas nos instantes comprendidos entre t e t + k.

Para madis informacién das medidas expostas pédese consultar Pena (2010), Subseccién 3.2.1, Péxi-
nas 87-90.

A obtencién das distribuciéns de probabilidade do proceso é posible en certas situaciéns, agora ben,
en xeral sé podemos observar unha realizacién do proceso. Por isto o proceso existe conceptualmente,
pero non é posible obter mostras sucesivas ou realizaciéns independentes do mesmo. Polo tanto, para
poder estimar caracteristicas do proceso, como por exemplo a funcién de medias ou de varianzas,
debemos supor certa estabilidade ao longo do tempo, o que conduce ao concepto de estacionariedade,
que definimos de contado.

Definicién 2.1.3 Un proceso estocdstico Y; con t € Z dise estacionario en sentido débil % se verifica

2Neste documento s6 presentamos o concepto de estacionariedade débil pois a estacionariedade estricta é unha con-
dicién dificil de contrastar na préctica. Este concepto pédese consultar en Pefia (2010), Subseccién 3.3.1, Paxina 92.
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= pp=p, Vt € Z.
» 02 =02, VteZ.
s y(t,t+ k)=, Vt€Z,keN.

Cando o proceso estocéstico é estacionario denotamos por pg e ay as autocorrelaciéns simples e parcias,
respectivamente, existentes entre dias variables separadas k instantes de tempo.

Como mencionamos anteriormente a estacionariedade dota ao proceso estocastico de propiedades
de estabilidade na media, na varianza e nas autocovarianzas. Estas propiedades permitenos estimar
distintas caracteristicas do proceso a partires dunha realizacién parcial do mesmo {y;,t = 1,...T},
é dicir, permitenos estimar caracteristicas do proceso a partires dunha 1inica observacién do mesmo, tal
e como amosamos de contado. Supofiamos entén un proceso estacionario con media p = E(Y3), varianza
0? = Var(Y;) e covarianzas v, = Cov(Y;, Yiix) do que observamos unha realizacién {y;,t = 1,...T}.

Un estimador centrado da media poboacional é a media mostral. En efecto, chamando 7 a media
mostral, temos que

T
Zt:l Yt
T

é un estimador centrado da media poboacional, pois

(S S Ew)  Te
E(y)—E< T )— T = T

y:

Exposto o xeito de estimar a media proseguimos expondo o estimador das autocovarianzas e auto-
correlaciéns. Se a media do proceso é conecida, o estimador das autocovarianzas de orde k é

1 Tk
T = T _k Z(yt = W) (Ye+r — 1), (22)

o cal é centrado para estimar v, = E((Y; — u) (Y —1t)). Pola contra, se p é desconecida e substituimos
esta polo seu estimador, 7, na expresién (2.2) temos que o estimador resultante non é centrado. Un
estimador alternativo, que ten mellores propiedades cando i é desconecida, é

| Tk
T = T Z(yt — ) (Yesr — ) (2.3)

O estimador (2.3) é tamén un estimador sesgado da funcién de autocovarianzas, a pesar disto ten
mellores propiedades que o estimador (2.2) pois o seu erro cadritico de estimacién é menor. Nétese
que en particular a varianza do proceso se estima como 7.

A partires do estimador (2.3) podemos construir un estimador para a funcién de autocorrelaciéns
simples

Tk
Pk = <.
Yo

Para rematar imos proporcionar un estimador da funcién de autocorrelaciéns parcias. O estimador da
autocorrelacién parcial de orde k, ay, é o estimador minimo cadratico do coeficiente ax no modelo
de regresion lineal multiple

Yt = Qo + Qp1Yt—1 + - + QprYr—k + Et,

sendo g; ~ N(0,02) e independentes.
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2.2. Modelos Box-Jenkins

Nesta seccién abordamos a presentacién dos modelos ou procesos Box-Jenkins. Comezamos coa
definicién dos procesos Box-Jenkins estacionarios e non estacionarios. Feito isto, continuamos coa
explicacién das técnicas necesarias para identificar un modelo ou proceso estocastico dos expostos como
posible xerador dunha serie temporal. Seguido disto centramonos na construcién de estimadores para
os parametros do modelo identificado previamente. A continuacién, presentamos as técnicas necesarias
para a comprobacion das hipdteses realizadas sobre o modelo, é dicir, expomos o procedemento de
diagnose do modelo. Deseguido, amosamos o sistema de predicién de valores futuros da serie en base
ao modelo estimado. E xa para rematar proporcionamos unhas directrices bésicas sobre o tratamento
de datos atipicos.

2.2.1. Definicion

A metodoloxia Box-Jenkins fundaméntase na procura dun proceso ou modelo estocéstico que, de
forma razoable, puidera ter xerado a serie temporal que desexamos estudar. Para unha correcta com-
prensién da metodoloxia Box-Jenkins empezamos esta presentacién amosando o proceso autorregresivo,
conecido como AR (Autoregressive), o proceso de medias mdbiles, coniecido como MA (Moving Ave-
rage) e a sua fusién, proceso ARMA (Autoregressive Integrated Moving Average). Estes modelos son
relevantes no estudo de procesos estacionarios, que son os mais simples cos que podemos tratar.

Definicién 2.2.1 Un proceso estacionario {Yi,t € Z} que admite a representacion

p
Vi=ctdVia+ooViot+oYipta=ct+y ¢:Yii+a,
i=1

para todo t € Z, onde ¢, 1, -, ¢p son constantes e {a;,t € Z} € ruido branco, € dicir, unha secuencia
de variables aleatorias incorreladas, con media nula e varianza finita o2, cofiécese como un proceso
autorregresivo de orden p (AR(p)).

Un proceso autorregresivo de orde p non é mais que un proceso que explica o valor actual, Y;, como
unha funcién lineal de p valores anteriores ao actual, Y;_1,Y; o, ,Yi_p.

Cabe mencionar que de agora en diante indicaremos que un proceso a; é ruido branco con media
cero e varianza o2 coa notacién a; ~ WN(0,02). Tamén nos referiremos a estas variables co nome de
innovaciéns.

Definicién 2.2.2 Un proceso estacionario {Y;,t € Z} que admite a representacion

q
Yi=cH+a+0i1a-1 + 02a4—o+ -+ 0gar—g = c + Zﬂiat_i + ay,
i=1

para todo t € Z, onde c, 61, -+, 8, son constantes e {a;} ~ WN(0,02), coriécese como un proceso de

medias mdbiles de orden q (MA(q)).

Un proceso de medias mobiles de orde g explica o valor actual, Yz, como unha funcién lineal dos ¢
valores anteriores dun proceso de ruido branco a;—i,a:—2, - , Gr—q.

A partir dos modelos AR e MA que acabamos de definir podemos construir un modelo lixeiramente
mais complexo que é o modelo autorregresivo de medias mébiles.

Definicién 2.2.3 Un proceso estacionario {Y;,t € Z} que admite a representacion

Yy

c+ oY1+ @Yo+ -+ OpYip +ap + 01041 + 02— + - 4 Ogai—g

p q
c+ Y ¢Yisi+ Y Oiari +ay, (2.4)

i=1 i=1
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para todo t € Z, onde ¢, 1, =+, ¢p, 01, -+, 04 son constantes e {a;} ~ WN(0,02), conécese como un
proceso autorregresivo de medias mdbiles de ordes p e g (ARMA(p,q)).

En termos do operador retardo B, definido por BY; = Y;_1, podemos escribir de forma mdis compacta
a expresién (2.4) como
¢(B)Y; = c+0(B)ay, (2.5)

onde ¢(B) = (1 — ¢1B — ¢p2B? — - — $,BP) e 0(B) = (1 + 61 B + 0B + - + 0,B9).

O modelo ARMA que vimos de definir é unha familia moi flexible de procesos estacionarios, pois
estd incluido na clase de procesos lineais 3. Esta clase de procesos forman o marco xeral para o
estudo dos procesos estacionarios, xa que calquera proceso estacionario ou ben é lineal ou ben pode
ser transformado para que o sexa (“Descomposicién de Wold”). Agora ben, non abundan series reais
xeradas por procesos estacionarios, pois soen presentar componentes deterministicas como tendencia
e/ou estacionalidade . Polo tanto necesitamos ampliar a clase de procesos ARMA, de modo que a nova
clase de modelos nos permita incorporar estas caracteristicas. Dende outro punto de vista, necesitamos
detraer a componente deterministica do proceso para convertelo en estacionario e modelalo seguindo
un proceso ARMA.

Alguns procesos non estacionarios debido & presenza de tendencia pasan a selo simplemente coa
aplicacién dunha ou varias diferenzas regulares, é dicir, tras restar a cada observacion Y; a observacién
anterior, é dicir, o proceso diferenciado regularmente é Y; — Y;_;. Esta cuestién é a base da clase de
modelos que deseguido definimos.

Definicién 2.2.4 Se d € un numero enteiro non negativo, un proceso autorregresivo integrado de
medias mdbiles de ordes p,q, e d, proceso ARIMA (p,d,q) (Autoregressive Integrated Moving Average),
é aquel proceso que tras a aplicacion de d diferencias requlares, se converte nun proceso ARMA (p,q).
En notacion matemdtica,

{Y;,t € Z} é un ARIMA(p,d,q) < (1 — B)YY; é un ARMA(p,q).
Outra escritura da definicién dun proceso ARIMA(p, d, ¢) é a seguinte.

Definicién 2.2.5 Un proceso {Y;,t € Z} é un proceso ARIMA (p,d,q) se admite unha representacion
do tipo

o(B)(1 — B, = c 4+ 0(B)a,
onde ¢(B) e 6(B) se definen coas mesmas expresions que na ecuacion (2.5), o polinomio ¢(B) non
ten raices de médulo 1 e {a;} ~ WN(0,02).

Os procesos ARIMA que acabamos de definir permiten captar non estacionariedades provocadas
pola presenza de tendencia pero non capturan non estacionariedades provocadas pola presenza de
componente estacional. Por este motivo seguidamente procedemos & ampliacién da clase de procesos
ARIMA presentada co obxectivo de que a nova clase capture tanto non estacionariedades provocadas
pola presenza de tendencia como de componente estacional.

Os modelos ARMA expostos ata o momento sé modelizan dependencia entre observaciéns con-
secutivas acontecidas no pasado inmediato (dependencia regular), polo cal é necesario presentar os
modelos ARMA estacionais os cales permiten modelizar dependencia entre observaciéns acontecidas
en instantes separados por multiplos do periodo estacional s, é dicir, dependencia estacional.

Definicién 2.2.6 Un proceso estacionario {Y;,t € Z} que admite a representacion

Vi = ¢+ &Y s+ PY 05+ +PpYiops +ar + Orai—5 + O2a4-25 + - + Ogai—qs
P Q
c+ Z D,Y; s+ Z Oia—is + ag,

i=1 =1

3A definicién formal de proceso lineal pédese consultar en Brockwell e Davis (2002), Seccién 2.2, Paxina 51.
4Con tendencia dunha serie temporal referimonos ao comportamento a longo prazo da mesma e con estacionalidade
ao comportamento periédico da serie temporal.
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onde c,®q, ,®p,01, , 00 son constantes, s € un niimero enteiro non negativo e {a;} ~ WN(0,02),
conécese como un proceso ARMA estacional de periodo s, ARMA(P,Q)s.

Nétese que un proceso ARMA(P, Q)5 se pode escribir de forma compacta como
B(B)Y, = ¢+ 0(B*)as, (2.6)

onde ®(B?®) = (1 - ®,B* — ®;B% — ... — ®pB’*) O(B*) = (1+0,B° + 03B% + .-+ OoBY*), e B*
denota ao operador retardo estacional, definido por B*Y; = Y;_.

Consecuentemente, se combinamos as dias clases de procesos ARMA expostos obtemos o seguinte
proceso que permite modelizar conxuntamente dependencia regular e estacional

6(B)®(B")Y; = ¢+ 0(B)O(B)a,

o cal se conece como proceso ARMA estacional multiplicativo (ARMA(p, q) X (P, Q)s).

O proceso anterior modeliza conxuntamente dependencia regular e estacional pero non capta non
estacionariedades provocadas por presenza de tendencia e/ou estacionalidade. Xa mencionamos ante-
riormente que a non estacionariedade provocada pola presenza de tendencia se podia solventar cunha
ou varias diferencias regulares tal é como presentamos no modelo ARIMA, pois ben, empregando
diferencias estacionais podemos solventar a non estacionariedade provocada pola presenza de com-
ponente estacional, sendo o proceso diferenciado estacionalmente Y; — Y;_,. Deseguido presentamos
unha extensién do proceso ARMA estacional multiplicativo que ten en conta estas cuestiéns.

Definicién 2.2.7 Un proceso estocdstico {Yy,t € Z} € un proceso ARIMA (p,d,q)x (P,D,Q)s (ou ARI-
MA estacional multiplicativo) se admite unha representacion do tipo,

¢(B)2(B*)(1 - B)Y(1 - B*)PY, = c + 6(B)O(B")ay,

onde ¢(B) e O(B) se definen como na expresion (2.5), ®(B?) e O(B?®) se definen como na exrpresion
(2.6), {a;} ~ WN(0,02), s,d, e D son nimeros enteiros non negativos e ¢p(2)©(z*) non ten raices de
mddulo 1.

Polo cal un ARIMA estacional multiplicativo non é mais que un proceso que tras aplicarlle d
diferencias regulares e D diferencias estacionais de periodo s se converte nun proceso ARMA(p, q) x
(P,Q)s. Estes procesos permiten modelar series temporais que presentan tendencia e componente
estacional.

Agora ben, non todas as series non estacionarias poden ser transformadas nunha serie estacionaria
empregando diferencias regulares e/ou estacionais. Moitas series temporais son estacionarias na media
pero non estacionarias en termos de varianza debido a unha asociacién da variabilidade da mesma
co tempo, presenza pois de heterocedasticidade. Na literatura existen moitas transformaciéns para
eliminar este suceso. No seguinte apartado presentamos unha delas, a transformacién Box-Cox.

Heterocedasticidade. Transformacion Box-Cox

En moitas series temporais a variabilidade das mesmas cambia a medida que cambia o nivel, é dicir,

oy = Cf(/it)7

, oz . . 1—
onde ¢ é unha constante e f unha funcién da media. Se consideramos como funcién f(u:) = p A

situacién moi usual na préactica, unha familia de transformaciéns moi ttiles é a familia de transfor-
maciéons Box-Cox introducida por George E.P. Box e David Cox no ano 1964. Esta transformacién
definese como aquela que transforma y; en

s = yr —1
t Y ’
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sendo A un numero real distinto de cero. Notese que se A = 1 a transformacién devolve a serie orixinal
desprazada. Cando A é cero a transformacién Box-Cox correspéndese coa transformacién logaritmica.
A

N e Y1
lim g, = lim =—— = log(yy).

Sinalar que esta transformacién s6 é valida para series temporais cuxos valores sexan positivos para
todo instante de tempo, debido & presenza da funcién log. A pesar disto este aspecto pédese solventar
coa seleccién dunha constante fixa € € RT que verifique y; + ¢ > 0, para todo t.

2.2.2. Identificacion

Na subseccién 2.2.1 mostramos dous tipos de procesos estocasticos claramente diferenciados, os
procesos estacionarios dentro dos cales destacamos a familia de procesos ARMA, e os procesos non
estacionarios onde definimos a familia de procesos ARIMA. O seguinte obxectivo é dotar ao lector dos
conecementos necesarios para identificar a partires dunha serie real un destes procesos como posible
xerador da mesma.

Consideremos primeiramente os procesos estacionarios. Dada unha serie temporal debemos aseso-
rarnos acerca de se dita serie puido ou non ser xerada por un proceso estacionario. Un xeito moi sinxelo
e rapido de realizar esta tarefa é a través do estudo do grafico secuencial da serie temporal e da funcién
de autocorrelacién simple mostral (fas mostral). Se o gréfico secuencial amosa nivel e variabilidade
constantes e a fas mostral converxe rapidamente a cero a medida que o retardo crece, podemos asumir
polo momento que a serie foi xerada por un proceso estacionario seguindo a Definicién 2.1.3. Na Figura
2.1 pédese ver a modo de exemplo o gréfico secuencial dunha serie de tempo estacionaria xunto a sua
fas mostral. Unha vez que asumimos que a serie puido ser xerada por un proceso estacionario debemos
identificar os pardmetros dun modelo ARMA. Deseguido expomos brevemente como levar a cabo esta
labor.

0.6

ACF

0.2

0.0

-0.2

T
0 20 40 60 80 100 5 10 15

Retardo

Figura 2.1: Identificacién de procesos estacionarios. A esquerda podemos ver o grafico secuencial dunha
serie de tempo xerada por un proceso estacionario. A dereita podemos observar a sua fas mostral. As
linas descontinuas presentes na fas mostral representan o limite inferior e superior do correspondente
contraste de significacién realizado sobre a fas. Consecuentemente, as correlaciéons que se encontran
dentro destes limites pédense asumir nulas.

Comecemos por expor o procedemento de identificacién do proceso estocastico estacionario méis
simple, o proceso de ruido branco. Un proceso de ruido branco caracterizase porque tanto as autoco-
rrelaciéns simples como as parcias son nulas. Agora ben no d&mbito practico non disponemos de funcién
tedricas como é o caso das autocorrelacions simples e parcias, polo cal é necesario extraer conclusiéns
das suas estimacidns, isto é o que nos permite o seguinte resultado. Se unha serie temporal de tamano



10 CAPITULO 2. ASPECTOS METODOLOXICOS

T, suficientemente grande, foi xerada por un proceso de ruido branco verificase que

1 1
~N|[0,— | e ar=N|0,— | Vk.

Polo cal unha serie temporal de tamano T foi xerada por un proceso de ruido branco se para cada

retardo k se ten que
ﬁ c <_Za/2 Za/2) = <_Za/2 Za/2)
“S\vrovr) T\ VT VT )

sendo a o nivel de significacién e 2,/ 0 cuantil de orde 1 — /2 dunha normal estdndar.

Proseguimos coa identificaciéon dun proceso autorregresivo de orde p. Este proceso estocastico carac-
terizase porque as autocorrelaciéns simples presentan unha estrutura complexa froito dunha mestura
de exponenciais e sinusoidais o cal se reflexa en moitos coeficientes non nulos, mentres que as autoco-
rrelaciéns parcias se anulan para todo retardo maior que o orde p. Na Figura 2.2a amosamos a fas e fap
dun proceso AR(1) como ilustracién do comportamento descrito. Dada unha serie temporal descofiece-
mos estas funciéns tedricas polo que de novo necesitamos extraer conclusions das sias estimaciéns,
obxectivo que permite realizar a seguinte afirmacién. Unha serie temporal, de tamano suficientemente
grande, xerada por un proceso AR(p) verifica que

1
ak% (O,ﬁ>,Vk>p

B dicir, unha serie temporal de tamano T foi xerada por un proceso autorregresivo de orde p se para
cada retardo k > p se ten que

ak; c <_za/2 Za/2) -
VT 'VT
Para mdis informacién acerca da identificaciéon deste proceso pddese ver Cryer e Chan (2008), Seccién
6.2, Péxina 115.

Dun xeito similar podemos identificar un proceso de medias moébiles de orde ¢, pois existe unha
dualidade entre procesos AR e MA, de maneira que a fap dun MA(q) ten a estrutura da fas dun AR(q)
e fas dun MA(q) ten a estrutura da fap dun AR(q). Na Figura 2.2b preséntanse estas funciéns para
un proceso MA(1). De novo na préctica estudar a fas e fap non é posible polo cal deseguido expomos
un resultado que permite identificar este proceso seguindo a fas e fap mostral. Unha serie temporal de
tamafo T suficientemente grande xerada por un proceso MA(q) verifica que

1+ 26+ + )
0

P~ N |0, T , Vk>q.

E dicir, unha serie temporal de tamano T foi xerada por un proceso de medias mobiles de orde ¢ se
para cada retardo k > g se ten que

R J1H2@++5)  1+2@ -+ )
pke 72(1/2 \/T

)ZQ/Q \/T

Para madis informacién acerca da identificacién deste proceso pédese consultar Cryer e Chan (2008),
Seccién 6.1, Paxinas 110-112.

Os modelos AR(p) e MA(q) son casos particulares dun modelo ARMA onde un das ordes é nulo,
polo cal debemos abordar arestora a identificacién dun modelo ARMA(p,q) con p #0e g # 0. A fas
e fap destes procesos é o resultado da superposicién das sias propiedades AR e MA:

= Na fas observamos certos coeficientes iniciais dependentes do orde da parte MA e despois un
decrecemento ditado pola parte AR.
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= A fap presenta valores iniciais dependentes do orde do AR seguidos do decrecemento debido a
parte MA.

Esta estrutura complexa fai que o orden dun proceso ARMA sexa dificil de identificar seguindo o
estudo da fas e fap, véxase Figura 2.3.

0.5
L

0.4
L

0.0

0.0

-0.4

Retardo Retardo

05
L

X 0.4
I

fap
0.0
I

fap

. 0.0
L

-0.5
L

-0.4
L

Retardo Retardo

(a) Fas e fap dun proceso AR(1) (b) Fas e fap fun proceso MA(1)

Figura 2.2: Identificacion de procesos AR e MA.

fas

-10 -05 0.0
L

0 5 10 15
Retardo

fap

-1.0 -05 00
L

Retardo

Figura 2.3: Tlustracién da dificultade de interpretacion da fas e fap dun proceso ARMA. Fas e fap
correspondentes a un proceso ARMA(1,1)

Debido a isto existen outros métodos para a identificacién deste modelo. Un dos métodos mais
comnecidos é o proposto por Tsay e Tao no ano 1984 onde suxiren empregar a funcién de autocorrelacién
simple extendida (consultar Cryer e Chan 2008, Seccién 6.2, Paxinas 116-117), a pesar disto neste
documento empregaremos outro procedemento que expomos deseguido. Un método para determinar
as ordes dun modelo ARMA é seleccionar o modelo ARMA que minimiza o Criterio de Informacién
Bayesiano definido como
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BIC = —2log(L(n+1)) + nlog(T), (2.7)

onde P,+1 é o vector formado polas estimaciéns de méxima verosimilitude dos pardmetros do modelo e
da varianza do proceso de ruido branco o2, L denota a funcién de maxima verosimilitude, n é o niimero
de parametros do modelo e T' o tamano da serie temporal. Nétese que o niimero de pardmetros dun
modelo ARMA(p,q) é n = p + ¢ se non consideramos constante na formulacién do mesmo ou ben
n =p+ ¢+ 1 se formulamos o modelo seguindo a expresién (2.4).

O que procura este criterio é un modelo que proporcione un bo axuste sen demasiados parametros.
Concretamente, se a serie temporal foi realmente xerada por un proceso ARMA(p, ¢), ent6én as ordes
especificados na minimizacién do criterio BIC son consistentes, é dicir, estas aproximanse as verdadeiras
ordes a medida que aumenta o tamano mostral.

Tamén é usual empregar o Criterio de Informacién de Akaike (AIC) ou o Criterio de Informacién
de Akaike Correxido (AICC), os cales se poden consultar en Cryer e Chan (2008), Seccién 6.5, Pdxinas
130-131, onde tamén se pode consultar o criterio BIC exposto.

Cabe destacar que ata o momento s6 tratamos a identificacién dun proceso ARMA que modela
dependencia regular, non obstante na Subseccién 2.2.1 tamén presentamos os procesos ARMA esta-
cionais. Con respecto a identificacién destes modelos mencionar que seguimos en xeral as técnicas
desenvolvidas para os modelos ARMA con dependencia regular. Simplemente cabe expor brevemente
como se comportan as funciéns de autocorrelacién simple e parcial dun modelo AR(P)s e MA(Q)s.

Un proceso autorregresivo estacional de orde P con periodo estacional s cumpre que tanto a fas
como a fap é nula nos retardos non estacionais, é dicir, nos retardos que non son multiplos de s
xunto con que a fas presenta moitos coeficientes non nulos nos multiplos de s (retardos estacionais)
e a fap antlase para todo retardo maior que Ps. Na Figura 2.4a pddese ver unha ilustracién deste
comportamento.

Un proceso de medias moébiles estacional de orde @) con periodo estacional s cumpre que tanto a fas
como a fap é nula nos retardos non estacionais xunto con que a fap presenta moitos coeficientes non
nulos nos retardos estacionais e a fas se anula para todo retardo maior que ()s. Para maior claridade
proporcionase un exemplo na Figura 2.4b. De novo, na préctica é necesario extraer conclusions da fas
e fap mostrais, tarefa que se pode abordar sen mais que empregar un contraste de significacion.

Analogamente ao exposto para un ARMA de dependencia regular, cando temos un ARMA(P, Q)
con P # 0 e @ # 0 é moi complexo identificar as ordes seguindo a fas e fap mostrais, pois estas
presentan unha estrutura complexa e consecuentemente moitos coeficientes non nulos nos retardos
estacionais. Por este motivo, neste caso empregariamos o criterio BIC exposto para os modelos ARMA
de dependencia regular.

Como mencionamos anteriormente, cando combinamos un modelo ARMA que modeliza dependen-
cia regular cun modelo ARMA estacional construimos un modelo ARMA estacional multiplicativo o cal
permite modelar conxuntamente dependencia regular e estacional. Seguidamente expomos brevemente
como se comportan as autocorrelacions simples e parcias deste modelo rematando asi a explicacién
relativa a identificacién dos procesos estacionarios expostos na Subseccion 2.2.1.

A fas dun proceso ARMA estacional multiplicativo caracterizase porque nos retardos inferiores
4 metade do periodo estacional se observa a fas da parte regular do modelo ARMA e nos retardos
estacionais a fas da parte estacional do modelo. Ademais a ambos lados dos retardos estacionais repitese
a fas da parte regular (se a fas no retardo estacional é negativa aparecerd invertida). Con respecto & fap
sucede o mesmo nos retardos inferiores a metade do periodo estacional obsérvase a fap da parte regular
do modelo ARMA e nos retardos estacionais a fap da parte estacional do modelo. Amais disto, & dereita
de cada retardo estacional aparece a fap da parte regular (se a fap no retardo estacional é positiva
aparecerd invertida), e 4 esquerda de cada retardo estacional aparece a fas da parte regular (se a fap no
retardo estacional é negativa aparecerd invertida). Na Figura 2.5 proporciénamos dous exemplos para
ilustrar o comportamento descrito. Con este conecemento podemos identificar as ordes dun modelo
ARMA(p,q) x (P,Q)s conp=0o0ugq=0econ P=0ou@ = 0 simplemente empregando os contastes
de significacion necesarios para a fas e fap mostral. Noutra situacién serd necesario empregar o Criterio
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de Informacién Bayesiano para especificar correctamente o modelo.
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(a) Fas e fap dun modelo AR(1)12 (b) Fas e fap dun modelo MA(2)4

Figura 2.4: Identificacién procesos ARMA estacionais.
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Figura 2.5: Identificacién procesos ARMA estacionais multiplicativos. A esquerda pddese ver a fas e
fap dun modelo AR(1)xMA(1)12. A dereita pédese ver a fas e fap dun modelo MA(1)xAR(1);s.

Abordemos agora a identificacién dos procesos non estacionarios. Empecemos por describir o pro-
ceso de identificacién dun modelo autorregresivo de medias mébiles ARIMA(p, d, ¢). Dada unha serie
temporal, consideraremos un proceso ARIMA como posible xerador da mesma cando mostre non es-
tacionariedade provocada exclusivamente pola presenza de tendencia. A presenza de tendencia pode
ser observada no grafico secuencial da serie temporal. A pesar disto, en certas situaciéns pode que o
grafico secuencial non aporte a suficiente informacién. Por este motivo o estudo do gréafico secuencial
compleméntase coa andlise da fas mostral, pois se esta toma valores positivos, a mitido préximos a
un nos primeiros retardos, e decae lentamente a medida que o retardo crece, isto indica presenza de
tendencia na serie temporal. Para maior claridade pédese ver o exemplo exposto na Figura 2.6.
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Figura 2.6: Identificacién procesos ARIMA. A esquerda pédese ver o grafico secuencial dunha serie
temporal con tendencia. A dereita pddese ver a fas mostral de dita serie.

Unha vez que comprobamos a presenza de tendencia debemos proseguir transformando a serie
temporal co obxectivo de que esta se converta nunha serie xerada por un proceso estacionario. Como xa
mencionamos, isto conséguese coa aplicacién sucesiva de d diferencias regulares, isto €, se despois dunha
diferenza regular persiste a existencia de tendencia, diferenciamos novamente a serie xa diferenciada,
e proseguimos con este procedemento ata obter unha serie sen tendencia. Se esta serie temporal sen
tendencia é estacionaria podemos modelala a través dun ARMA cuxa identificacién é conecida.

Porén existen moitas series temporais de datos reais que tras a eliminacién da tendencia presente
na mesma non se poden modelar empregando procesos estacionarios, como é caso do modelo ARMA,
debido 4 non estacionariedade da mesma. Esta falta de estacionariedade vén provocada en moitas oca-
siéns pola presenza dunha componente estacional. Neste punto é onde cobra unha relevancia o modelo
ARIMA estacional multiplicativo. Por este motivo é importante describir que caracteristicas delatan a
falta de estacionariedade debida & presenza de componente estacional. A componente estacional moitas
veces pode ser detectada no grafico secuencial da serie temporal, pero outras veces é necesario estudar
a fas mostral pois se esta presenta forte correlacién positiva no retardo estacional, converxe lentamente
a cero e presenta periodicidade do mesmo periodo ca serie podemos afirmar existencia de componente
estacional, véxase Figura 2.7. Unha vez eliminada a componente estacional, mediante diferencias es-
tacionais, podemos obter unha serie estacionaria. Se este é o caso pasariamos a modelala empregando
un modelo ARMA ben con s6 dependencia regular, con s6 dependencia estacional ou con ambos tipos
de dependencia segundo sexa necesario.
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Figura 2.7: Identificacién de procesos ARIMA estacionais. A esquerda pédese ver o grafico secuencial
dunha serie temporal con comporiente estacional de periodo 5. A dereita pdese ver a fas mostral de
dita serie.
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Para rematar cabe mencionar que cando temos unha serie temporal non estacionaria é moi im-
portante que antes de proceder 4 comprobacién da existencia de tendencia ou componente estacional
revisemos a variabilidade da mesma, pois se esta non é estable debemos transformar a serie previa-
mente ao inicio dos pasos de identificacién que vimos de expor (transformacién Box-Cox exposta na
Subseccién 2.2.1).

2.2.3. Estimacion

Unha vez temos identificado un modelo Box-Jenkins como posible xerador da serie temporal de-
bemos abordar a estimacién dos seus parametros. Como se pode deducir do exposto en subsecciéns
previas, a estimacién dun modelo ARIMA redicese a estimacién dun modelo ARMA, pois un modelo
ARIMA convértese nun modelo ARMA tras as diferencias necesarias. Neste documento ilustraremos
os métodos de estimacion para un modelo ARMA de dependencia regular, pois a adaptacién a outro
dos modelos expostos ¢ inmediata. Isto é, discutiremos a estimacién dos pardmetros ¢, ¢1, -+, @p, 01,

2
-+, 04 e 07 no modelo

P q
Yi=c+ E OiYi—i + E Oias_; + az.
i=1 i=1

De entre os diferentes métodos de estimacién seleccionamos para tratar neste documento o método
de estimacién por minimos cadrados condicionados e o método de méxima verosimilitude (MV).

Minimos cadrados condicionados

A técnica de minimos cadrados baséase en minimizar as diferenzas entre os valores observados
e os correspondentes valores axustados. Estas diferenzas son conecidas como residuos asociados a
estimacién. Concretamente, este método tenta minimizar a suma dos cadrados dos residuos, polo cal
proporciona o modelo axustado que mellor se aproxima aos datos segundo o criterio de minimo erro
cadratico.

Como vimos de expor o método de estimacion que mostramos fundaméntase na minimizacién
dos residuos, polo cal definimos estes para o modelo ARMA considerado. Os residuos asociados as
estimacions ¢, ¢1, -, ¢p, 01, -+, 0, definense como

ar =y — (5—!— 1Yt + o+ bpYiop + 011 + o+ gqat—q) : (2:8)

Consecuentemente a estimacién dos pardmetros (¢, ¢1, -, ¢p, 61, -+, 04) por medio do método de

minimos cadrados obtense a través dos valores (¢, ¢1, -+, ¢p, 01, -+, 03) que minimizan a funcién S(c,
- - ~ Iy T /\2 . 7
¢1a ) (bpa 017 Tty 9(1): Zt:1 ag, isto €,

~

T
(a (Zla a(glhé\h 79q) = arg ~H11/1'l~ S (Ea gla a(gpagla 7gq) = argminza\f, (29)
Cr A Pt

sendo a; os residuos definidos na ecuacién (2.8).

Neste método de estimacién encontrdmonos con duas dificultades que impiden levar a cabo a mesma.
A primeira delas prodicese cando p > 0, pois neste caso non podemos obter os residuos @1, a2, - , dp,
pois estes dependen de valores no observados de Yy, Y_1, -+, Y;_,. Este inconveniente pédese solventar
eliminando os residuos desconiecidos @1, as, - , @y, da suma de cadrados definida na funcién S, é dicir,
considerando a seguinte funcién corrixida

5. (B3 i B) = Y

t=p+1

Solucionado este primeiro atranco no procedemento de estimacién seguimos expondo outra difi-
cultade. Como vimos de expor os residuos @i, dz, - , @, son descoilecidos, por este motivo decidimos
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eliminar estes da suma de cadrados, agora ben isto non soluciona totalmente o problema pois se ¢ > 0
temos que @p41 depende dos valores Gp, Gp—1, - ,@p+1—q 08 cales dependen a sta vez dos valores non
observados de Y;. E importante notar que se dada a serie temporal fixamos os valores de

Gpy Ap—1,"""  Apt+1—g>

isto permitenos construir iterativamente os seguintes residuos @p41,@p42,- ,ar € por conseguinte
realizar o procedemento de estimacién. Tendo en conta que a; ~ WN(0,02) decidimos fixar a cero os
residuos desconecidos chegando asi a definicién do método de minimos cadrados condicionados.

A estimacién dos pardmetros (¢, ¢1, -+, ¢p, 61, -, 04) por medio do método de minimos cadrados
condicionados obtense a través dos valores (¢, ¢1, -+, ¢p, 61, -+, 84) que minimizan a funcién
T
~ 7 g ~ Iy . /\2
S, (c, B1 e s O, ,aq) =Y @ (2.10)
t=p+1
condicionada a @, = ap—1 = - = Apt1—g = 0.

Se ¢ = 0 a estimacion consiste na resoluciéon dun problema de minimizacién lineal polo que non
é necesario unha técnica iterativa para minimizar a funcién S.. Pola contra se ¢ > 0 este problema
convértese nun problema de regresion non lineal cuxa resolucién necesita un método de optimizacién
numérica, por exemplo o método de Gauss-Newton. Por ultimo cabe mencionar que cando T é sufi-
cientemente grande fixar a cero os residuos @y, dp—1, ,Gpt1—q ten pouca importancia na estimacion
final dos pardametros mentres que con traxectorias parciais do proceso mais reducidas isto comeza a
cobrar relevancia. Para maior detalle sobre este método de estimacion consultar Shumway e Stoffer
(2011), Seccién 3.6, Péxinas 129-130.

Maxima verosimilitude

A estimacion de méxima verosimilitude dos pardmetros ¢, ¢1, =+, ¢p, 01, =+, g € o2 obtense a través
dos valores que dan maior credibilidade & serie observada y;,--- ,yr. A credibilidade que os valores
C, Q1 bp, b1, ,0,,02 dan & serie observada midese a través da funcién de maxima verosimilitude,

~ 7 T g2
Lyh“wyT (C, ¢1a ad)p:&la 79%0@) = fg,(;h'”,$p7§1,"'7§q75§ (y17 7yT)7

~ ~ N\t
onde f Biree B Br e By 52 denota & funcién de densidade conxunta do vector aleatorio (Yl, ,YT)
sPLyPpyUl,yee,Ug, 0,
procedente dun proceso ARMA con pardmetros ¢, ¢1, -+ , ¢p, 01, , 04,02
Polo tanto, a estimacién dos pardmetros c, ¢1, -, ¢p, 01, ==+, O € o2 por medio de maxima
imilitude obt través d 1 c. 0y, -, 0, e 0> imi i funcion d
verosimilitude obtense a través dos valores ¢, ¢1, -, ¢p, 01, -+, 0, € 07 que maximizan & funcién de
verosimilitude L, isto é,
- ~ ~ o\ ) o~ ~ -
(C,(ﬁl,"' 7¢pa917"' 79qa0-a) = arg max - Ly17"';yT (C’¢17"' 7¢pa917"' 79q70-a) .

Cd1, e ,hp,01,0 04,08

Noétese que a maximizacion da funcién de verosimilitude se efectiia cun algoritmo de optimizacion
non lineal. E moi usual empregar o método baseado no algoritmo de Gauss-Newton (Pefia 2010,
Apéndice 10.1).

Unha desvantaxe do método é que previamente ao proceso de maximizacién debemos traballar na
especificacién da funcién de densidade conxunta do proceso, tarefa usualmente complexa.

2.2.4. Diagnose

Tras a estimacién dun modelo Box-Jenkins, o seguinte paso é comprobar que as hipdteses basicas
realizadas sobre o mesmo son certas. Isto é o que se coniece como diagnose do modelo. A diagnose dun
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modelo Box-Jenkins require verificar que as hipéteses basicas realizadas sobre os residuos son certas.
Estes deben ter (1) media cero, (2) varianza constante e (3) falta de correlacién para calquera retardo.
Se o modelo axustado non cumpre calquera destas hipéteses debemos descartar este como posible
xerador da serie temporal. Agora ben, a estas tres hipéteses engadese a hipétese de normalidade pois
é unha hipdtese conveniente xa que nos garante que a incorrelacién implica independencia, e que non
estamos deixando informacién por modelar. Notese que o incumprimento da hipétese de normalidade
non invalida o modelo axustado. Con respecto &s tres condiciéns obrigatorias expostas mencionar que
(1) é pouco restritiva mentres que (2) e (3) son condiciéns madis fortes, concretamente a verificacién da
condicién (3) é fundamental para asegurar que o modelo axustado é correcto.

Contraste de media cero

Para contrastar a hipétese de que os residuos do modelo tefien esperanza nula, suponendo que
temos T residuos, calculamos a stda media

T ~
Zt:l ag
T b

a=

e a sua varianza

T ~  _
~2 Zt:l(at - a)2
00 = - 7

e concluimos que E[a;] # 0, se

a
/T
é significativamente grande con relacion a distribucién normal estandar.

Contrastes de autocorrelacion

O procedemento habitual para verificar a incorrelacién dos residuos é debuxar duas linas paralelas
a distancia 2/ VT da orixe na sta funcién de autocorrelacién simple estimada, e comprobar se todos
os coeficientes py estan dentro destes limites de confianza.

Ademais deste contraste individual cabe presentar un contraste global de que os primeiros h coe-
ficientes son cero, o contraste de Ljung-Box. Se os residuos son realmente ruido branco os coeficientes

de correlacion estimados py son asintoticamente normais, con esperanza nula e varianza m (o
razoamento encéntrase en Pefia 2010, Capitulo 3). Isto permitenos afirmar que o estatistico
h 72
Q) =T +2) 3 7

se distribie, asintoticamente, como unha x? con m grados de liberdade, sendo m igual a h menos
o ndmero de parametros estimados no modelo. Consecuentemente concluimos que o modelo é inco-
rrecto segundo a hipétese (3) cando o valor do estatistico presentado é maior que o percentil 0.95 da
distribucion ?2,.

Contrastes de normalidade

A hipétese de que os residuos seguen unha distribucién normal pédese comprobar con calquera dos
contrastes de normalidade habituais. Un contraste sinxelo é o conecido como contraste de Jarque-Bera,
o cal consiste en calcular o coeficiente de asimetria e o coeficiente de curtosis dos residuos,

T -~ _ T A~ p—
- Zt:1(at - a)g _ Zt:1(at - a)4
= —_—
B o3 2 ol ’
a a

aq
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e seguidamente empregar que baixo a hipdtese nula de normalidade a variable

_ Tao? n T(az — 3)?

X
6 24

segue unha distribucién x3. Polo que seguindo dito contraste rexeitamos a normalidade dos residuos
cando o valor de X supera ou iguala ao percentil 0.95 da distribucién 3.

Outro contraste de normalidade excelente é o conecido como contraste de Shapiro-Wilk. En esencia,
este contraste calcula a correlacién entre os residuos e os cuantis correspondentes & distribuciéon normal,
sendo unha correlacién baixa unha evidencia en contra da hipdtese nula de normalidade. Para maior
detalle consultar Thode (2002), Subseccién 2.3.1, Paxina 27.

Finalmente convén estudar sempre o grafico dos residuos estimados a; ao longo do tempo, pois
a estabilidade da varianza dos residuos comprobase mediante o estudo deste grafico. Se & vista dos
residuos estimados parece existir heterocedasticidade debemos descartar o modelo axustado. Cabe
mencionar que en certas situaciéns o estudo do gréfico dos residuos non proporciona informacién
suficiente sendo necesario aplicar un contraste de homocedasticidade coma o presente en Pefia (2010)
Subseccién 11.3.2, Paxina 327. Outra utilidade do grafico dos residuos estimados é que situando no
mesmo os limites de control +27, e £30, e estudando os puntos situados féra dos mesmos, podemos
detectar valores atipicos cuxo tratamento abordaremos mais adiante.

2.2.5. Predicion

Unha vez comprobamos que o modelo axustado é correcto, o seguinte obxectivo é predicir a partires
da serie de tempo observada o valor futuro do proceso dentro de k instantes de tempo, isto é, o valor
de Y7 k. Esta predicién conécese como predicién con orixe T' e horizonte k, e denotarémola por gr (k).

Como se amosa en Pena (2010), Subseccién 8.2.1, Péxinas 224-226, o preditor que minimiza o erro
cadratico medio de predicién é a esperanza de Y7 condicionada & informacién disponibel. E dicir,
dada a serie temporal y;, - ,yr o predictor de Yr;; que minimiza o erro cadratico medio é

yr(k) =EYr4Y1 = y1, -, Yr = yr).

Para ilustrar este procedemento poderiase suponier unha serie xerada por un ARIMA multiplicativo
e asl mostrar o caso mais xeral de todos, pero por simplicidade suporemos en primeiro lugar que a
serie foi xerada por un AR(p) con p conecido e en segundo lugar por un MA(q) con ¢ conecido.

Suponamos que se dispén dunha realizacién de tamano T, yi, - ,yr, dun proceso AR(p) cuxos
pardametros foron estimados previamente. Se desexamos predicir o seguinte valor da serie temporal,
yr(1), debémonos basear na seguinte relacién

Yrii=C¢Hargp + 01 Y+ ooYro1 4+ -+ 0 Y1y,

e calcular a esperanza de Y711 condicionada aos valores observados, tal e como se amosa a continuacion.

yr(1) =E(Yr41|Y1r = y1, , Yo = y1)
E (54— art1 + 61 Yy + daYr_1 4 - + QASpYT+1fp|Y1 =y, ,Yr = yT) =

e+ E(ari1|Yi = y1, -, Yr = yr) + GEYr|Yi = y1, - , Yo = yr)+
+<$2E(YT—1\Y1 =yi, ,Yp=yp) + -+ (ng(YT—&-l—pD/l =y, ,Yr=yr) =

c+E(ari|Yi =y, Yr =yr) + dryr + Goyr—1 + -+ dpyri1-p =
C+ ¢ryr + d2yr—1 + - + GpYrri—p.

—~
—

Na igualdade (1) empregamos certas propiedades da esperanza condicionada. Concretamente em-
pregamos que dadas as variables aleatorias X, Y e Z tense que E(aX|Y = y) = adE(X|Y = y) para
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todoa e R, E(X+Y|Z=2)=EX|Z=2)+EY|Z =2 eEla+ XY =y) =a+EX|Y =vy).
Por outra parte na igualdade (2) utilizamos que os valores das variables Y7, -+ , Y7 foron observados
e polo tanto a esperanza condicionada coincide co valor observado. Para rematar na igualdade (3)
fixemos uso de que a predicién a partires da serie temporal do valor de ary1 é a sia media, cero, pois
a serie non contén informacién acerca desta variable, nin en xeral das variables a; con t > T. Deste
xeito tan sinxelo obtemos a predicién a horizonte 1. O procedemento para a obtencién da predicién
con orixe T e horizonte 2 é o mesmo, simplemente debemos ter en conta que non dispomos do valor
da variable Y71 e polo tanto a esperanza desta variable coincidird coa predicién da mesma yr(1)
realizada con anterioridade. Proseguindo do mesmo xeito podemos obter facilmente a predicién para
calquera horizonte k£ > 0.

Suponamos agora que se dispén dunha realizacién de tamatio T', y1, -+ , yr, dun proceso MA(q) cu-
xos pardmetros foron estimados previamente. Se desexamos predicir o seguinte valor da serie temporal,
yr(1), debémonos basear na seguinte relacién

Yrin=¢+arq +0iar + 02071 + - + 0gari1—g,

e calcular a esperanza de Yr41 condicionada aos valores observados, tal e como se amosa deseguido.

yr()) =EXrp|lYa=w, -, Yr =yr)

E (5-1- ary1 + 0rap + Orar_y + - + é\an+1—q|Yl =y, ,Yr = ?JT) =

—
—

C+ 0+ 0 E(ar|Yy = y1, -, Yo = yr)+
+0:E(ar—_1|Y1 = y1, , Yr = yr) + - + 0E(arp1—|Y1 =1, . Yr = y7) (2.11)

No célculo anterior sé empregamos propiedades xa mencionadas con anterioridade no caso do
proceso AR(p). Agora ben para obter finalmente a predicién necesitamos dispor duns valores axeitados
para a esperanza de a; con t < T'. A predicién deste valores a partires da serie temporal non é inmediata
pois esta contén informacién sobre estas variables. Un procedemento para calcular as prediciéns destas
variables consiste en fixar un valor inicial, en xeral a; = 0, e calcular recursivamente os valores a; con
t =2,-,T empregando a identidade a; =Y; — ¢ — 01a,-1 — baay—o — -+ — Oqa—q.

Notese que outro procedemento para predicir a; é a través dunha combinacién lineal de yq, -+ , yr.
Os coeficientes da combinacién lineal de y, - ,yr que mellor predi a; pédense obter a partires da
media e das autocovarianzas de Y7, - , Yp, e das covarianzas entre cada unha destas variables e a;.

Se denotamos por a;(0), - ,ar(0) as prediciéns obtidas para as variables aj, - ,ar empregando
calquera dos dous procedementos expostos, e retomamos o célculo presente na ecuacién (2.11) temos
que

Jr(1) =E (Yr|[Yi = g1, , Yo = yr) = ¢+ 1ar(0) + aar_1(0) + - + 67an+1711(0)-

Co procedemento que acabamos de expor podemos obter a predicién para calquera horizonte k£ > 0.

Este método de predicién, que ilustramos nos casos particulares dun proceso AR(p) e MA(q),
podese aplicar a calquera dos modelos expostos na Subseccién 2.2.1 sen mais que seguir o procedemento
exposto nos exemplos tratados tendo presente certos conceptos mencionados nos mesmos.

2.2.6. Valores atipicos

Con moita frecuencia ocorren nas series reais feitos puntuais que desconecemos. As observacions
afectadas por estas intervenciéns poden presentar unha estrutura distinta das demais e aparecer como
valores atipicos, é dicir, datos que aparentemente non foron xerados igual que os demais. O correcto
tratamento de valores atipicos é moi importante pois estes valores poden sesgar a estimacién dos
parametros e xerar predicidns sesgadas se non se identifican e tratan de maneira axeitada.
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Consideramos dous tipos de valores atipicos, atipicos aditivos e innovativos. Diremos que a serie
temporal presenta un atipico aditivo (AO) no instante h se o valor da serie temporal nese instante foi
xerado de maneira distinta ao resto. O modelo que segue unha serie observada, z;, afectada por un
atipico aditivo no instante h é

Y, t£h
Zt: )
Y, +wa t=h

onde y; é a serie non contaminada por atipicos que suponemos segue un modelo ARIMA, o que
indicamos como Y; = ¢(B)a;. Entén, o modelo que segue a serie observada, z;, é

Zy = WAIt(h) +¥(B)ay,

onde It(h) =0parat#he I}(Lh) =1

Por outra parte, diremos que a serie temporal presenta un atipico innovativo (I0) no instante h
cando o valor da innovacién nese punto estd afectado por unha cantidade desconecida debido a un
suceso imprevisto. O modelo que segue unha serie temporal que presenta un atipico innovativo de
magnitude wy no instante h é

Zy = (B (wiI™ + ay).

Na practica, a posicién e a natureza dos valores atipicos que poden aparecen na serie temporal
é desconecida. Por este motivo necesitamos un procedemento para identificar e clasificar estes valores.
Esquematicamente o modo de proceder consiste en:

1. Detectar o momento de aparicién do dato atipico.
2. Identificar o tipo de dato atipico.
3. Estimar a magnitude do mesmo.

Os detalles necesarios para levar a cabo cada unha das etapas enunciadas pddense encontrar en
Pena (2010), Seccién 13.6.

2.3. Modelo Aditivo Xeneralizado

Nesta seccién trataremos os conceptos necesarios para a comprension do Modelo Aditivo Xene-
ralizado, modelo GAM, para deste xeito poder aplicalo no modelado das series temporais. Para iso
comezaremos pola exposicién do modelo de regresién mais simple, o Modelo Lineal, o cal goza dunha
ampla aplicacion histérica debido a suta sinxela formulacién e aplicacion, e & intuitiva interpretacién
dos seus resultados. A pesar disto este modelo presenta unha serie de inconvenientes que limitan a sua
correcta aplicacién practica, e que motivaron o nacemento do Modelo Lineal Xeneralizado, conecido
como GLM (do inglés Generalized Linear Models), clara extensién do Modelo Lineal. Seguidamente
expomos o Modelo Lineal Xeneralizado e o seu proceso de estimaciéon adaptado ao tipo de variable res-
posta que nos encontramos no caso practico que trataremos neste traballo. O modelo GLM é un modelo
moi util e empregado na practica pero segue a presentar un inconveniente, a excesiva rixidez da sua
modelizacién. Esta é a razén pola cal xurdiu a partires do modelo GLM o modelo GAM, que extende
ao modelo GLM proporcionando unha maior flexibilidade ao modelo de regresién. Consecuentemente
expomos o modelo GAM adaptado ao caso practico que nos ocupa.
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2.3.1. Modelo Lineal

O obxectivo de calquera estudo de regresién é atopar un modelo mateméatico que se axuste aos
datos, permitindo unha interpretacién razoable da relacién entre a variable resposta, Y, e o conxunto
de p covariables X = (Xj,-,X,). Nun modelo de regresién a relacién existente entre a variable
resposta e as covariables consideradas segue a seguinte formulacién.

Y =up(X)+e,

onde p (X) = E[Y]X], é dicir, u (X) é a media condicional que contabiliza a influencia dos valores das
covariables na resposta media, e € é definida como variable de erro.

A estrutura elixida para o termo p (X) determina o modelo de regresién considerado. O modelo de
regresion mais simple é o modelo de regresién lineal o cal considera que o efecto das covariables sobre
a resposta media ¢ lineal. Mdis concretamente, este modelo considera g (X) = 8y + f1 X1 + - + 5, X,
sendo B = (Bo, 1, , Bp) pardmetros desconecidos. Ademais disto o modelo de regresién lineal parte da
suposicién de que a variable € se distribie de acordo cunha normal de media cero e varianza constante
que non depende do valor das covariables X. A pesar de ser un modelo amplamente empregado en
diferentes contextos, o uso correcto destes modelos estd moi limitado pois s6 se pode empregar cando
a variable resposta é normal e homocedastica. Isto fai que en moitos contextos practicos estes modelos
proporcionen resultados erréneos debido a sta aplicacién a datos que non verifican estas asuncions.

Co obxectivo de transformar unha variable que non se encontra nas hipdteses do modelo lineal nunha
que si o faga xurdiron diferentes técnicas. Por exemplo para converter unha variable heterocedéstica
nunha homocedéastica pédese empregar a conecida transformaciéon Box-Cox. Agora ben estas técnicas
tefien o inconveniente de que levan os datos a escalas artificiais xunto con que non sempre conseguen
que os datos pasen a verificar as hipéteses establecidas no modelo. Por este motivo mais recentemente
aparecen os Modelos Lineais Xeneralizados que son unha extensiéon dos modelos de regresion cléasicos
que superan algunhas das limitaciéns presentes nestes.

2.3.2. Modelo Lineal Xeneralizado

Os Modelos Lineais Xeneralizados permiten que a distribuciéon da variable resposta sexa outra
distinta a distribucién normal. A estrutura xeral dun modelo GLM é

p(X) = h(Bo + f1 X1+ - + BpXp),

o cal se pode reescribir como

W= (X)) = g (1(X)) = Bo + BrX1 + -+ + Bp X5,

onde g é unha funcién monétona suave denominada funcién “link”, e By, 81, -+ , Bp son os parametros
desconecidos. Ademais, nun GLM xeralmente realizase a suposicién de que a variable Y segue unha
distribucién pertencente & familia de distribuciéns exponenciais. A familia de distribuciéns exponenciais
inclde varias distribuciéns ttiles para a modelaxe practica como son por exemplo a Poisson, a Binomial,
a Normal ou a Gamma. Dependendo da distribuciéon da variable resposta temos diferentes funciéns
“link” as cales dan lugar a diferentes modelos. Por exemplo, se a resposta segue unha distribucién
Normal a funcién link é a identidade e o GLM convértese nun modelo lineal. Agora ben neste traballo
imos suponer que a variable resposta segue unha distribucién Poisson, e consecuentemente que a
funciéon “ link” é o logaritmo natural, pois as series que imos estudar miden variables de conteo.
Consecuentemente temos o seguinte modelo

p(X) = exp(Bo + S1 X1 + - + BpXp),

ou equivalentemente,
In (u (X)) = Bo + f1X1 + - + Bp X, (2.12)
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Estimacién

Sexa (X1,Y1), -, (Xy,Y,,) unha mostra, con vector de covariables X; = (X1, , Xyp), seguindo
o modelo (2.12). Unha idea que pode xurdir para levar a cabo a estimacién do vector de coeficientes
B = (Bo, - ,Bp) é empregar o método de maxima verosimilitude, no cal se trata de obter os coeficientes
que maximizan o logaritmo da funcién de verosimilitude. Agora ben se tentamos estimar os coeficientes
mediante o método de maxima verosimilitude encontramonos co inconveniente de que as ecuacions
resultantes do problema de maximizacién formulado na aplicacién deste método son non lineais. A
non linearidade das ecuaciéns imposibilita a resolucién exacta das mesmas sendo necesario aplicar
algin método iterativo para a sua resolucién aproximada. Estes métodos consisten en considerar unha

~1 ~

solucién inicial BO de B e ir dando iterativamente estimaciéns (3 ,ﬁ27 Bg, -+ que deben converxer a un
valor 3 denominado estimador de maxima verosimilitud de 3.

Un dos métodos mais utilizados é o algoritmo “Fisher scoring” (pode verse Wood 2006, Subseccién
2.1.2 onde se trata este algoritmo no caso de mais dunha variable resposta) que pode ser visto, en cada
iteracién, como un problema de minimos cadrados ponderados. Deseguido enuméranse os pasos deste
algoritmo.

= Inicio. Calcular os coeficiente iniciais 38 =hp! (?) =g (?) =In (?), 3? == Eg = 0 sendo

Y=n1Y", Y.
= Paso 1. Calcular, para i = 1,--- , n, as respostas linealizadas

~0 - . ~0 Y; — [hoi
Zi =i (,5' ) + 9 (fioi) (Yi — [ioi) = mi (ﬂ ) +<ﬁ0')
€ 0S pesos
1
Wy = —————— = [lo;
g (fio:)” Var (Y;)
sendo 0 R R
i (5 ) =B+ BOXiy + o+ By Xip
e

N ~0
Hoi = €Xp (m (,3 )) .
= Paso 2. Obter axustando un Modelo Lineal ponderado os coeficientes actualizados
~ ~ ~\1 _
B=(Bo,.By) = (x'Wx) ™' X'WzZ

con

1 X o Xy

X=|": e W=diag (Wy,- ,W,).
1 Xpp o Xnp

~0 —~

= Paso 3. Repetir o Paso 1 e Paso 2 substituindo as estimaciéns iniciais, 3 , polas estimaciéns 3
obtidas no Paso 2, ata acadar a converxencia. Un criterio de converxencia que se pode empregar
é parar o algoritmo cando se verifique que

-~ ~0
183l _
18

sendo || - || a norma euclidea.
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2.3.3. Modelo Aditivo Xeneralizado

Os modelos GLM son unha extensiéon dos Modelos Lineais que permiten abordar unha ampla
gama de problemas practicos. A pesar disto, como xa mencionamos, en ocasiéns as modelizaciéns
obtidas mediante técnicas paramétricas resultan demasiado rixidas, sendo preciso o desenvolvemento e
a aplicaciéon de métodos mais flexibles. Como mencionamos no Prefacio, Hastie e Tibshirani proponen
en 1990 o Modelo Aditivo Xeneralizado que evita a suposicién de linearidade, proporcionandolle deste
xeito maior flexibilidade ao modelo.

O Modelo Aditivo Xeneralizado extende ao Modelo Lineal Xeneralizado substituindo ao predictor
estritamente lineal da forma

n= 50 + 51X1 + -+ ﬁpo

por un predictor non paramétrico da forma

77:50+f1(X1)+"'+fp(Xp)» (2.13)

onde f;(X;) é o efecto parcial suave e desconecido de X; no predictor. Para evitar problemas de
identificacién do modelo debemos engadir 4 formulacién do mesmo a condicién E [f; (X;)] = 0. Este
novo predictor permite introducir no modelo todo tipo de efectos e relaciéns non lineais entre as
variables.

Como xa mencionamos estamos interesados no caso particular no que a resposta considerada segue
unha distribucién Poisson, consecuentemente deseguido amosamos a formulacién do modelo GAM con
resposta Poisson.

p(X) = exp(Bo + f1(X1) + - + fp(Xp)),

ou equivalentemente,
In (1 (X)) = Bo + f1(X1) + -+ + fp(Xp). (2.14)

Estimacién

Para levar a cabo a estimacién dun modelo GAM é usual empregar unha adaptacién do algoritmo
Fisher scoring exposto na estimacién do modelo GLM, Subseccién 2.3.2. A modificacién deste método
para unha correcta adecuacién & estimacién dun modelo GAM realizase no Paso 2 onde axustamos
un Modelo Aditivo ponderado en lugar dun Modelo Lineal ponderado.

Sexa (X1,Y1),,(X,,Y,) unha mostra de observaciéns. A estimacién do modelo GAM (2.14)
podese obter mediante a seguinte adaptacion do algoritmo iterativo “Fisher scoring”.

= Inicio. Calcular as estimaciéns iniciais 38 =hp! (?) =g (?) =In (7), f? == fg = 0 sendo
Y=n1Y", Y.

= Paso 1. Calcular, para i = 1,--- , n, as respostas linealizadas
. N N R Y; — Hoi
Zi =0 + g (fios) (Yi — floi) = 0} + w
Hoi
€ 0s pesos
1
W; = T 9. < = ﬁ()i
g (oi)” Var (V;)

sendo N

09 = B0+ f7 (Xan) + -+ ) (Xip)
e

fio; = exp (7)) .
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= Paso 2. Axustar un Modelo Aditivo de Z sobre X, ponderado por W, obtendo parai =1, ,n
as actualizacions

fi(Xan), s fp (Xip)

N = BO + fl (Xi1) + -+ fp (Xip) -

= Paso 3. Repetir o Paso 1 e 2 substituindo 7 por #; ata conseguir converxencia. Por exemplo
podemos cesar o algoritmo cando se verifique |f); — 7P| < e.

O procedemento de estimacién do modelo aditivo no Paso 2 depende do ntimero e da naturaleza
das funciéns parciais incluidas no modelo. Cando as funciéns parciais son paramétricas, por exemplo
[i (X;) = @; X;, o modelo de regresién aditivo resolvese usando minimos cadrados ponderados pois o
modelo GAM convertese nun modelo GLM. Agora ben, cando ditas funciéns non son paramétricas,
necesitamos axustar un Modelo Aditivo ponderado para conseguir as actualizaciéns f;.

Para a estimacién do Modelo Aditivo ponderado presente no Paso 2 existen diferentes técnicas,
neste traballo centrarémonos nunha delas que é a metodoloxia de Regresiéon Spline Penalizada. Esta
metodoloxia parte da idea de representar cada unha das funciéns f;(z;) mediante unha combinacién
lineal dunha base de funciéns, concretamente dunha base de B-splines.

K;
Fi@) = k() By (2.15)
k=1
onde bji(.),k = 1, , K; son as funciéns da base de B-splines considerada, polo cal son funciéns
conecidas, K; é o nimero de nodos considerado, e B;x(.),k =1, , K; son pardmetros desconecidos.
Con esta representacién, cada funcién f; pasa a ter unha forma paramétrica dependendo unicamente
dos parametros fji,k = 1,-- , K;. Asi, o modelo aditivo do Paso 2 pode ser visto como un modelo
lineal.
Ky Ky
m= Y buk(@n)Buk + -+ > bk (1) Bpi = XifB. (2.16)
k=1 k=1
sendo
X;= (bu(mu) wobigy (w1) e bpa(ap) bpl@(%i))
e

t
ﬁ<ﬁ11 o Bk, v Bpr 5pr>.

Chegados a este punto unha idea que se pode considerar para estimar o modelo é empregar as
técnicas de estimacion do modelo GLM. Agora ben isto presenta o inconveniente de que previamente
a aplicacién das técnicas expostas para os modelos GLM terfamos determinar o nimero e a posicién
dos nodos para cada unha das covariables.

Un xeito de evitar o problema exposto consiste en seleccionar un nimero de nodos suficientemente
alto, e controlar o grado de suavizacién incorporando unha penalizacién no proceso de estimacién dos
coeficientes do modelo (2.16). Consecuentemente, os coeficientes 3 son estimados minimizando a suma
de residuos cadrados penalizados

n

2 2 2
S Wiz = XiB) M [ e e [ (7 () day (2.17)
i=1
como se pode observar a variabilidade de cada funcién suave contrélase penalizando o grado de curva-
tura da funcién mediante a stia segunda derivada. Os valores A; denominanse pardmetros de suavizado,
valores de A\; — oo levan a estimar f; como unha recta, mentres que valores préximos a cero dan lugar
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4 interpolacion dos datos. Polo tanto un valor demasiado pequeno ou demasiado grande do parametro
de suavizado implica que a estimacién da funcién suave fj non estd préxima & verdadeira funcioén f;.
O inconveniente de determinar o niimero e a posicién dos nodos para cada covariable transformouse
agora no problema de estimaciéon do pardmetro de suavizaciéon A; para j = 1 -+ ,p. Como vimos de
tratar a determinacién destes parametros é altamente relevante pois ten unha moita influencia na esti-
macion final das funciéns suaves consideradas. Existen diferentes criterios e métodos de estimacion do
pardmetro de suavizado, entre os mais empregados encéntranse Validacién Cruzada (CV), Validacién
Cruzada Xeneralizada (GCV), e o Criterio UBRE (Un-Biased Risk Estimator). Este dltimo s6 se pode
empregar en modelos con resposta non gaussiana, pédese consultar Wood (2006), Seccién 4.5.

Para abordar brevemente a exposicién da expresién do criterio GCV no caso dun modelo GAM
¢é util unha explicacién previa dos criterios CV e GCV nun modelo que considera unha tnica funcién
suave e unha unica covariable, pois o criterio GCV no modelo GAM e unha mera extensién de dito
criterio neste modelo simple. Consideremos pois o modelo y; = f(x;) +¢;, sendo y; a variable resposta,
T; a covariable, e ¢; variables aleatorias i.i.d N(0,0?%), parai= 1, ,n.

O ideal seria elixir un A tal que a estimacién f este 0 mais préxima posible a funcién suave f. Un
criterio moi 1util para esta tarefa é tomar o A que minimiza o coeficiente M,

n

M= lz (f(xi) - f(-fi)>27

n
i=1

agora ben a funcién f é desconecida polo cal non é posible aplicar este criterio no ambito practico.
Ante esta situacién xorde o enfoque de validacién cruzada ordinaria que busca o A que minimiza

Go = %Z (F) —w:)

i=1

onde fl=4(z;) é a estimacién de f(z;) realizada con todos os datos a excepcién do dato i.
Este enfoque de validacién cruzada ordinaria é razoable, pero é ineficiente no calculo polo que se
prefire usar a seguinte expresion.

N 2
ZI‘L:1 (yi - f(xz))
(1—Ay)2

onde f é a estimacién da funcién suave realizada coa totalidade da mostra e A é unha matriz de
influencia cuxa expresién depende da matriz X e dunha matriz S cuxos coeficientes son conecidos e
dependen dunha base de splines moi simple (para maior informacién consiltese Wood 2006, Seccién
3.2).

Na préctica os pesos 1 — A;; séense substituir pola media dos pesos, traza(I— A)/n, chegando asi o
criterio de validacién cruzada xeneralizada,

nZ?:l (?Jz - f(xz))Q
(tr(I— A))? '

1
Go=—
n

Cg:

(2.18)

Este criterio presenta unha serie da vantaxes fronte ao criterio CV entre a que se encontra unha
mellora computacional.

A extension do criterio GCV exposto ao modelo GAM ¢é moi simple, o criterio GCV nun modelo
GAM busca o valor de A que minimiza a seguinte expresion

nl[VW(Z - XB) |?
(n—tr(A))*

Cg:

como se pode observar a suma residual de cadrados presente na expresién (2.18) substitiese pola
desviacién ||[VW (Z — X8) ||? = D(3) construida co obxectivo de asimilarse o comportamento da suma
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residual de cadrados. Na practica serd necesario empregar unha estimacién do vector 3 para levar a
cabo a seleccion do A 6ptimo seguindo o criterio GCV, quedando asi a expresién a minimizar neste
criterio )

¢ = nD(p)

I (n—tr(A))?

2.3.4. Aplicacion do GAM en series temporais

A metodoloxia Box-Jenkins exposta na Seccién 2.2 esta adicada exclusivamente & andlise, modeli-
zacién e predicién de series temporais. Pola contra, a metodoloxia GAM revisada na presente seccién
é unha metodoloxia cunha ampla gama de campos de aplicacion, a cal ata 0 momento expuxemos
considerando resposta Poisson pero sen centrarnos no campo que desexamos aplicar este modelo, que
é estudo de series temporais. Por este motivo chegados a este punto imos proporcionar unhas cantas
directrices relevantes na aplicacién deste modelo as series temporais que desexamos estudar.

A variable resposta considerada no modelo serd obviamente a variable medida na serie temporal,
que como xa dixemos nas tres series de interese é unha variable de conteo, polo que consecuentemente
segue unha distribucion Poisson e a funcién link do modelo GAM ¢ a funcién logaritmo neperiano. Dito
isto, o realmente importante na aplicacién dun GAM o estudo destas series é a seleccién das variables
explicativas a considerar. Como expuxemos na Seccién 2.2, o modelo considerado debe conseguir captar
o comportamento a longo prazo da serie temporal, é dicir, a sia tendencia, xunto co comportamento
periédico da serie temporal, é dicir, a sia estacionalidade. Unha variable que se emprega para isto é a
variable que neste traballo denominaremos “dia de observacién”. Se y; con t = 1,--- ,T é a serie en
estudo a variable “dia de observaciéon” creada a partires da serie temporal non é mais que a secuencia
crecente 1,2, ,T. Temos duas posibilidades 4 hora de introducir estd covariable no GAM, tomar
unha funcién parcial paramétrica para esta covariable ou pola contra unha funcién parcial non pa-
ramétrica. Na revision da literatura encontramos numerosos casos de aplicacion nos cales se introduce
esta variable mediante unha funcién parcial non paramétrica, pois isto permite captar e controlar a
tendencia e a estacionalidade presentes na serie temporal. Xa centrandonos na estacionalidade da serie
temporal é frecuente considerar, en caso de existir este tipo de estacionalidade, variables categoricas
que indiquen o dia da semana, o mes e/ou o ano no que foi observado o valor y;, pois a introducién
destas covariables no modelo permite distinguir entre os distintos dias da semana, meses do ano, ou
anos proporcionando informacién que permite modelar estacionalidade semanal, mensual e anual, res-
pectivamente. Estas variables non se introducen mediante funcién parciais non paramétricas senon
mediante funciéns paramétricas cuxa forma é a do predictor dun modelo ANOVA, pois deste xeito
obtemos a influencia de cada categoria da covariable na variable resposta. Do mesmo xeito tamén
se poden introducir outras variables categéricas no modelo se existe algin aspecto da serie temporal
que é necesario modelizar mediante este tipo de variables. Ademais destas covariables que creamos a
partires da serie temporal e das datas de inicio e remate de medicién da variable considerada na serie
temporal, tamén se poden introducir como variables explicativas outras series temporais que presenten
unha relacién coa serie en estudo, ainda que como veremos no capitulo de aplicacién no caso que nos
ocupa isto non é viable por falta de informacién.

Algins artigos onde se atopan modelos GAM que consideran algunha ou varias das variables ex-
plicativas mencionadas son Dominici et al. (2002) e Tobias e Saez (2004).
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2.4. QOutras metodoloxias

Nesta seccion realizamos unha breve descricion doutras metodoloxias que empregaremos no mode-
lado e na predicién das series temporais.

2.4.1. Arbores de Divisiéns Recursivas no contexto da regresién

As Arbores de Decisién soen ser moi efectivas e faciles de interpretar en diversos contextos e por
este motivo decidimos explotar a sta utilidade no contexto das series temporais.

Con este fin centrdmonos nos modelos de regresion que describen a distribucién condicional da
variable resposta Y dado un conxunto de p covariables por medio dunha estrutura de Arbore de
Divisiéns Recursivas. Denotamos por ) o espazo de definicién da variable Y e por X = (X3, ,X,)
o vector de covariables p-dimensional que toma valores no espazo X = &} x -+ x Aj,.

Suponamos que dispomos dunha mostra 7, = {(Y;, X1, , Xpi) ;9 =1, ,n}, dada esta mostra o
algoritmo xenérico para as divisiéns binarias recursivas pode ser formulado usando pesos non negativos
e enteiros w = (w1, -+ , w, ) da seguinte forma: cada nodo da arbore é representado mediante un vector
de pesos que non ten elementos nulos cando as correspondentes observaciéns son elementos do nodo e
cero en outro caso. O seguinte algoritmo permite levar a cabo as divisiéns binarias recursivas:

= Etapa 1. Para o vector de pesos w contrastamos a hipdtese global de independencia entre
calquera das p covariables e a resposta. Se a hipétese nula non se pode rexeitar debemos parar o
algoritmo. Noutro caso seleccionamos a variable X, que ten unha maior asociacién co variable
resposta Y.

» Etapa 2. Eliximos un conxunto A* C &), para dividir deste xeito X}, en dous conxuntos
disxuntos A* e X, \ A*. Dando lugar a dous vectores de pesos Wieft € Wright onde Wieps; =
wil (X € A%) € Wrignt; = wil (X ¢ A*) para todo i = 1,--- ,n. Nétese que I(-) denota a
funcién indicadora.

» Etapa 3. Repitense recursivamente as etapas 1 e 2 cos pesos modificados Wic s € Wyignt, respec-
tivamente.

Respecto a este algoritmo simplemente cabe expor dias observaciéns. Primeiramente dicir que
é moi importante ter presente que o algoritmo debe deterse cando a hipdtese nula global de inde-
pendencia entre a variable resposta e calquera das p covariables non se poida rexeitar para un nivel
de significaciéon « prefixado, o cal da lugar a un criterio de parada moi intuitivo. En segundo lugar
é relevante ter en conta que no contexto no que imos aplicar o algoritmo non desexamos proporcionar
unha maior importancia a certas observaciéns fronte a outras, polo cal os pesos tomaran o valor nulo se
a correspondente observacion non se encontra no nodo en cuestién, e 1 se a observacion esta presente
no nodo.

Cabe mencionar que na Etapa 1 a hipdtese nula global de independencia é

Hy = ﬁ H],
j=1

é dicir, a hipdtese nula global formulase en termos de p hipdteses nulas parciais Hé :D(Y|X;)=D(),
onde D(Y') é a distribucién da variable resposta e D(Y|X;) é a distribucién condicional da variable
resposta dada a covariable X;. No artigo Hothorn et al. (2006), Seccién 3 pédense consultar tanto os
detalles deste contraste como do proceso de seleccién da covariable con maior asociacién coa resposta.
Nesta mesma Secciéon tamén se pode consultar o proceso de elecciéon dos subconxuntos da Etapa 2 do
algoritmo.

Para rematar imos amosar como empregar a arbore construida para predicir os valores da resposta.
Unha vez construida a arbore obtemos finalmente r subconxuntos disxuntos By, -+ , B, que dividen o
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espazo de covariables X = UZ=1 By, polo cal a hora de predicir é usual estar interesado na estimacion
da esperanza da resposta E (Y|X = x) en cada un dos subconxuntos, cuxa estimacién se pode obter
mediante a seguinte expresion

n -1 n
BYX=x) =Y wil@) | Y wi@

Realmente a expresién anterior sé indica que para cada subconxunto facemos un promedio das
observaciéns da resposta cuxos valores das variables explicativas se encontran en dito subconxunto.
Pédese ver Hothorn et al. (2006), Seccién 4.

Consecuentemente, se se desexa predicir un valor Y; sendo Xy;, -+, Xp; os valores das covariables
asociados ao instante que desexo predicir, simplemente se debe ver a que subconxunto By, , B,
pertencen estes valores das covariables e predicir o valor da variable resposta segundo a estimacion da
esperanza da mesma neste subconxunto.

2.4.2. Meétodos de predicion simples

Para a compania Optare Solutions resulta moi relevante que os resultados que proporcionan na sia
asesoria & empresa de telecomunicaciéns sexan mellores, en termos de erro de predicién das series tem-
porais, que os resultados que a propia empresa poida obter empregando métodos de predicién simples,
que poida encontrar implementados en software de uso doado e cuxa comprensién e interpretacién
sexa sinxela. Por este motivo, neste traballo compararemos, no Capitulo 3, os resultados proporciona-
dos pola metodoloxia Box-Jenkins, pola metodoloxia GAM e polas Arbores de Divisiéns Recursivas
cos resultados proporcionados polos métodos de prediciéon simples. Consecuentemente adicamos este
apartado a exposicién dos métodos simples seleccionados para tal comparativa co obxectivo de levar a
cabo a sua aplicacién no seguinte capitulo.

O denominado método da Media consiste en predicir calquera valor futuro da serie temporal a
través da media dos valores da serie temporal. E dicir, dada a serie temporal {y1,- ,yr} a predicién
a horizonte k para todo k € N é

~ = ZiTzl Yi
r(k) =y = ==

Outro método simple que empregaremos para realizar a comparativa mencionada é o método Naive,
o cal tamén se soe denominar método inxenuo. Este método predi calquera valor futuro da serie
temporal mediante o ultimo valor da serie temporal. E dicir, dada a serie temporal {y1,- ,yr} a
predicion a horizonte k para todo k € N é

@T(k) =yYr-

Unha variante do método Naive é o método Naive estacional, que tal como indica a sia denomina-
cién emprega a informacion do periodo estacional da serie temporal, predicindo cada valor futuro da
serie temporal segundo o ultimo valor observado de igual periodo.

Por tdltimo presentamos o método Drift, este método consiste en predicir os valores da serie temporal
como o tltimo valor observado mais unha tasa de cambio. Mdis concretamente, dada a serie temporal
{y1, - ,yr} a predicién a horizonte k para todo k € N é

T

k

yr(k) = —_— —Yi—1) -

yr(k) = yr + T_lz(yt Yt-1)
t=2

Se nos fixamos na expresién previa caemos na conta de que este método simplemente predi os valores

futuros seguindo a recta que pasa pola primeira e tltima observacién.
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2.5. Medidas de exactitude das predicions

Unha vez revisadas as diferentes metodoloxias que empregaremos na andlise, no modelado e na
predicion das series temporais, é importante expor o procedemento que seguiremos & hora de cuantificar
a exactitude das prediciéns realizadas. Por este motivo nesta seccién abordamos a exposicién de dito
procedemento.

Unha técnica desenrolada co obxectivo de avaliar os resultados dunha analise estatistica é o Método
de Retencién (en inglés Holdout Method). Este método consiste en dividir en dous conxuntos com-
plementarios os datos da mostra, empregar un deles no axuste do modelo (este conxunto denominase
datos de adestramento ou training set) e comprobar o correcto funcionamento do modelo axustado
empregando o outro conxunto, conecido como datos de proba ou test set. Notese que o modelo axusta-
se empregando s as observacions do training set, e que con este axuste se obtenen as predicions dos
valores do test set.

Agora ben esta técnica ten o inconveniente de que os resultados da avaliacién poden depender en
gran medida dos conxuntos training e test seleccionados. Debido a esta carencia xorde o método de
Validacién Cruzada (Cross Validation).

O método de Validacién Cruzada consiste en repetir a seleccién dos training e test sets un certo
nimero de veces, e calcular a media das medidas de avaliacion correspondentes a cada seleccion,
eliminando asi o inconveniente do Método de Retencién. Algins tipos de Validacién Cruzada son
k-fold, leave-one-out e repeated random sub-sampling validation.

Nesta traballo adoptamos o enfoque do método de Validacién Cruzada cunha pequena adaptacién
ao contexto de series temporais.

Dada unha serie temporal {yi,- ,yr}, desexamos comprobar o funcionamento da metodoloxia
empregada na predicién de valores futuros. Un xeito de comprobar dito funcionamento é comparar as
prediciéns realizadas cos valores reais da serie temporal. Para iso é moi usual dividir a serie temporal en
ddas, {y1, - ,yn } € {yr+1, - , Y7}, axustar un modelo 4 serie empregando unicamente as observaciéns
da primeira parte {y1, - , y1y }, € logo con este modelo predicir os valores da serie temporal nos instantes
Ty 4+ 1, ,T, podendo comparar estas prediciéns cos valores reais, pois estes encéntranse na segunda
parte da serie temporal {yr 41, ,yr}. Agora ben, isto non é mdéis que o Método de Retencién
adaptado ao contexto de series temporais onde o test set se ten que encontrar necesariamente ao final da
serie temporal, polo cal ten o inconveniente xa explicado. Por isto decidimos empregar unha adaptacién
do procedemento de validacion cruzada considerando instantes de division da serie temporal, 17,77 +
m, -, T + (m — 1)I,Th + ml, onde m é o ntmero de divisiéns que queremos considerar e [ é o
numero de instantes que desexamos que existan entre cada unha das divisions, dando lugar as seguintes
situaciéns:®.

Situacién 1: training; = {y1, - ,yr, } e test1 = {ym +1, " , YTy +mn -

Situacién 2: training, = {y1, - ,yr, } € testa = {yry41, - , Yy +mn }-

Situacién m-1: training,, ; = {y1, " , Y1, _, } € testm—1 ={yr, 141, YT, _1+mn J-
Situacién m:  training,, = {y1, - ,y7, } € testy, = {yr,. 41, , YT, +mx = YT }-

En cada unha das situacions axustamos o modelo unicamente coas observaciéns da primeira parte

50s valores de T1, m, | e my deben ser seleccionados tras realizar certos célculos para que deste xeito as situaciéns
definidas polos mesmo cumpran certas condiciéns, como por exemplo, que as mostras training deben ter un ntumero
suficiente de datos para o correcto axuste do modelo, e que a mostra test,, debe rematar no dltimo instante da serie
temporal.
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da serie temporal, e predicimos con este modelo os my seguintes valores, predicion que comparamos
con valores reais contidos na segunda parte da serie temporal.

Para clarificar o procedemento considerado expomos un exemplo. Supofiamos que contamos cunha
serie temporal diaria con 800 observaciéns, e que desexamos que os instantes de divisiéns sexan 9 e
que estean separados 5 instantes, e ademais queremos predicir my = 28 valores, entén teriamos as
seguintes situaciéns.

Situacién 1:  training; = {y1, - ,yr32} e tests = {yrs3s3, * , Y760}
Situacién 2:  training, = {y1, - , Y737} e testa = {y73s, = , Y765}
Situacién 3:  trainings = {y1, - , yra2} € tests = {yraz, - , Y770}
Situacién 4:  training, = {y1, - , yra7} € testy = {yras, - , Y775}
Situacién 5:  trainings = {y1, - , yrs2} € tests = {yzs3, - , Y780}
Situacién 6:  trainingg = {y1, - , Y757} € teste = {yrss, = , Y785}
Situacién 7:  training, = {y1, - , yre2} € testy = {yre3, -, Y790}
Situacién 8:  trainingg = {y1, - , y7e7} € tests = {yzes, - , Y795}
Situacién 9:  trainingg = {y1, - , yr72} € testg = {y773, = , Ysoo}-

En cada unha delas axustariamos un modelo coas observaciéns dos datos training, e realizariamos
prediciéns con este modelo para os seguintes 28 valores, prediciéns que comparariamos coa realidade
(datos test).

Para abreviar referirémonos a cada situacién simplemente indicando os instantes temporais cuxos
valores recolle a segunda parte da serie, que denominaremos ventd temporal, ou venta de predicién. O
resto de informacion é redundante xa que dados os instantes cuxos valores se recollen na parte test xa
sabemos que a primeira parte da serie temporal vai do inicio da serie completa ata o instante anterior
ao que da comezo a segunda parte da serie temporal. Polo cal no exemplo anterior teriamos 9 ventas
temporais que serian:

Ventd 1: ¢ € {733,760}.
Ventd 2: t € {738,765}.
Ventd 3: ¢ € {743,770}
Ventd 4: ¢ € {748,775}
Ventd 5: ¢t € {753,780}.
Ventd 6: ¢ € {758,785}.
Ventd 7: ¢ € {763,790}
Venta 8: t € {768,795}
Ventd 9: ¢t € {773,800}.

Para a comparacién dos valores reais coas predicions realizadas en cada unha das ventas emprega-
remos as seguintes medidas de erro de predicion:

= O MSE, “Mean Square Error”.
= O MAPE, “Mean Absolute Percentage Error”.

= O MASE, “Mean Absolute Scaled Error”.
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Denotamos por 7! a estimacién de Y; usando a mostra training;. Baixo esta notacién temos que

para cada unha das ventds temporais ¢ € {1,-- ,m} as medidas de erro de predicién calciilanse como
seguen.
1 X 2
MSE; = 72 YT+ = Uries) -
Jj=1
MAPE; = 100— Z lyrits = T |
lyr,+5]
Ti+mpy
yr; Y 1
MASE; = 100 Z |+j—T+]’, sendo g = ——— Z lye — ye—1] -
N3 q my =1 t=T;+2

Agora ben, como o obxectivo final é comparar as diferentes metodoloxias é interesante resumir os m
valores obtidos para cada unha das medidas. Para iso consideramos a media, a mediana e a desviacion
tipica como medidas representativas dos mesmos.

Para rematar esta seccién cabe expor algiins comentarios acerca das medidas de erro consideradas.
A medida MSE depende da escala da serie temporal polo cal é complexo realizar unha interpretacién
da mesma, a pesar disto consideramola interesante pois ao elevar ao cadrado as diferenzas entre as pre-
diciéns e os valores reais penaliza as diferenzas grandes. En contraposicion, as medidas MAPE e MASE
son independentes da escala, permitindo asi unha interpretacién das mesmas. O MAPE interprétase
como unha porcentaxe de erro, mentres que o MASE ten unha interpretacién mais complexa.

Se obtemos valores do MASE menores que 100 significa que a metodoloxia empregada na predicién
é mais axeitada que predicir cada valor como o valor inmediatamente anterior, pois o denominador
desta medida pddese interpretar como a suma das diferenzas, para os valores da ventd temporal,
entre o valor real da serie temporal e o valor predito con este procedemento, que é o valor da serie
temporal no instante inmediatamente anterior. A cantidade 100-MASE proporciénanos a melloria que
obtemos predicindo coa metodoloxia considerada fronte a predicién seguindo a filosofia exposta. Por
suposto se obtemos que o MASE é igual ao valor 100 a conclusién é que os métodos de predicién son
equivalentes, e en caso de tomar un valor maior que 100 teriamos que afirmar que procedemento que
predi cada observacién co valor da serie temporal no instante anterior mellora a predicién realizada
coa metodoloxia considerada. Por tltimo mencionar que o MAPE non se pode usar cando temos
observaciéns nulas na serie temporal, mentres que o MASE si se pode usar nese caso pois elimina o
efecto da escala mediante a cantidade q.
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Capitulo 3

Aplicacién a datos reais

No capitulo previo levamos a cabo unha revisién metodoléxica dos modelos Box-Jenkins, dos mo-
delos GAM, e das Arbores de Divisiéns Recursivas no contexto de regresion. O obxectivo final desta
revision era conecer os fundamentos de ditas metodoloxias para deste xeito realizar unha correcta apli-
cacion das mesmas na resolucion do problema que abordamos neste traballo, exposto na Secciéon 1.2.
Recordemos pois que este problema consiste en seleccionar de entre as tres metodoloxias presentadas
a mais axeitada para predicir eventos futuros de cada unha das seguintes series temporais.

= “Numero de usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”.
= “Numero de baixas diarias de teléfono mébil”.
= “Numero de altas diarias de teléfono mdbil”.

Para cumprir este obxectivo modelamos cada unha destas series temporais empregando a metodo-
loxia Box-Jenkins, a metodoloxia GAM e as Arbores de Divisiéns Recursivas. Seguidamente compro-
bamos o funcionamento de predicién dos modelos axustados mediante a aplicacién do procedemento
exposto na Seccién 2.5. Este procedemento proporciénanos dias medidas de posicién do erro de pre-
dicién e unha da variabilidade do mesmo para cada medida de erro considerada, as cales nos permiten
levar a cabo un estudo comparativo das tres metodoloxias podendo obter conclusions a cerca de cal
delas é a maéis eficaz na predicién de valores futuros de cada unha das series temporais de interese,
chegando asi a seleccionar unha metodoloxia para a predicién de cada unha das series temporais.

Ademais disto é moi importante para a empresa confrontar os resultados obtidos coas metodoloxias
mencionadas cos resultados obtidos se empregamos para predicir valores futuros da serie temporal os
denominados métodos simples achegados na Subseccién 2.4.2. Por este motivo modelamos cada serie
temporal a través destes métodos simples, comprobamos o seu funcionamento de predicién seguin-
do a metodoloxia da Seccién 2.5, e para finalizar comparamolos cos resultados obtidos coas outras
metodoloxias.

Na primeira seccién do presente capitulo realizaremos o estudo exposto na serie temporal “ntmero
de usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”. Tras o estudo desta serie temporal, procedere-
mos o estudo da serie temporal “ntimero de baixas diarias de teléfono moébil”, estudo que se encontra na
segunda seccion deste capitulo. Case para rematar abordamos o modelado da serie de tempo “nimero
de altas diarias de teléfono mébil”.

Por dltimo indicar, como xa mencionamos anteriormente, que para o estudo que imos realizar se
emprega como ferramenta informdtica o software estadistico R v.3.2.0. En concreto, empregaremos
as seguintes librerfas: No caso de aplicacién da metodoloxia Box-Jenkins empregamos a libreria TSA
(Chan e Ripley 2012), para a aplicacién da metodoloxia GAM fixemos uso da librerfa mgev (Wood
2015), e con referencia a aplicacién das Arbores de Divisiéns Recursivas ds series temporais de interese
dicir que neste caso utilizamos libreria party (Hothorn et al. 2015). Tamén cabe mencionar que para a
aplicacién dos métodos simples empregamos a libreria forecast (Hyndman 2015).
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3.1. Estudo da serie numero de usuarios diarios do servizo de
video baixo demanda

Esta serie temporal comeza o 03/03/2013 e remata o 19/05/2015, e polo tanto disponemos de 808
observaciéns para o presente estudo. O interese de predicién desta serie temporal é poder cofiecer
por anticipado o niimero de usuarios que van empregar o servizo cada dia e asi anticiparse a posibles
anomalias no seu uso axustando os medios técnicos as necesidades esixidas.

O primeiro paso no estudo dunha serie temporal é a conecida coma analise descritiva da serie tem-
poral. Dentro desta analise ¢ moi importante a representacién do gréafico secuencial da serie temporal,
pois este proporciona gran cantidade de informacién. Por este motivo amosamos na Figura 3.1 o grafico
secuencial da serie “ntimero de usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”.
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Figura 3.1: Grafico secuencial da serie temporal “ntimero de usuarios diarios do servizo de video baixo
demanda”.

Na Figura 3.1 podemos observar que o nimero de usuarios deste servizo sufriu un gran crecemento
durante o periodo de observacién da serie temporal, é dicir, a serie temporal presenta unha tendencia
crecente. En canto 4 variabilidade da serie temporal, observamos que esta presenta maior variabilidade
a medida que pasa o tempo, é dicir, ao inicio da mesma a variabilidade é inferior 4 presente no periodo
final da serie temporal, o que indica pois presenza de heterocedasticidade. Con respecto & componente
estacional é dificil extraer conclusiéns mediante a representacion grafica, pero poderiamos pensar pola
clase de variable medida nunha posible estacionalidade semanal, pois a demanda deste servizo vai
ligada ao tempo de ocio dos clientes, o cal varia ao longo da semana sendo maior no fin de semana. No
grafico secuencial detectamos visualmente valores cuxo comportamento discrepa do comportamento
xeral, é dicir, vemos valores atipicos na serie temporal, algins deles correspéndense con caidas do
sistema, é dicir, con dias nos que o servizo deixou de estar operativo, mentres que o atipico presente
no ultimo valor da serie temporal débese a un fallo na recollida dos datos.

Previamente ao estudo da serie temporal empregando cada un das metodoloxias presentadas, é nece-
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sario tratar o inconveniente dos valores atipicos mencionados suavizando o seu comportamento atipico
e a posible influencia que estes poidan ter nas modelizaciéns que imos realizar. Para isto empregamos a
funcién tsclean da libreria forecast que nos permite identificar e substituir os valores atipicos e perdidos
da serie temporal (Hyndman 2015). Na nosa serie non temos valores perdidos soamente valores atipicos
cuxo comportamento se suaviza coa aplicacién desta funcién obtendo a serie temporal que se amosa
na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Grafico secuencial da serie temporal “ntimero de usuarios diarios do servizo de video baixo
demanda” tras suavizar os valores atipicos.

Outro punto moi importante antes de comezar coa aplicacién das metodoloxias tratadas é expor as
ventas temporais seleccionadas para levar a cabo o procedemento exposto na Seccién 2.5. Consideramos
m = 10 ventds, cada unha delas con m = 28 observaciéns, e tomamos 77 = 736 el = 5, dando asi lugar
as seguintes ventas temporais:

= Ventd 1: Dende 08/03/2015 ata 04/04/2015.
= Ventd 2: Dende 13/03/2015 ata 09/04/2015.
s Ventd 3: Dende 18/03/2015 ata 14/04/2015.
= Ventd 4: Dende 23/03/2015 ata 19/04/2015.
» Ventd 5: Dende 28/03/2015 ata 24/04/2015.
= Vent4 6: Dende 02/04/2015 ata 20/04/2015.
= Ventd 7: Dende 07/04/2015 ata 04/05/2015.
= Ventd 8: Dende 12/04/2015 ata 09/05/2015.
= Ventd 9: Dende 17/04/2015 ata 14/05/2015.
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= Ventd 10: Dende 22/04/2015 ata 19/05/2015.

Realmente non empregamos todas as ventds temporais na realizacién do procedemento exposto
na Seccién 2.5, pois previamente 4 realizacién deste proceso parece interesante empregar a ultima
venta temporal para amosar con detalle o modelo axustado, interpretar o modelo, e comparar as
prediciéns cos valores observados mediante medidas cuantitativas, pero tamén mediante procedementos
graficos. Logo deste estudo considerando a 1iltima ventd temporal, o cal permite dispor dunha idea clara
do problema tratado, procedemos a realizacién do procedemento exposto na Seccién 2.5 empregando
as restantes 9 ventas temporais.

3.1.1. Metodoloxia Box-Jenkins

Como vimos de expor inicialmente consideramos a ventd temporal niimero 10 e ilustramos o proce-
demento de andlise, modelado e predicién nesta ventd. Como xa indicamos empregamos as observaciéns
do perfodo 03/03/2013-21/04/2015 para axustar un modelo Box-Jenkins 4 serie temporal, mentres que
as restantes observaciéns, perfodo 22/04/2015-19/05/2015, isanse na tarefa de comprobacién das pre-
diciéns realizadas.

O gréfico secuencial da serie temporal completa (Figura 3.2) parece indicar a presenza de he-
terocedasticidade, polo que é necesario estabilizar a variabilidade da serie temporal previamente a
identificaciéon dun modelo Box-Jenkins. Posto que a variabilidade da serie temporal parece crecer a
medida que aumenta o nivel a transformacién Box-Cox é a indicada para resolver este problema. Se
calculamos o valor do parametro A asociado a esta transformacién obtemos que este é 0.221. Como este
valor é préximo a cero consideramos a posibilidade de asumir que A é cero, e consecuente realizar unha
transformacién logaritmica que aporta maior simplicidade ao problema. Se realizamos estd transforma-
cioén a variabilidade estabilizase, polo cal comezamos o proceso de identificacién do modelo Box-Jenkins
considerando o logaritmo da serie temporal. Na Figura 3.3 podemos ver o gréafico de correlaciéns sim-
ples mostrais desta serie temporal. En dito grafico observamos que a fas mostral toma valores préximos
a 1 nos primeiros retardos, e que decae lentamente a cero a medida que o retardo crece o cal indica
presenza de tendencia na serie temporal, tal é como explicamos na Subseccién 2.2.2.
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Figura 3.3: Grafico das correlaciéns simples mostrais da serie temporal tras a aplicaciéon da transfor-
macién logaritmica.
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Co obxectivo de eliminar a tendencia aplicamos unha diferenza regular sobre a serie temporal,
obtendo como resultado a serie temporal que presentamos na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Grafico secuencial da serie temporal diferenciada regularmente.

Na Figura 3.4 observamos que a aplicacién dunha diferenza regular consegue eliminar a tendencia,
tamén observamos certos valores que poderian ser valores atipicos, sobre os cales traballaremos poste-
riormente seguindo a metodoloxia exposta na Subseccién 2.2.6. Se debuxamos as correlaciéns simples
mostrais da serie temporal diferenciada obtemos o grafico da Figura 3.5.
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Figura 3.5: Grafico de correlaciéns simples mostrais da serie temporal diferenciada regularmente.
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Na Figura 3.5 observamos forte correlaciéon no retardo 7 e nos seus miltiplos, ademais de pe-
riodicidade de periodo 7 e converxencia lenta a cero, estas caracteristicas indican presenza dunha
componente estacional de periodo 7 dias, é dicir, componente estacional semanal. Para poder eliminar
esta componente estacional e obter unha serie estacionaria na cal poidamos identificar os parametros
dun modelo Box-Jenkins aplicamos unha diferenza estacional obtendo unha serie estacionaria coa fas
e fap mostral presentes na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Gréfico de correlacidns simples e parciais mostrais da serie temporal diferenciada regular e
estacionalmente.

Mediante a interpretacion da fas e fap mostrais presentes na Figura 3.6 podemos identificar os
pardmetros dun ARMA estacional multiplicativo pois como se pode observar a fas e fap mostrais da
serie diferenciada regular e estacionalmente presentan dependencia regular e estacional. Se observamos
a Figura 3.6 non esta claro que pardmetros son os axeitados para o modelo ARMA estacional multipli-
cativo, polo cal decidimos empregar o criterio BIC a través da funcién best.arima. TSA cuxo cédigo se
pode ver no Apéndice B. Esta funcién considera un conxunto de valores para cada un dos pardmetros
do modelo, axusta todos os modelos que xorden de combinar os posibles valores de cada un dos parame-
tros, e calcula o BIC asociado a cada modelo para finalmente indicarnos que valores dos parametros
dan lugar ao menor BIC. Observando as correlaciéns simples e parcias consideramos adecuado indicar-
lle 4 funcién best.arima. TSA que os pardmetros poden tomar os seguintes valores p, ¢, P,Q € {0, 1,2}.
Tamén debemos indicarlle o numero de diferenzas regulares e estacionais realizadas previamente, que
neste caso é unha. Feito isto a funcién indicanos que debemos axustar un ARIMA(1,1,1)x(1,1,2)7 sobre
a serie orixinal pois o BIC asociado a este modelo é —1737.16 inferior ao BIC asociado a calquera dos
outros modelos axustados. A expresién do modelo ! considerado é

(1-¢1B)(1—=®B")(1-B)(1-B") Y, = (1+6:B) (1+ 018"+ 0,B") a,. (3.1)

Os resultados do axuste do modelo (3.1) son os que amosamos no Cadro 3.1. Nel achegamos as
estimaciéns dos coeficientes do modelo obtidas polo método de méxima verosimilitude xunto coa des-
viacién tipica asociada a cada estimacion, o cal nos permite comprobar mediante un contraste de
significacién 2 se cada un dos pardmetros do modelo é significativamente distinto de cero. Efectiva-
mente se realizamos os contrastes pertinentes obtemos que todos os parametros son significativamente
distintos de cero para un nivel de significaciéon o = 0.05.

Tras a estimacién do modelo debemos proceder 4 diagnose do mesmo. Comecemos pola com-
probacion da hipétese de incorrelacién e homocedasticidade. Para a comprobacion destas hipéteses

1Consideramos o modelo sen a constante ¢ pois incluir constante cando d+D > 1 equivale a introducir unha tendencia
polinémica de grado d + D, que no noso caso é 2, e isto a efectos de predicién pode ter unha repercusién negativa.

28e T é suficientemente grande a ~ N(¢,0), polo cal se consideramos o contraste Hg := ¢ = 0 fronte a H1 := ¢ # 0
rexeitaremos Ho se |¢/c| > 1.96.
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consideramos os residuos estandarizados en lugar dos residuos orixinais, polas vantaxes que estes pre-
sentan. No primeiro grafico da Figura 3.7 podemos ver os residuos do modelo fronte ao tempo, os cales
presentan unha variabilidade estable indicando ausencia de heterocedasticidade. Agora ben vemos que
en dito gréafico estdn presentes dous limites de control ® co obxectivo de detectar valores atipicos nos
residuos do modelo, como se pode observar existen valores dos residuos féra destes limites de control,
por este motivo debemos identificar a sta posicion e tipo para a siia modelizacion.

-~ ~ ~ ~

$1 91 (1)1 @1 @2

Coeficientes  0.5231 -0.9164 0.7850 -1.5875 0.5876

s.d 0.0445 0.0237 0.0563 0.0727 0.0712

Cadro 3.1: Resultados do axuste do modelo (3.1).
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Figura 3.7: Gréficos para a comprobacién das hipoteses de incorrelaciéon e homocedasticidade dos
residuos para o modelo (3.1). O primeiro grafico é unha representacién dos residuos estandarizados do
modelo fronte ao tempo. O segundo gréfico é a funcién de autocorrelacién simple mostral dos residuos.
O terceiro grafico correspéndese co contraste de Ljung-Box, nel debixanse os p-valores do contraste
de Ljung-Box segundo os retardos considerados.

Seguindo o exposto na Subseccién 2.2.6 identificamos a posicién e o tipo dos atipicos presentes na
modelizacién realizada, obtendo que estes valores atipicos se encontran nas posiciéns 28,60,113,297,301,

30s limites de control nos residuos estandarizados sitianse en menos e méis o percentil 0.025/T dunha normal
estandar.
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302,303,304,425,514,646,662 e son todos eles atipicos innovativos. Unha vez identificada a posicion e
o tipo de atipico debemos abordar a estimacién da sda magnitude. Agora ben se introducimos a
modelizacién destes atipicos no modelo (3.1) algtins coeficientes deste modelo que antes eran significa-
tivamente distintos de cero pasan agora a ser nulos desaparecendo do mesmo é quedando un modelo
ARIMA(1,1,1)x(0,1,1)7 cos atipicos innovativos mencionados, é dicir, temos o seguinte modelo:

Y, = w28¢(B)It(28) + wﬁolff(B)It(GO) + ’w1131/1(B)It(113) + w297¢(B)It(297) + w3011/)(B)It(301)
Fwsoa(B)IE + wzoap(B) I + wa0ath (B) I + waasp(B)I) + wspap(B) I
+w646¢(B)It(646) + w6621/1(3)1t(662) +Y(B)a, (3.2)

sendo ¥(B) = (1 - B")"'(1 - B)"'(1 - ¢:B)"*(1+6:B)(1 + ©,B").
Se estimamos os coeficientes presentes no modelo (3.2) obtemos os resultados expostos no Cadro
(3.2).

~ ~

o1 01 S w301 Ws14 w302 w303 Weo

Coeficientes  0.4525 -0.8821 -0.7208 -0.9770 -0.3269 -0.8085 -0.4050 0.3439

s.d 0.0485 0.0271  0.0296 0.0534 0.0479 0.0593  0.0596 0.0477

W304 w297 We62 W2 W425 We46 w113

Coeficientes -0.2608 -0.2140 -0.1773 -0.1477 0.2007 0.2173 -0.2120

s.d 0.0545 0.0483 0.0480 0.0482 0.0478  0.0477  0.0478

Cadro 3.2: Resultados do axuste do modelo (3.2).

Unha vez que dispomos da estimacién do modelo (3.2) no cal emendamos o inconveniente dos
valores atipicos mediante a sia modelizacién retomamos a etapa de diagnose.

Comecemos coa comprobacién da hipdtese de incorrelacién e homocedasticidade. No primeiro grafi-
co da Figura 3.8 podemos ver os residuos estandarizados do modelo (3.2) fronte ao tempo, os cales
presentan unha variabilidade estable indicando ausencia de heterocedasticidade. Ademais disto neste
grafico observamos ausencia dun patrén nos residuos do modelo. No segundo grafico temos a fas mos-
tral dos residuos do modelo. Neste gréafico observamos que a autocorrelacién correspondente ao retardo
12 e tamén a correspondente ao retardo 26 exceden os limites de confianza, agora ben consideramos
un contraste de incorrelacion con a = 0.05 polo cal que unha de cada 20 autocorrelaciéns exceda
o limite de confianza non é un motivo para rexeitar a hipétese de incorrelaciéon polo que aceptamos
esta hipdtese. No terceiro grafico temos os p-valores do contraste de Ljung-Box, onde observamos que
tamén debemos aceptar a incorrelacién dos residuos pois todos os p-valores son maiores ou iguais o
nivel de significacion o = 0.05.

Ademais das hipéteses de homocedasticidade e incorrelacién, unha hipdtese moi importante e cuxo
incumprimento pode invalidar o modelo axustado é a hipétese de que os residuos do modelo tenen
esperanza nula. Polo cal contrastamos a hipdtese nula de que os residuos tefien media cero mediante o
contraste exposto na Subseccion 2.2.4, obtendo 0.0269 como valor do estatistico de contraste e 0.9786
como p-valor asociado ao contraste, polo que aceptamos a hipétese nula de que os residuos do modelo
(3.2) tenen media nula.

Para rematar a diagnose do modelo comprobaremos a hipétese de normalidade dos residuos, cuxo
incumprimento non invélida o modelo pero si é unha hipétese axeitada de cara a certos procesos de



3.1. SERIE NUMERO DE USUARIOS DIARIOS DO SERVIZO DE VIDEO BAIXO DEMANDA 41

inferencia. Se contrastamos esta hipétese mediante o contraste de Shapiro-Wilk obtemos como valor
do estatistico de contraste 0.98491 e como p-valor 3.368 x 10~7 o cal nos leva a rexeitar claramente a
hip6tese de normalidade. A mesma conclusién proporciona o contraste de Jarque-Bera pois o valor do
estatistico de contraste é 52.787 cun p-valor asociado igual a 3.44 x 10712,

Standardized Residuals

0.05
I

ACF of Residuals
-0.05 .
L

P-values

Figura 3.8: Graficos para a comprobacién das hipéteses de incorrelacién e homocedasticidade dos
residuos para o modelo (3.2). O primeiro grafico é unha representacién dos residuos estandarizados do
modelo fronte ao tempo. O segundo grafico é a funcién de autocorrelacion simple mostral dos residuos.
O terceiro grafico correspondese co contraste de Ljung-Box, nel debixanse os p-valores do contraste
de Ljung-Box segundo os retardos considerados.

Un vez comprobamos que o modelo é correcto proseguimos abordando a etapa prediciéon en base ao
modelo axustado. Como expuxemos con anterioridade empregamos o modelo axustado, recordemos que
para o axuste do modelo empregamos unicamente as observaciéns do periodo 03/03/2013-21/04/2015,
para predicir os valores da venta temporal 22/04/2015-19/05/2015. Na Figura 3.9 amosamos as pre-
dicions para esta ventd temporal xunto cos valores observados. Nesta imaxe observamos que o mo-
delo capta correctamente a tendencia da serie temporal, pero non consegue captar o comportamento
semanal real da serie temporal, agora ben isto débese a alta variabilidade e o ruido que a serie pre-
senta no comportamento semanal. Ademais da comparativa grafica decidimos comparar as prediciéns
cos valores observados seguindo as medidas MSE e MAPE. Os valores obtidos son MSE=980971.9 e
MAPE=3.7307 %. O valor de MSE é interesante para realizar comparativas con outros modelos pero
non é sinxelo de interpretar. Con respecto ao MAPE observamos un valor de erro moi aceptable a
pesares de que graficamente non observemos o comportamento desexado. Agora ben non podemos
extraer conclusiéns calculando medidas de erro nunha tnica venta de predicion pois pode ser que neste
venta por algiin motivo o modelo tena un erro de predicién axeitado e noutras ventas este compor-
tamento non se mantena. Polo tanto repetimos o proceso exposto para esta ventd de predicién nas 9
ventas mencionadas axustando o modelo unicamente coas observaciéns previas, e predicindo os valores
da venta considerada. Para cada unha das 9 ventas achamos o valor do MSE e do MAPE, e posterior-
mente calculamos medidas de erro globais obtendo os resultados que figuran no Cadro 3.3. Os valores
das medidas de erro globais son axeitadas polo cal proseguiremos aplicando outras metodoloxias a serie
temporal e posteriormente comparemos os resultados obtidos con estes valores.
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Media Mediana Desviacién tipica
MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE
8.5221 3844313 7.4363 2569940 2.9247 2758470

Ventd temporal MAPE MSE
Ventd 1 6.1669 2170553
Vent4 2 9.1357 4116805
Venta 3 8.3523 3432046
Ventd 4 6.7897 2187715
Ventd 5 6.7796 2175245
Venta 6 7.4363 2569940
Ventd 7 15.5854 10744533
Vent4 8 9.8387 4813841
Venta 9 6.6145 2388144

Cadro 3.3: Resultados das medidas de erro de predicién para o modelo (3.2).

——  Serie historica

————————— Prediciéns
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Figura 3.9: Gréfico secuencial dos valores preditos polo modelo (3.2) no periodo 22/04/2015-19/05/2015
xunto aos valores reais da serie temporal.

3.1.2. Metodoloxia GAM

Analogamente ao realizado na aplicacién da metodoloxia Box-Jenkins consideramos primeiramente
as observaciéns que abarcan o perfodo 03/03/2013-21/04/2015, e axustamos un modelo en base a estas



3.1. SERIE NUMERO DE USUARIOS DIARIOS DO SERVIZO DE VIDEO BAIXO DEMANDA 43

observaciéns para posteriormente realizar prediciéns para a ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015.
Para modelar a serie temporal mediante un modelo GAM debemos ter presente o exposto na Subsec-
cién 2.3.4, onde expresamos a importancia da creacion das variables explicativas axeitadas para este
modelo. Unha destas variables é a que denominamos “dia de observaciéon” que neste caso é a secuencia
1,2, ,780. Esta variable introdicese no modelo mediante unha funcién parcial suave non paramétrica
co obxectivo de captar tendencia e estacionalidade. Ademais desta variable é importante introducir
unha variable categoérica para distinguir os dias da semana, e modelizar asi a componente estacional
semanal. Denotamos por Y a variable resposta, que é o “ntimero de usuarios do servizo de video baixo
demanda”, por ¢ a variable “dia de observacion”, e por diasem a variable categérica referente ao dia
da semana. Con esta notacién o modelo GAM que axustamos a serie temporal formilase como segue

onde a variable explicativa diasem é un factor con posibles niveis Ag = ” Luns”, Ay

In(u(X)) = Bo + fi(t) + Bsdiasem,

(3.3)

"Martes”, - , Ag =

” Domingo”, polo cal cando escribimos Ssdiasem estamos facendo un abuso de notacién, pois en rea-
lidade S5 é un vector (Bmartes, Bmércores, = » Bdomingo)s € diasem é entendida como a recodificacién
dummy dada por diasem* = {0 se diasem = Ay, 1 se diasem = Ay, , 6 se diasem = Ag}. Deste
xeito cada coeficiente [5; representa o incremento medio da resposta para o nivel A; en relacién ao
nivel de referencia Ay. A partires deste momento empregaremos este abuso de notacién sempre que
introduzamos no modelo unha variable explicativa tipo factor.

Se levamos a cabo o axuste do modelo (3.3) obtemos os resultados presentes no Cadro 3.4. Estes
resultados indican que as diferenzas entre as categorias da variable diasem son significativas. Ademais,
se nos fixamos nos coeficientes asociados a cada categoria desta variable, podemos ver que o mércores
é o dia da semana con menor demanda do servizo, mentres que os sidbados e domingos a demanda do
servizo sofre un aumento con respecto a categoria de referencia que é o luns. Que os dias do fin de
semana a variable medida sufra un aumento é 16xico pois o uso deste servizo ten unha relacién clara

co tempo de lecer dos usuarios.

Coeficientes paramétricos

Bo
Brmartes
Brmércores
Baoves
Buenres
Bsdbado

ﬂdomingo

Estimacién

8.8809

0.0156

-0.0040

0.0073

0.0210

0.0662

0.1099

Sd erro

0.0011

0.0015

0.0015

0.0015

0.0015

0.0015

0.0014

z valor

8306.475

10.516

-2.630

4.864

14.139

45.147

75.889

Significacién dos termos suaves

Pr(> |2])
< 2><10—16 ko
< 2><10—16 *okok
0.0085 **
1.15x 10~ 6%k
< 2><10—16 kkk
< 2x 10716 ok

< 2x10716

f1(®)

edf

8.996

Ref.df

9

Chi.sq

1490163

p-valor

< 2><10716 *oksk

Cadro 3.4: Resultados do axuste do modelo (3.3).
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Con respecto & funcién suave non paramétrica observamos que a sta consideracién no modelo
é significativa. Na Figura 3.10 podemos observar esta funcién, é dicir, o efecto suave da variable
t sobre a resposta. Notese que esta funcion estd centrada no cero e ademais non se encontra na
escala orixinal da serie temporal se non en escala logaritmica. Por outra parte cabe mencionar que
na representacién da funcién suave da variable ¢t vese reflexada a stia utilidade & hora de captar a
tendencia e a estacionalidade da serie temporal.

1.0

0.5

0 200 400 600 800

Figura 3.10: Efecto suave da variable ¢ sobre a variable resposta.

Agora que conecemos os resultados proporcionados polo axuste do modelo proseguimos calculando
as prediciéns realizadas por este modelo na ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015. Na Figura 3.11
podemos ver estas predicidns xunto cos valores reais da serie temporal. Ademais desta comparativa
grafica cabe mencionar que os valores de MASE e MSE son 5.1574 % e 1668662, respectivamente.

Como se pode observar na Figura 3.11 o modelo (3.3) parece captar unha tendencia mais forte
da que realmente presenta a serie temporal en estudo. Como o comportamento do modelo nunha
Unica venta non é suficiente para xulgar o comportamento xeral do mesmo, aplicamos o procedemento
exposto na Seccién 2.5 empregando as 9 ventas temporais definidas para este fin obtendo os resultados
que se amosan no Cadro 3.5.

Os valores das medidas globais de erro para o modelo (3.3) son superiores aos proporcionados polo
modelo Box-Jenkins axustado na seccién previa, polo cal imos proseguir este estudo tentando mellorar
o modelo exposto. Dada a natureza da variable medida tamén podemos pensar en introducir unha
variable categdrica que nos permita distinguir entre os diferentes meses do ano, pois nos meses de
inverno e outono seria léxico que a demanda deste servizo sexa madis alta que nos meses de veran e
primavera. Denotamos por mes a variable categérica mencionada, e axustamos o modelo

In(u(X)) = Bo + f1(t) + Bsdiasem + B, mes, (3.4)

onde fSsdiasem ten a mesma estrutura que no modelo (3.3), e S, mes definese de xeito andlogo ao
termo Bsdiasem tomando como categoria de referencia o mes de xaneiro.

Se levamos a cabo o axuste do modelo (3.4) obtemos os resultados presentes no Cadro 3.6. Ao
introducir a variable mes temos que o coeficiente By agora fai referencia aos luns do mes de xaneiro.
Ten do isto presente temos que os resultados do Cadro 3.6 mostran que as diferenzas entre os mércores e
os luns de xaneiro non son significativas, o mesmo sucede co mes de outubro, as restantes categorias das
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variables diasem e mes son significativas. Xa anteriormente no modelo (3.3) demos unha interpretacién
aos coeficientes da semana, resumidamente que os dias de menos uso son os luns e mércores e os de
maior uso os do fin de semana. Procedamos agora a expor algunhas conclusions acerca dos coeficientes
das categorias da variable mes. Os resultados indican que o mes de maior uso do servizo é o mes de
febreiro, seguido por marzo, novembro e xaneiro, con respecto o mes de menos uso dicir que este é o
mes de agosto, seguido por xullo.

——  Serie histérica

Predicions

T T T T T T
700 720 740 760 780 800

Figura 3.11: Prediciéns realizadas polo modelo (3.3) na venta temporal 22/04/2015-19/05/2015 xunto
aos valores reais da serie temporal.

Agora que conecemos os resultados proporcionados polo axuste do modelo proseguimos calculando
as prediciéns realizadas por este modelo na ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015. Na Figura 3.12
podemos ver estas predicidns xunto cos valores reais da serie temporal. Ademais desta comparativa
gréfica cabe mencionar que os valores de MASE e MSE son 6.6337 % e 2548624, respectivamente.

Como se pode observar na Figura 3.12, o modelo (3.4) parece ter o mesmo problema que o modelo
(3.3). A pesar disto, como o comportamento do modelo nunha unica ventd non é determinante aplica-
mos o procedemento exposto na Seccion 2.5 empregando as 9 ventds temporais definidas para este fin
obtendo os resultados que se amosan no Cadro 3.7.

Segundo os resultados do Cadro 3.7 o modelo (3.4) é mellor en termos de erro de predicién que
o modelo (3.3), pesa a non observar graficamente unha melloria nas prediciéns da ventd 22/04/2015-
19/05/2015, Figura 3.12.

En vez de distinguir os diferentes meses do ano, podemos pensar en introducir unha variable que
permita distinguir entre as diferentes estaciéns do ano, pois como explicamos antes estd variable pode
estar correlada coa resposta. Denotamos por estacion a variable mencionada, e axustamos o seguinte
modelo

In(u(X)) = Bo + f1(t) + Bsdiasem + B estacion, (3.5)

onde f;diasem ten a mesma estrutura que no modelo (3.3), e B.estacidn se define de xeito andlogo ao
termo Bsdiasem tomando como categoria de referencia a estacién de inverno.

Exposto o modelo (3.5) axustamos este obtendo os resultados presentes no seguinte Cadro 3.8, os
cales de contado comentamos e interpretamos. Neste cadro podemos ver que todas as categorias das
variables diasem e estacidn son significativas, ademais observamos que en primavera e veran o uso do
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servizo sofre unha diminucién con respecto a categoria de referencia que é a estacion de inverno, mentres
que no outono o servizo experimenta un aumento con respecto a categoria de referencia mencionada.
Estas conclusions extraidas do modelo son concordantes coa idea inicial de que nos meses mais frios se
emprega mais este servizo pois a climatoloxia impide a realizacién de actividades o aire libre, mentres
que nos meses de mellores condiciéns climatoloxicas se usa menos o servizo.

Media Mediana Desviacion tipica
MAPE MSE MAPE MSE MAPE  MSE
10.2268 5037653 11.6011 6042195 4.5667 3015124

Venta temporal MAPE MSE
Venta 1 7.3389 3002675
Ventd 2 11.6011 6042195
Venta 3 14.3279 7939382
Venta 4 13.8427 7535446
Ventd 5 14.7334 7978163
Vent4 6 15.0320 7969264
Ventd 7 6.4642 2307252
Venta 8 4.5729 1372720
Ventd 9 4.1285 1191775

Cadro 3.5: Resultados das medidas de erro de predicién para o modelo (3.3).

——  Serie histérica

———————— Predicions
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Figura 3.12: Prediciéns realizadas polo modelo (3.4) na ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015 xunto
aos valores reais da serie temporal.
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Coeficientes paramétricos

Estimacién Sd erro z valor Pr(> |2])

Bo 8.9126 0.0040 2248.929 < 2x 10716 ok
Brmartes 0.0162 0.0015 10.972 < 2x 10716 ok
Bmércores -0.0027 0.0015 -1.794 0.0728

Broves 0.0074 0.0015 4.934 8.06x 1077 #*x
Buenres 0.0208 0.0015 14.024 < 2x 10716 ok
Bsabado 0.0653 0.0015 44.463 < 2x 10716 Hokx
Baomingo 0.1089 0.0014 75.134 < 2% 10716 ok
Bebreiro 0.0852 0.0026 33.095 < 2x 10716 ok
Bmarzo 0.0321 0.0039 8.278 < 2% 10716 Hxx
Babrit -0.0857 0.0055 -15.531 < 2x 10716 ok
Bmayo -0.0581 0.0067 -8.611 < 2x 10716 Hxx
Baruio -0.0783 0.0072 -10.837 < 92X 10716 ok
Baullo -0.0952 0.0076 -12.537 < 2x 10716 ok
Bagosto -0.1143 0.0077 -14.817 < 2x 10716 ek
Bsetembro -0.0434 0.0070 -6.121 9.29x 10710 ok
Boutubro -0.0112 0.0061 -1.822 0.0685

Brovembro 0.0307 0.0050 6.197 5.74x 10710 H*x
Baecembro -0.0560 0.0031 -18.007 < 2% 1016 Hkx

Significacién dos termos suaves

edf Ref.df Chi.sq p-valor

fi(t) 8.993 9 1141310 < 9% 10716 *kx

Cadro 3.6: Resultados do axuste do modelo (3.4).
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Media Mediana Desviacién tipica
MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE
8.7396 3608324 8.3314 3203392 2.9102 1914906

Ventd temporal MAPE MSE
Ventd 1 7.4185 2942756
Ventd 2 11.4817 5673891
Ventd 3 13.4148 6750609
Ventd 4 11.0726 4988708
Ventd 5 9.9768 4159619
Ventd 6 8.3314 3203392
Venta 7 6.4131 1842191
Ventd 8 5.4392 1482985
Ventd 9 5.1079 1430852

Cadro 3.7: Resultados das medidas de erro de predicién para o modelo (3.4).

Coeficientes paramétricos

Estimacién Sd erro z valor Pr(> |z])

Bo 8.8972 0.0018 4950.190 < 2x10716 ¥
Bmartes 0.0140 0.0015 9.440 < 2x 10716 ok
Bmércores -0.0059 0.0015 -3.971 715x 1075
Broves 0.0054 0.0015 3.609 8.06x 107 ***

Buenres 0.0208 0.0015 14.024 0.000308 ***
Bsdbado 0.0662 0.0015 45.136 < 2% 1016 #xk
Baomingo 0.1108 0.0014 76.498 < 2X 10716 ok
Bprimavera -0.0620 0.0023 -26.710 < 9% 10-16 #**
Boerdn -0.0659 0.0026 -25.337 < 2x10716 #Hx
Boutono 0.0755 0.0025 30.688 < 2x10716 wrk

Significacién dos termos suaves

edf Ref.df Chi.sq p-valor

fi(®) 8.994 9 1260633 < 2x10716 #H*

Cadro 3.8: Resultados do axuste do modelo (3.5).
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Contindamos predicindo os valores da venta temporal 22/04/2015-19/05/2015 seguindo o modelo
axustado. Na Figura 3.13 podemos ver estas prediciéns xunto cos valores reais da serie. Ademais desta
comparativa gréfica cabe mencionar MAPE= 4.9345% e MSE=1511061.

Serie histérica

Predicions

700

720

760

780 800

Figura 3.13: Prediciéns realizadas polo modelo (3.5) na ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015 xunto
aos valores reais da serie temporal.

Como se pode observar na Figura 3.13 o modelo (3.5) parece ter o mesmo problema que os modelos
axustados con anterioridade. A pesar disto como o comportamento do modelo nunha nica venta non
é determinante aplicamos o procedemento exposto na Seccién 2.5 empregando as 9 ventds temporais
definidas para este fin obtendo os resultados que se amosan no Cadro 3.9.

Media

Mediana

Desviacién tipica

MAPE MSE

9.4382 4365422

MAPE MSE

10.3926 4849213

MAPE MSE

3.7201 2323927

Ventd temporal
Ventd 1
Ventd 2
Ventd 3
Ventd 4
Venta 5
Ventd 6
Venta 7
Ventd 8

Ventd 9

MAPE

9.6000

12.4037

13.5422

10.3926

11.8390

12.8727

5.5736

4.5430

4.1757

MSE

4392798

6654683

7289995

4849213

5518619

6084194

1904431

1370928

1223933

Cadro 3.9: Resultados das medidas de erro de predicién modelo (3.5).
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As medidas globais de erro ponen de manifesto que en termos de erro de predicién o modelo (3.5)
é peor que o modelo (3.4). En xeral se revisamos os resultados expostos nos Cadros 3.5, 3.7, 3.9
chegamos a que termos de erro de predicién o modelo mdis conveniente é o modelo (3.4).

3.1.3. Arbores de Divisiéons Recursivas

Comezamos por considerar as observaciéns que abarcan o periodo 03/03/2013-21/04/2015, e axus-
tamos unha Arbore de Divisiéns Recursivas empregando unicamente as observaciéns mencionadas para
logo proporcionar prediciéns para a ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015. Na modelizacién da se-
rie temporal mediante Arbores de Divisiéns Recursivas é moi importante seleccionar as covariables
axeitadas, e é frecuente introducir como variables explicativas o valor da serie temporal en instantes
pasados. Concretamente decidimos introducir como variable explicativa o valor da serie temporal 7
dias atras, variable re7, pois como razoamos na aplicacién da metodoloxia Box-Jenkins existe unha
componente estacional semanal. Ademais incluimos o valor da serie temporal o dia anterior ao que
desexamos predicir, variable rel. Se axustamos unha Arbore de Divisiéns Recursivas coas variables
mencionadas obtemos o resultado que se amosa de contado.

1) rel <= 10344; criterion = 1, statistic = 751.553
2) rel <= 6150; criterion = 1, statistic = 512.436
3) rel <= 4987; criterion = 1, statistic = 218.487
4) rel <= 3907; criterion = 1, statistic = 60.369
5) rel <= 3609; criterion = 1, statistic = 17.989
6)* weights = 9
5) rel > 3609
7) re7 <= 4024; criterion = 0.981, statistic = 6.737

8)* weights = 20
7) re7 > 4024
9)* weights = 13

4) rel > 3907
10) re7 <= 4429; criterion = 1, statistic = 46.17
11)* weights = 115
10) re7 > 4429
12) rel <= 4567; criterion = 0.999, statistic = 11.655
13)* weights = 39
12) rel > 4567
14)* weights = 20
3) rel > 4987
15) re7 <= 5052; criterion = 1, statistic = 24.779
16)* weights = 20
15) re7 > 5052
17)* weights = 78
2) rel > 6150
18) re7 <= 7325; criterion = 1, statistic = 190.459
19) re7 <= 6142; criterion = 1, statistic = 49.495
20) rel <= 7165; criterion = 0.967, statistic = 5.732
21) re7 <= 5443; criterion = 0.999, statistic = 11.594
22)* weights = 9
21) re7 > 5443
23)* weights = 21
20) rel > 7165
24)* weights = 7
19) re7 > 6142
25) rel <= 7448; criterion = 1, statistic = 26.478
26) rel <= 6201; criterion = 0.981, statistic = 6.684
27)* weights = 7
26) rel > 6201
28)* weights = 54
25) rel > 7448
29)* weights = 16
18) re7 > 7325
30) re7 <= 8969; criterion = 1, statistic = 74.676
31) rel <= 8091; criterion = 1, statistic = 25.256
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32)* weights = 52
31) rel > 8091
33) re7 <= 8461; criterion = 0.993, statistic = 8.559
34)* weights = 50
33) re7 > 8461
35)* weights = 22
30) re7 > 8969
36) rel <= 8755; criterion = 1, statistic = 18.562
37)* weights =7
36) rel > 8755
38) re7 <= 9792; criterion = 0.999, statistic = 12.541
39)* weights = 14
38) re7 > 9792
40)* weights = 9
1) rel > 10344
41) rel <= 15976; criterion = 1, statistic = 156.34
42) re7 <= 11960; criterion = 1, statistic = 88.815
43) re7 <= 10167; criterion = 1, statistic = 18.704
44)* weights = 8
43) re7 > 10167
45)* weights = 22
42) re7 > 11960
46) re7 <= 14150; criterion = 1, statistic = 43.524
47) rel <= 13120; criterion = 0.996, statistic = 9.606
48)* weights = 27
47) rel > 13120
49)* weights = 44
46) re7 > 14150
50) rel <= 14311; criterion = 0.997, statistic = 10.298
51)* weights = 12
50) rel > 14311
52)* weights = 17
41) rel > 15976
53) re7 <= 14693; criterion = 1, statistic = 18.018
54)% weights = 8
53) re7 > 14693
55) rel <= 17762; criterion = 0.985, statistic = 7.191
56)* weights = 36
55) rel > 17762
57) re7 <= 17765; criterion = 0.962, statistic = 5.503
568)* weights = 17
57) re7 > 17765
69)* weights =7

=10344 > 10344

[41]
rel
p < 0.001

<6150 >6150 < 15976
rel ref ref
<0.001 p<0.001 p <0.001

Figura 3.14: Gréfico dos primeiros nodos da Arbore de Divisiéns Recursivas axustada.

A informacién que vimos de amosar permite cofiecer as divisiéns realizadas na drbore en base as
covariables consideradas, é dicir, permite conecer en cada nodo que covariable foi seleccionada xunto
os subconxuntos disxuntos que dividiron o espazo de definicién da covariable dando lugar a dous novos
nodos. Por exemplo, no nodo 1 observamos que seleccionamos a variable rel como a covariable con
maior asociacién coa resposta, e que dividimos o espazo de definicién desta covariable considerando
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por unha parte as observaciéns maiores que 10344, e por outra as menores ou iguais a este valor, dando
lugar a dous novos nodos, que seguindo a notacién empregada na construcién da arbore son o nodo 2 e
41. Proseguimos fixandonos agora no nodo 2, vemos que a variable con maior correlacién coa resposta
é de novo a variable rel, e que dividimos o subconxunto de observaciéns menores ou iguais a 10344
considerando as observaciéns menores ou iguais a 6150 por unha parte, e por outra as maiores que
este valor, dando lugar aos nodos 3 e 18. Seguindo deste xeito podemos comentar cada un dos pasos
levados a cabo polo algoritmo de construcién da arbore de divisiéns recursivas. Unha vez construida a
arbore realizamos prediciéns para valores futuros. O xeito de calcular estas prediciéns recordemos que
consiste en ver a que nodo terminal se corresponden os valores das covariables asociados ao instante
que desexamos predicir, e seguidamente predicir segundo a media dos valores da resposta cuxos valores
das variables explicativas se encontran en dito nodo. Antes de amosar os valores preditos pola arbore
axustada na ventd temporal considerada debemos expor unha matiz en canto as variables explicativas.
Para predicir cada valor da venta temporal necesito conecer os valores das covariables para o valor
da resposta que desexo predicir, isto non é posible pois a ventd temporal ten 28 observacions entén
non podemos conecer para cada un destes valores o valor anterior da serie temporal, ademais do valor
da serie temporal 7 dias atras. Por este motivo facemos o seguinte, predicimos o primeiro valor da
venta temporal, pois para este valor si dispomos dos valores das covariables, e empregamos o valor
obtido na predicién para actualizar as covariables e asi poder proseguir co proceso de predicion. Actua-
mos asi deste xeito iterativo ata conseguir as prediciéns dos 28 valores da ventd, é dicir, predicimos un
valor, actualizamos as covariables supofiendo que o valor predito é o valor observado da serie temporal,
predicimos o seguinte valor pois xa dispomos da informacién necesaria, e asi sucesivamente. Na Figura
3.15 observamos as prediciéns realizadas para esta venta temporal. O resultado non é satisfactorio a
pesar de que as medidas de erro son MAPE=11.2905% e MSE=5876377. Cabe mencionar que non
debe sorprender que o modelo realice prediciéns constantes pois iso simplemente significa que para
todos os valores da venta temporal predicimos segundo o promedio obtido no mesmo nodo terminal.

——  Serie histdrica

————————— Prediciéns

700 720 740 760 780 800

Figura 3.15: Grafico secuencial dos valores reais da serie temporal xunto os valores preditos pola arbore
axustada no periodo 22/04/2015-19/05/2015.

Como xa mencionamos non debemos extraer conclusiéns finais mediante os resultados obtidos
nunha Unica venta, por este motivo seguimos o procedemento exposto na Seccién 2.5, e axustamos
unha &rbore unicamente coas observaciéns previas a cada unha das 9 ventds temporais, realizamos
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prediciéns para as mesmas, e comparamos os valores preditos cos observados, obtendo asi 9 valores
para a medida MAPE e 9 valores para medida MSE, os cales resumimos nas medidas globais expostas
no Cadro 3.10.

Media Mediana Desviacién tipica
MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE
7.9293 3349083 7.4418 2266968 3.1442 2830240

Venté temporal MAPE MSE
Ventd 1 4.8677 1305991
Ventd 2 6.1075 1787181
Ventd 3 5.6088 1664626

Ventd 4 6.8710 2123073

Ventd 5 7.4418 2266968

Ventd 6 8.1690 3049800

Ventd 7 15.6244 10532600

Ventd 8 8.1792 3635242

Ventd 9 8.4933 3776266

Cadro 3.10: Resultados das medidas de erro de predicién para a arbore de divisiéns recursivas axustada.

Os valores das medidas globais de erro de predicién si son axeitadas, isto pon de manifesto que a
pesar de que na venta seleccionada para comentar e ilustrar o modelo o comportamento do mesmo
sexa mellorable globalmente predi razoablemente ben.

Podemos pensar en introducir mais variables explicativas ou incluso en substituir as variables rel e
re7 por outras covariables. Por este motivo consideramos as variables categoricas que indican o dia da
semana, o mes, e a estacion do ano, e realizamos diferentes Arbores de Divisiéns Recursivas xogando
coa introducién das variables mencionadas. Co obxectivo de poder decidir se as probas realizadas
melloran os resultados proporcionadas pola drbore amosada con anterioridade, calculamos as medidas
de erro de predicién globais obtendo sempre valores superiores ou moi semellantes aos expostos no
Cadro 3.10, concluindo pois que as variables rel e re7 seleccionadas son as axeitadas.

3.1.4. Meétodos de predicion simples

Neste apartado imos levar a cabo a aplicacién dos métodos de predicién simples co obxectivo
de comparar os resultados obtidos cos proporcionados polas tres metodoloxias que vimos de aplicar.
Consideramos inicialmente a serie temporal composta polas observaciéns? do perfodo 03/03/2013-
21/04/2015 mediante as cales axustamos o modelo, que logo empregamos para predicir os valores
observados na ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015. Na Figura 3.16 podemos ver as prediciéns

4A aplicacién destes métodos realizase sobre a serie temporal orixinal, é dicir, sen a eliminacién previa dos valores
atipicos, pois partimos da suposicién de que se a empresa utiliza estes métodos simples na predicién de series temporais
é porque non dispén de conecementos sobre o estudo das mesmas, e consecuentemente non realizard un tratamento
previo da serie temporal.
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realizadas por cada un dos métodos simples expostos na Subseccién 2.4.2 na ventd temporal considerada
xunto aos valores reais. Ademais desta comparativa gréfica, presentamos no Cadro 3.11 os valores das
medidas de erro de predicién para cada un dos métodos simples nesta venta temporal.

——  Serie histérica
————————— Predicions método Media
Predicions método Naive
Prediciéns método Naive estacional
ffffffff Prediciéns método Drift

T T T
700 720 740 760 780 800

Figura 3.16: Grafico secuencial dos valores preditos por cada un dos métodos simples no periodo
22/04/2015-19/05/2015 xunto aos valores reais da serie temporal.

Método da Media Método Naive Método Naive Estacional Método Drift

MAPE 56.9439 17.9200 11.0872 17.0666

MSE 124079883 10514326 5663992 9902004

Cadro 3.11: Valores de MAPE e MSE para cada un dos métodos simples na ventd temporal 22/04/2015-
19/05/2015.

Deseguido proporcionamos algunhas observacions sobre os resultados recollidos na Figura 3.16 e
no Cadro 3.11. Comecemos polo método da Media. Este método non capta o nivel da serie temporal
dando lugar a prediciéons moi desatinadas, debido a presenza de tendencia crecente na serie temporal,
a cal é imposible captar predicindo mediante a media dos valores observados. Isto tamén se reflexa
nos valores do MAPE e MSE pois como se pode observar os valores de erro disparanse converténdose
nos maiores valores de erro rexistrados ata o momento neste estudo. Prosigamos co método Naive,
este método estd proximo a captar o nivel da serie temporal pero non o consegue porque a serie
temporal segue crecendo mentres o método Naive predi constante mediante o tltimo valor observado.
A pesar disto as medidas de erro non toman valores descomunais sobre todo se temos en conta que
na ventd temporal considerada estd presente un valor atipico que produce un aumento das diferenzas
entre os valores preditos e os observados. Con respecto ao método Naive estacional observamos que as
stas prediciéns se encontran lixeiramente por debaixo do nivel da serie temporal, polo mesmo motivo
exposto para o método Naive, coa diferenza de que o seguimento dun patrén semanal permite reducir
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os valores dos erros de predicién. A pesar de que non se capte correctamente o comportamento real da
serie temporal, pois esta tarefa é realmente complexa polos motivos xa mencionados con anterioridade.
Para rematar, o método Drift proporciona un resultado similar ao do método Naive cunha pequena
mellora & hora de captar o nivel da serie temporal, a cal se reflexa lixeiramente nas medidas de erro.

Os resultados obtidos nesta venta temporal serven para comprender que inconvenientes pode ter en
xeral a aplicacién dos métodos simples na nosa serie temporal, agora ben non é suficiente para realizar
unha comparativa coas outras metodoloxias empregadas no estudo desta serie. Para iso necesitamos
obter as medidas de erro globais mediante o procedemento exposto na Subseccién 2.5 empregando as 9
ventas temporais definidas para este fin. Os resultados obtidos mediante dito procedemento encéntranse
no Cadro 3.12. Nétese que os resultados globais obtidos para o método da Media son moi similares os
obtidos na ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015, mentres que os resultados globais para os restantes
métodos indican unha mellora con respecto aos resultados na ventd mencionada.

Media Mediana Desviacion tipica

Metodoloxia MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE

Media 55.4696 103005294 56.6456 95743675 1.3422 14256845
Naive 7.7284 3216167 6.2804 2223956 3.3711 2917485
Naive estacional 8.7744 4087925 7.8351 2765712 3.6615 3592455
Drift 7.2887 2865296 6.7149 2155177 3.0810 2486275

Media Naive Naive estacional Drift

Ventd temporal ~MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE

Venta 1 55.5453 95410444 5.0591 1496417 4.9368 1157484 5.0890 1475363
Venta 2 54.5768 90734126 6.2135 1795183 5.6951 1630561 6.7149 2155177
Venta 3 54.1229 88624656 6.2804 1700410 6.7604 2461987 6.0604 1645423
Venta 4 54.4322 93496755 7.0182 2223956 7.8998 2765712 7.1267 2353754
Venta 5 54.4953 95743675 8.3348 2795742 7.8360 2438617 7.6040 2350823
Venta 6 54.6456 99907988 9.8741 4392126 9.2288 3622788 8.8757 3576508
Venta 7 56.4694 114398863 15.7040 10627119 16.6813 12455790 14.6062 9240638
Venta 8 57.2551 121544023 6.1262 2260225 12.3927 7262456 51472 1715433
Venta 9 57.6842 127187113 4.9453 1654327 7.5398 2995932 4.3755 1274649

Cadro 3.12: Valores das medidas de erro de predicién para os métodos de predicion simples.

3.1.5. Conclusiéns

Tras modelar a serie temporal “nimero de usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”
mediante o uso da metodoloxia Box-Jenkins, da metodoloxia GAM, e das Arbores de Divisiéns Recur-
sivas, ademais dos métodos simples, imos proceder & seleccién da metodoloxia que a compania debe
empregar na predicién de valores futuros desta serie temporal. Para iso no Cadro 3.13 recollemos os
valores das medidas globais de erro para cada unha das metodoloxias aplicadas.
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Media Mediana Desviacién tipica

Metodoloxia MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE
Box-Jenkins 8.5221 3844313 7.4363 2569940 2.9247 2758470
GAM 8.7396 3608324 8.3314 3203392 2.9102 1914906
Arbores 7.9293 3349083 7.4418 2266968 3.1442 2830240
Media 55.4696 103005294 56.6456 95743675 1.3422 14256845
Naive 7.7284 3216167 6.2804 2223956 3.3711 2917485
Naive estacional — 8.7744 4087925 7.8351 2765712 3.6615 3592455
Drift 7.2887 2865296 6.7149 2155177 3.0810 2486275

Cadro 3.13: Valores das medidas globais de erro para cada unha das metodoloxias aplicadas.

Se analizamos os resultados presentes no Cadro 3.13 chegamos a conclusiéon de que a metodoloxia
seleccionada debe ser unhas das seguintes tres: método Naive, método Drift, e Arbores de Divisiéns
Recursivas. Pode resultar sorprendente este resultado pois finalmente temos que escoller entre dous
métodos simples e as Arbores de Divisiéns Recursivas que si recordamos en algunha venta predi cons-
tante. Se reflexionamos sobre o tipo de serie temporal que estamos a predicir quizais este feito non sexa
tan sorprendente, pois a serie ten unha tendencia clara e unha componente estacional semanal, pero
o comportamento semanal da mesma é moi variable, polo cal o mais axeitado é captar a tendencia e
predicir segundo esta, pois os outros métodos no intento de captar a componente estacional cometen
un erro maior debido & excesiva variabilidade da serie temporal. Segundo as medidas globais de erro
parece que o mais axeitado é o método Drift, a pesar disto decidimos proporcionar mais informacién
para tomar a decisién. Por este motivo no Figura 3.17a e 3.17b mostramos os valores das medidas
MAPE e MSE, respectivamente, nas 9 ventds consideradas para cada unha das tres metodoloxias,
ademais disto no Cadro 3.14 expomos diferentes caracteristicas das metodoloxias.

Método Drift Método Naive Arbores de Divisiéns Recursivas

Tempo de execucién 0.02 s 0.04 s 0.08 s

Complexidade Baixa Baixa Media

Cadro 3.14: Caracteristicas do método Naive, do método Drift, e das Arbores de Divisiéns Recursivas.

Na Figura 3.17 podemos ver que nas tltimas tres ventas o comportamento das Arbores de Divisiéns
Recursivas é peor que o presentado polos métodos simples, agora ben nas outras 6 ventas son as Arbores
de Divisiéns Recursivas as que dan lugar a valores da MAPE e MSE madis baixos. Por outra parte os
métodos simples tefien un tempo de computacién inferior as Arbores de Divisiéns Recursivas, ademais
dunha menor complexidade. Consecuentemente se non temos en conta a complexidade e o tempo de
execucion empregariamos as Arbores de Divisiéns Recursivas pois en 6 das 9 ventds proporciona valores
menores de MAPE e MSE que o método Drift, mentres que se o que desexamos é obter inmediatamente
resultados empregariamos a metodoloxia Drift.



3.1. SERIE NUMERO DE USUARIOS DIARIOS DO SERVIZO DE VIDEO BAIXO DEMANDA 57

16

T—— Meétodo ritt ——  Método Drift

1e+07
L

Método Naive y
< . <
= ]—+—  Arbores decision // ——  Avbores decision

—+—  Método Naive

8e+06
L

MAPE
10
L
MSE
6e+06
L

4e+06
L

2e+06
L

Ventas Ventas

(a) Valores da medida MAPE. (b) Valores da medida MSE.

Figura 3.17: Gréaficos dos valores de MAPE e MSE para o método Naive, método Drift, e as Arbores
de Divisiéns Recursivas.

3.1.6. Outras aplicacions

A pesar de que a serie temporal ten un comportamento altamente variable, os resultados obtidos
en termos de erro de predicién son aceptables. Non obstante decidimos cerrar o estudo desta serie
temporal aplicando novas ideas buscando unha posible mellora dos resultados. Deseguido expomos
brevemente as ideas aplicadas e os resultados obtidos.

Serie Semanal. A primeira idea é construir a partires da serie diaria unha serie semanal, pois
quizais deste xeito a serie tefia menor variabilidade e isto facilite a sia modelizacién. E certo que
obviamente mediante a modelizacién desta serie s6 obteremos prediciéns semanais, e polo tanto a
empresa perdera informacion, e as prediciéns non axudarin a anticiparse a posibles anomalias no uso
do servizo, pero si permitiran conecer se as seguintes semanas o niimero de usuarios esta de acordo co
crecemento esperado, ou pola contra as prediciéns indican unha diminucién do uso deste servizo.

Na Figura 3.18 podemos ver o grafico secuencial da serie semanal mencionada. Co obxectivo de mo-
delar a serie semanal aplicamos diferentes metodoloxias, a primeira delas a metodoloxia Box-Jenkins.
Tal e como se ve no grafico da serie esta presenta unha tendencia crecente clara, polo cal na procura
dun modelo Box-Jenkins axeitado para a modelizacién desta serie eliminamos a tendencia median-
te unha diferenza regular, obtendo unha serie diferenciada que claramente é ruido branco, é dicir, a
aplicacién da metodoloxia Box-Jenkins indicanos que unha vez eliminada a tendencia sé temos ruido
branco, sendo polo tanto o modelo ARIMA(0,1,0) adecuado para a stia modelizacién. A pesar disto
na validacién deste modelo observamos que os residuos non tenen variabilidade constante, polo que
finalmente aplicamos o modelo mencionado pero a serie transformada mediante a transformacién lo-
garitmica. O modelo obtido é concordante co que axustamos na serie diaria, pois ao crear a serie
semanal eliminamos a componente estacional semanal presente na serie diaria quedando unicamente
unha tendencia. Por outra parte modelamos a serie temporal semanal mediante a metodoloxia GAM
introducindo mediante unha funcién non paramétrica parcial a covariable semana de observacion, que
non é mais que a secuencia crecente 1,2, --- , 115 que indica a que semana do estudo se corresponde a
observacién, con esta covariable é suficiente para modelar a serie temporal pois s6 temos tendencia.
De feito estudamos a posibilidade de introducir outras covariables no modelo o cal descartamos tras
comprobar que era contraproducente. Por outra banda aplicamos os métodos de predicién simples,
sendo moi interesante o resultado proporcionado polo método Drift pois ao ter sé tendencia o método
realiza prediciéns axeitadas. No Cadro 3.15 podemos ver os valores das medidas globais de erro de pre-
dicién obtidas mediante o procedemento exposto na Seccion 2.5 considerando certas ventds temporais
definidas previamente.

Os resultados amosados no Cadro 3.15 indican que tanto a metodoloxia Box-Jenkins como o méto-
do Drift son axeitados para predicir a serie temporal semanal dando lugar a un erro de predicién
satisfactorio. Polo tanto creemos interesante proporcionar a empresa de telecomunicaciéns as predi-
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Figura 3.18: Grafico secuencial da serie semanal construida a partires da serie diaria do “nimero de
usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”.

Media Mediana Desviacién tipica
Metodoloxia MAPE MSE MAPE MSE MAPE MSE
Modelo Box-Jenkins  5.4520 68149019 4.6218 45293978 2.1323 45414973
Modelo GAM 8.2832 152065357 7.1957 121915445 4.8903 124684491
Método Drift 5.3703 71280281 4.9702 45914880 3.0242 71782743

Cadro 3.15: Valores das medidas globais de erro de predicién para a serie semanal.

ciéns semanais como un complemento das predicions diarias, pois as predicidéns semanais soamente non
cobren todas as necesitades da empresa.

Unha serie para cada dia da semana. O problema da serie temporal semanal é que obtemos
prediciéns semanais cando en realidade para a empresa o maior interese esta en prediciéns diarias.
Por este motivo xorde a idea de considerar 7 series temporais unha para cada dia da semana, se
lévamos a cabo a construcién das mesmas observamos que as novas series s6 presentan tendencia, a
mesma situacién ca na serie semanal, polo que os modelos aplicados a serie semanal serfan validos
é permitirian realizar predicidns diarias. A pesar disto tras certas comprobacions tomamos a decision
de non empregar estd idea pois quizais se consiga unha pequena mellora nas prediciéns pero iso non
compensara a necesidade de estudar 7 series temporais, pois para a empresa o factor tempo é relevante.

A temperatura como covariable. Posto que a variable medida na serie temporal en estudo pode
ter unha relacién coas condiciéns meteoroldxicas decidimos introducir como covariable a temperatura
méxima diaria. Pese a que inicialmente se esperaba que o comportamento do modelo GAM e da érbore
de de divisiéns recursivas mellorase coa introducién desta variable non é asi. Pode ser debido a que a
influencia desta variable é complexa no seguinte senso: por exemplo un dia de 18 grados centigrados
en inverno é un dia no cal os usuarios poden sentir a necesidade de empregar o tempo de lecer na
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realizacién de actividades ao aire libre, mentres que un dia de veran con esta temperatura pode ter o
efecto contrario. Como consecuencia desbotamos a idea de introducir esta covariable no modelo.

3.2. Estudo da serie numero de baixas diarias de teléfono mobil

Nesta seccién abordamos o estudo da serie temporal “ntimero de baixas diarias de teléfono mébil”.
Esta serie temporal comeza o 01/01/2012 e remata o 31/03/2015, consecuentemente disporiemos de
1186 observacions para o presente estudo. A predicién desta serie temporal permitelle & empresa de
telecomunicaciéns adiantarse aos feitos, por exemplo, realizando acciéns de retencion e fidelizacién de
clientes en risco de baixa se as prediciéns indican un nimero elevado de baixas, é dicir, a predicién
desta serie temporal é 1til na mercadotecnia de servizos.

Na Figura 3.19 encéntrase o gréafico secuencial da serie temporal. En dito gréfico observamos que
a variabilidade da serie temporal crece a medida que pasa o tempo, sendo considerablemente maior ao
final da mesma que ao inicio desta, é dicir, a serie temporal presenta heterocedasticidade. Con respecto
& existencia ou non de tendencia é dificil chegar a unha conclusién s6 co estudo do gréfico secuencial,
pois poderiamos pensar nunha posible tendencia crecente pero pode ser que non exista tal tendencia,
e que o crecemento observado se deba a variabilidade crecente da serie. Analogamente ao exposto
na serie “nimero de usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”, é complexo detectar unha
componente estacional no grafico secuencial, polo cal méis adiante identificaremos esta componente en
caso de existir mediante a fas mostral da serie temporal. Por outra parte observamos que a variable
nimero de baixas diarias de teléfono moébil toma o valor cero nunha cantidade considerable de dias.
Agora ben debemos ver a que se deben estes valores nulos, pois estd claro que non son valores atipicos,
se non que estes valores forman parte do comportamento da serie temporal. Se buscamos a que datas
se corresponden estes valores nulos, observamos que a maior parte deles son domingos e luns, dias nos
que a compania non leva a cabo os tramites referentes as baixas. Sen embargo non todos os luns e
domingos sucede isto, pois algin luns a empresa contabiliza as baixas, e incluso algiin domingo sucede
isto. Ademais se seguimos indagando nas datas encéntramos valores nulos noutros dias da semana
e decatamonos de que algin deles ten relacién coa presenza de festivos, pero outros carecen dunha
explicacién clara, amais se comprobamos todos os festivos vemos que en moitos deles se contabilizan as
baixas. Por todo isto chegamos a que o comportamento destes valores nulos é complexo sendo imposible
comprender o motivo de cada un dos valores nulos presentes na serie temporal, polo que simplemente
nos centraremos en tratar o comportamento maioritario que indica que os domingos e luns a variable
medida en xeral non se contabiliza.

Por outra parte, no grafico secuencial da serie temporal tamén vemos certos dias nos que o nimero
da baixas é considerablemente maior que nos restantes dias da serie temporal. Se pescudamos acerca
de que datas son as correspondentes a estes repuntes chegamos a afirmar que os repuntes observados
se corresponden sempre co dia 21 de cada mes. Tras isto preguntamonos polo motivo dos mesmos,
chegando a que se deben ao sistema de traballo da empresa de telecomunicacions.

Analogamente ao realizado para o estudo da serie temporal “niimero de usuarios diarios do servizo
de video baixo demanda”, expomos deseguido as ventds temporais seleccionadas para levar a cabo o
procedemento exposto na Seccién 2.5. Consideramos m = 10 ventds, cada unha delas con my = 28
observacions, e tomamos 77 = 1113 e [ = 5, dando asi lugar &s seguintes ventas temporais:

= Ventd 1: Dende 18/01/2015 ata 14/02/2015.
= Ventd 2: Dende 23/01/2015 ata 19/02/2015.
= Ventd 3: Dende 28/01/2015 ata 24/02/2015.
= Ventd 4: Dende 02/02/2015 ata 01/03/2015.
» Ventd 5: Dende 07/02/2015 ata 06/03/2015.
= Ventd 6: Dende 12/02/2015 ata 11/03/2015.
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= Ventd 7: Dende 17/02/2015 ata 16/03/2015.

Ventd 8: Dende 22/02/2015 ata 21/03/2015.
» Ventd 9: Dende 27/02/2015 ata 26/03/2015.
= Ventd 10: Dende 04/03/2015 ata 31/03/2015.
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Figura 3.19: Grafico secuencial da serie temporal nimero de baixas diarias de teléfono mobil.

Igualmente que no estudo da serie “ntimero de usuarios diarios do servizo de video baixo demanda”,
non empregaremos todas as ventas temporais para a realizaciéon do procedemento exposto na Seccién
2.5, se non que empregamos para este procedemento as primeiras 9 ventds temporais e usamos a tltima
delas para ilustrar con detalle a aplicacién de cada unhas das metodoloxias.

3.2.1. Metodoloxia Box-Jenkins

Como vimos de expor, para ilustrar con detalle a aplicacién de cada metodoloxia consideramos a
serie temporal formada polas observaciéns do periodo 01/01/2012-03/03/2015 e axustamos un modelo
4 serie temporal empregando unicamente estas observacions. Unha vez axustado o modelo empregdmolo
para predicir os valores da ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015. Posto que dispomos dos valores
reais observados en dita venta usamos estes para realizar comparativas entre os mesmos e as predicions,
comparativa grafica e cuantitativa.

Na descricién do grafico secuencial, Figura 3.19, mencionamos que a variabilidade da serie temporal
parece ir en aumento a medida que pasa o tempo, polo cal debemos solucionar este inconveniente antes
de iniciar o proceso de identificacion dun modelo Box-Jenkins. Tal e como expuxemos na Subseccién
2.2.1, a transformacién Box-Cox permite estabilizar a variabilidade da serie temporal neste tipo de
situacions. Polo tanto achamos o valor do pardmetro A da transformaciéon Box-Cox na serie temporal
formada pola observaciéns do perfodo 01/01/2012-03/03/2015 obtendo A = —0.087. Ante este valor do
parametro podemos asumir que este é nulo, e consecuentemente aplicar unha transformacion logaritmi-
ca, a cal é mais sinxela. Agora ben a serie temporal ten valores nulos, polo que non é posible aplicar
directamente a transformacion logaritmica sendo necesario salvar este inconveniente do seguinte xeito.
Seleccionamos unha constante fixa ¢ € R™, e sumamos dita constante & serie temporal obtendo deste
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xeito unha nova serie temporal cuxos valores son todos eles maiores que cero sobre a cal podemos
aplicar sen méis a transformacion logaritmica. Se levamos a cabo esta tarefa obtemos efectivamente
unha serie temporal cuxa variabilidade é constante, podendo proceder a identificacién dun modelo
Box-Jenkins.

Un primeiro paso para identificar un modelo Box-Jenkins é debuxar e estudar a fas mostral da serie
temporal. Na Figura 3.20 podemos ver o grafico da fas mostral, nel observamos forte correlacién no
retardo 7 e nos seus miltiplos, ademais de periodicidade de periodo 7 e converxencia lenta 4 cero. Estas
caracteristicas indican a presenza dunha componente estacional de periodo 7 dias, é dicir, componente
estacional semanal, véxase Subseccién 2.2.2. Por este motivo aplicamos sobre a serie temporal unha
diferenza estacional de periodo 7 dias co obxectivo de eliminar a componente estacional detectada e
asi poder identificar un modelo Box-Jenkins. Na Figura 3.21 podemos ver as correlacidéns simples e
parciais mostrais da serie diferenciada estacionalmente. A diferenciacion estacional permitiu eliminar a
componente estacional, agora ben as correlaciéns mostran unha forte dependencia estacional estando
esta presente en retardos tan altos como o 118, isto supén un problema pois se identificamos un modelo
Box-Jenkins baseandonos no comportamento presente na fas e fap mostral necesariamente o modelo
escollido terda unha gran cantidade de parametros. Esta situaciéon pon de manifesto que a metodoloxia
Box-Jenkins non é a mais axeitada para modelar a serie nimero de baixas diarias de teléfono mébil,
a pesar disto decidimos proseguir é comprobar que efectivamente a metodoloxia Box-Jenkins non
proporciona un bo modelado da serie temporal.

0.5

0.4

ACF
02 03
|

0.1

:
o
I
T
0

Figura 3.20: Grafico das correlaciéns simples mostrais da serie temporal “ntimero baixas diarias de
teléfono mébil” tras a aplicacién da transformacion logaritmica.
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Posto que a identificacién dun modelo Box-Jenkins seguindo a informacién amosada pola fas e fap
mostral é moi complexa, decidimos empregar a funcién auto.arima do paquete forecast a cal identifica
un modelo Box-Jenkins para a serie temporal e axusta dito modelo. Se aplicamos esta funcién e
seguidamente calculamos as prediciéns realizadas polo modelo axustado obtemos o resultado que se
pode observar na Figura 3.22.

Como podemos observar, as prediciéns realizadas polo modelo Box-Jenkins axustado pola funcién
auto.arima non son adecuadas pois o modelo non capta correctamente nin o comportamento semanal
presente na serie temporal nin os repuntes referentes o dia 21. De entre as medidas expostas na Seccién
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2.5 decidimos empregar as medidas MASE e MSE para a comparativa dos valores reais coas prediciéns
realizadas, pois a medida MAPE non estd definida para esta serie temporal debido aos valores nulos.
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Figura 3.21: Grafico de correlaciéns simples e parciais mostrais da serie temporal diferenciada estacio-
nalmente.

Se calculamos os valores destas medidas obtemos MSE=6453.228 e MASE=72.4945 %, este valor do
MASE indica que o modelo Box-Jenkins considerado é un 27.5055 % mais axeitado que o modelo que
predi cada valor futuro como o valor observado no instante inmediatamente anterior o que desexamos
predicir, pode consultarse a interpretacién do MASE na Seccién 2.5. Agora ben para posteriormente
poder comparar os resultados proporcionados por este modelo cos obtidos empregando outras metodo-
lox{as aplicamos o procedemento exposto na Seccién 2.5 empregando as 9 ventas temporais definidas
para este fin obtendo os resultados que se amosan no Cadro 3.16.

——  Serie histérica
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Figura 3.22: Prediciéns realizadas polo modelo Box-Jenkins na ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015
xunto aos valores reais da serie temporal.

Os resultados do Cadro 3.16 indican que o comportamento global do modelo Box-Jenkins axustado
pola funcién auto.arima é similar ao exposto na venta 04/03/2015-31/03/2015.
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Media Mediana Desviacién tipica

MASE MSE MASE MSE MASE MSE

79.1021  9263.605 69.461  9654.952 19.0252  2975.701

Ventd temporal MASE MSE
Ventd 1 69.2461 14884.370
Vent4 2 109.6005 4233.784
Venta 3 78.4726 11073.660
Ventd 4 68.8648 9954.330
Ventd 5 65.4886 9704.923
Venta 6 63.7216 9616.119
Ventd 7 67.1990 9654.952
Venta 8 113.5749 7661.216
Venta 9 75.7508 6589.091

Cadro 3.16: Resultados das medidas de erro de predicién para o modelo Box-Jenkins axustado pola
funcién auto.arima.

3.2.2. Metodoloxia GAM

Tras comprobar que a metodoloxia Box-Jenkins non é a apropiada para modelar a serie temporal
“nimero de baixas diarias de teléfono maébil” proseguimos co estudo empregando agora a metodoloxia
GAM. Comezamos ilustrando con detalle o axuste dun modelo GAM empregando soamente as obser-
vaciéns do periodo 01/01/2012-03/03/2015. Unha vez axustado este modelo realizaremos prediciéns
para as observaciéns da ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015 e comparemos entén os resultados
proporcionados co acontecido na realidade. Como xa expuxemos na Subseccion 3.1.2 é habitual consi-
derar a covariable que denominamos “dia de observacién”, que neste caso é a secuencia 1,2, 1158,
xa que a introducién desta variable no modelo, mediante unha funcién parcial suave non paramétri-
ca, permite captar tendencia e estacionalidade. Ademais desta variable é importante introducir unha
variable categdrica para distinguir os dias da semana e modelar asi a componente estacional semanal.
Por outra parte é necesario considerar no modelo unha variable que capte o comportamento que a
serie temporal presenta os dias 21 de cada mes, polo cal consideramos unha variable categérica que
diferenza os dias 21 dos restantes dias.

Denotamos por Y a variable resposta que é o “ntimero de baixas diarias de teléfono mobil”, por ¢
a variable “dia de observacion”, por diasem a variable categdrica referente ao dia da semana, e por
efecto2] a variable categdrica referente aos dias 21. Con esta notacién o modelo GAM que axustamos a
serie temporal considerando as observaciéns do perfodo 01/01/2012-03/03/2015 formilase como segue

In(u(X)) = Bo + f1(t) + Bsdiasem + Parefecto2l, (3.6)

onde Ba1efecto2l se define de xeito andlogo ao termo Bsdiasem tomando como categoria de referencia
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os dias do mes que non son dia 21.

0 se efecto2]l = “Non é dia 217
Borefecto2l =

Ba1,1 se efecto21 = “Dia 217

Se levamos a cabo o axuste do modelo (3.6), e calculamos os valores axustados obtemos como
resultado o grafico presente na Figura 3.23.

——  Serie histérica
————————— Valores axustados
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Figura 3.23: Gréfico dos valores axustados polo modelo (3.6) xunto aos valores reais da serie temporal.

Se nos fixamos no comportamento dos valores axustados podemos ver que en xeral se modelizan
correctamente os repuntes referentes aos dias 21 salvo en algins casos. Se indagamos neste compor-
tamento chegamos a que eses dias nos cales o repunte do dia 21 non se modeliza son os dias 21 que
son luns ou domingo, o motivo disto é o seguinte: os domingos e luns a serie temporal soe tomar o
valor nulo polo cal cando estes dias da semana coinciden co dia 21 do mes o modelo indica que por ser
domingo ou luns o valor axustado debe ser practicamente cero, sen ter en conta que o repunte do dia
21 se leva a cabo incluso nestes dias. Por este motivo e co obxectivo de indicar ao modelo que en que
sexa domingo ou luns se estes son dia 21 debe modelizar o pertinente repunte, engadimos ao modelo
duas novas variables categéricas que permiten distinguir os domingos dia 21 e luns dia 21 dos restantes
dias, efecto21D e efecto21L, respectivamente. Polo que o modelo a axustar é

In(u(X)) = Bo + f1(t) + Bsdiasem + Barefecto2l + Baigefecto21D + Boyiefecto21L, (3.7)

onde Bagefecto21D e Boyefecto21 L se definen de xeito andlogo ao termo Bsdiasem tomando como
categoria de referencia os dias do mes que non son dia 21 e domingo, e os dias do mes que non son dia
21 e luns, respectivamente.

0 se efecto21D = “Non é dia 21 e domingo”
Borqefecto21 D =

B21,14d se efecto21 D = “Dia 21 e domingo”
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0 se efecto21 L = “Non é dia 21 e luns”
Bovnefecto2l L =

B21,11 se efecto21 L = “Dia 21 e luns”

Se axustamos o modelo (3.7) obtemos os resultados que se mostran no Cadro 3.17. En dito cadro
vemos que todos os coeficientes son significativos incluindo o termo suave agas o coeficiente Gy o cal
non ¢ significativamente distinto de cero, polo cal os luns que non son dia 21 o nimero de baixas de
teléfono maébil é nulo. Con respecto aos domingos que non son dia 21 podemos afirmar que o nimero
de baixas indicado polo coeficiente asociado é proximo a cero. Tamén observamos que se é dia 21 sen
ser domingo ou luns o coeficiente asociado indica unha subida considerable nas baixas, a cal se duplica
cando falamos de dia 21 coincidente en domingo ou luns pois o coeficiente asociado a estes dias debe
compensar que o coeficiente asociado aos domingos é préximo a cero, e os luns é nulo.

Coeficientes paramétricos

Estimacién Sd erro z valor Pr(> |2])
Bo -0.0702 0.0769 -0.912 0.3617

Bmartes 4.3131 0.0774 55.741 < 9x10716 #kx
Brmércores 4.1923 0.0774 54.140 < 2x10716 Hkx
Broves 4.3879 0.0774 56.727 < 2x10716 Hkx
Buenres 4.2363 0.0774 54.728 < 2% 10716 *xk
Bsdbado 4.2264 0.0774 54.597 < 2% 10716 Hkx

Bdomingo 0.2821 0.1019 2.769 0.00563**
B21.1 1.7021 0.0103 165.324 < 9x10716 #kx
o114 3.8484 0.0715 53.809 < 9% 10716 Hk
B21,11 3.9829 0.0815 48.876 < 2x10716 ik

Significacién dos termos suaves

edf Ref.df Chi.sq p-valor

fi(t) 8.858 8.993 15525 < 2x10716 Hkx

Cadro 3.17: Resultados do axuste do modelo (3.7).

Tras destacar algiins aspectos dos resultados proporcionados polo axuste do modelo contintiamos
predicindo os valores da ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015 seguindo o modelo axustado. Na
Figura 3.24 podemos ver estas predicions xunto cos valores reais da serie temporal. Ademais desta
comparativa grafica podemos calcular as medidas cuantitativas de comparacion dos valores reais e das
prediciéns obtidas, obtendo que os valores de MASE e MSE nesta venta son 27.7483 % e 1062.72,
respectivamente.
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Na Figura 3.24 observamos que as prediciéns realizados polo modelo (3.7) asemellan ser adecuadas,
ademais o valor do MASE indica que o modelo GAM axustado é un 72.2517 % mellor que o modelo
que predi cada observacion futura mediante o valor inmediatamente anterior da serie temporal. Posto
que o comportamento do modelo nunha tnica ventd non é determinante aplicamos o procedemento
exposto na Seccién 2.5 empregando as 9 ventas temporais definidas para este fin obtendo os resultados
que se amosan no Cadro 3.18.
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Figura 3.24: Prediciéns realizadas polo modelo (3.7) na ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015 xunto
aos valores reais da serie temporal.

Os resultados globais indican que o comportamento xeral do modelo é mellor incluso que na venta de
predicién concreta que vimos de expor. A pesar de que os resultados globais son satisfactorios pensamos
na posibilidade de introducir algunha covariable extra no modelo (3.7), concretamente pensamos na
introducién dunha variable categérica que permita distinguir entre os meses do ano, e comprobamos
que os resultados obtidos en termos de medidas globais do erro de predicién non apoian a introducién
desta covariable, quedédndonos pois co modelo (3.7).

3.2.3. Arbores de Divisiéons Recursivas

Comezaremos por considerar as observaciéns que abarcan o perfodo 01/01/2012-03/03/2015, e
axustaremos unha Arbore de Divisiéns Recursivas proporcionando prediciéns para a venta temporal
04/03/2015-31/03/2015. Como xa mencionamos na modelizacién da serie temporal mediante Arbores
de Divisiéns Recursivas é frecuente considerar como variables explicativas o valor da serie temporal
en instantes pasados. Concretamente decidimos introducir como variable explicativa o valor da serie
temporal 7 dias atrds, bm7 (pois vimos anteriormente que existe unha componente estacional semanal),
ademais dunha variable que recolle o valor da serie temporal o dia anterior ao que desexamos predicir,
bm1. Por suposto a estas variables debemos engadir a variable categdrica que distingue o dia 21 de cada
mes dos restantes dias. Se axustamos unha Arbore de Divisiéns Recursivas coas variables mencionadas
obtemos o resultado que se amosa de contado.
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Media Mediana Desviacién tipica

MASE MSE MASE MSE MASE MSE

22.8691 662.1906 19.4784  552.447 6.9158  406.3794

Venta temporal MASE MSE
Ventd 1 26.5781 1588.5247
Vent4 2 31.9604 354.6992
Ventd 3 18.2313 369.7148
Ventd 4 14.9084 263.2605
Ventd 5 18.2996 552.4470
Vent4 6 16.6647 526.9537
Ventd 7 19.4784 569.5676
Vent4 8 33.9116 847.3964
Ventd 9 25.7894 887.1518

Cadro 3.18: Resultados das medidas de erro de predicién para o modelo (3.7).

Arbore 1
1) efecto2l == {1}; criterion = 1, statistic = 596.807
2) bm7 <= 77; criterion = 1, statistic = 17.312
3) bml <= 59; criterion = 0.979, statistic = 7.239
4)* weights = 19
3) bml > 59
5)* weights =7
2) bm7 > 77
6)* weights = 12
1) efecto21 == {0}
7) bm7 <= 72; criterion = 1, statistic = 324.348
8) bm7 <= 11; criterion = 1, statistic = 296.932
9) bm7 <= 2; criterion = 0.984, statistic = 7.721
10)* weights = 304
9) bm7 > 2
11)* weights = 30
8) bm7 > 11
12) bm7 <= 37; criterion = 1, statistic = 33.412
13)* weights = 166
12) bm7 > 37
14)* weights = 242
7) bm7 > 72
15) bml <= 115; criterion = 0.972, statistic = 6.731
16) bm7 <= 190; criterion = 0.962, statistic = 6.171
17) bm7 <= 85; criterion = 1, statistic = 31.737
18)* weights = 33
17) bm7 > 85
19) bm7 <= 119; criterion = 0.994, statistic = 9.459
20) bml <= 11; criterion = 0.988, statistic = 8.346
21)* weights = 36
20) bml > 11
22)* weights = 48

67
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19) bm7 > 119
23)* weights = 76
16) bm7 > 190
24)* weights = 34
15) bm1l > 115
25)* weights = 151

1
efecto21
p <0001
! 0
bm7 bm7
p <0.001 p <0001
< =77 <72 >T72
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Figura 3.25: Gréfico dos primeiros nodos da Arbore de Divisiéns Recursivas 1 axustada.

Dito isto, se interpretamos a drbore mostrada podemos conecer as divisions realizadas en base as
covariables consideradas, é dicir, podemos conecer en cada nodo que covariable foi seleccionada xunto
os subconxuntos disxuntos que dividiron o espazo de definicién da covariable dando lugar a dous novos
nodos. Por exemplo, no nodo 1 observamos que seleccionamos a variable efecto21 como a covariable
con maior asociacién coa resposta, e que dividimos o espazo de definicién desta covariable considerando
por unha parte as observacions iguais a 1 (dfas 21) e por outra as iguais a 0 (dfas que non son 21)
dando lugar a dous novos nodos, que seguindo a notaciéon empregada na construcién da arbore son os
nodos 2 e 7. Proseguimos fixdndonos agora no nodo 2 onde vemos que a variable con maior correlacién
coa resposta é a variable b7, e que dividimos o seu espazo de definicién considerando as observaciéns
menores e iguais a 77 por unha parte, e por outra as maiores que este valor, dando lugar aos nodos
3 e 6. Seguindo deste xeito podemos comentar cada un dos pasos levados a cabo polo algoritmo de
construcién da arbore de divisidns recursivas.

Unha vez construida a drbore realizamos prediciéns para valores futuros. O xeito de calcular estas
prediciéns recordemos que consiste en ver a que nodo terminal se corresponden os valores das covaria-
bles asociados ao instante que desexamos predicir, e seguidamente predicir segundo a media dos valores
da resposta cuxos valores das variables explicativas se encontran en dito nodo. Antes de amosar os
valores preditos pola arbore axustada na ventd temporal considerada debemos insistir nun matiz en
canto as variables explicativas, xa exposto no estudo da serie “ntimero de usuarios diarios do servizo
de video baixo demanda”. Para predicir cada valor da ventd temporal necesitamos conecer os valores
das covariables para o valor da resposta que desexo predicir como non dispomos de tales valores solu-
cionamos este inconveniente mediante o procedemento exposto na andlise da serie “ntimero de usuarios
diarios do servizo de video baixo demanda”. Na Figura 3.27 observamos as prediciéns realizadas para
esta ventd temporal, con medidas de erro asociadas MASE=38.4529 % e MSE=1456.89.

Como se pode ver o comportamento da arbore non é o esperado, pois vemos por exemplo que o0s
domingos e luns que non son dia 21 a arbore predi por encima do valor real. Tamén observamos que
predi constante en algunhas zonas polo cal decidimos substituir a variable bm7 pola variable categdrica
diasem esperando que esta permita captar mellor a compofiente estacional semanal.

Arbore 2

1) efecto2l == {1}; criterion = 1, statistic = 596.807
2) bml <= 85; criterion = 0.998, statistic = 11.921
3)* weights = 27
2) bml > 85
4)* weights = 11
1) efecto21l == {0}
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5) diasem == {2, 3, 4, 5, 6}; criterion = 1, statistic = 483.059
6) bml <= 73; criterion = 1, statistic = 82.802
7) diasem == {2}; criterion = 1, statistic = 78.053
8)* weights = 156
7) diasem == {3, 4, 5, 6}
9)* weights = 345
6) bmi > 73
10) diasem == {4}; criterion = 1, statistic = 37.557
11)* weights = 66
10) diasem == {2, 3, 5, 6}
12)* weights = 231
5) diasem == {1, 7}
13)* weights = 322

diasem
p <0.001

an

12,3,4,5,6}

=

=85 85 =
{7} (10]
diasem diasem
p <0001 p<0.001

Figura 3.26: Grafico dos primeiros nodos da Arbore de Divisiéns Recursivas 2 axustada.
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Figura 3.27: Prediciéns realizadas pola drbore 1 na ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015 xunto aos

valores reais da serie temporal.
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Se empregamos a arbore exposta para realizar prediciéns no periodo 04/03/2015-31/03/2015 ob-
temos os resultados expostos na Figura 3.28 xunto os valores MASE=31.9850 % ¢ MSE=1219.707, os
cales son inferiores aos obtidos coa arbore 1.
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Figura 3.28: Prediciéns realizadas pola drbore 2 na ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015 xunto aos
valores reais da serie temporal.

Como se pode ver o cambio da variable b7 pola variable diasem parece ter un efecto positivo sobre
o modelado arranxando os inconvenientes expostos. Agora ben, como non debemos tomar decisiéns
observando unicamente o comportamento da darbore nunha ventd, calculamos as medidas globais de erro
de predicién facendo uso das ventds definidas para este fin, no Cadro 3.19 presentamos os resultados.

En base aos resultados obtidos podemos afirmar que a variable diasem modela a componente
estacional mellor que a variable bm7 sendo polo tanto a arbore 2 a seleccionada. Chegados a este
punto comprobamos se a consideracién dunha covariable que distinga os distintos meses pode ter un
efecto positivo sobre a predicién, e obtemos que a introducién desta covariable non é beneficiosa, sendo
isto coherente coa conclusién obtida na aplicacién da metodoloxia GAM.

3.2.4. Meétodos de predicion simples

Nesta seccién imos modelar e predicir a serie “ntimero de baixas diarias de teléfono mébil” mediante
os métodos de predicién simples (véxase Subseccién 2.4.2) co obxectivo de comparar os resultados cos
proporcionados polas metodoloxias Box-Jenkins, GAM e polas Arbores de Divisiéns Recursivas.

Analogamente ao realizado para as outras metodoloxias de predicién axustamos o modelo empre-
gando unicamente as observaciéns do perfodo 01/01/2012-03/03/2015, e logo predicimos con este os
valores da ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015. Na Figura 3.29 podemos ver as prediciéns obtidas
mediante os diferentes métodos simples na ventd considerada xunto aos valores reais da serie temporal.
Esta comparativa grafica compleméntase cos valores das medidas MASE e MSE que se encontran no
Cadro 3.20.

Na Figura 3.29 observamos que o método da media capta dun xeito aceptable o nivel da serie
temporal grazas a ausencia de tendencia. Con respecto aos métodos Naive e Drift dicir que nesta
ventd concretamente non captan correctamente o nivel da serie temporal, ademais polo xeito de predicir
en ambos métodos o resultado obtido en outras ventas pode ser considerablemente peor. Por exemplo,
se ultimo valor observado é nulo, o método Naive predi constante igual a cero, o cal produce maiores
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errores de predicién que os producidos nesta ventd concreta. Neste tipo de situaciéns o método Drift
tamén predi dun xeito moi desatinado. Con respecto ao método Naive estacional podemos afirmar que
nesta ventd temporal capta adecuadamente a componente semanal. O principal inconveniente deste
método encéntrase na predicién dos repuntes do dia 21 que non son modelados. No Cadro 3.20 temos os
valores das medidas MASE e MSE nesta ventd, o cal nos permite acompafar as conclusiéns obtidas a
partires do grafico secuencial coas proporcionadas polos valores destas medidas. Simplemente destacar
que o valor do MASE para o método Naive estacional corrobora o que vimos de expor pois indica que
este método é un 61.2729 % mellor que o método que pred{ cada valor da serie temporal mediante o valor
da mesma no instante anterior. Para os restantes métodos simples esta melloria é considerablemente
menor, concretamente o método da media ten un valor do MASE préximo ao 100 % o que indicaria que
os dous métodos son equivalentes. A modelizacién da serie temporal composta pola observaciéns do
periodo 01/01/2012-03/03/2015, e a predicién dos valores da ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015
sérvenos para extraer algunhas conclusiéns a cerca do comportamento dos métodos aplicados, agora
ben non é suficiente pois o comportamento dunha ventd non nos permite extraer conclusiéns xerais.
Por este motivo aplicamos o procedemento exposto na Seccién 2.5 empregando as 9 ventds temporais
definidas para este fin, e obtemos os resultados que amosamos no Cadro 3.21.

Media Mediana Desviacién tipica

Arbore  MASE MSE MASE MSE MASE MSE
Arbore 1 35.7304 1035.901  31.4164  756.7353 11.0528  440.9450

Arbore 2 327817 1694.811  29.2182  912.9714 23.2102  1748.229

Arbore 1 Arbore 2
Venta temporal MASE MSE MASE MSE
Ventd 1 31.4164  1208.995 30.9731  4944.7107
Ventd 2 51.9820  756.7353 86.3076  2852.9047
Ventd 3 29.2081  743.9089 49.6949 3887.9234
Venta 4 29.2555  717.4739 12.2649  199.3743
Ventd 5 31.6066  1261.9604 16.2649  453.3992
Ventd 6 28.0610  719.2013 16.2153  463.0218
Ventd 7 27.0756  688.1990 19.1928  525.3211
Venta 8 57.1637  2014.4562 34.5740  912.9714
Ventd 9 35.8042  1212.1751 29.2182 1013.6736

Cadro 3.19: Resultados das medidas de erro de predicién para as dias Arbores de Divisiéns Recursivas
axustadas.

Se observamos o Cadro 3.21 cabe destacar a diferenza entre os valores da media e da mediana
tanto na medida MASE como na medida MSE nos métodos Naive e Drift, debido & existencia de
ventas nas que as medidas de erro toman valores elevados, polo motivo exposto con anterioridade.
Esta variabilidade nas medidas de erro nas diferentes ventas tamén se reflexa nos valores da desviacion
tipica. Ademais sobre estes métodos cabe destacar que segundo o valor da media MASE son peores
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en termos de erro de predicién que o procedemento que predi cada valor da serie temporal co valor
da mesma no instante anterior, isto non sucede nin no método Naive estacional nin no método da
Media. Para os dous métodos que acabamos de mencionar existe tamén unha diferenza entre a media e
mediana o que nos leva a afirmar que existe variabilidade nos valores das medidas de erro, pero inferior
4 existente para os métodos Naive e Drift.

Método da Media Método Naive Método Naive Estacional Método Drift

MASE 94.7326 80.2761 38.7271 80.0444

MSE 8641.7370 7593.0710 4629.50 7600.5880

Cadro 3.20: Valores de MASE e MSE para cada un dos métodos simples na ventd temporal 04/03/2015-
31/03/2015.

——  Serie histérica

————————— Prediciéns método Media
Prediciéns método Naive
Prediciéns método Naive estacional

ffffffff Prediciéns método Drift
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Figura 3.29: Grafico secuencial dos valores reais da serie temporal xunto aos valores preditos por cada
un dos métodos simples na ventd temporal 04/03/2015-31/03/2015.

3.2.5. Conclusiéns

Tras a aplicacién das diferentes metodoloxias imos comparar os resultados obtidos co obxectivo de
seleccionar finalmente a metodoloxia que a empresa debe empregar na prediciéon de valores futuros da
serie temporal “ntimero de baixas diarias de teléfono moébil”. No Cadro 3.22 recollemos os resultados
das medidas globais de erro para cada unha das metodoloxias aplicadas.

Para a serie temporal “nimero de baixas diarias de teléfono moébil” non existe dibida entorno
4 metodoloxia a seleccionar pois en todas as medidas de erro mostradas no Cadro 3.22 o menor valor
é o asociado ao modelo GAM. A pesar disto na Figura 3.30 amosamos dous graficos nos cales se
mostran os valores de MASE e MSE en cada unha das ventds de predicién para a metodoloxia GAM
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e as Arbores de Divisiéns Recursivas co obxectivo de comprobar que efectivamente a decisién tomada
é acertada. Tamén cabe destacar que os métodos simples estan moi lonxe de acadar os valores de erro
de predicién obtidos na predicién empregando a metodoloxia GAM.

Media Mediana Desviacién tipica
Metodoloxia MASE MSE MASE MSE MASE MSE
Media 96.2268  10603.73 90.7539  11538.58 15.8764 3784.8
Naive 181.7534  35071.31 90.3511  11144.71 254.0977  67207.26
Naive estacional 87.0803  21880.73 55.1471  12253.11 66.8453  20305.09
Drift 184.0239  35814.25 91.6560  11186.7 258.1873  69232.09

Media Naive Naive estacional Drift

Venta temporal ~ MASE MSE MASE MSE MASE MSE MASE MSE
Venta 1 94.1188  17059.466 90.3511  16344.107 55.1471  12253.107 91.6560  16481.825
Venta 2 114.1525  3092.037 132.1750  6135.170 226.5519  52248.250 134.9997  6338.645
Venta 3 84.7461  11538.580 72.5898  10535.321 136.9053  59457.393 72.7889  10524.846
Venta 4 84.3006  11336.277 112.7424  17425.321 35.5813  6634.964 112.6722  17402.099
Ventd 5 86.4844  11883.264 78.2825  11144.714 37.0812  6881.429 78.9040  11186.701
Venta 6 85.8567  11845.261 77.0642  11047.821 33.0899  7301.036 77.9830 11118.797
Venta 7 90.7539  11956.854 125.8198  20494.357 36.4667  7703.571 125.8198  20494.357
Ventd 8 130.6182  8447.680 856.8810  213879.036 133.5320  22600.607 870.0382  220040.9
Venta 9 95.0099  8274.140 89.8747  8635.964 89.3666  21846.179 91.3539  8740.124

Cadro 3.21: Valores de MASE e MSE para cada un dos métodos simples na ventd temporal 04/03/2015-
31/03/2015.

MASE

——  Avbores de decision
—+—  Modelo GAM

MSE
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Ventas

(a) Valores da medida MASE.

Ventas

(b) Valores da medida MSE.

Figura 3.30: Graficos dos valores de MASE e MSE para o modelo GAM e a Arbore de Divisiéns
Recursivas.
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Media Mediana Desviacién tipica

Metodoloxia MASE MSE MASE MSE MASE MSE
Box-Jenkins 79.1021  9263.605 69.461  9654.952 19.0252  2975.701
GAM 22.8691  662.1906 19.4784  552.447 6.9158  406.3794
Arbores 32,7817  1694.811 29.2182 912.9714 23.2102  1748.229

Media 96.2268  10603.73 90.7539  11538.58 15.8764 3784.8
Naive 181.7534 35071.31 90.3511 11144.71 254.0977  67207.26
Naive estacional ~ 87.0803  21880.73 55.1471 12253.11 66.8453  20305.09
Drift 184.0239 35814.25 91.6560 11186.7 258.1873  69232.09

Cadro 3.22: Valores das medidas globais de erro para cada unha das metodoloxias aplicadas.

Efectivamente, os graficos da Figura 3.30 indican que a metodoloxia GAM € a correcta para realizar
predicions da serie temporal pois a arbore ten un comportamento axeitado menos nas primeiras ventas
temporais nas que se disparan os valores de erro. Se investigamos que sucede nestas tres ventds che-
gamos & existencia de problemas & hora de captar a componente semanal ademais do comportamento
dos dias 21.

Consecuentemente, a metodoloxia GAM é a seleccionada para modelar a serie temporal “nimero
de baixas diarias de teléfono mébil”. Cabe mencionar que o seu tempo de computacion é 0.19 s.

3.2.6. Outras aplicacions

Para rematar o estudo desta serie expomos unha das ideas que xurdiron co obxectivo de tentar
mellorar os resultados obtidos coas metodoloxias que vimos de aplicar. Na serie “ntimero de baixas
diarias de teléfono mébil” vemos que os dias 21 de cada mes tenen un comportamento distinto aos
restantes dias, polo cal decidimos construir dias series temporais a partires da serie temporal orixinal,
unha serie formada unicamente polas observacién dos dias 21, e outra serie coas restantes observaciéns.

T T T T T T T T T T T T
[ 200 400 600 800 1000 1200 0 10 20 30 40

Figura 3.31: Gréficos secuenciais das duas series temporais construidas a partires da serie orixinal.
A dereita a serie formada unicamente polas observaciéns dos dias 21. A esquerda serie formada por
todas as observaciéons da serie orixinal agéds as correspondentes aos dias 21.

O modelado da serie formada unicamente polas observaciéns dos dias 21 é moi simple pois esta
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presenta soamente unha tendencia crecente. Pola contra, o modelado da serie formada polas restantes
observaciéns segue a ser complexo, pois ao extraer os dias 21 da serie orixinal o que sucede na nova
serie é que se distorsiona o comportamento semanal debido a que pasamos do dia 20 de cada mes ao dia
22 sen pasar polo dia 21, e consecuentemente saltdmonos un dia da semana, por exemplo pasamos dun
luns a un mércores, e isto da lugar a problemas de modelado empregando calquera das metodoloxias.

3.3. Estudo da serie numero de altas diarias de teléfono mobil

Nesta seccién abordamos o estudo da serie temporal “ntimero de altas diarias de teléfono madbil”
que comeza o 01/01/2013 e remata o 24/04/2015. Consecuentemente disponemos de 844 observaciéns
para o presente estudo. A predicién desta serie temporal permitelle 4 empresa de telecomunicaciéns
adiantarse aos feitos, por exemplo, ofertando promociéns a clientes potenciais se o nimero de altas
non é o esperado, é dicir, a predicion desta serie temporal é 1itil na mercadotecnia de servizos.

Na Figura 3.32 encéntrase o grafico secuencial da serie temporal. En dito grafico observamos que o
comportamento inicial da serie temporal discrepa do comportamento predominante na mesma. Neste
periodo inicial temos maior variabilidade chegando a alcanzar o maior valor da variable medida. Isto
pode deberse a que as observaciéns do inicio da serie temporal se corresponden cun periodo de adapta-
cién a unha serie de cambios na empresa de telecomunicaciéns, e polo tanto o seu comportamento non
concorda co comportamento xeral da serie temporal. Con respecto & existencia ou non de tendencia
dicir que segundo o grafico secuencial parece que a serie temporal non presenta tendencia. Analoga-
mente ao exposto no estudo das series precedentes, é complexo detectar unha componente estacional no
grafico secuencial, polo cal méis adiante identificaremos esta componente en caso de existir mediante
a fas mostral da serie temporal. Por outra parte observamos que a variable “ntimero de altas diarias
de teléfono mdbil” toma o valor cero nunha cantidade considerable de dias. Debemos ver a que se
deben estes valores nulos, pois esta claro que non son valores atipicos, se non que estes valores forman
parte do comportamento da serie temporal, do mesmo xeito que na serie “niimero de baixas diarias
de teléfono mdébil”. Se buscamos a que datas se corresponden estes valores nulos, observamos que son
domingos, dias nos que a compania non leva a cabo os tramites referentes as altas, e 3 dias festivos nos
cales tampouco se fixeron estes tramites. Polo cal debemos quedarnos co comportamento maioritario
que é que os domingos a empresa de telecomunicaciéns non traballa na tramitacién de altas.

Por outra parte observamos o mesmo comportamento referente aos dias 21 de cada mes exposto
na serie anterior, coa diferenza de que na serie que agora estudamos non todos os dias 21 se produce
o repunte, é dicir, se existe un repunte na serie temporal este correspondese co dia 21 dalgin mes
pero non todos os dias 21 de cada mes se produce un repunte como acontecia na serie de “baixas”.
Suponemos que isto se debe 4 organizacién da empresa de telecomunicacions.

O comportamento inicial da serie temporal presenta diferenzas con respecto ao comportamento
xeral da serie temporal polo motivo exposto con anterioridade, polo cal para limitar o efecto deste
periodo na modelizacién suavizamos este comportamento mediante a aplicaciéon da funcién tsclean. A
serie resultante pode verse na Figura 3.33.

Analogamente ao realizado para o estudo das outras series temporais, expomos deseguido as ventds
temporais seleccionadas para levar a cabo o procedemento exposto na Seccién 2.5. Consideramos
m = 10 ventds, cada unha delas con my = 28 observacions, e tomamos 77 = 771 e [ = 5, dando
asi lugar as seguintes ventas temporais:

» Ventd 1: Dende 11/02/2015 ata 10/03/2015.
= Ventd 2: Dende 16/02/2015 ata 15/03/2015.
= Ventd 3: Dende 21/02/2015 ata 20/03/2015.
= Ventd 4: Dende 26/02/2015 ata 25/03/2015.
= Ventd 5: Dende 03/03/2015 ata 30/03/2015.
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Ventd 6: Dende 08/03/2015 ata 04/04/2015.
= Ventd 7: Dende 13/03/2015 ata 09/04,/2015.
» Ventd 8: Dende 18/03/2015 ata 14/04/2015.
s Ventd 9: Dende 23/03/2015 ata 19/04/2015.

Ventd 10: Dende 28/03/2015 ata 24/04/2015.
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Figura 3.32: Gréfico secuencial da serie temporal “ntmero de altas diarias de teléfono mobil”.
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Figura 3.33: Gréfico secuencial da serie temporal “ntmero de altas diarias de teléfono modbil” tras
suavizar os atipicos presentes no periodo de adaptacién ao novo funcionamento do sistema de altas.
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Recordar unha vez mais que non empregaremos todas as ventas temporais para a realizacién do
procedemento exposto na Seccién 2.5, se non que empregamos para este procedemento as primeiras
9 ventds temporais e usamos a ultima delas para ilustrar con detalle a aplicaciéon de cada unhas das
metodoloxias.

3.3.1. Metodoloxia Box-Jenkins

Como vimos de expor, para ilustrar con detalle a aplicacién de cada metodoloxia consideramos a
serie temporal formada polas observaciéns do perfodo 01/01/2013-27/03/2015 e axustamos un modelo
a serie temporal empregando unicamente estas observacions, unha vez axustado o modelo empregamolo
para predicir os valores da ventd temporal 28/03/2015-24/04/2015. Posto que dispomos dos valores
reais observados en dita venta usamos estes para realizar comparativas entre os mesmos e as predicions,
comparativa grafica e cuantitativa.

No gréfico secuencial (Figura 3.33) observamos que a variabilidade ao inicio da serie temporal
é considerablemente maior que a presente no resto da serie, a pesar de ter suavizado este comporta-
mento mediante a aplicaciéon da funcién tsclean. Consecuentemente, para poder identificar un modelo
Box-Jenkins correcto debemos solucionar previamente este inconveniente. Analogamente ao realiza-
do nas outras duas series temporais decidimos empregar a transformacion Box-Cox co obxectivo de
estabilizar dita variabilidade. Achamos o valor do pardmetro A da transformacién Box-Cox, na serie
temporal formada pola observaciéns do periodo 01/01/2013-27/03/2015, obtendo A = 0.0710, o cal
podemos asumir nulo, e polo tanto aplicar unha transformacion logaritmica, a cal é mais sinxela. Agora
ben, a serie temporal ten valores nulos, polo que non é posible aplicar directamente a transformacién
logaritmica, sendo necesario salvar este inconveniente do mesmo xeito que foi salvado na serie “nime-
ro de baixas diarias de teléfono mébil”. Cabe recordar que a solucién consistiu en seleccionar unha
constante fixa ¢ € R", e sumar dita constante a serie temporal obtendo deste xeito unha serie tem-
poral cuxos valores son todos eles maiores que cero, e sobre a cal xa é posible aplicar sen méis unha
transformacién logaritmica. Efectivamente procedendo deste xeito obtemos unha serie temporal cuxa
variabilidade é constante, podendo proceder & identificacién dun modelo Box-Jenkins.

Un primeiro paso para identificar un modelo Box-Jenkins é debuxar e estudar a fas mostral da
serie temporal. Na Figura 3.34 podemos ver o grafico da fas mostral.
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Figura 3.34: Grafico das correlacions simples mostrais da serie temporal “nimero altas diarias de
teléfono maébil” tras a aplicacién da transformacion logaritmica.
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Na Figura 3.34 observamos forte correlacién no retardo 7 e nos seus multiplos, ademais de pe-
riodicidade de periodo 7 e converxencia lenta & cero, estas caracteristicas indican a presenza dunha
componente estacional de periodo 7 dias, é dicir, componente estacional semanal, véxase Subseccién
2.2.2.

Por este motivo aplicamos sobre & serie temporal unha diferenza estacional de periodo 7 dias co ob-
xectivo de eliminar a componente estacional detectada e asi poder identificar un modelo Box-Jenkins.
Na Figura 3.35 podemos ver as correlaciéns simples e parciais mostrais da serie diferenciada estacio-
nalmente. A diferenciacién estacional permitiu eliminar a compofiente estacional, pero as correlaciéns
mostran unha forte dependencia estacional estando esta presente en retardos moi altos. Isto supdén
que nos encéntramos co mesmo problema que na serie “nimero de baixas diarias de teléfono mébil®”
polo cal empregamos a funcién auto.arima do paquete forecast para axustar un modelo Box-Jenkins
4 serie temporal, e seguidamente calculamos as prediciéns realizadas polo modelo axustado obtendo o
resultado que se pode observar na Figura 3.36.
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Figura 3.35: Gréfico de correlaciéns simples e parciais mostrais da serie temporal diferenciada estacio-
nalmente.
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Figura 3.36: Predicions realizadas polo modelo Box-Jenkins axustado pola funcién auto.arima na
ventd temporal 28/03/2015 ata 24/04/2015 xunto aos valores reais da serie temporal.
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Como podemos observar as prediciéns realizadas polo modelo Box-Jenkins axustado pola funcién
auto.arima son mellorables, pois o modelo non capta correctamente o comportamento semanal, xa
que predi préximo a cero nos domingos pero non modela correctamente os sdbados cuxo niimero de
altas é baixo, isto xunto a que non sempre capta correctamente o nivel de altas nos restantes dias
da semana, produce que as medidas de erro tomen os valores MSE=18641.22 ¢ MASE=102.3259 %.
Nétese que este valor do MASE indica que o modelo Box-Jenkins considerado é menos axeitado que
o modelo que predi cada valor futuro como o valor observado no instante inmediatamente anterior ao
que desexamos predicir. Agora ben, para posteriormente poder comparar os resultados proporcionados
por este modelo cos obtidos empregando outras metodoloxias aplicamos o procedemento exposto na
Seccion 2.5 empregando as 9 ventas temporais definidas para este fin obtendo os resultados que se
amosan no Cadro 3.23.

Media Mediana Desviacién tipica

MASE MSE MASE MSE MASE MSE

66.3326 14763.34 57.8486 11002.87 34.1932  11336.41

Ventd temporal MASE MSE
Vent4 1 44.4537 8538.541
Vent4 2 48.2180 9159.873
Ventd 3 62.4178 13474.581
Vent4 4 59.7591 15968.688
Ventd 5 60.1848 9176.706
Vent4 6 52.9477 9533.481
Ventd 7 54.9949 11002.868
Vent4 8 57.8486 11708.544
Ventd 9 156.1688 44306.822

Cadro 3.23: Resultados das medidas de erro de predicién para o modelo Box-Jenkins axustado pola
funcién auto.arima.

Os resultados do Cadro 3.23 indican que o comportamento global do modelo é mdis axeitado
que o exposto na ventd 04/03/2015-31/03/2015, isto débese a que nesta ventd temporal o modelo
predi erroneamente nos sabados, tal e como explicamos, mentres que noutras ventas o modelo logra
captar correctamente este comportamento. Na ventd 9 vemos uns valores de erro considerablemente
altos, isto débese a que o modelo nesta ventd capta mal o nivel da serie temporal.

3.3.2. Metodoloxia GAM

Tras a aplicacion da metodoloxia Box-Jenkins proseguimos o estudo centrandonos agora na apli-
cacion da metodoloxia GAM. Comezaremos por ilustrar con detalle o axuste dun modelo GAM em-
pregando soamente as observaciéns do periodo 01/01/2013-27/03/2015, seguidamente empregaremos
este modelo para predicir os valores da ventd temporal 27/03/2015-24/04/2015 e comparemos entén
os resultados proporcionados co acontecido na realidade.
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Analogamente ao exposto nas Subsecciéns 3.1.2 e 3.2.2 consideramos a covariable que denomina-
mos “dia de observaciéon” que neste caso é a secuencia 1,2,--- ;816 xunto a variable categérica que
indica os dias da semana. Por outra parte é necesario considerar no modelo unha variable que capte
o comportamento que a serie temporal presenta os dias 21 de cada mes, polo cal consideramos unha
variable categdrica que diferenza os dias 21 dos restantes dias.

Denotamos por Y a variable resposta que é o “nimero de altas diarias de teléfono moébil”, por ¢
a variable “dia de observacion”, por diasem a variable categérica referente ao dia da semana, e por
efecto2] a variable categdrica referente aos dias 21. Con esta notacién o modelo GAM que axustamos a
serie temporal considerando unicamente as observaciéns do perfodo 27/03/2015-24,/04/2015 formilase
como segue

In(u(X)) = Bo + fi(t) + Bsdiasem + Bare fecto2l, (3.8)

sendo os termos [, X, e fBo1efecto2] os definidos na Subseccién 3.2.2.
Se levamos a cabo o axuste do modelo (3.8), e calculamos os valores axustados obtemos como
resultado o grafico presente na Figura 3.37.

——  Serie histérica
————————— Valores axustados

Figura 3.37: Gréfico dos valores axustados polo modelo (3.8) xunto aos valores reais da serie temporal.

Se nos fixamos no comportamento dos valores axustados podemos ver que en xeral se modelizan
correctamente os repuntes referentes aos dias 21 salvo en algins casos, por exemplo cara o final da
serie temporal vemos que non se modeliza nin o repunte do dia 21 de xaneiro nin tampouco o dia 21
de decembro, que se corresponden cun sdbado e cun domingo, respectivamente. Se pescudamos acerca
deste comportamento concluimos que todos os dias nos cales o modelo non capta correctamente o
repunte son sabados e domingos. O motivo coincide co que producia este mesmo problema no modelado
das “baixas”, os domingos a serie temporal soe tomar o valor nulo polo cal cando este dia da semana
coinciden co dia 21 do mes o modelo indica que por ser domingo o valor axustado é practicamente cero,
sen ter en conta que o repunte do dia 21 se leva a cabo incluso en domingo. Con respecto aos sdébados
chegamos a ver tras un estudo en profundidade dos valores que acada a serie temporal neste dias que
o numero de altas en sdbado é moi reducido, méis concretamente a media da variable niimero de altas
de teléfono mébil en sabado é 15.35 e a siia mediana 1, polo cal o modelo ten o mesmo inconveniente
que ten nos domingos. Por este motivo é co obxectivo de indicar ao modelo que en que sexa sabado
ou domingo se estes son dia 21 debe modelizar o pertinente repunte, engadimos ao modelo dias novas
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variables categdricas que permiten distinguir os domingos dia 21 e sabados dia 21 dos restantes dias,
efecto2D e efecto21S, respectivamente. Polo que o modelo a axustar é

In(u(X)) = Bo + f1(t) + BsXs + Barefecto2] + Barsefecto21S + Bargefecto21D, (3.9)

onde o termo [a1sefecto2lS se define de xeito andlogo ao termo Ba1gefecto21D, cuxa definicién se
encontra na Subseccién 3.2.2, considerando como categoria de referencia os dias do mes que non son
dia 21 e sdbado.

Se axustamos o modelo (3.9) obtemos os resultados que se mostran no Cadro 3.24. Como se pode
observar todos os coeficientes son significativos, polo cal procedemos a sia interpretacién. Con respecto
aos dias da semana observamos que os sdbados e domingos se produce unha baixa considerable no
numero de altas con respecto aos luns, cabe mencionar que esta diminucién é maior os domingos que
os sabados de acordo ao exposto con anterioridade. Os dias 21 o modelo debe modelar o pertinente
repunte e isto vese reflexado no modelo cun coeficiente asociado que indica un ntimero de altas maior
nestes dias. Se ademais dito dia coincide con sibado ou domingo vemos que o coeficiente asociado
toma un valor considerablemente maior para compensar o feito de que nestes dias da semana o modelo
encéntrase nun numero de altas moi reducido.

Coeficientes paramétricos

Estimacién Sd erro z valor Pr(> |z|)

Bo 5.8298 0.0050 1176.021 < 2x10716 Hkx
Bmartes -0.1404 0.0072 -19.503 < 2x10716 Hkx
Brmércores 0.0143 0.0069 2.071 0.0383 *

Baoves -0.0335 0.0070 -4.782 < 1.74x1076 #xx
Buiernes -0.0408 0.0070 -5.847 < 5.02 x1079 *¥*
Bsdabado -2.9784 0.0229 -130.275 < 2% 10716 Hxk
Baomingo -3.8627 0.0350 -110.369 < 2x10716 ok
P11 0.8727 0.0103 84.792 < 2% 10716 ok
B21,15 3.4544 0.0481 71.799 < 2x10716 *kx
B21,14 2.4680 0.0383 64.495 < 2% 10716 ks

Significacién dos termos suaves

edf Ref.df Chi.sq p-valor

fi(t) 8.92 8.998 9171 < 9% 10716 H*k

Cadro 3.24: Resultados do axuste do modelo (3.9).

Tras destacar algins aspectos dos resultados proporcionados polo axuste do modelo continiiamos
predicindo os valores da ventd temporal 22/04/2015-19/05/2015 seguindo o modelo axustado, na Figura
3.38 podemos ver estas prediciéns xunto cos valores reais da serie temporal. Ademais desta compa-
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rativa gréfica calculamos o valor da medida MASE e da medida MSE obtendo 43.5084 % e 6155.391,
respectivamente.

——  Serie histdrica
————————— Prediciéns
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Figura 3.38: Prediciéns realizadas polo modelo (3.9) na ventd temporal 28/03/2015-24/04/2015 xunto
aos valores reais da serie temporal.

Como se pode observar na Figura 3.38 as prediciéns realizados polo modelo (3.9) asemellan ser
adecuadas salvo na predicién do repunte do dia 21 pois a prediciéon sobrepasa o valor real da serie
temporal. Isto débese a que os repuntes nesta serie non se producen todos os dias 21 e ademais
nalgins meses producense pero cunha magnitude inferior 4 doutros. A pesar deste detalle, o valor
do MASE indica que o modelo GAM axustado é un 56.4916 % mellor que o modelo que predi cada
observacién futura mediante o valor inmediatamente anterior da serie temporal (pode consultarse a
interpretacién do MASE na Seccién 2.5). Posto que o comportamento do modelo nunha tinica ventd non
é determinante aplicamos o procedemento exposto na Seccién 2.5 empregando as 9 ventds temporais
definidas para este fin obtendo os resultados que se amosan no Cadro 3.25.

Os resultados globais indican que o comportamento xeral do modelo é considerablemente mellor
que na ventd de predicién concreta que vimos de expor, isto débese a que na ventd exposta o modelo
se encontraba co inconveniente de modelar o repunte do dia 21 e que debido a problemadtica existente
con estes dias estimou un efecto maior do mesmo co sucedido na realidade, algo que non sucede en
todas as ventds. A pesar de que os resultados globais son satisfactorios pensamos na posibilidade de
introducir algunha covariable extra no modelo (3.9), concretamente pensamos na introducién dunha
variable categérica que permita distinguir entre os meses do ano, e comprobamos que os resultados
obtidos en termos de medidas globais do erro de predicién non apoian a introducién desta covariable,
quedéndonos pois co modelo (3.9), o mesmo que sucedeu no estudo da serie “ndmero de baixas diarias
de teléfono mobil”.

3.3.3. Arbores de Divisiéons Recursivas

De novo comezaremos por considerar sé as observaciéns que abarcan o periodo 01/01/2013-27/03/2015,
e axustaremos unha arbore de divisions recursivas, s6 coas observaciéns mencionadas, para logo pro-
porcionar prediciéns para a ventd temporal 28/03/2015-24/04/2015. Para a serie temporal en estudo
decidimos introducir como variable explicativa o valor da serie temporal 7 dias atras, am7, pois vimos
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anteriormente que existe unha componente estacional semanal, ademais dunha variable que recolle o
valor da serie temporal o dia anterior ao que desexamos predicir, aml. Por suposto a estas variables
debemos engadir a variable categérica que distingue o dia 21 de cada mes dos restantes dias. Deseguido
amosamos a arbore axustada con estas covariables.

Media Mediana Desviacion tipica

MASE MSE MASE MSE MASE MSE

26.9754  3710.477 21.3890  2103.439 9.1427  2464.655

Venta temporal MASE MSE
Ventd 1 18.3476 1608.0956
Ventd 2 21.3890 1720.7501
Ventd 3 16.7712 901.2611
Ventd 4 20.3410 2103.4394
Ventd 5 20.6466 2040.2114
Venta 6 32.1136 5489.5169
Ventd 7 38.2657 6925.1451
Ventd 8 36.5917 6381.6085
Venta 9 38.3123 6224.2606

Cadro 3.25: Resultados das medidas de erro de predicién para o modelo (3.9).

Arbore 1

1) am7 <= 68; criterion = 1, statistic = 409.656
2)* weights = 240
1) am7 > 68
3) efecto21l == {1}; criterion = 1, statistic = 95.315
4)*x weights = 14
3) efecto21l == {0}
5) am7 <= 467; criterion = 1, statistic = 101.055
6) am7 <= 343; criterion = 0.999, statistic = 12.23
7)*x weights = 337
6) am7 > 343
8)* weights = 137
5) am7 > 467
9) aml <= 426; criterion = 0.979, statistic = 7.257
10)* weights = 53
9) aml > 426
11) am7 <= 651; criterion = 0.977, statistic = 7.105
12)* weights = 27
11) am7 > 651
13)* weights = 8
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Figura 3.39: Grafico dos primeiros nodos da Arbore de Divisiéns Recursivas 1 axustada.

A arbore exposta pddese interpretar tal é como indicamos no estudo das outras dias series. Se
empregamos a drbore exposta para realizar prediciéns no periodo 28/03/2015-24/04/2015 obtemos os
resultados expostos na Figura 3.41 xunto aos valores MASE=71.285% e MSE=16167.14. Tanto as
medidas de erro como as prediciéns indican que a modelizacién pode ser altamente mellorable, pois
observamos que o modelo predi un repunte do dia 21 de maior magnitude que o acontecido na realidade,
non predi correctamente os valores dos dias do fin de semana, pois proporciona prediciéns sempre por
encima dos valores reais da serie neste dias, e para os restantes dias da semana vemos que a veces
predi constante durante varios dias. A mala predicién do dias 21 débese a que a magnitude dos repuntes
presentes neste dias é moi variable a longo da serie, agora ben a modelizaciéon da componente semanal
pédese tentar mellor substituindo a covariable am7 polo covariable diasem. Antes de comprobar o
funcionamento da arbore co cambio exposto, calculamos as medidas globais de erro de predicién para
a arbore coas covariables aml, am7 e efecto2l, facendo uso das ventas definidas para este fin, co
obxectivo de poder realizar unha comparativa entre as duas arbores, no Cadro 3.26 presentamos os
resultados.

Se axustamos a serie temporal composta polas observaciéns do periodo 01/01/2013-27/03/2015
unha arbore de divisiéns recursivas con covariables diasem, aml e efecto21 obtemos o resultado que
se amosa deseguido.

Arbore 2
1) diasem == {1, 2, 3, 4, 5}; criterion = 1, statistic = 455.767
2) efecto2l == {1}; criterion = 1, statistic = 99.448

3)* weights = 14
2) efecto21 == {0}
4) aml <= 424; criterion = 0.999, statistic = 13.853
5) diasem == {1, 3}; criterion = 0.999, statistic = 21.157
6)* weights = 212
5) diasem == {2, 4, 5}
7)* weights = 271
4) aml > 424
8)* weights = 87
1) diasem == {6, 7}
9)* weights = 232

Se empregamos a drbore exposta para realizar prediciéns no periodo 28/03/2015-24/04/2015 ob-
temos os resultados expostos na Figura 3.42 xunto os valores MASE=51.2445 % e MSE=10203.36.
Como se pode observar a introducién da covariable diasem no lugar da covariable am7 parece que
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proporciona un mellor modelado da componente semanal producindo isto unha diminucién dos valo-
res das medida de erro, agora ben para comprobar que esta melloria se produce globalmente e non
s6 nesta venta particular calculamos as medidas globais de erro de predicién obtendo os resultados que
presentamos no Cadro 3.27.
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Figura 3.40: Grafico da Arbore de Divisiéns Recursivas 2 axustada.
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Figura 3.41: Prediciéns realizadas pola drbore 1 na ventd temporal 28/03/2015-24/04/2015 xunto aos
valores reais da serie temporal.

Efectivamente os resultados presentes no Cadro 3.27 indican que a substitucién da covariable am7
polo covariable diasem produce unha diminucién do valor das medidas globais de erro concluindo
entén que arbore 2 predi dun xeito méis adecuado que a drbore 1. Analogamente ao sucedido na
serie temporal “ntmero de baixas diarias de teléfono mébil” comprobamos se a introducién dunha
covariable categdrica que distinga os distintos meses do ano é 1til para a predicién, e o resultado é que
dita covariable non axuda a mellorar o comportamento da arbore de decisién.
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Media Mediana Desviacién tipica

MASE MSE MASE MSE MASE MSE

48.7719  11215.6 48.3277  10117.3 14.3141  4433.051

Ventd temporal MASE MSE
Ventd 1 36.3477 8225.681
Venta 2 39.4221 8238.822
Venta 3 37.4822 7843.547
Ventd 4 57.1528 17016.231
Ventd 5 36.7450 6694.978
Venta 6 48.3277 10117.303
Ventd 7 52.4900 11775.887
Ventd 8 49.9645 11301.576
Venta 9 81.0145 19726.363

Cadro 3.26: Resultados das medidas de erro de predicién para a arbore 1.

———  Serie historica
,,,,,,,,, Prediciéns
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Figura 3.42: Prediciéns realizadas pola drbore 2 na ventd temporal 28/03/2015-24/04/2015 xunto aos
valores reais da serie temporal.
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Media Mediana Desviacién tipica
MASE MSE MASE MSE MASE MSE
42.1304 9482.854 37.3512  8927.321 7.8117 2118.922

Ventd temporal MASE MSE
Ventd 1 34.4591 8927.321
Vent4 2 37.3512 8942.868
Venta 3 36.2823 8582.783
Ventd 4 34.3502 7278.683
Ventd 5 36.5690 7345.351
Venta 6 48.6276 10804.598
Ventd 7 53.7906 12909.285
Venta 8 51.2972 12550.170
Venta 9 46.4463 8004.623

Cadro 3.27: Resultados das medidas de erro de predicién para a arbore 2.

3.3.4. Meétodos de predicion simples

Nesta secciéon imos modelar e predicir a serie “ntiimero de altas diarias de teléfono mébil” mediante
os métodos de predicién simples co obxectivo de comparar os resultados proporcionados por estes
métodos cos obtidos na aplicaciéon das outras metodoloxias.

Analogamente ao realizado para as outras metodoloxias de predicién axustamos o modelo empre-
gando unicamente as observaciéns do perfodo 01/01/2013-27/03/2015, e logo predicimos con este os
valores da ventd temporal 28/03/2015-24/04/2015. Na Figura 3.43 podemos ver as prediciéns obtidas
polos diferentes métodos simples nesta ventd xunto aos valores reais da serie temporal. Esta com-
parativa grafica compleméntase cos valores das medidas MASE e MSE que se encontran no Cadro
3.28.

Método da Media Método Naive Método Naive Estacional Método Drift

MASE 112.4897 110.3582 105.6496 180.8371

MSE 23693.24 25803.46 29215.46 26243.5

Cadro 3.28: Valores de MASE e MSE para cada un dos métodos simples na ventd temporal 28/03/2015-
24/04/2015.

Na Figura 3.43 pddese observar que nesta ventd temporal o método Naive estacional non capta a
componente estacional semanal adecuadamente, isto débese a que nos tultimos 7 dias da serie tempo-
ral, que é nos que se fundamenta este método para predicir valores futuros, temos presente un dia 21
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cuxo repunte non ten unha gran magnitude pero a siia presencia produce unha variacién no compor-
tamento semanal. Por outra parte o método da media, o método Naive e o método Drift presentan
os inconvenientes xa mencionados con anterioridade na serie “ntimero de baixas diarias de teléfono
mobil”. O método da media ten un mal funcionamento pola presenza dos repuntes asociados aos dias
21 que impiden que este capte o nivel da serie temporal, e o comportamento do método Drift e Naive
é altamente dependente do tultimo valor da serie temporal, consecuentemente o comportamento dos
mesmos pode variar dunha ventd a outra desde aceptable ata realmente desatinado, na venta concreta
que observamos vemos que estes métodos non captan correctamente o nivel da serie temporal.

——  Serie histérica

————————— Prediciéns Método Media
Prediciéns Método Naive
Prediciéns Método Naive estacional

fffffff Prediciéns Método Drift

760 780 800 820 840

Figura 3.43: Grafico secuencial dos valores reais da serie temporal xunto aos valores preditos por cada
un dos métodos simples na ventd temporal 28/03/2015-24/04/2015.

Se observamos o Cadro 3.28 vemos que todos os valores MASE indican que o método que predi un
valor da serie temporal empregando a observacién inmediatamente anterior é mellor en termos de erro
de predicién que calquera dos métodos simples aplicados. No Cadro 3.29 mostramos as medidas globais
de predicién para cada un dos métodos simples, neste podemos ver que en xeral o comportamento do
método da media e do método Naive estacional é mdis axeitado que na ventd concreta empregada
para ilustrar a gréfica das prediciéns, pois 0 MASE é inferior o 100 % o que indica que estes métodos
melloran en termos de erro de prediciéon ao método que predi un valor da serie temporal empregando
a observacién inmediatamente anterior. Isto non sucede para os métodos Naive e Drift pois polos
inconvenientes expostos o funcionamento deste métodos é inadecuado en moitas situacions.

3.3.5. Conclusiéns

Tras a aplicacién das diferentes metodoloxias imos comparar os resultados obtidos co obxectivo de
seleccionar finalmente a metodoloxia que a empresa debe empregar na predicién de valores futuros da
serie temporal “nimero de altas diarias de teléfono mébil”. No Cadro 3.30 recollemos os resultados
das medidas globais de erro para cada unha das metodoloxias aplicadas.

Para a serie temporal “ntimero de altas diarias de teléfono mébil” non existe dibida entorno a
metodoloxia a seleccionar pois en todas as medidas de erro mostradas no 3.30 o menor valor é o
asociado ao modelo GAM. A pesar disto na Figura 3.44 amosamos dous graficos nos cales se mostran
os valores de MASE e MSE en cada unha das ventéas de predicién para a metodoloxia GAM e as Arbores
de Divisiéns Recursivas co obxectivo de ilustrar que efectivamente a decisiéon tomada é acertada. Tamén
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cabe destacar que os métodos simples estdn moi lonxe de acadar os valores de erro de predicién obtidos
empregando a metodoloxia GAM, pois o método simple que obtén mellores resultados é o método Naive
estacional que case duplica os valores de erro proporcionados pola metodoloxia GAM.

Media Mediana Desviacion tipica
Metodoloxia MASE MSE MASE MSE MASE MSE
Media 82.8196  20803.66 80.6842  19536.05 8.5741  1782.29
Naive 113.4571  37505.33 91.7720  30193.21 37.3687  16149.53
Naive estacional 50.0073  13859.59 44.7066 10276 18.2424  7411.565
Drift 114.9546  38258.41 94.0779  31504.9 36.3763  15728.88

Media Naive Naive estacional Drift

Venta temporal ~ MASE MSE MASE MSE MASE MSE MASE MSE
Venta 1 75.0740  19504.71 97.3405  34228.71 33.3501  8914.286 101.8362  35990.27
Ventd 2 79.7699  19284.45 176.4076  67424.14 42.6555  10276.000 176.4819  67461.93
Venta 3 80.6842  19458.96 83.6223  24616.21 38.0513  10209.071 85.5925  25510.18
Venta 4 74.6262  19536.05 85.4243  30193.21 72.1167  27582.643 87.4564  31504.90
Venta 5 76.1775  19188.49 85.5767  27143.36 33.8214 7271571 88.1887  28420.39
Ventd 6 85.7541  21390.04 152.7922  52676.54 47.6180  11788.750 152.7446  52619.93
Venta 7 83.9408  22530.86 91.7720  28786.29 50.2810  13188.714 94.0779  29964.82
Venta 8 87.1892  22510.12 90.5335  19743.86 44.7066  9940.714 90.4760  20078.38
Ventd 9 102.1600  23829.26 157.6453  52735.68 87.4656  25564.536 157.7370  52774.87

Cadro 3.29: Valores de MASE e MSE para cada un dos métodos simples na venta temporal 28/03/2015-
24/04/2015.

MASE

J—=—  Arbores de decision
|—— ocam

12000

MSE

2000 4000 6000 8000

——  Arbores de decision
——  GAM

Ventas

(a) Valores da medida MASE.

Ventas

(b) Valores da medida MSE.

Figura 3.44: Gréficos dos valores de MASE e MSE para o modelo GAM e a Arbore de Divisiéns
Recursivas.
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Media Mediana Desviacién tipica

Metodoloxia MASE MSE MASE MSE MASE MSE

Box-Jenkins 66.3326  14763.34 57.8486  11002.87 341932 11336.41

GAM 26.9754  3710.477 21.3890 2103.439 9.1427  2464.655
Arbores 42.1304  9482.854 37.3512  8927.321 7.8117  2118.922
Media 82.8196  20803.66 80.6842  19536.05 8.5741 1782.29
Naive 113.4571  37505.33 91.7720 30193.21 37.3687 16149.53
Naive estacional ~ 50.0073  13859.59 44.7066 10276 18.2424  7411.565
Drift 114.9546  38258.41 94.0779  31504.9 36.3763  15728.88

Cadro 3.30: Valores das medidas globais de erro para cada unha das metodoloxias aplicadas.

Efectivamente os gréficos da Figura 3.44 indican que a metodoloxia GAM é a correcta para realizar
prediciéns da serie temporal pois en todas as ventds consideradas observamos que os valores das
medidas MASE e MSE son menores para a metodoloxia GAM.

Consecuentemente a metodoloxia GAM ¢é a seleccionada para a modelizacién da serie temporal
“nimero de altas diarias de teléfono mébil”, cabe mencionar que o seu tempo de computacion é 0.28
S.



Capitulo 4

Conclusions

No Capitulo 1 deste proxecto mencionamos que o obxectivo do mesmo era seleccionar unha familia
de modelos axeitada para predicir eventos futuros de tres series temporais que impactan no negocio e
nos sistemas dunha operadora de telecomunicacions. Ao longo deste traballo realizamos diferentes ta-
refas para cumprir o obxectivo exposto. A primeira delas consistiu en familiarizar ao lector co concepto
de serie temporal, unha vez feito isto realizamos unha revisién metodoléxica dos modelos Box-Jenkins,
GAM, e das Arbores de divisiéns recursivas xunto aos métodos de predicién simples co obxectivo de
adquirir os cofiecementos necesarios para a sia aplicaciéon no estudo das tres series temporais. Ademais
disto presentamos tamén un procedemento para verificar a exactitude das prediciéns realizadas por
cada unha das metodoloxias para deste xeito poder comparar ditas metodoloxias en termos de erro
de predicion e seleccionar asi a mais adecuada para a predicién de valores futuros, cumprindo asi o
obxectivo deste traballo. Unha vez disponemos desta base metodoléxica aplicamos estes conecementos
no estudo das tres series temporais obtendo as seguintes conclusiéns: O estudo da serie “ntimero de
usuarios do servizo de video baixo demanda” indicounos que ante unha serie similar a esta onde temos
tendencia e componente estacional xunto a unha alta variabilidade que impide captar correctamente
o comportamento estacional a mellor opciéon é empregar o método simple Drift, salvo que a empresa
dispona do tempo suficiente é desexe empregar as Arbores de Divisiéns Recursivas que proporcionan
uns resultados similares ao método simple. En calquera dos dous casos creemos conveniente propor-
cionar & empresa de telecomunicacions as predicions semanais como un complemento das predicions
diarias. Con respecto ao estudo das series temporais “nimero de baixas e altas de teléfono mébil” a
metodoloxia que a empresa debe empregar para modelar unha serie temporal destas caracteristicas
é sen dubida a metodoloxia GAM, pois pese a non ser unha metodoloxia desefiada exclusivamente
para o estudo de series temporais proporciona, considerando as covariables axeitadas, un modelado
mais satisfactorio co obtido coas outras metodoloxias consideradas. Tras a realizacién destas tarefas e
a obtencién das conclusions que vimos de expor creemos ter satisfeito o obxectivo do proxecto.

Por outra parte cabe mencionar que este estudo tamén proporcionou conclusions xerais acerca
das metodoloxias consideradas neste traballo. Primeiramente, con respecto & metodoloxia Box-Jenkins
dicir que é unha metodoloxia 1til no modelado de series temporais sempre e cando non sexa nece-
sario considerar covariables externas como a variable que permite modelar o repunte do dia 21 nas
series temporais “ntmero de baixas e altas”. Ademais disto tamén cabe mencionar que o proceso de
identificacién dun modelo Box-Jenkins pode resultar complexo se non se dispén dos conecementos
expostos no Capitulo 2. Outro punto a destacar, non pola siia complexidade se non polo tempo nece-
sario para a sua realizacién, é que o proceso de incorporacién dos valores atipicos tense que realizar
manualmente, pois non existe unha funcién que o faga automaticamente. Por outra parte, pese a que
os modelos GAM tenen unha alta complexidade metodoldxica, a interpretacién do mesmo é sinxela,
igual que a sua aplicacion a cal estd automatizada. Isto é unha gran vantaxe pois obter resultados
claramente interpretables facilita as tarefas de mercadotecnia. Para rematar dicir que as Arbores de
Divisiéons Recursivas tamén son sinxelas de aplicar e interpretar e que este é o motivo polo cal gozan
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de popularidade no mundo empresarial.

Por dltimo, menciénanse algunhas das dificultades afrontadas no estudo destas series temporais.
Unha das series temporais mais complexa de modelar foi a serie “nimeros de usuarios do servizo
de video baixo demanda” pois a alta variabilidade da mesma xunto cunha cantidade considerable de
valores atipicos dificultou o seu modelado. Outra dificultade, neste caso nas series “nimero de altas e
baixas de teléfono mébil”, foi a presenza de valores nulos nas series temporais, pois ditos valores non
tenen un comportamento totalmente determinado que permita o seu modelado. Por exemplo, na serie
“nimero de baixas” observamos que un alto porcentaxe dos valores nulos se producen en domingo
ou luns pero detectamos valores nulos noutros dias sen conseguir unha explicacién clara deste suceso.
Ademais nestas series temporais tamén nos encontramos coa presenza de repuntes no dia 21 do mes.
Na serie “numero de baixas diarias” é sinxelo solventar esta dificultade simplemente introducindo a
pertinente covariable, algo que non é tan sinxelo na serie “ntimero de altas” pois os repuntes non se
producen todos os meses e tampouco se producen seguindo un patrén determinable.

A pesar destas dificultades cremos ter solventado adecuadamente o problema proposto indicandolle
4 empresa as metodoloxias que proporcionan menor erro de predicion en cada unha das series temporais.

Para rematar cabe mencionar que se poderian utilizar series temporais como as tratadas neste
traballo co obxectivo de identificar a taxa de abandono de clientes. Pois no modelado pertinente para
levar a acabo a identificacién dos clientes que abandonaran a compania esta presente o problema das
clases desbalanceadas, o cal se pode solucionar empregando o método Oversampling (subir o niimero
de rexistros pertencentes a clase minoritaria), Downsampling (reducir o nimero de rexistros da clase
maioritaria), ou un hibrido dos dous que consiste en subir o porcentaxe da clase minoritaria e reducir
o da maioritaria. Neste punto é onde podemos usar a serie temporal “nimero de baixas globais” para
conecer o numero de clientes que se daran de baixa nos préximos meses e intentar buscar este niimero
balanceando as clases dun xeito ou doutro.



Apéndice A

Cdédigo Subseccion 2.2.2

Neste apéndice proporcionamos ao lector o cédigo, en linguaxe R, necesario para realizar os gréficos
dos exemplos expostos no proceso de identificacién dos modelos Box-Jenkins, Subseccién 2.2.2.

Para a realizacion destes exemplos empregamos basicamente dias funcions da libreria stats do
sowfare estatistico R:

= A funcién ARMAacf calcula a funcién de autocorrelaciéns tedrica simple e parcial dun proceso
ARMA.

» A funcién acf calcula a estimacion da funcién de autocovarianzas e autocorrelaciéns dunha serie
temporal. Por defecto calcula a estimacion da funcién de autocorrelacions.

Deseguido mostramos o cédigo correspondente a cada un dos graficos da Subseccién 2.2.2.

Codigo correspondente & Figura 2.1:

data(armaill.s)
plot(armall.s, type="1", main="", xlab="", ylab="")
acf(armall.s, main="", xlab="Retardo", lag.max = 18)

Cddigo correspondente & Figura 2.2a:

fas <- ARMAacf(ar=-0.7, ma=0, 20)

fas <- fas[-1]

fap <- ARMAacf(ar=-0.7, ma=0, 20, pacf=T)

par (mfrow=c(2,1))

plot(fas, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.9,0.6),x1im=c(0,13), main="")
abline (h=0)

plot(fap, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.9,0.6), xlim=c(0,13),main="")
abline (h=0)

Cédigo correspondente & Figura 2.2b:

fas <- ARMAacf (ar=0, ma=0.7, 20)

fas <- fas[-1]

fap <- ARMAacf (ar=0, ma=0.7, 20, pacf=T)

par (mfrow=c(2,1))

plot(fas, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.5,0.7), x1lim=c(0,10),main="")
abline (h=0)

plot(fap, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.5,0.7),x1im=c(0,10) ,main="")
abline (h=0)
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Cédigo correspondente & Figura 2.3:

fas <- ARMAacf(ar=c(0.7), ma=c(0.5), 20)

fas <- fas[-1]

fap <- ARMAacf(ar=0.7, ma=0.5, 20, pacf=T)

par (mfrow=c(2,1))

plot(fas, type="h", xlab="Retardo", xlim=c(0,15), ylim=c(-1,1), main="")
abline (h=0)

plot(fap, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-1,1), x1lim=c(0,15) ,main="")
abline (h=0)

Cédigo correspondente & Figura 2.4a:

Phi <- c(rep(0,11), 0.7)

fas <- ARMAacf (ar=Phi, ma=0, 60)

fas <- fas[-1]

fap <- ARMAacf (ar=Phi, ma=0, 60, pacf=T)

par (mfrow=c(2,1))

plot(fas, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-1,1), main="")
abline (h=0)

plot(fap, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-1,1),main="")
abline (h=0)

Cédigo correspondente & Figura 2.4b:

Theta <- c(rep(0,3), 0.6, rep(0,3), -0.3)

fas <- ARMAacf (ar=0, ma=Theta, 33)

fas <- fas[-1]

fap <- ARMAacf (ar=0, ma=Theta, 33, pacf=T)

par (mfrow=c(2,1))

plot(fas, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.5,0.5),main="")
abline (h=0)

plot(fap, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.5,0.5),main="")
abline (h=0)

Cddigo correspondente & Figura 2.5a:

Theta <- c(rep(0,11), -0.7)

fas <- ARMAacf(ar=0.4, ma=Theta, 50)

fas <- fas[-1]

fap <- ARMAacf(ar=0.4, ma=Theta, 50, pacf=T)

par (mfrow=c(2,1))

plot(fas, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.5,0.5), main="")
abline (h=0)

plot(fap, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.5,0.5),main="")
abline (h=0)

Cédigo correspondente & Figura 2.5b:

Phi <- c(rep(0,11), 0.7)

fas <- ARMAacf (ar=Phi, ma=-0.4, 50)

fas <- fas[-1]

fap <- ARMAacf (ar=Phi, ma=-0.4, 50, pacf=T)
par (mfrow=c(2,1))



plot(fas, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.7,0.8),main="")
abline (h=0)
plot(fap, type="h", xlab="Retardo", ylim=c(-0.7,0.8),main="")
abline (h=0)

Cédigo correspondente & Figura 2.6:

data("rwalk")

par(mfcol=c(1,1))

plot(rwalk, type="1", main="", xlab="", ylab="")
acf (rwalk, main="", xlab="Retardo")

Cddigo correspondente & Figura 2.7:

data(hare)
plot(hare, type="1", main="", xlab="", ylab="")
acf (hare, main="", xlab="Retardo", lag.max = 50)
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Apéndice B
Cdédigo funcién best.arima.TSA

Neste apéndice proporcionamos unha descricién da funcién best.arima. TSA empregada na identifi-
cacion dun modelo Box-Jenkins para o logaritmo da serie “ntimero de usuarios diarios do servizo de
video baixo demanda”, Seccion 3.1.

Como xa indicamos, a funcién best.arima. TSA proporciona as ordes do modelo Box-Jenkins mais
axeitado segundo o criterio que se indique, que no caso da Seccién 3.1 foi o criterio BIC.

A lifia de c6digo que nos permite facer uso de dita funcién é

best.arima.TSA <- function(x=x, p.max=5, q.max=5, d=0, P.max=5, Q.max=5, D=0, p.min=0,
q.min=0, P.min=0, Q.min=0, period=1, xreg=NULL, include.mean=TRUE, criterio="BIC",
dist.max.crit=2).

Como se pode ver a funcién best.arima. TSA ten unha serie de argumentos, cuxa descricién se aborda
de contado.

= x serie de tempo univariante a cal desexamos modelar empregando a metodoloxia Box-Jenkins.
= p.min minimo orden para tomar na parte autoregresiva regular do modelo. Por defecto 0.

= g.min minimo orden para tomar na parte de medias mdébiles regular do modelo. Por defecto 0.
= p.max maximo orden para tomar na parte autoregresiva regular do modelo. Por defecto 5.

= g.max méaximo orden para tomar na parte de medias mdbiles regular do modelo. Por defecto 5.

= d nimero de diferenzas regulares aplicadas para eliminar a tendencia da serie temporal. Por
defecto 0.

= P.min minimo orden para tomar na parte autoregresiva estacional do modelo. Por defecto 0.

= Q.min minimo orden para tomar na parte de medias mobiles estacional do modelo. Por defecto
0.

= P.max maximo orden para tomar na parte autoregresiva estacional do modelo. Por defecto 5.

= Q.max maximo orden para tomar na parte de medias mébiles estacional do modelo. Por defecto
5.

= D numero de diferenzas estacionais aplicadas para eliminar a componente estacional da serie
temporal. Por defecto 0.

= period valor que reflexa o periodo de estacionalidade da serie. Por defecto 1.
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= xreg opcionalmente, un vector ou matriz de regresores externos, os cales deben ter o mesmo
nimero de filas que x. Por defecto nulo.

= include.mean parametro l6xico que indica se o modelo debe incluir unha media ou término cons-
tante. Por defecto, verdade.

= criterio tipo de criterio aplicado para seleccionar o modelo. Existe a opcion de AIC, AICC e BIC
(por defecto).

= dist.max.crit distancia maxima entre o mellor modelo e o seguinte modelo, en sentido do criterio,
que se quere mostrar por pantalla. Por defecto 2.

Esta funciéon devolve como resultado os seguintes valores.

= p orden da parte autoregresiva regular do modelo.

= g orden da parte de medias mobiles regular do modelo.

= P orden da parte autoregresiva estacional do modelo.

= Q orde da parte de medias mobiles estacional do modelo.

= criterio valor do criterio de informacién asociado ao modelo.
Xa para rematar de contado proporcionamos o cédigo da funcién.

{
library(TSA)
if (is.ts(x)) period <- frequency(x)
num.x.perdidos <- d + period*D
T <- length(x) - num.x.perdidos
A<-matrix (0, ((p.max-p.min)+1)*((q.max-q.min)+1)*((P.max-P.min)+1) * ((Q.max-Q.min)+1),5)
if (criterio=="AIC") factor <- 2
else if (criterio=="BIC") factor <- log(T)

fila <- 0
for (p in p.min:p.max)
for (q in g.min:q.max)
for (P in P.min:P.max)
for (Q in Q.min:Q.max)

{
#optim.control=1list (maxit=500)
fila <- fila +1
ajuste<-try(arimax(x=x, order=c(p,d,q), seasonal=list(order=c(P,D,Q), period=period),
xreg=xreg, include.mean=include.mean), silent=TRUE)
if (class(ajuste)=="try-error") {
Alfila, ] <- c(p, q, P, Q, NaN)

next
}
k <- length(ajuste$coef)
if (criterio=="AICC") «criterio.ajuste <- ajuste$aic +2*(k+1)*(k+2)/(T-k-2)
else criterio.ajuste <- -2*ajuste$loglik + factor*k
A[fila, ] <- c(p, g9, P, Q, criterio.ajuste)
}
min.ic <- min(A[,5], na.rm=TRUE)
A <- A[(A[,5]-min.ic)<=dist.max.crit,]



if ('is.matrix(A)) A <- t(as.matrix(A))

A <- A['is.na(A[,1]1),]

if ('is.matrix(A)) A <- t(as.matrix(A))

A <- Aforder(A[,51),]

if (!is.matrix(A)) A <- t(as.matrix(A))

A <- as.data.frame(A)

if (criterio=="AIC") names(A) <- c("p",
else if (criterio=="AICC") names(A) <-
else names(A) <- c("p", "q", "P", "Q",
return(A[,c(1*(p.max!=0), 2*(q.max!=0),
}

"g", "P", "Q", "AIC")

c("p", "g", "P", "Q", "AICC")
"BIC")

3x(P.max!=0), 4*x(Q.max!=0), 5)])
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