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Resumo

Resumo en galego

Para poder estudar e tratar unha variable aleatoria é necesario cofiecer a sta distribuciéon. Ademais,
a distribucién daquelas variables aleatorias que sexan absolutamente continuas pédese caracterizar pola
sta funcion de densidade. Nembargantes, a maioria das veces que queremos estudar unha caracteristi-
ca dunha poboacién, o tnico que temos da mesma é unha mostra. Neste contexto, existen numerosos
estudos sobre a estimacién non paramétrica da funcién de densidade, que se pode obter a partir desa
mostra. Ademais, é de vital importancia unha boa elecciéon do pardmetro ventd, h, que regula o grao
de suavizacion do estimador. Neste traballo, abordaremos un estudo da elecciéon de dito pardmetro nun
contexto de dependencia.

En primeiro lugar, levamos a cabo unha revisién bibliografica acerca das técnicas bootstrap validas
en ausencia dunha expresién explicita que modelice a dependencia dunha serie temporal (bootstrap
por bloques, bootstrap estacionario e submostraxe). Ademais, estiidanse diferentes selectores de ventd,
e establécese unha suavizacién do bootstrap estacionario de Politis e Romano (1994a). Neste contexto
obtense unha expresién exacta para o analogo bootstrap do erro cuadratico medio integrado baixo
dependencia. Deste xeito, minimizando o mesmo, pode obterse un parametro venta sen necesidade de
facer unha aproximacién por Monte Carlo. Finalmente, 1évase a cabo un estudo de simulacién para
comparar os distintos selectores de ventd; e ilistrase cunha aplicaciéon practica dos mesmos, abordando
a estimacién da densidade cun conxunto de datos reais.

English abstract

In order to study and deal with a random variable, it is necessary to know its distribution. In
addition, the distribution of those random variables that are absolutely continuous is characterized
by their density function. However, whenever we want to study a characteristic of a population, most
of the times the only information we have about it is a sample. In this context, there are numerous
studies related to the non parametric estimation of the density function that can be obtained from
that sample. Besides, it is of vital importance a good election of the bandwidth parameter, h, which
regulates the degree of smoothness of the estimator. In this work, we will carry out a study on the
selection of the smoothing parameter in a context of dependence.

First, a bibliographic review is included regarding bootstrap techniques for time series without
an explicit expression that models the dependence (moving blocks bootstrap, stationary bootstrap
and subsampling). Furthermore, different bandwidth selectors are studied, and a smoothed version of
the stationary bootstrap by Politis and Romano (1994a) is established. An exact expression for the
bootstrap version of the mean integrated squared error under dependence is obtained in this context.
Finally, a simulation study is carried out to compare the different bandwidth selectors. A practical
application of these selectors is illustrated with density estimation using a real data set.
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Prefacio

A estimacién non paramétrica da funcién de densidade é un tema que se leva estudando 6 longo
dos tultimos cincuenta anos, xa que é unha das formas de caracterizar unha variable aleatoria, foco de
estudo da Estatistica. Dende os inicios da estimacién non paramétrica de curvas co uso do histograma
como estimador da funcién de densidade, pasando polo histograma mébil, ata o estimador da densidade
tipo nucleo; un dos principais problemas cos que nos atopamos é a correcta eleccién do parametro de
suavizado, h, que controla o grao de suavizacién do estimador. Polo tanto, unha mala escolla do mes-
mo pode provocar que o estimador da densidade sexa infrasuavizado ou sobresuavizado. Na literatura
existente é posible atopar numerosos estudos acerca da seleccién do parametro de suavizado baixo o
contexto de independencia dos datos empregados.

Na actualidade, sen embargo, moitos conxuntos de datos dependen do tempo, xa que evolucionan
ao longo do mesmo. Sen ir mais lonxe, moitos conxuntos de datos relativos & economia ou 4 sociedade
variaran en funciéon do tempo. Abordarase entén neste traballo o estudo de diferentes selectores de
venta cando os datos son dependentes.

Unha das aplicaciéns mais interesantes da estimacién non paramétrica da densidade, ademais de
poder conecer a nivel exploratorio a estructura do conxunto de datos que estamos a tratar, é poder
extraer conclusions para unha determinada poboacion a partir dunha mostra que sexa representativa da
mesma. Isto é de especial relevancia xa que en numerosas ocasions non é posible obter os datos de toda
a poboacion de estudo. Cobran gran importancia neste ambito as técnicas de remostraxe, entre as que
destaca o bootstrap. Con elas, a partir dunha mostra que sexa representativa da poboacién, é posible
xerar tantos datos como se queira cunha distribuciéon similar & distribucién da poboacion orixinal.
Centrarémonos neste tipo de técnicas neste traballo, cuxo obxectivo serd establecer o pardmetro de
suavizado, h, para o cal se minimice un criterio de erro a saber, o erro cuadratico medio integrado
(ou MISE(h)). Abordarase a obtencién do selector h dende un punto de vista que difire do habitual,
de xeito que se proponera unha expresién exacta para a versién bootstrap de dito criterio de erro
(MISE*(h)), en vez de tratar de obter unha aproximacién do mesmo por Monte Carlo. Desta forma,
aforrarase tempo de execucién, asi como se obterd un selector de ventd méis preciso, sen erros da
aproximacién de Monte Carlo.
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Capitulo 1

Introducion

O principal obxectivo da Inferencia Estatistica é intentar extraer conclusiéns para unha determi-
nada poboacién a partir dunha mostra da mesma. Algunhas das sdas principais finalidades son: a
estimacién puntual dun pardmetro, a construccion de intervalos de confianza para o mesmo, e a rea-
lizacién de contrastes de hipdteses. Porén, para facer este tipo de tarefas precisase do conecemento
dalgunha das funciéns que caracterizan a distribucién (como son a funcién de densidade, ou a funcién
de distribucién) que segue a poboacién a estudar, que na practica non sempre resultan conecidas.

Unha das formas de resolver este problema é suponer que a funcién de distribucién pertence a
unha familia paramétrica e estimar eses parametros. Non obstante, neste traballo empregaremos un
enfoque non paramétrico, no cal estimaremos algunhas das curvas que caracterizan a poboacién (en
particular, a funcién de densidade), sen necesidade de supofier que a funcién de distribucién pertence
a unha familia paramétrica.

Consideramos entén o estimador non paramétrico da funciéon de densidade de Parzen-Rosenblatt,
que vén dado por:

fh($):nthK<‘r_th> :%ZKh(x—XZ)7 (11)
=1 i=1

onde K é unha funcién tipo niicleo (Kj(u) = + K (%)), a cal se pode pedir que sexa simétrica en torno

6 cero; e h > 0, o pardmetro de suavizado (ou pardmetro ventd) que regula o tamano do entorno que
se usa para levar a cabo a estimacion, e serd moi importante para unha correcta estimacién. Ademais,
é habitual esixir que a funcién ntcleo, K, sexa non negativa e a sda integral sexa 1:

+oo
K(u) > 0,Vu, K(u)du = 1.

— 00

Vexamos un pouco mais a fondo as propiedades do estimador de Parzen-Rosenblatt, que emprega-
remos no Capitulo 4. Para un valor z fixo, o valor esperado de dito estimador sera

E(fn(2)) = E[Kn(z — X1)] =/Kh(fv—y)f(y)dy= (K f)(x) Z/K(U)f(x—hU)du,

onde * denota a convolucién. Isto quere dicir que a curva esperada que se obtén co estimador tipo
nicleo da densidade de Parzen-Rosenblatt non é a verdadeira densidade f, senén unha version suavi-
zada da mesma, dada por (Kj, * f).



2 CAPITULO 1. INTRODUCION

Desenvolvemos cun pouco mais detalle os cdlculos de esperanza e varianza de fj(z), para un x
fixo, co fin de describir cal é o efecto de h sobre as mesmas. Baixo condiciéns de regularidade sobre a
funcién de densidade real, f, pédese aproximar empregando un desenvolvemento de Taylor:

Flar— ) = () — huf' () + 3 (hu)? £ (@) + o(1?).
Suponendo que ps(K) = [u?K(u)du < oo, entén:
B(fu(w)) = F(@) + 5ha(K) 5" () + o),
onde se emprega que K é unha funcién de densidade simétrica.
No caso da varianza, a expresion resulta como segue
Var(fula) = Var(Ki(e - X))

[E(KG (2 — X1)) — E*(Kp(z — X1))]

l/Khx— dy—(/Kha:— )dyﬂ
:%/KQ(U) F(@ — hu) u—(/K x—hu)du>2

= [ K@) + o(1)du — () + o(1))?

_ %R(K)f(x) +o((nh)™h),

S 3=

sendo R(K) = [ K?(

Polo tanto, para analizar as propiedades do estimador de Parzen-Rosenblatt de forma asintética,
estudaremos que ocorre cando n — oo, h — 0 e nh — oco. Temos entén, no caso da esperanza, cando
h —0:

E(fu(w)) — f(2) = 5hma(K) " () + o),

e no caso da varianza, cando nh — oo:
Var(fa(e)) = —R(K) £ () + o (nh) ™).

Como observamos, pddese concluir que o sesgo dimintie cando h — 0. E dicir, para valores de h pe-
quenos, teremos estimadores centrados, pero a costa de que incremente a varianza. Serdn estimadores
infrasuavizados. Por outra banda, se h é grande, redicese a varianza, pero a expensas de aumentar o
sesgo, dando lugar a estimadores sobresuavizados.

En xeral, para avaliar o comportamento dun estimador da densidade (como por exemplo, o de
Parzen-Rosenblatt), debemos definir medidas de erro adecuadas 6 contexto no que nos atopamos. En
particular, poderfamos considerar medidas de erro locais (é dicir, para un z fixo) ou medidas de erro
globais (é dicir, para toda a curva estimada). Ademais, estas medidas de erro proporcionarannos fun-
ciéns obxectivo a minimizar para obter valores éptimos do pardmetro de suavizado, h.

Neste momento, introduciremos as principais medidas de erro empregadas na literatura. Poste-
riormente, veremos as ventds optimas obtidas dende un punto de vista tedrico, baixo hipétese de



independencia.

_ Sexa fh o estimador tipo nucleo de Parzen-Rosenblatt da funcién de densidade. Consideraremos
fn(z) o estimador puntual para f(z), dado x fixo. Podemos utilizar unha medida de erro local como
o erro cuadritico medio (M SFE), definido como segue

MSE,(h) = E(fu(x) - f(2))* + Var(fu(z)) = Sesgo’(fu(x)) + Var(fu(z)).

Para poder dar unha expresiéon completa deste erro local necesitamos empregar as expresiéns asintéticas
explicitas do sesgo e da varianza, obtidas anteriormente. Deste xeito,

MSE,(h) = %R(K)f(;v) + ih‘l,ug(K)gf"(x)Q +o((nh)~' + ht). (1.2)

Unha vez obtido un criterio de erro, resulta léxico preguntarse qué valor de h proporciona o erro
minimo. Sen embargo, minimizar en h o MSE,(h) non resulta sinxelo, xa que aparecen termos resi-
duais das aproximaciéns asintéticas que realizamos. Consecuentemente, presentaremos unha versién
asintética do MSE, o erro cuadratico medio asintético (ou AMSE), que serd a que minimizaremos:

AMSE(h) = — R(K) () + 1h*a(K)* 1" (2)"

Logo, sempre e cando f”(x) # 0, entén o valor de h que minimiza o AMSE(f),(z)) seré:

R(K)f(z) )”5
2 )2 :

hamse = <nu2(K) e

Deste xeito, obtemos unha ventd local, xa que depende do punto x. Por outra banda, non é direc-
tamente aplicable na préctica, xa que depende da segunda derivada da densidade e da propia funcién
de densidade no punto x, sendo esta desconecida.

Unha vez obtidas unha medida de erro local e a expresién dunha ventd 6ptima, tamén local;
obteremos agora unha medida de erro global, que nola proporciona o erro cuadratico medio integrado
(MISE), que podemos obter de dous xeitos equivalentes:

= Promediando o erro cuadritico integrado (ISE).
= Integrando o erro cuadrético medio (M SE).

Definamos, en primeiro lugar, o erro cuadritico integrado (ou ISE).

ISE(X1, ..., Xnih) = / (Futa) —f(x))zdx,

que é unha cantidade aleatoria que depende tanto da mostra considerada como do parametro de
suavizado (h). Se promediamos este erro obtemos o MISE, que tamén se pode entender como a
integral do M SE:

MISE(h) = E(ISE(X1, ..., Xn; h)) = E (/ (fh(a:) - f(x))2 dx) - /MSEz(h)dx.

Neste caso, por medio de desenvolvementos de Taylor pode obterse a seguinte expresién para o MISE:

MISE(h) = %R(K) + ih4u2(K)2R( )+ o((nh)~t 4+ h?), (1.3)
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e a sda aproximacién asintética, o erro cuadrédtico medio integrado asintético (ou AMISE), vén dada
por:

1 1
AMISE(h) = —R(K) + 1h‘*uz(K)%z(f“). (1.4)
Se agora minimizamos esta funcién con respecto a h, obtemos unha ventd 6ptima:
h = —=7 . 1.5
sse = (et (1)

Neste caso, tratase dunha ventd global pero que depende da integral da derivada segunda da funcién
de densidade, que € a funcién que desexamos estimar. Logo, malia ter unha ventd 6ptima en sentido
tedrico, non podemos empregala na practica.

Dado que as ventas éptimas e asintoticamente éptimas que acabamos de considerar non se poden
empregar na practica, xa que dependen da verdadeira funcién de densidade (que resulta descofiecida)
e a sua derivada segunda; precisaremos dalgin método para construir selectores de ventd a partir dos
datos. En concreto, trataremos, primeiramente nun contexto de independencia, os métodos plug-in,
validacion cruzada e bootstrap. En segundo lugar, presentaremos distintos métodos para o caso no que
os datos sexan dependentes. Concretamente, describiremos as metodoloxias plug-in, validacién cruzada
e, finalmente, proporemos e estudaremos unha versién suavizada do bootstrap estacionario de Politis
e Romano (1994a), co fin de obter unha expresién explicita para a versién bootstrap do MISE.

Asi, no Capitulo 2, presentaremos unha revisién sobre os contextos de dependencia paramétricos
e xerais. A continuacién, no Capitulo 3, describiremos as ideas bésicas da metodoloxia bootstrap
nun contexto non paramétrico. En primeiro lugar, trataremos o bootstrap uniforme, suavizado e o
método de submostraxe nun contexto de independencia. En segundo lugar, centrarémonos no caso de
que os datos sexan dependentes, empregando para iso os contextos de dependencia xeral descritos no
Capitulo 2, para asi describir a metodoloxia bootstrap por bloques, bootstrap estacionario e o método
de submostraxe nun contexto de dependencia. Ademais, presentaranse resultados tedricos que garanten
a validez de cada un dos métodos expostos. No Capitulo 4, farase unha revisién dos principais selectores
do pardametro ventd nos contextos de independencia e de dependencia. Estudarase con profundidade o
bootstrap estacionario suavizado, asi como a proposta da expresién explicita para a versién bootstrap
do MISE. Posteriormente, no Capitulo 5, realizaremos un estudo de simulacién co fin de comparar
os distintos selectores de ventd estudados no Capitulo 4. Ademais, centrarémonos no selector derivado
de minimizar a expresién explicita para o MISE*(h), co fin de probar o seu bo comportamento
na practica. Da mesma forma, no Capitulo 6 ilustraremos os métodos estudados coa estimacién da
funcién de densidade a partir de dous conxuntos de datos reais cos distintos pardmetros de suavizado.
Finalmente, adicaremos o Capitulo 7 a presentar as conclusiéns mais relevantes: tanto revisién dos
métodos estudados, como a nova proposta e o comportamento da mesma.



Capitulo 2

Datos dependentes

Unha hipétese que xeralmente se asume en numerosas situaciéns contempladas pola Inferencia Es-
tatistica é a independencia das observaciéns mostrais, é dicir, as variables aleatorias que conforman a
mostra, X7, Xs, ..., X,,, son independentes.

Imaxinemos, sen embargo, unha variable aleatoria X que recolla o nimero de accidentes na estra-
da en A Coruna cada ano. Baixo a hipdtese de independencia, para calquera momento no tempo a
probabilidade de observar un valor en particular non depende do valor observado no ano anterior. Non
obstante, o nimero de accidentes en anos sucesivos aseméllase moito mais que en anos moi distantes.
Existen numerosos factores (econdmicos, sociais, politicos,... ) que cambian a medida que o tempo
pasa, e que fan que as observaciéns temporalmente madis achegadas se asemellen mais que aquelas
separadas por un longo periodo de tempo. Logo, neste caso non nos atopamos ante un conxunto de
datos independentes e identicamente distribuidos, xa que evolucionan ao longo do tempo. A este tipo
de conxuntos de datos denominarémolos series de tempo.

Formalmente, unha serie de tempo é unha colecciéon de observacions dunha variable, X, recollidas
secuencialmente 6 longo do tempo. Como xa dixemos, éstas non se poderan enmarcar dentro dun con-
texto de independencia, xa que precisamente ditas observaciéns dependeran unhas doutras ao longo
do tempo.

Consideremos agora un proceso estocdstico en tempo discreto e con espacio de estados continuo
(normalmente, o conxunto dos nimeros reais), é dicir, un conxunto de variables aleatorias { X; }+cz defi-
nidas todas no mesmo espacio de probabilidade, sendo Z o conxunto dos niimeros enteiros. Supofieremos
ademais que somos capaces de observar parte da sia traxectoria, é dicir, dada unha variable X que
foi observada nos instantes 1,2, ..., n, a serie de tempo observada da variable X serd representada por
X1,...,X,; e serd unha realizacién dun proceso estocastico. Noutras palabras, Xy, ..., X,, serd unha
mostra de datos dependentes.

Presentaremos a continuacién unha revisién das condiciéons mais comuns de dependencia, asi como
dos modelos paramétricos de dependencia, recollidos por Doukhan et al. (2010).

2.1. Modelos paramétricos de dependencia

Existen numerosos modelos paramétricos para o tratamento de datos dependentes. Consideraremos,
primeiramente, un proceso estacionario { X; };cz xerador da serie de tempo que admite a representacion:

Xi=c+ ¢ Xi1+ Xy o+ 4+ 0p Xy +ay, (2.1)
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onde ¢, ¢1, P2, ..., ¢, son constantes con a; independentes de X;_q, Xy_o, ... Tratase dun proceso auto-
rregresivo de orde p (AR(p)).

En segundo lugar, sexa un proceso {X;}icz que admite a seguinte representacion:

X =c+ar+b1ai—1 + 02002 + - + ga:—q, (2.2)

onde c,01,0s,...,0, son constantes. Neste caso, tratase dun proceso de medias mébiles de orde ¢
(M A(q)).

En terceiro lugar, un proceso estacionario {X;}:ecz que admite a representacion:
Xi=c+ g1 Xp1+ G2 Xeo+ -+ GpXi—p + ar + b1ai—1 + Oaa,—2 + - + Oga;—g, (2.3)
onde ¢, g1, P2, ..., Pp, 01,02, ..., 0, son constantes, é conecido como un proceso ARM A(p, q).
Un proceso {X;}+cz que admite a representacién:
$#(B)(1 — B)¢X, = c+ 0(B)ay, (2.4)
onde B denota o operador retardo, definido por BX; = X;_1, sendo
¢(B) =1—¢1B—¢B> — - — ¢,B",
0(B) =1+ 60,B + 028> + - +0,B9,
é conecido como un proceso ARIM A(p,d, q), con d diferenzas regulares.
Finalmente, un proceso {X;}+cz que admite a representacion:
#(B)®(B*)(1 — B)¥(1 — B)PX, = ¢ + 6(B)O(B*)ay, (2.5)
onde B* é o operador retardo estacional definido como B*X; = X;_,, sendo
®(B*)=1— &, B* — dyB* — ... — dpBFs,
O(B*) =1+ ©1B* + ©,B* + - + OB,

é comecido como un proceso ARIM A(p,d,q) x (P,D,Q)s, con d diferenzas regulares e D diferenzas
estacionais de periodo s.

Nas expresiéns (2.1),(2.2),(2.3),(2.4),(2.5) o conxunto {a;}tcz denota unha coleccién de variables
aleatorias incorreladas, con media 0 e varianza finita 02, que denominaremos ruido branco. Se este
¢é gaussiano, enton as variables aleatorias que o conforman son iid.

2.2. Situacions de dependencia xeral

Noutras ocasions, non se asume ningun tipo de estructura paramétrica sobre o proceso estocastico,
senén que se establece algunha condicién de dependencia xeral. Consideremos {X;}icz un proceso
estocéstico. Normalmente, supofieremos que dito proceso é estacionario. A continuacién, presentaremos
varias condiciéns de dependencia que empregaremos nos Capitulos 3 e 4.
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2.2.1. Fortemente mixing (ou a-mixing)

Consideremos { X} }+ez un proceso estacionario. A condicién de ser a-mixing, recollida en Doukhan
et al. (2010), establece que a dependencia entre as variables aleatorias que conforman as observaciéns
da mostra vese atenuada a medida que os seus instantes temporais se distancian, isto é:

SUPscFp,BeF, [P(AN B) —P(A)P(B)| < ag,

con ay — 0, e sendo F! a o-dlxebra xerada polas variables aleatorias X, ..., X;.

2.2.2. Uniformemente mixing (ou ¢-mixing)
Novamente, consideremos {X;}+cz un proceso estacionario. Diremos que { X} }+cz é uniformemente
mixing, acorde 4 literatura existente (Doukhan et al., 2010), se se verifica:
[P(ANB) —P(A)P(B)| < ¢P(A),YA € F{',VB € F5 . con ¢ — 0.

Analogamente & definicién de fortemente mixing, afirmar que un proceso {X;}icz sexa unifor-
memente mixing implica que a dependencia existente entre as variables aleatorias que conforman as
observaciéns mostrais debilitase conforme os seus instantes temporais se afastan cada vez mais.

2.2.3. m-dependente

Sexa {X;}tez un proceso estacionario. Acorde & definicién dada por Billingsley (1968), diremos
que o proceso estocastico é m-dependente se para calesquera niimeros enteiros k e [ maiores que cero,
(X1, ..y Xk) € (Xkgny e s Xkynti) son independentes sempre que n > m.

Notese que nesta terminoloxia unha secuencia independente é 0-dependente. Ademais, se un proceso
estocastico é m-dependente tamén serd a-mixing con a,, = 0,Vn > m, e ¢-mixing con ¢,, = 0,Vn > m.

2.2.4. V¥ dependente

Esta nocién de dependencia débil foi introducida por Hwang e Shin (2012), e precisa da previa
definicién dalgunhas clases de funciéns.

oo

SexaL>® = J L*°(R"™) o conxunto de funciéns acotadas que toman valores reais no espazo R", para
n=1

algin n = 1,2, -+, e tomemos a funcién G : R™ — R, considerando a norma [; para R™. Definiremos o

modulo Lipschitz de G como segue:

G@) ~ Glw)|

Ademais, sexa £ = |J Ly, onde £, = {G € L>®(R"); Lip(G) < 00,||G||ec < 1}. Consideremos agora
n=1
as seguintes dias funcioéns:

U, (G, H,n,m) = min(n, m)Lip(G)Lip(H)
onde G e H son funciéns definidas en R™ e R™, respectivamente.

Suponamos {X;}+cz un proceso estocdstico estacionario, diremos que é (6, £, ¥)-dependente (ou
simplemente U-dependente), se existe unha sucesién 6 = (0, )rcz decrecente e tendendo a 0 a medida
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que 7 tende a 0o; e unha funcién ¥ con argumentos (G, H,n,m) € L, x L., x N? tales que, dada unha
n-tupla (i1,...,4,) e unha m-tupla (j1,...,7m), con i1 < - < i, < iy + 7 < j1 < -+ < g, verificase
que:

‘COV(G(XIL'I,... y in),H(XJ ij))| S \I/(C;’7 H, n, m)OT

19000y



Capitulo 3

Metodoloxia bootstrap nun
contexto non paramétrico

Neste capitulo revisarase a metodoloxia bootstrap tanto nun contexto de independencia como de
dependencia.

Trataremos, en primeiro lugar, as ideas bésicas do método bootstrap nun contexto de independen-
—
cia, recollidas por Efron e Tibishirani (1986). Consideremos X= (Xi,..., X,,) unha mostra aleatoria

simple procedente dunha poboacién con distribucién F, desconecida, e suponamos que queremos fa-

.
cer inferencia sobre un estatistico R = R(X, F'). Non obstante, como a distribucién F' é desconecida,
teremos que estimala dalgin xeito. Un dos métodos que imos empregar é o método bootstrap. Para
iso, consideramos F' unha estimacion de F, e condicionalmente a esta mostra aleatoria simple, obtere-

—* A~
mos unha remostra X = (X7, ..., X}") con distribucién F. Consideramos a distribucién na remostraxe
—* A

(distribucién bootstrap) do estatistico R* = R(X , F'), e aproximaremos a distribucién na mostraxe
de R pola distribucién bootstrap de R*. Outro problema é que nos enfrontamos na préctica é que a
distribucién bootstrap de R* é poucas veces calculable directamente, entén procederemos por Monte
Carlo para poder aproximala.

Distinguiremos a continuacién varios casos segundo a estimacién que empreguemos para a distribu-
cién poboacional: o bootstrap uniforme, o bootstrap suavizado e o método de submostraxe para datos
independentes.

3.1. Bootstrap uniforme

Trataremos primeiramente o bootstrap uniforme, no cal o estimador, F', da distribucién desconeci-
da, F', é a distribuciéon empirica F,,, de modo que F' = Fj,. Esta distribucién definese como segue:

1 n
Fn(:c) = EZI{XLSI}
i=1

Deste xeito, seguimos o plan de remostraxe, coniecido como bootstrap uniforme:

1. Para cada i = 1,...,n, xerar X a partir da distribucién empirica F,, ¢é dicir, P*(X; = X;) =
1 .
=i=1,...,n.
n

2. Obter X = (X7,..., X7).
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3. Calcular o estatistico R* = ()? ).

Como xa dixemos, no caso de non poder obter exactamente a distribuciéon bootstrap de R*, proce-
deremos a aproximala por Monte Carlo, lanzando unha gran cantidade, B, de réplicas do estatistico na
remostraxe R*. Neste caso, o algoritmo contaria con dous pasos a maiores dos propostos anteriormente,
resultando o seguinte plan de remostraxe:

1. Para cada i = 1,...,n, xerar X/ a partir da distribucién empirica F,,, é dicir, P*(X; = X;) =
1 .
= j=1,...,n.
n

2. Obter X = (X7,..., X7).

3. Calcular o estatistico R* = ()_() s Fn).

4. Repetir B veces os pasos anteriores para obter as B réplicas bootstrap do estatistico R*, resul-
tando R*(M), ... R*(B),

5. Empregar estas réplicas bootstrap para aproximar a distribuciéon na mostraxe de R.

3.2. Bootstrap suavizado

No caso de que F' sexa unha distribucién continua debemos introducir esa informacién & hora de
proceder por bootstrap. Polo tanto, empregaremos un estimador da funcién de densidade e remostre-
xaremos del, o que se conece como bootstrap suavizado.

A partires do estimador da funcién de densidade de Parzen-Rosenblatt, introducido no Capitulo 1,
presentaremos o método bootstrap suavizado, que conta co seguinte plan de remostraxe:

1. A partir da mostra (Xi,..., X,,) e empregando un valor A > 0 como pardmetro de suavizado,
calcilase o estimador de Parzen-Rosenblatt fp,.

—p¥ A
2. Xéranse remostras bootstrap X = (X7,..., X)) a partir da densidade f},.

—=* .
3. Obtense o estatistico na remostraxe R* = R(X , Fy).

O estimador, Fh, da funcién de distribucién utilizado no paso 3 definese mediante:
. N 1 & z—X;
F = t)ydt = — K
@)= [ =13 w (TR

onde K(u) = ["_ K(v)dv. Este é o estimador chamado empirico suavizado da funcién de distribucién.

Analogamente 6 que ocorria co plan de remostraxe do bootstrap uniforme, de non ser posible
o calculo directo da distribucién bootstrap do estatistico R*, procederemos a aproximala por Mon-
te Carlo, ¢ dicir, repetiremos B veces os pasos 1-3 para obter réplicas bootstrap R*1) ... R*B). ¢
empregaremos estas réplicas para aproximar a distribucién na remostraxe de R*.

3.3. Meétodo de submostraxe para datos independentes

O método de submostraxe foi proposto por Politis e Romano (1994b). Como veremos na Seccién
3.6, existen duas versions para este método: unha para datos dependentes e outra para datos indepen-
dentes, esta ultima describese a continuacién
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Consideremos as observaciéns X, ..., X,, que provenen de variables aleatorias iid con distribucién
F| e sexa 6 = 0(F) un parametro, T,, = T,,(X1, ..., X,,) un estimador do mesmo, e J,(-, F') a funcién
de distribucién na mostraxe de 7, (T, — ), é dicir, J, (u, F) = P (7,(T,, — 8) < u). Fixemos un enteiro
b < n, e definamos:
Sni=Tp(Y:),i=1,2,....N

sendo Y7, Y5, ..., Yy todas as N = (z) submostras sen reemprazamento posibles de tamano b da mostra
orixinal.

A funcién de distribucién empirica que debemos empregar como aproximacién da distribucién na
mostraxe de 7, (T}, — 0) serd a correspondente s valores 7,(Sy,,; — T},), isto é:

N
1
La(z) = D (ST <ol

i=1

Presentaremos, en segundo lugar, a metodoloxia bootstrap no contexto de dependencia, tendo en
conta as condiciéns habituais de dependencia tratadas no Capitulo 2. Distinguense dous casos: o caso
no cal existe un modelo de dependencia explicita que relaciona o valor actual da serie cos seus valores
pasados, e o caso en que s6 existen condiciéns xerais de dependencia, no cal nos focalizaremos.

Primeiramente, asumiremos que se verifica a condicién a-mixing de dependencia, e describiremos
tres plans de remostraxe relativos a este contexto: o bootstrap por bloques, o bootstrap estacionario
e o método de submostraxe. Unha revisién mdis detallada pode verse en Cao (1999) e en Kreiss e
Paparoditis (2011).

3.4. Bootstrap por bloques

Ante a ausencia dunha expresién explicita que modelice a dependencia dos parametros dunha
serie temporal, xorde a primeira proposta: o bootstrap por bloques (ou MBB, do inglés Moving Blocks
Bootstrap), proposto por Kiinsch (1989) e por Liu e Singh (1992). O plan de remostraxe correspondente
6 MBB procede como segue:

1. Fixar un enteiro positivo, b (que se corresponde co tamafio do bloque), e tomar & como o menor
enteiro maior ou igual que 7.

2. Definir os bloques do seguinte xeito:
Bi,b = (X“ .Xi+17 7Xi+b71)~

Dito doutra forma, definir os bloques B;, de b valores consecutivos da mostra, comezando na
i-ésima, observacién, Vi = 1,2,...,q, sendo g =n — b+ 1.

3. Xerar k observacidns (é dicir, xerar k bloques), &1, &a, ..., &k, con distribucién equiprobable sobre
o conxunto de posibles bloques {Bi, B, ..., B, }. Nétese que cada &; é un vector b-dimensional

(&i1,&i20 -, &)

—k
4. Finalmente, definir X como o vector formado polas n primeiras componentes de

(51,17 gl,Qa agl,bv 62,17 52,2 7£Q,b7 aék,h gk,Qa aé.k,b)'

O bootstrap ordinario seria facilmente acadable a partir do bootstrap por bloques: non haberia
mais que tomar b = 1, e por tanto, k = n.
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3.5. Bootstrap estacionario

O bootstrap estacionario (ou SB, do inglés Stationary Bootstrap) foi proposto por Politis e Ro-
mano (1994a) como consecuencia da falta de estacionariedade do bootstrap por bloques. O plan de
remostraxe deste método pode presentarse de ddas formas que resultan equivalentes. Ademais, para
ambas é necesaria a eleccién dun pardmetro p € [0, 1]. Presentamos a continuacién a primeira delas:

1. A partir da mostra (X, ..., X,), construimos a funcién de distribucién empirica F,. A continua-
cién, xeramos X7 a partir de Fj,.

2. Unha vez obtido o valor X = X, para algin j € {1,2,...,n — 1}, sendo i < n, definese a

*

seguinte observaciéon bootstrap X/, ; como segue:

3

X1 = Xjt1, con probabilidade 1 —p

K2

X7y, € arroxada da funcién F), con probabilidade p

No caso de que j = n, a observacién X, i reemprazarase por Xj.
Describiremos agora a segunda forma de presentar o plan de remostraxe do bootstrap estacionario:

1. Definimos, a partir da mostra (X1, ..., X,,), os bloques circulares como segue:

Bi,b = (Xi7Xi+17 7Xi+b—1)7b € N77/ =12,..,n
sendo Xi = X((4—1)mod n)+1, S€ t >n

2. Xeramos realizaciéns iid, Ly, Lo, ..., con distribucién xeométrica de parametro p, é dicir

3. Obtemos enterios aleatorios I1, I, ..., con distribucién equiprobable sobre o conxunto {1, 2, ..., n}.

4. Finalmente, definimos a remostra (X7, X3, ..., X") como os n primeiros valores obtidos 6 unir os
bloques By, 1., Br,.1,) ---

Destacaremos a continuacion alguns aspectos relevantes do método bootstrap estacionario. Nétese,
en primeiro lugar, que o nimero minimo de bloques necesarios, k, no segundo método de remostraxe
exposto, coincide co menor enteiro k para o cal 25:1 L; > n, de modo que o conxunto de bloques
Br, 1.,B1,.1s, -, Br,, 1, tefla polo menos n observaciéns. Ademais, se p = 1, obtense o bootstrap
clésico.

En segundo lugar, o proceso bootstrap {X;} obtido condicionalmente & mostra observada é esta-
cionario. Se ademais non hai datos empatados, este proceso serda markoviano. En xeral, tratarase dun
proceso de Markov de orde r + 1, onde r = max{b € N/3i, j,i # j con B;, = B;;}.

En terceiro lugar, podemos xeralizar o segundo dos procedementos explicados para casos nos que a
distribucién de L; non sexa xeométrica e a distribuciéon dos I; non sexa necesariamente equiprobable.
Deste xeito, o bootstrap por bloques (MBB) poderéd pensarse como un caso particular do bootstrap
estacionario xeralizado, sendo:

1 sem=1»
P(lem):

0 sem=#Db
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_ 1/q sej=1,2,....q
P(I; =j) = ,cong=mn—>b-+1.

0 sej=q+1,q+2,...,n

Sen embargo, habera que ter coidado na eleccién das distribuciéns de forma que o proceso bootstrap
continue sendo estacionario.

Finalmente, tendo en conta que o tamano medio do bloque no método SB é %, podemos relacionar
o valor de p co tamano do bloque do método MBB, b, xa que un xoga un papel inverso con respecto
6 outro.

3.6. Meétodo de submostraxe para datos dependentes

Como vimos, na Seccién 3.3 describiase o método de submostraxe no caso de que estivésemos a
traballar con datos independentes. Ademais, Politis e Romano (1994b) proponen unha forma de pro-
ceder con esta metodoloxia no caso de que nos atopemos ante un contexto de dependencia.

Consideremos as observaciéns X1, ..., X, que provenen dun proceso estocastico fortemente mixing
(ou a-mixing). Ademais, sexa § = 6(F) un pardmetro e T, = T,,(X7, ..., X,,) un estimador do mesmo.
Denotemos por J, (-, F') a funcién de distribucién na mostraxe de 7, (7T, — 6). Posteriormente, fixado
un enteiro b < n, definese S,,; = T(Bip),7 = 1,2,..., N, sendo B;p, i = 1,2,..., N, todos os posibles
bloques de tamano b; e N =n — b+ 1.

Ademais, empregaremos como aproximacién da distribucién na mostraxe de 7,,(7,, — 6) a funcién
de distribucién empirica correspondente 6s valores 7,(Sy,; — T,), é dicir:

N
1
Ln(l‘) = N Zl{Tb(Sn,i*Tn)SfL’}'

i=1

3.7. Resultados tedricos

Detallaremos nesta seccién os resultados tedricos que xustifican a validez de cada un dos métodos
expostos neste Capitulo 3. Comezaremos polo bootstrap por bloques, para continuar co bootstrap
estacionario, e co método de submostraxe nun contexto de independencia e de dependencia. Asi mes-
mo, remataremos cun resultado de bo comportamento asintético do bootstrap estacionario aplicado
6 estimador da funcién de densidade de Parzen-Rosenblatt, proposto por Hwang e Shin (2012).

3.7.1. Bootstrap por bloques

A continuacién, presentaranse dous resultados que proban a validez asintética da metodoloxia
bootstrap por bloques baixo condiciéns pouco restrictivas sobre o grao de dependencia e o tamano do
bloque. Kiinsch (1989) establece a proba para xustificar a validez asintética do MBB no caso da media
aritmética. Sen embargo, serdn Liu e Singh (1992) quen o fagan para un estatistico xeral. Comezaremos
introducindo varias definiciéns previas & exposicién de dita demostracién.

Definicién 1 Un funcional T(-) é Frechét diferenciable en F' se, para algunha funcidn gr se verifica
7(6) - T(F) = [ grd(G - F) + (|G - F]),

sendo || - || a norma do supremo.
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Definicién 2 Un funcional T(-) é duas veces Frechét diferenciable en F se, para algunhas funcions
gr € hF('7 ');

T(G) - T(F) = / gr(2)d(G(z) — F(x)) - / / hp(2,y)d[G(z) — F(2)dIG(y) — F(w)] +o(||G — FI|%),

sendo || - || a norma do supremo.

Neste momento, podemos exponer a proposta de Liu e Singh (1992), considerando T,, = T(F},)
un estatistico. Asumiremos, ademais, que T é un funcional dias veces Frechét diferenciable e que o
tamano do bloque b — co. Tendo en conta estas hipoteses podemos enunciar o Teorema 1, que pon de
manifesto a validez asintética do MBB.

Teorema 1 Consideremos {X;}tcz un proceso estacionario e ca-mizing. Baizo as condicidns anterio-
res, se b — 0o e b-log n/v/n — 0, entdn

IP*(vVn(T(Fy;) = T(Fp)) < x) = P(Vn(T(Fy) = T(F)) < x)|| = 0,
en probabilidade, sendo || - || a norma do supremo.

Posteriormente, Radulovic (1996) serd quen de realizar esta proba baixo condiciéns menos restric-
tivas. Este autor demostra que sempre que unha sucesién de variables aleatorias fortemente mixing
satisfaga o Teorema Central do Limite, dito resultado tamén é valido para a versiéon bootstrap por
bloques. Este enunciado vén reflectido nos Teoremas 2 e 3.

Teorema 2 Sexa {X;}iez un proceso estacionario que satisfai a condicion de ser a-mizing, tal que
verifica que 0,15, — N(0,1) en distribucién, sendo S, = X1 + - + X,, e 02 = Var(S,). Seza
or? = Var* (3., X}), onde X} son as remostras zeradas polo método MBB cun tamano de bloque b.
Suporiamos ademais que b/n — 0 a medida que n — co. Logo, verificanse as sequintes converzencias:

1 n
1. Hy = — > (X} —E*(X{)) = N(0,1) en probabilidade.
Op i=1
. 1 =n
2. H* S (X —E*(X})) — N(0,1) en probabilidade.

n Vkay i=1

A partir da converxencia dada no epigrafe 1 no Teorema 2, temos que [|[Fy: — ®[c — 0 en
probabilidade, sendo Fpx a funcién de distribucién de Hj, e ® a funcién de distribucién normal
estdndar. Sen embargo, ainda que non é posible enunciar o Teorema 2 nun caso xeral, engadindo unha
hip6tese adicional relativa & integrabilidade uniforme, podemos obter un resultado similar, tal como
se observa no Teorema 3.

Teorema 3 Sexa {X:}iez un proceso estacionario que satisfai a condicion de ser a-mizing, tal que
verifica, sendo S, = X1 + ... + Xy -

1
1. —S,, = N(0,0?) en distribucién.
n

7

2 oo
2. {<j%) } € uniformemente integrable.

Sexa X unha remostra zerada polo método MBB, considerando un tamario de bloque b tal que b/n — 0
cando n — oco. Enton

n=1

o= % g(xi* —E(X})) = N(0,0?),
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en probabilidade.
Se ademais { X }iez verifica:

o2 n—oo 9 2
- 0%, 0° >0, (3.1)
n
1 Sh o
sendo 02 = Var(S,), enton Sy — N(0,0?) equivale a dicir que — — N(0,1) (o que implica a

7 P

integrabilidade uniforme de 2).

Logo, sempre e cando (3.1) se verifique, o Teorema 2 e o Teorema 3 serdn equivalentes.

3.7.2. Bootstrap estacionario

Nesta seccién, exporemos o resultado da validez asintética do bootstrap estacionario, dado por
Politis e Romano (1994a). Consideremos {X;}ez un proceso estacionario con funcién de covarianza
R(-), verificando:

R(0) + Z |rR(r)| < oo (3.2)
e tamén,
Y Ikau,v,w)| = K < oo, (3.3)

sendo £4(u,v,w) o cumulante de orde 4 da distribucién de (X, Xjtv, Xjtu, Xjtutvotw). Baixo estas
condiciéns, enunciemos o Teorema 4.

Teorema 4 Sexa {Xi}iez un proceso estacionario que verifica as condicions (3.2) e (3.8). Asuma-

mos, ademais, que para algin d > 0, E|X;|"? < oo, e >, [ozX(k;)]d/(2+d). Enton, o2, = Var(X1) +

&)
2> cou(Xy, Xiy1) € finita. Se 000 > 0, tense que
i=1

sup, [P(vn(Xn — i) < 7) — ®(2/000)] = 0,

sendo ®(-) a funcidn de distribucidn normal estdndar. Consideremos o método de remostraxe bootstrap
estactonario e asumamos agora que p — 0 e que np — oo. Logo,

sup, |P*(vn(X," — X,) < z) —P(vn(X, —p) <z)] =0,
en probabilidade.

En efecto, estes autores proban que sempre que p — 0 e np — oo, a distribucién de /n(X, — u)
pédese aproximar pola distribucién na remostraxe de v/n(X," — X,). Politis ¢ Romano (1994a) dan
tamén unha idea sobre cémo xeralizar este resultado a estatisticos funcionais T'(F,,), onde T é un
funcional Frechét diferenciable.

3.7.3. Método de submostraxe

Nas Seccidns 3.3 e 3.6 describese a proposta de Politis e Romano (1994b): o método de submostraxe,
cuxa idea clave é proporcionar un método bootstrap que sexa valido baixo condiciéns minimais, tanto
no caso en que os datos sexan independentes como dependentes. Ademais, Politis e Romano (1994b)
proporcionan a proba de dita validez en ambos contextos.

Consideremos, primeiramente, o caso en que (Xi,..., X,) sexa unha mostra de n observaciéns
independentes e identicamente distribuidas. A partir da notacién empregada nas Secciéns 3.3 e 3.6,
asumamos:

Tn (T, — 0) converxe en distribucién a J(-, F') a medida que n — oo. (3.4)

A continuacién, enunciaremos o Teorema 5, que xustifica a validez asintética deste método no
contexto de independencia.
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Teorema 5 Asumindo (3.4), consideremos que 1,/7, — 0, b — o0 e b/n — 0 a medida que n — oo.
Sexa x un punto de continuidade de J(-, F'). Enton verificase:

1. Lp(z) — J(x, F) en probabilidade.

2. Se J(-, F) € continua, entdn
supy|Ln(x) — Jp(z, F)| — 0,

en probabilidade.

En segundo lugar, consideremos o contexto de dependencia. Neste caso, partiremos de {X;}:ez un
proceso estacionario fortemente mixing. Enunciaremos agora o Teorema 6, onde se garante a validez
asintdtica do método de submostraxe no caso de datos dependentes.

Teorema 6 Sexa {X:}icz un proceso estacionario que satisfai a condicion de ser a-mizing. Asuma-
mos (3.4), que 7, /T, — 0, b — 00 e b/n — 0 cando n — oo. Consideremos x un punto de continuidade
de J(-, F). Entdon as conclusions do Teorema 5 sequen sendo certas.

Logo, os Teoremas 5 e 6 garanten que, baixo condiciéns minimais sobre o tamano do bloque,
o método de submostraxe é asintéticamente vélido, sempre e cando o estatistico de interese tena
distribucién limite.

3.7.4. Resultados de bo comportamento asintético de Hwang e Shin

Asumamos, finalmente, que se verifica a condicién de ¥ dependencia descrita no Capitulo 2. Ade-
mais, consideremos o estimador non paramétrico da funcién de densidade de Parzen-Rosenblatt (1.1),
e a metodoloxia relativa 6 bootstrap estacionario descrita na Seccién 3.5.

Hwang e Shin (2012) proban a validez asint6tica do bootstrap estacionario aplicado 6 estimador da
funcién de densidade de Parzen-Rosenblatt, fh(x), baixo unha serie de condiciéns (entre elas, a de ¥
dependencia), e imponendo unha serie de hipéteses sobre a funcién de densidade, f. Noutras palabras,
proban que, baixo certas condiciéns, o estimador bootstrap f;; () obtido condicionalmente 4 mostra
considerada (X7, ..., X,,) ten a mesma distribucién limite que fh(z)

As hipoteses que a funcién de densidade f debe verificar son as seguintes:

1. Sexa p a regularidade da funcién de densidade f. Definamos p = a+b,Va € NT,0 < b < 1, entén
existe unha constante A > 0 tal que f é a veces continuamente diferenciable verificando

[f @ (@) = f“(y)] < Alz -y,
onde x,y pertencen a un intervalo compacto arbitrario de R.

2. Asumamos que p é un nimero enteiro, e que a funcién tipo nicleo K satisfai as seguintes duas
condicions:

2K (x)dr =0,i=1,...,p—1
/ (3.5)

[ 2P K (x)dx # 0

3. Sexa fy» a densidade conxunta de Xy e X,,, e asumamos que existe algunha constante positiva
C tal que para todo enteiro positivo n, se verifique
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[fllee < C
(3.6)

lfonllee <C

Politis e Romano (1994a) proban que, condicionalmente 6 proceso estacionario {X;}iez, 0 pro-
ceso { X[ }tez tamén serd estacionario. O estimador bootstrap de Parzen-Rosenblatt da funcién de
densidade, obtido a partir dunha remostra bootstrap (X7, ..., X}), vird entén dado por:

fr(@) = nlh;ff (=57) (37)

Como xa dixemos, Hwang e Shin (2012) proban que, baixo certas condiciéns, o estimador presen-
tado en (3.7) ten a mesma distribucién limite que o estimador de Parzen-Rosenblatt, f,(z). Deste
xeito, a distribucién de vnh(fy(z) — f(x)) pode ser aproximada pola distribucién na remostraxe de
Vah(f;(z)— f,(x)), sendo f,(z) un estimador tipo nicleo, e g un parametro de suavizado que ten maior
orde que h. Vexamos baixo que condiciéns se da esta propiedade de bo comportamento asintético.

Teorema 7 Sexa {X;}iez un proceso estacionario que satisfai a condicidn (3.6). Suponamos que
{Xi}iez € (0, L,V1)-dependente, con 0, = O(r=127v), ou (0, L, Vy)-dependente con 0, = O(r=97),
para algin v > 0. Entdn, se n — oo, temos

1. Se nh'*¢ — oo, para algin € > 0 e p = O(1/\/n), entén para todo x,z € R verificase:

P* (m [f;;(x) —E*(f; (z))] < Z) -P (\/TE {fh(sc) - E(fh(z))] < Z) — 0, en probabilidade.

2. Se a regularidade p da funcion de densidade f é un enteiro positivo, e a funcion nicleo, K,
satisfai a condicion (3.5), h = O(n=Y@rt1)) gnl/Cr+1l) s o6 ¢ p = O(1/y/n), enton para todo
x,z € R verificase:

P~ (\/ﬁ [f;(x) — fg(aj)] < z) —-P (\/% [fh(x) - f(a:)} < z) — 0, en probabilidade.

A partir do Teorema 7, vemos que, en efecto, tendo en conta unha serie de hipéteses sobre a orde
dos pardmetros venta g e h considerados, e sobre o pardmetro p; o sesgo bootstrap do estimador (3.7)
resulta despreciable, o que implica un bo comportamento asintético do mesmo, ainda baixo un método
de remostraxe non suavizado.
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Capitulo 4

Seleccion do parametro de
suavizado para datos dependentes

Consideremos o estimador non paramétrico da funcién de densidade de Parzen-Rosenblatt e as sias
propiedades asintdticas definidas no Capitulo 1. Como vimos, para valores de h pequenos, teriamos
estimadores centrados, pero a varianza incrementariase. Sen embargo, para valores de h grandes, dimi-
nuirfa a varianza, pero a costa de aumentar o sesgo. Polo tanto, un dos problemas centrais da estatistica
non paramétrica sera atopar o valor do pardametro de suavizado, h, que proporciona o balance 6ptimo
entre o sesgo e a varianza.

Como vimos no Capitulo 1, para obter o valor 6ptimo do parametro de suavizado, h, asi como para
avaliar o comportamento dun estimador da funcién de densidade, definense varias medidas de erro.
Neste capitulo focalizarémonos principalmente no erro cuadratico medio integrado (M ISE). Ademais,
proporcionaremos, a partir destas medidas de erro, distintos selectores de venta construidos a partir dos
datos, primeiro nun contexto de independencia e logo nun contexto de dependencia. Concretamente,
describiremos os métodos de validacién cruzada, plug-in, bootstrap e bootstrap estacionario suavizado.
Finalmente, obteremos unha expresién explicita para a versién bootstrap do MISE.

4.1. Plug-in

Comezaremos dando unha descricién da obtencién da ventd plug-in nun contexto de independencia,
para logo traballar baixo a hipdtese de dependencia. Asi, considerando a ventd AMISE (1.5), Seather
e Jones (1991) propofien empregar o estimador tipo nticleo de Parzen-Rosenblatt para estimar, de
xeito non paramétrico, R(f") = [ f”(z)*dz. Se denotamos ¥, = E(f(") (X)), e empregando o método
de integracion por partes, temos que:

/f”(x)de _ /f(4)(x)f(a:)dx _y,

Polo tanto, o problema radica en estimar 4. Xeralmente, unha aproximaciéon de ¥, = E(f(r)(X)) _
[ f™(2)f(x)dz vén dada por:

sendo f(") un estimador tipo nicleo da densidade da r-ésima derivada. Chegados a este punto, pre-
cisarfamos dunha ventd g para obter esta tultima estimacion, de xeito que, considerando un ntcleo

19
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L:

. 1 <&
4 4
X)) = - ZLEJ (X - X;),
j=1
onde poderiamos obter a ventd g empregando argumentos similares, precisando de \ifg, e asi sucesiva-

mente. Seather e Jones (1991) suxiren asumir, nun destes pasos, que f é normal, con desviacién tipica
o, resultando:
(=1)"/2r!

U o)

Procederemos neste caso estimando ¥,., empregando & e iterando cara atras.

Unha vez descrita a metodoloxia plug-in baixo a hipdtese de independencia, focalicémonos na des-

cricién debte método nun contexto de dependencia, proposto por Hall et al. (1995). Consideremos

= [ f(x)?dz, R(f"(z)) = [ f"(z)?dz, R(f"(z)) = [ f"(x)?*dz e py = [2"K(z)dz. A con-

tmua(non presentamos a expresién para o AMISE con datos dependentes que desenvolveron Hall et
al. (1995)7 suponiendo que f é, como minimo, seis veces diferenciable:

AMISE(h) = %R(K)Jrih“u%R(f”)—h(i%ngR ) (2 > (1 - ) /gi(x,z)daz - R(f)) :

(4.1)
sendo gi(l‘l,l‘g) = fi(ah,l‘g) — f($1)f($2), € fz a densidade de (Xj,Xi_;,_j).

Hall et al. (1995) propofien que o pardmetro de suavizado 6ptimo, h, serd aquel que minimice a
expresion do AMISE (4.1). Asi, temos que o selector de venta empirico polo método plug-in, h, seria

5\ /5 .\ 3/5
h= <Jl> + o (‘]1> 7
n n
K 7 1
R(K) e Jo é o estimador de Jo = paR(f")

H3R(f")  20u2R(f")

Seguidamente, propofien reemprazar directamente as cantidades R(f") e R(f"’) polos seus respec-
tivos estimadores, I> e I3, que se obtenen como segue:

onde jl é o estimador de J; =

Iy = 201 — Oop, k = 2.3

R A R . 2
sendo 61 e 055, 0s respectivos estimadores de 0y = / (E(fl)) F®dz, Oy, = / (]E(fl(k))) k=1,2,3.

Ademais, f1 é o estimador non paramétrico da densidade de Parzen-Rosenblatt obtido cun nticleo K3
e un parametro ventd h;. Ténense as seguintes expresions para 0y e fop:

1 = 2 (n(n — 1))~ ZZ K@ (X - X; >

1<z<]<n

b =2 (n(o - 0820) S [ () w0 (2 )
1

1<i<j<n

Do mesmo xeito, Hall et al. (1995) proban que, baixo certas condiciéns impostas sobre o proceso
estacionario, pedindo a diferenciabilidade do ntcleo K7 considerado, e escollendo a ventd hy tal que
n~ /(461 < h < 1; 0 método plug-in para a obtencién do pardmetro de suavizado h nun contexto
de dependencia é consistente, xa que ainda que os estimadores 015, € Oog presentan un pequeno sesgo,
este é despreciable.
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4.2. Validacion cruzada

Novamente, comezaremos describindo a metodoloxia de validacién cruzada baixo a hipdtese de in-
dependencia, plantexada por Bowman (1984). Posteriormente, centrarémonos no caso de traballar con
datos dependentes, seguindo a proposta de Cox e Kim (1997).

Consideremos o caso iid. Este método afronta o problema de selecciéon de venta dende unha pers-
pectiva diferente. En lugar de basearse nas expresions de venta 6ptimas no senso do AMISE, parte

directamente de aproximar as medidas de erro. Primeiramente, o erro cuadrético integrado (ISE) de
fn como estimador de f é:

[SE(Xy, ... Xnih) = / () - f<x))2d:c,
que se pode reescribir como segue:
1B = [ fwde-2 [ fi@s@is+ [ £
= R(Fi) =2 [ o) f(a)da + R(P)

onde o 1ltimo sumando non depende de h. Asi, a venta éptima para o ISE resulta:
s =arg ming ([ ftade =2 [ o) aras
= arg miny, (R(fh) - 2/fh($)f($)d$> :

onde h aparece dentro do estimador tipo nucleo fj. Chegados a este punto, o método de validacion
cruzada trata de aproximar os dous sumandos que componen a expresion a minimizar na venta. No
caso do primeiro sumando, reescribirase do seguinte xeito:

#w = [ ot = S ker (K220,
4,7

dependendo unicamente da ventda h e da funcién tipo nucleo escollida. Notemos, para o segundo
sumando, que:

[i@s@an = (|, ).

onde Y é unha variable aleatoria con densidade f e independente de X1, ..., X,,. Polo tanto, condicio-
nando 4 mostra X1, ..., X,,, poderiamos aproximar esta cantidade por:

sendo f,; “(-) o estimador tipo niicleo de Parzen-Rosenblatt da densidade obtido con toda a mostra
excepto o dato i-ésimo.

Logo, o método de validacién cruzada baséase en obter o parametro de suavizado, h, tal que
minimiza a funcién de validacién cruzada:

CV () = R(fa) = = 3 7' (X0)
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e asi definir heoy = arg min, CV (h).
Nun contexto de dependencia, Cox e Kim (1997) propoifien unha modificacién para o método de

validacion cruzada, debido a que este tltimo produce estimadores sesgados. Xorde asi a version «leave-
(21 + 1)-out» do método de validacién cruzada (método de validacién cruzada modificado). Definimos

sendo

e [ é unha sucesién de enteiros positivos chamados a secuencia «leave-out». Pola stia banda, n; é escollido
tal que:
nng = #{(i,§) : i = j| > 1}

Deste xeito, o método de validacién cruzada modificado (M CV') seleccionard o minimo de CV;(h),

asi:
hyov = arg ming, CVi(h).

Finalmente, Cox e Kim (1997) proban a consistencia do método de validacién cruzada modificado

baixo certas condiciéns sobre o proceso estacionario considerado.

4.3. Bootstrap estacionario suavizado

Nesta seccion estudarase unha versién suavizada do método bootstrap estacionario proposto por
Politis e Romano (1994a). O propésito neste caso é presentar un selector de ventd para a estimacién
da densidade nun contexto de dependencia. Para iso, obterase unha expresién exacta para a versién
bootstrap do MISE. Este é un método novo presentado neste traballo fin de mestrado.

Consideramos en primeiro lugar o caso iid. A continuacién, presentaremos a metodoloxia bootstrap
existente na literatura para seleccionar o parametro de suavizado, h, con datos independentes. A idea
bésica consiste en desenar un plan de remostraxe, do tipo bootstrap suavizado, para estimar o erro
cuadrético medio integrado (MISFE). Seguiremos a proposta de Cao (1993), que procede deste xeito:

1. A partir da mostra (X1, ..., X,,) iid, e empregando unha vent4 piloto g, calcilase o estimador da
funcién de densidade de Parzen-Rosenblatt, f,.

2. Xéranse remostras bootstrap (X7, ..., X}) a partir da densidade fg.

3. Para cada h > 0, obtense o andlogo bootstrap do estimador de Parzen-Rosenblatt
" 1< r— X7
r(x) = — E K .
fr(z) nh 2 ( n )

4. Constriese a versién bootstrap do MISFE, resultando:

MISE*(h) = /]E* [(f;(x) - f;‘(x)>2] dz.

5. Minimizase o MISE*(h) en h > 0, e obtense o selector bootstrap:

hyrop = arg mingsoMISE*(h).



4.3. BOOTSTRAP ESTACIONARIO SUAVIZADO 23

Neste contexto pode atoparse unha expresion pechada para o MISE*(h), sen necesidade de facer
Monte Carlo:

MISE*(h) = / (Kh s f(x) — fg(x)>2dac+

n

R(f) - %/Kh * fg(m)Qdm.

Esta expresién pode escribirse de xeito mais explicito da seguinte forma:

MISE*(h) = % i [(Kh*Kngg)*(Kh*Kngg)] (XzfX])
P S (0 Iy ¢ (B )] (X~ X).

i,7=1

Consideremos agora o contexto de dependencia, e sexa un proceso estacionario a-mixing, do cal ob-
servamos unha mostra aleatoria X, Xo, ..., X,,. Centrarémonos no problema da estimacién da funcién
de densidade marxinal f das X;, asumindo a sua existencia. Novamente, consideraremos o estimador
non paramétrico tipo nicleo da densidade de Parzen-Rosenblatt dado en (1.1). A continuacién, desen-
volverase un mecanismo bootstrap desenado para seleccionar o pardmetro de suavizado, h. Este plan de
remostraxe é unha versién suavizada do bootstrap estacionario, proposto por Politis e Romano (1994a).

Sexa X, X5, ..., X, a mostra observada, e g unha venta piloto. Entén, o bootstrap estacionario
suavizado que proponemos procede como segue:

1. Arroxamos X, @ 5 partir da funcién de distribucién empirica da mostra, F,,. Esto sera equivalente
a fixar P* (Xf(d) = Xi) = %, Vi=1,2,...,n.

2. Definimos X7 = X; @ 4 gU7, onde Uf é arroxada con densidade K e independentemente de
X,

.2 *(d *(d
3. Asumamos que xa temos xeradas as observaciéns X7, ..., X} (e, consecuentemente, X1( ), e X ( )).

)

. , . . *(d . , . . . .
. = -, V.
Consideremos o indice j, para o cal X ( X. Definimos entén unha variable aleatoria binaria

auxiliar I7, ;, tal que P* (If,, =1) = 1 —p e P* (I7,; = 0) = p. Asignemos X;\? = X(jmodn) 11

x . . Ny s *(d)
sempre e cando I, ; = 1 e fixaremos a distribuciéon empirica para X, 7’| 7 ,=0-

. d . d .
4. Unha vez que foi arroxada X;(rl), definimos X\ | = XZ:(_I) +gU}, ,, onde, de novo, U/, | é xerada

a partir da densidade K e independentemente de X;(_?.

Este plan de remostraxe é esencialmente unha version suavizada do bootstrap estacionario descrito
na Seccién 3.5, que depende dun pardmetro p € (0,1) e da ventd piloto g.

Observacion 1 O proceso estocdstico bootstrap Xf(d)7X;(d), vy Xf;(d) € estacionario se non hat em-

pates na mostra, é dicir, normalmente € estacionario. Esto implica que todas estas variables aleatorias
bootstrap tenen como funcion de distribucion F,.

Observacién 2 O proceso estocdstico bootstrap Xi, X5, ..., X} € estacionario e a densidade bootstrap
de cada X} € fg, 0 estimador tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt obtido a partir da mostra X1, Xa, ..., Xy,

unha consecuencia inmediata do feito de que X;(d)

z

e empregando unha ventd piloto g. Fsta € son
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variables aleatorias discretas bootstrap, con funcion de distribucion comun F,:
it+1
. d d
- ZP* (Xi*J(rl) + 99U, < x‘X*(@_X) P (Xz:(l) = Xj)
=1 i+1 =<
= }’E:HM i1 < AL
nia 9 IxP=x;

- (=R
n i g

P*(X;<x) = P* (X*<d>+g ;st)

onde K € a funcion de distribucion asociada a K. Derivando a anterior expresion con respecto a x,
obtemos a densidade bootstrap de X :

11 z—X; 1 — z—X; .
- K J\ — = K J ) — .
n;g < g ) g 2 ( g > o)

Observacion 3 Como ocorre no caso non suavizado, o parametro p dd liberdade ¢ método bootstrap.
O plan de remostraze resultante abrangue dende un mecanismo bootstrap suavizado cldsico (p = 1),
descrito por Cao (1993), ata unha permutacion circular suavizada da mostra (p = 0).

4.3.1. Expresién exacta para o MISFE (h)

Como xa vimos, unha medida global do erro cometido polo estimador tipo nicleo da densidade é o
seu erro cuadratico medio integrado, dado por

MISE (h) =E U (fh (z) —f<x))2dx] =B(h)+V (h),

onde

Sy
=
S~—

[

JE(h@) - @] ae

Vi(h) = /Var (fh (x)) dx

son o sesgo ao cadrado integrado e a varianza integrada do estimador, respectivamente.
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No caso #id, é sinxelo obter unha expresién exacta para o MISE (h), empregando que

2

B = [E-x) - fela= [ [Ke-n i - o]
= [ K @) = F @) o

V(h) = n*l/Var(Kh(xfxl))dx
- n’l/{E (Kn (@ = X1)*) = [E (K (@ — X2)) } da
= n1h2//K<x y)2f(y)dydx—n1/{/Kh(x—y)f(y)dy o
= n_lh_l//K(u)2f(x—hu)dudm—n_l/(Kh*f(x))de
. n’lh’lR(K)—n’l/(Kh*f(a:))zdx,

sendo * o operador convolucién.

No contexto de dependencia, os mesmos célculos son validos para B (h), mentras que V (h) pode
ser obtida tendo en conta todas as posibles covarianzas. En primeiro lugar, é 1til considerar a estacio-
nariedade do proceso, ademais dos termos que compoilen a varianza integrada no caso iid (denotémolo

Vo (h))

V(h) = /Var (Kp (r — X1))de+n~ 2z:/COU (Kp (z = X;), Kp (2 — X)) do
i#]
- h) +2n~ 22:/001) Kp(z—X;), Ky (x — Xj))dx

= Vo(h)+2n~ QZ/COU (Kp(x—X1),Kp (v — Xj_iy1)) dx

n—1

= Vo(h)+2n~ QZn E/C’ov (Kp (x — X1), Kp (2 — Xpg1)) de.
=1

Agora,
/Cov (Kn (2 — X1), Kp (2 — Xoa1)) do
/E(Kh (- X1) K (x—Xg+1))dx—/[E(Kh (x - X)) do
///Kh x—y) K, (xfz)f(y)fg(z|y)da:dydzf/(Kh*f(x))Qda:
[ [ 8t =05 @) K el (@) dwdy [ (0 7 @) i,

sendo fy (z|y) a densidade condicional de X1 sabendo que X; = y, avaliada no punto z.

Consecuentemente, finalizamos cunha expresién exacta para o erro cuadréatico medio integrado do
estimador de Parzen-Rosenblatt para un proceso estacionario:
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MISE(h) = B(h)+V (h), onde
B(h) = /(Khmx)—f(x))?dw,e

Vi) = n_lh‘lR(K)—/(Kh*f(x))de

+2n_2n_1(n—f) Kp (x—y) f(y) Kn* fe (oly) (z) dxdy.
; // (@ —y) f(y) Kn* fo(oly y

Como cabia esperar, esta férmula non depende unicamente da funcién tipo nicleo, o parametro de
suavizado e a densidade marxinal, f, do proceso; senén que tamén depende das densidades condicionais,
fe, que caracterizan a dependencia.

4.3.2. MISE* (h): a versién bootstrap estacionaria suavizada do MISE (h)

Consideremos o caso iid e o plan de remostraxe bootstrap suavizado estandar descrito na Secciéon 3.2
(que corresponde con tomar p = 1 no plan de remostraxe bootstrap estacionario suavizado). E sinxelo
obter unha expresién exacta para

wrses (0 = | [ (Fi @)~ i, @) ad].

a versién bootstrap do MISE (h), descrita por Cao (1993). A expresién resultante é

MISE*(h) = B*(h)+V*(h), onde
B*(h) = n? Z (K * Kg — Kg)  (Kn x Kg — Kg)| (X; — Xj), e
V() = n'h'R(K)-n"3 Z [(Kp * K,) % (K K] (Xi — X;).

Esta expresion é moi util dado que non é preciso o uso de Monte Carlo.

De novo, atopamonos co problema da eleccién éptima da ventd piloto g, que vén ligado & da
estimacién 6ptima da curvatura da funcién de densidade. Asi, unha boa eleccién de g é a que minimiza:

(/f;’(x)%x—/f”(x)2dm)2],

sendo o valor asintético de dita venta g:

o [KE"@Rar T
90 = (ndKff(3)(;v)2dx> ’

E

A continuacién, obterase unha expresién exacta para MISE* (h) no caso de dependencia, tendo
en conta a estacionariedade do proceso. Consideremos unha mostra aleatoria que provenia dun proceso
estacionario, X1, Xo, ..., X, e a versién suavizada do bootstrap estacionario, f;: (2), do estimador tipo
nicleo da densidade de Parzen-Rosenblatt, dado por

fil) == S K- X7),
=1
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onde X7, X5, ..., X é unha remostra bootstrap estacionaria suavizada, tomando unha ventd piloto g.

O erro cuadrético medio bootstrap vén dado por

&

*
r
—

N
>3

(@)~ fy @)’ s

I
%
=
=
3
=

onde

V=(n)

I
<
Q
S

*
/N
=
%
—~
=
N—
N——

Se continuamos cos célculos, obtemos

JE (@) - fy @] do+ [var (fi @) do

B*(h) = /[/Kh(xy)fg(y)dyfg(x)rdx

n n 2
= /[/Kh(wy);ZKg(yXi)dyiZKg(in)] dx

[ n

- n*Q/ Z</Kh(xy)Kg(yXi)dng(xXi)>rdx

Li=1

= n_2/ i(/Kh(x—Xi—u)Kg
= n_2/_i(Kh*Kg(a:—Xi)—Kg

= 0 30 [ Ky~ K o = Xl [+ Ky = Ky) 0= Xl de

i,j=1

= D [ By B (N[ Ky — K (X X )] de

i,j=1

= 0 D [ By~ 5 @)+ Ky — ) (50— X, — )] o

i,j=1

(x — Xi))] dx

= n2 Z (K Kg = Kg) * (Kn x Kg — Kg)| (X; — X;),

i,j=1

que, como era esperable, coincide coa expresion para o sesgo bootstrap integrado no caso iid.
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A varianza bootstrap integrada, en cambio, resulta:

V*(h) = /Va,r* (nlth (x—Xf)) dx
= n_l/VaT* (Kp (z — X7))dx

+n 2 E /C’ov* (Kn (x — X}), Kp (. — X)) da.
ij=1
i#]

Cémpre ter en conta que

J

Cov* (Kn (x — X7), Kn(z — X)) = E° |:COU* <Kh($—Xi*)7Kh($—X’.k) B;j)]

+ Cov* [E* (Kh(SU —Xik)|B;j) B (Kh(w - X5 B:j):| ’

mais este segundo sumando é cero xa que

E* | K, (z — X7)

] =B | K (0= X5) |, | =B (o= X0 = (K ) (o),

sendo B; o indicador de que X e X pertenzan 6 mesmo bloque bootstrap, é dicir:

* % * *
Bij_Ii+1'I'L+2""'Ij'

E claro que estes indicadores bootstrap tenen distribucién de Bernoulli de tal xeito que
P* (B =1)=(1—p)".
Logo, retomando os calculos da varianza bootstrap integrada, temos que:

Vi) = n! / (e (Ki (o~ X)) — [B° (K (z — XD) } da

+2n2 Z /IE* {C’ov* (Kh (x— X)), Kn (z — X7) B,ﬁ)] dx.
J

i,j=1
i<j

O primeiro termo na varianza bootstrap integrada é exactamente o mesmo que no caso iid, o que
conduce a

n~! / {]E* (Kh (- Xf)Q) B (K (¢ — X{‘))]Q} dz

= n'h'R(K)—n"3 i [(Kp* Ky) % (K * K)] (X — X;).

i,7=1

Neste momento, centrarémonos no termo onde aparecen as covarianzas. Primeiramente, usaremos

a distribucién bootstrap de Bernoulli que segue Bj;, e o feito de que X[ e X7 son independentes

K
condicionalmente a que B}, = 0. Ademais, se Xi*(d) = Xj e Bj; = 1, entén tense que X;(d) =

X[(k+j—i—1)modn]+1- Tendo en conta o anterior, temos que:
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E* [Cov* (B (z = X7), Kn (z - X7))

= (1—p)j_i-00v* (Kh (x — X!),Kp (J:—X]*)

B/.*,=1)
ij
B;j—1>

(K (o= XDl ) B (B o= X)L, )]

= =[5 (K- X0 K (o - X))

= (1-p) 7" |E*|E* (Kh(aj—Xi*)-Kh (m—X;) U;‘,U;,B;g—l) 5 1]

~ [E* (Ko (o — X))

i —1 * 1 n * *
= (I-py ™" |E EZKh (# = Xp — gU;") - Kn (2 = X[(htji-1)modn]+1 — 9U;)
k=1

_ (1_p)j—i, [i’;//Kh(x—Xk—gu)

Ky, (x — X[ (htj—i—1)modn]+1 — gv) K (u) - K (v) dudv
(iZ/Kmxkgqu(u) du) ]
k=1
1 &
- (1- )J‘l-[ Ky (z — Xy — 5)
p n’;// h k

'Kh (.’E — Xf(k+j7i71)modn‘|+1 — t) . Kg (S) . Kg (t) dsdt
n 2
- <1Z/Kh(xXk.s)~Kg(s) ds) ]
n
k=1

L 1 &
= (1—}7)] . [nth*Kg (x_Xk)'Kh*Kg (.T_X((kJrjfifl)modn‘\Jrl)
k=1

- [:LZ]E* (Kh (x — X — gUY))

k=1

n 2
_ [:LZKh*Kg(x—Xk)]

k=1

Consecuentemente, o segundo termo da expresién da varianza bootstrap integrada sera

on~? Zn: /E [Cov* <Kh (r— X7). Ky (z — X) szﬂ do

ij=1
1<J



30 CAPITULO 4. SELECCION DO PARAMETRO DE SUAVIZADO PARA DATOS DEPENDENTES

n

P

]:
1<y

l *1Z/Kh>|<K $—Xk) Kh*K (JC—X((]H_] i 1)m0d7ﬂ+1)d

n=2 Z /Kh*K (z — Xp) - Kn * Ky (x — X;) da
k=1

= 273 Z (1 — ] ‘ Z Kh * K Kh * K )] (Xk — X[(k+j7i71)modn]+1)
ij=1 k=1
1<j

oY (=) Y [0+ ) (B + )] (X~ Xo)

= k=1
n—1 n
( n—+£) (1 - )'Z[(Kh*K (K Kg)] (X — Xo)
=1 k=1
n—1 n
= 270 > (n =) (1= p)" [(Kp * Ky) % (Kn * Kg)] (Xt = X[(kte—1)modn]+1)
(=1 k=1
- ( l—p-(1-p)" (-1(-p"" —n(l—p>"+1—p>
—2n n - 5
p p
Y (K o+ K)o (K x Ky (Xi — X))
k=1
n—1 )
Para probar a ultima igualdade cémpre calcular a suma > (n —¥) (1 — p)°, obtendo:
=1
n—1 n—1 n—1
¢
(n=01-p" = nY (1-p)=> 1-p)
=1 =1 =1
(L=p)" '(1=p) = (1—p) 1
= n —(1=p)) 1-p)
(1-p)—1 ;
n—1
1-p—(1-p)"
- U2 )3 e p) (4.2
p =1
n—1
Para calcular o valor de > #(1 — p)~! consideremos a funcién de 7:
=1

n—1
r) = Z oL
=1
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Obviamente ¢(r) ¢ a derivada en r da funcién:

n-1 n—1 n
_ ¢ e —r " —r
G(r)—lzzlr — —
Asi pois:
g(r) = dG(r) _ (T =D -1 = (" =)l
dr (r—1)2
e =) =1 = (" =)
a (r—1)2
_ (=Dt 4]
B (r—1)2
Co cal:
n—1
- -1 —p)"—n(l—p" ' +1
01 =p) L =g(1 = _ (n
42::1 (1-p) 9(1—p) T 517
_ (m=1DA=p"—nl-p" ' +1
= - '
Utilizando isto na expresién (4.2), obtense:
n—1 n . .
Z(nfé)(lfp)e:nlip*(lfp) _(n =11 -p) H—nl-p"+1-p
=1 p p2 )

como queriamos demostrar.

Finalmente, xuntando todos estes termos, obtemos a expresién exacta para o MISE*(h) nun
contexto de dependencia:

MISE*(h) = n2 i [(Kp* Ky — Ky) * (Kp s Ky — K,)] (X; — X;)

ij=1

+n AT IR(K) —n3 zn: (K * Ky) % (K % K] (Xi — X)

Q=1
n—1 n
420723 "N " (n = 0) (1= )" [(Kn % Kg) # (Kn # Kg)| (X — X[(ot-0-1)modn] +1)
(=1 k=1
L 1-p—(1-p)" (-1DA-p)""—n(l-p"+1-p
—2n n » - p2
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= n'AR(K)

no1l L l-p=(1-p)" L (-D-p"" —n(l-p)"+1-p
-2 +2
n3 pn3 P2

n4
n

Y (Kn # Ky) x (K + K] (X; — X;)
ij=1
2n 2 i (Kn* Ko * Kg) (Xi — Xj)

02 Y (K Ky) (X0 - X)

i,j—l

32 n f 1— ZZ Kh*K Kh*K)] (Xk_X]'(k+€—1)modn'\+1)'
k=1

A partir desta expresién obsérvase que o célculo da funcién MISE*(h) para cada ventd h implica
o calculo de catro dobres bucles en indices que varian dende 1 ata n. Como consecuencia, o nimero
de operaciéns necesarias é de orde n?. Por conseguinte, o tempo de cdlculo non debe resultar excesivo,
agds para tamanos mostrais, n, extremadamente grandes.



Capitulo 5

Simulacions

Co fin de comprobar na préactica o bo comportamento dos selectores do pardmetro de ventd pro-
porcionados polos métodos presentados no Capitulo 4, e en particular, para comprobar a eficacia do
método bootstrap estacionario suavizado empregando a expresién exacta para o MISE*(h), desen-
volveremos un estudo de simulacién neste capitulo. Este estudo de simulacién sera similar 6 levado a

cabo por Cao et al. (1993).

Este capitulo estd organizado en duas secciéns. Por unha parte, describiranse os modelos que se
van simular indicando, entre outras cousas, as densidades poboacionais e o tipo de dependencia. Pos-
teriormente, procederase 6 correspondente estudo de simulacién no que se compararan empiricamente
os diferentes selectores de ventd, asi como o tempo de CPU que precisa cada método. Finalmente, fo-
calizarémonos na comprobacién do bo comportamento (na préactica) do pardmetro h obtido a partir da
expresion exacta para o MISE*(h), e consecuentemente, no método bootstrap estacionario suavizado.

5.1. Modelos simulados

A continuacion describiremos as diferentes funciéns de densidade que empregaremos para mostrar
os resultados précticos para cada situacion.

= Un modelo autorregresivo de orde 2 dado por:
Xy =-09X;1 —0.2X; o+ ay, (5.1)
sendo a; variables aleatorias iid con distribucién comtn N (0, 1) independentes de X;_1, X;_o, ....
= Un modelo de medias mobiles de orde 2 que vén dado por:
Xi =a; —0,9a;—1 + 0,2a;_2, (5.2)
onde a; son variables aleatorias 7id con distribuciéon comun normal estandar.
= A mostra, neste caso, provén dun modelo AR(1) con ruido normal, dado por:
X, = ¢Xi1 + (1 — 9> ?qy, (5.3)
sendo a; variables aleatorias independentes con distribuciéon comiin, dada pola normal estandar.
Ademais, a; é independente de X;_q1,X;_o,.... A autocorrelacién seré fixada para os valores

¢ = 0,%0,3,+0,6,+0,9. Deste xeito, como veremos mais adiante, a distribucién marxinal das X;
é sempre unha N (0, 1) independentemente do valor de ¢ elixido.

33
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= Un modelo AR(1) con erro que ten distribucién mixtura dunha exponencial e dexenerada en
cero:

Xt = QZSXt_l + ag. (54)
Neste caso, a; son variables aleatorias, independentes e identicamente distribuidas, con distribu-
ciéon dada a partir do condicionamento dunha variable I; discreta:

P(It = 1) = ¢aP(It = 2) =1- ¢7 con

atl,—y L) (constante), at|; _, 4 exp(1).

Consideraremos ¢ = 0,0,3,0,6,0,9.
= Un modelo AR(1) formalmente definido mediante a mesma expresién (5.5) que o modelo (5.4):
Xy = ¢oXi—1 +ay, (5.5)

mais a distribucién da variable aleatoria do erro é diferente:
P(I; =1) = ¢*, P(I; =2) = 1 — ¢?, con

at\IFl 20 (constante), at|1t:2 4 Dexp(1),

sendo Dexp(A) a distribucién dobre exponencial de pardmetro A, é dicir, a que ten por funcién de

1
densidade g(z) = 5)\6_M”’|. Os valores que empregaremos para ¢ seran ¢ = 0,+0,3, 40,6, £0,9.

» Unha mixtura de dous modelos AR(1) con ruido normal:

Xt(l) con probabilidade 1/2
Xt = ’ (56)

Xt(2) con probabilidade 1/2

sendo Xt(j) = (=1)7*t + O,E)Xt(f)1 + agj) con j = 1,2, para todo t € Z, e agj) < N(0,0,6)
independentes.

E sinxelo ver cal é a distribucién que seguird cada un dos modelos que acabamos de presentar,
describindo a sta obtencién a continuacion.

= O modelo autorregresivo dado en (5.1) ten, como dixemos, ruido normal, de xeito que a; son
variables aleatorias iid con distribucién normal estandar e independentes de X;_1, X}, .... Polo
tanto, a distribucién marxinal de X; é normal. Bastard ent6n con calcular a partir de (5.1) a
esperanza e a varianza de X;. Consideremos, por xeralizar, o modelo X; = ¢1 X1+ @2 X; o+ ay,
sendo a; variables aleatorias iid con distribucién N(0,02), e vexamos cal é a esperanza de X;:
E(X;) = px,Vt € Z.

px =E(Xy) = E(¢1Xi—1+ ¢ Xy 2+ ay)

= 0E(Xi1) + ¢2E(X;2) + E(ay)
O1E(X:) + ¢2E(X)
= ¢1px + d2px,
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polo que (1 — ¢1 — ¢po)ux = 0, e consecuentemente, se ¢1 + ¢o # 1, entén px = 0. Igualmente,
grazas & estacionariedade, resulta doado atopar a varianza de X;: 02(X;) = Var(X,) = 0%,Vt €
Z:

0% =Var(X;) = Var(¢1 X, 1+ ¢2Xi o +ay)
Var(¢1 Xs—1 + ¢2Xs—2) + 02

= ¢IVar(X;—1) + ¢3Var(X;_2) + 2¢12Cov(X;—1, Xi—2) + 02
= $?Var(X,) + ¢2Var(X;) 4+ 2¢0102Cov(X;_1, X;_2) + 02 (5.7)

= ¢?Var(X,) + ¢2Var(X,) + 201 ¢ : 1 5 Var(X;) + o2
- @2

) Var(X;) + o2

= (¢§ + 63+ 201027 _1¢2
= (dﬁ + 63 + 2¢1¢2¢1) ox +o2,
1—¢2

de onde se deduce que

0.2

ok = a N (5.8)
(1- 0t - 63— 200002

En (5.7) dsase que

Cov(Xy—1,Xi—2) = E(Xi—1-Xi9) —E(Xi—1)E(Xi—2)
E(X; 1 - X;2)
(X¢ - Xig1)
E(X(p1 Xt + ¢2 Xy 1 +ary1))
= NE(X7) + pE(X; - Xi1),

|
=

d)l 2

o%.
1—gy X

pOlO que E(Xt . Xt—l) = ¢10’§( + ¢2E(Xt . Xt—l)- LOgO ]E(Xt . Xt—l) =

Asi, obter a varianza de X; non ten mdis que sustituir en (5.8) polos correspondentes valores
de ¢1 = —0,9 e p2 = —0,2, tendo en conta que o2 = 1. Deste xeito, resulta que a distribucién

marxinal das X; é X, 4 N(0,0,42).

= Procederemos de xeito andlogo para cofiecer a distribucién do modelo (5.2). Consideremos, a
modo de xeralizacién, un modelo de medias mdbiles tal que X; = a; + 61a;_1 + 62a;,_2, onde a;
son variables aleatorias con distribucién normal estandar, e as independente de a; se s # t. Neste
caso, os calculos da esperanza e varianza de X; resultan madis sinxelos, xa que cada X; é suma
de variables aleatorias normais independentes con media:

px =E(Xy) = E(a;+601ai—1 + 02a,-2)
= E(ay) + 01E(ai—1) + 2E(a;—2)
= E(ay) + 01E(a;) + 62E(ay)
(1+ 61 + 62)E(ay)
= 0.
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e varianza:
0% = Var(X;) = Var(fra;_1 + 02a;_2) + Var(a;)
= 0?Var(a;_1) + 03Var(a;_5) + Var(ay)
= (6% + 62 + 1)Var(ay)
= 07 +05+1.
Como consecuencia, a distribucién marxinal das X; 6 X; = N (0,67 + 63 + 1) , sendo 6; = —0,9

e 0y = 0,2, ¢ dicir, X, £ N(0,1,85).

En (5.3) temos de novo un modelo autorregresivo de orde 1, con ruido normal, sendo a; varia-
bles aleatorias iid con distribucién normal estdndar, e a; independente de X;_1, X;_5 .... Logo,
é sinxelo demostrar que a distribucién marxinal das X; é tamén normal, con media:

px =E(X)) = E(6Xea+(1-69)" %)

= GE(Xi—1) + (1 - ¢%)/?E(ar)
= QE(X;) + (1 - ¢%)/*E(as)
= ¢E(Xt)

= oux,

logo (1 — ¢)ux =0, e sempre que ¢ # 1, tense que px = 0. Obtelamos agora a varianza de X;.

ok = Var(X;) = Var(¢X;1)+ Var ((1 - ¢2)1/2at>
= ¢°Var(X; 1) + (1 — ¢*)Var (a;)

¢*Var (X;) + (1 - ¢%)

= ¢’k +(1-¢%),

e consecuentemente, (1 —¢?)o% = 1—¢?, de onde concluimos que 0% = 1. E dicir, a distribucion
marxinal das X; é X, < N(0,1).

O modelo dado en (5.4) é un proceso autorregresivo de orde 1, con erro que posue estructura
exponencial. Aplicando a ecuacién (5.4) recursivamente k veces (sendo k un nimero natural),
obtense:

Xi = ¢Xi14a =X o+ dar_1 +ap = - (5.9)
P X 1 + Qg + O 1 o+ Pa—1 + ay

Denotando por ¢x e ¢, as funciéns caracteristicas das variables aleatorias X e ag; isto é,
ox(t) =E (") e p,(t) = E (e, tense, a partir da expresién (5.9):

ox () = ox (571t) - a (6°t) - @a (F71E) -+ @u (01) - a (1),

é dicir,

=

px(t) = px (¢11) H (¢'1). (5.10)
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Por outra banda, é ben conecido que a funcién caracteristica de Y 4 exp(A) vén dada por

1
it . ., ;. ,
ey (t) = (1 — A) . Como consecuencia, a funcién caracteristica de ay é:

pa(t) = E (") =F [JE (eitas

= P(L,=1)-E (e,

1)} (5.11)

- ase““+<1¢>-(1if>_ —pt(1-6) (1—it)
= Q—it) - (1—it)+1—¢] =1 —it)" - (1 —igt)
_ 1—igt
1=t

Utilizando a expresién (5.11) en (5.10) obtense:

k: .
k IFPVES| 1:[ ( _iquﬂt)
ox (00 T (250 ) = ow (0 | H———
Jj=0 H (1 — Z¢Jt)
7=0

ex(t)

(1= igh+ip) f{l (1 - igit)

_ k+1 J
(1—it) T] (1 — i)
j=1
_ (1) 1 —ightit
1—it
ou, o que é 0 mesmo,
, 1 —igktlt
ex(t) = px (¢"'t) - - (5.12)

Dado que 0 < ¢ < 1, tomando limites cando k — oo e tendo en conta que calquera funcién
caracteristica, o(t), ¢ continua e verifica que ¢(0) = E [¢"*Y] = 1, a expresién (5.12) permite
deducir:

1— i¢k+1t:| lim (1 — Z¢k+1t)

ox(t) = klirgo [@x (¢k+1t> . = 1220 ox (¢k+1t) k—oo —

I
S
N
=
©
ol
+
=
~
~——
—
/‘\
ol
1
18
~——
~
I
AS)
>
=
S~—
—_
|
~
o
~

1—it
(1—4t)~!

que é a funcién caracteristica dunha exp(1). Asf pois, baixo o modelo (5.4), a distribucién mar-
xinal da X; é unha exp(1).

= Neste caso, o modelo autorregresivo dado en (5.5) poste estructura doble exponencial. Denotando

1
por Z unha variable aleatoria con distribucién Dexp(X) e definindo P(S =1) =P(S = —1) = 2
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e Y unha variable aleatoria exp(\), independente de S, pode demostrarse que Z = S-Y, de xeito
que a funcién caracteristica de Z é:

pa) = E() =B [5(c"],)]
itz itZ
= E("] ) P(S=1)+E ("], ) - P(S=-1)
— E.E(eitY)_,_l.E(eit(—Y)):}.(p (t)+1.@ (—t)
2 2 2 7Y 2 7Y
it it
1 "1 AR R v
= - (1-=) 4+ (1+5) == . .
2 A 2 A 2 1_2 1+§
A A
= (iot) 14 oY h
A A N A
2\
Asi pois, no caso concreto A = 1, obtense que:
oz(t) =1 +t)"" (5.13)

Como consecuencia da distribucién que segue o ruido a; do modelo (5.5) e de (5.13), obtense:

pat) = ¢+ (1-0") 1+ =9+ (1—¢?) - (1+¢*)7" (5.14)
(L+)7" [¢*(1 + %) +1— ¢7]
1497
14+

Neste modelo, a expresién (5.10) volve ser certa mais cun valor distinto para a funcién carac-
teristica ¢, (t), que agora é a expresién (5.14). Usando dmbalas ddas obtense:

k 1 2 42542
px(t) = ox (8M) U( 1—i_+¢¢fﬂt2 ) (5.15)
b (14 20D
= o (<z>’““t)-j130(1w%t2>
14+ @2kt2s2
= e (071

Tomando limites cando k — oo na expresién (5.15), temos que:

1

_ _ 2\—1
1+¢2_1+¢2_(1+t)

ox(t) = ¢x(0) -

que é a funcién caracteristica dunha Dexp(1). Co cal, a distribucién marxinal das X; é unha
Dexp(1).

Por dltimo, o modelo dado en (5.6) é unha mixtura de dous modelos autorregresivos de orde

1 con ruido normal. E ben cofiecido que, como o ruido a,E 7 ten distribucién normal, tamén ten
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distribucién normal marxinal a variable aleatoria Xt(] ). A stia media e varianza poden calcularse
sinxelamente no caso de estacionariedade:

i =E(xP) = (-1 4058 (X)) +E (o)
= (17 059,

o que implica que 0,5u(§) = (=1)U*Y. Logo, concluimos que ug?) =2-(—1)7*! de onde se segue

que ,u;) =2e ,ug?) = -2.

Por outra banda, no caso da varianza:

ai(j) = Var (Xt(j)> = Var ((—1)9'+1 + (),{’)Xt@1 + agj))

0,52Var (Xt@l) + Var (a§j>)

0,25037) 40,6,

polo que ai(j) =0,8, para j = 1,2.

Como consecuencia, a distribucién marxinal de Xt(l) é unha N(2,0,8), a distribucién marxinal
de Xt(Q) é unha N(—2,0,8), e a distribucién marxinal da X; é a seguinte mixtura de normais:

1 1
5N (2,08) + 5N (=2,08).

5.2. Resultados de simulacion

Unha vez que describimos os modelos que imos empregar no seguinte estudo de simulacién, proce-
deremos a comezar co mesmo. En primeiro lugar, obteremos, como xa dixemos, mediante cada un dos
métodos descritos no Capitulo 4, os pardametros de venta para cada unha das densidades mostradas
anteriormente. Denotaremos por hp; a venta obtida mediante o método plug-in, hascy a venta obtida
mediante 0 método de validacién cruzada modificado, hE2°T a vent4 obtida mediante o método bo-
otstrap estacionario suavizado empregando Monte Carlo para aproximar o MISE*(h), por hgoor a
venta obtida mediante o método bootstrap estacionario suavizado empregando a expresion exacta para
o MISE*(h), e por hyrsg, a obtida minimizando o MISE(h), facilmente calculable debido a que
conecemos a densidade real da serie temporal a tratar. Ademais, denotaremos por CPUp;, CPUpcv,
CPU ﬁ%OT, CPUpoor; os tempos de computacion requeridos para obter os pardmetros venta polos
métodos plug-in, validacién cruzada modificada, bootstrap estacionario suavizado empregando Monte
Carlo para a aproximaciéon do MISE*(h), e bootstrap estacionario suavizado empregando a expresién
exacta para o mesmo; respectivamente. Estes tempos viran dados en segundos.

Ademais, presentaremos os resultados das simulaciéns

hpr —huise
hMmISE

hyev — huise
MISE 5.16
hyvise (5.16)
hsoor — hmise
huIsE

para comprobar o bo funcionamento da expresién exacta desenvolta para o MISE*(h) no Capitulo
4, asi como das ventas plug-in e de validacién cruzada modificada. Para iso, veremos se os resultados
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das expresidns (5.16), aproximadas por simulacién, son préximas a cero. Nestas expresiéns ponemos
en relacién o selector de venta correspondente, do cal queremos ver o seu bo comportamento a nivel
préctico; co selector de venta hjsrsg. Logo, é claro que se este resultado é préximo a cero, implicara que
ambos selectores son similares.

De xeito andlogo, presentaremos tamén os resultados das expresiéns (5.17) aproximadas por simula-
cién, nas cales ponemos en relacion MISE(hyrsg) cos criterios de erro MISE(hpr), MISE(hpev)
e MISE(hgoor), é dicir, o erro que cometemos é estimar a funcién de densidade cos selectores
hpr, harov € hpoor, respectivamente. Novamente, se este resultado é préximo a cero, implicara que o
erro cometido 6 estimar a funcién de densidade co parametro de suavizado correspondente serd préximo
6 erro cometido co parametro hysrsg, que é o minimo erro posible.

MISE(hp;) — MISE(hy1sE)
MISE(hy1sg)

MISE(hyev) — MISE(hyrse)
MISE(hMISE)

MISE(hBOOT) - MISE(hMISE)
MISE(hyise)

Procederemos como segue para escoller o valor 6ptimo do pardmetro de suavizado:

(5.17)

1. Consideraremos un conxunto de catro ventas equiespaciadas entre os valores 0,01 e 10.

2. Deste xeito, mediante cada método, escolleremos a ventd mais axeitada entre esas catro dadas,
é dicir, a que presenta o menor valor de todas elas para a funcién que se estd a minimizar.
Denotémola por hopr, .

3. Posteriormente, consideraremos entre o conxunto de catro ventas iniciais, a anterior e a posterior
a hopr,.

4. Neste momento, construiremos un conxunto de catro ventas equiespaciadas entre estes dous
valores seleccionados.

5. Finalmente, repetiremos os pasos 2-4 dez veces, sendo o pardmetro de ventd 6ptimo o resultante
na udltima etapa.

Esta sera a forma de obter a ventd h para os métodos de validacién cruzada modificado e ambos
bootstraps estacionarios suavizados (aproximando o MISE*(h) por Monte Carlo ou empregando a
expresion exacta para o mesmo). En cambio, o método plug-in obtén de xeito directo a ventd h, como
xa explicamos na Secciéon 4.1. Consideraremos ademais 50 mostras aleatorias de tamano n = 100 cada
unha. No caso do uso de Monte Carlo, empregaremos B = 100 simulaciéns. Seria recomendable que o
nimero de mostras e o numero de réplicas bootstrap foran mais grandes, por exemplo 1000 mostras
e 1000 réplicas bootstrap. Mais debido ¢ elevado tempo de computacién necesario mantivéronse estes
valores. De todos xeitos, mostraremos ao final deste capitulo os resultados das simulaciéns que descri-
biremos ao longo do mesmo, considerando 500 mostras de tamano n = 100 no caso concreto do modelo
(5.3) con ¢ = 0,9, co fin ver os cambios que se producen con respecto 6s resultados con s6 50 mostras.

Finalmente, debemos determinar o parametro que regula a dependencia no caso da validacién cru-
zada modificada, [, e no caso do bootstrap estacionario suavizado, p. Por unha banda, tomaremos un
valor p = 0,05. Por outro lado, | tomara dous valores dependendo do caso: | = 5 se a correlacion
é alta, é dicir, nos modelos (5.1),(5.2),(5.6); para valores ¢ = £0,9,40,6 dos modelos (5.3), (5.5); e
por ultimo, para valores ¢ = 0,6,0,9 do modelo (5.4); mentres que nos casos restantes empregaremos
un valor [ = 2. Cémpre dicir que se probaron outros valores para p e [, mais estes resultaron os mais
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axeitados (dentro dos que se probaron).

Posteriormente, mostramos o grafico das estimaciéns das densidades de cada modelo con cada un
dos selectores de pardmetro venta a partir dunha mostra concreta de tamatnio n = 100 (Figura 5.1). O
significado das cores que empregamos nesta figura é a seguinte:

= A lina azul representa a estimacién da densidade coa ventd obtida polo método plug-in.

= A lina violeta, a estimaciéon da mesma coa ventd seleccionada polo método de validacién cruzada
modificado.

= A lina verde, a estimacién da densidade tras usar o método bootstrap estacionario suavizado
empregando a aproximacién por Monte Carlo do MISE*(h).

= A lina laranxa, a estimacion da densidade cun parametro ventd seleccionado polo método boots-
trap suavizado estacionario empregando a expresién exacta para o MISE*(h).

= A lina vermella, a densidade marxinal de X;.

Deste xeito, a partir da Figura 5.1, podemos facer unha primeira andlise e comparacién do com-
portamento de cada un dos selectores de ventd explicados no Capitulo 4.
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Figura 5.1: Estimacion da funcién de densidade para os modelos presentados neste capitulo empregando
as ventas obtidas para unha mostra concreta de tamano n = 100.

En primeiro lugar, temos que hpoor € hﬁ%OT proporcionan unha boa estimacién da funcién de
densidade en calquera dos casos expostos. Sen embargo, cabe destacar que, no caso do parametro
hﬁ%OT, precisariamos un maior numero de réplicas B para diminuir o erro de aproximacién de Monte
Carlo, o que requeriria mais tempo de computacion para a obtencién dun resultado. Por outra banda,
é apreciable que ainda que en moitos casos hpy e hy;cy proporcionan tamén unha boa estimacién
da mesma; hp; tende & sobresuavizacion da curva, é dicir, o método plug-in tende a proporcionar
valores para o parametro venta altos. Tal é o caso das Figuras 5.11 ou 5.1r. Pola contra, hy;cy tende a
infrasuavizar a curva (obtendo por tanto estimaciéns rugosas), é dicir, o método de validacién cruzada
modificado proporciona valores para o parametro ventd baixos. Tal é o caso das Figuras 5.1f, 5.1h, 5.11
ou 5.1r.

A continuacién presentaremos o Cadro 5.1, onde se recollen os promedios dos parametros ventd ob-
tidos empiricamente para cada un dos métodos vistos no Capitulo 4, empregando como xa dixemos,
50 mostras de tamano n = 100. De seguido, recollemos os tempos de computacion requeridos para
cada cdlculo no Cadro 5.2. Finalmente, expofiemos os resultados das expresiéns (5.16) e (5.17) apro-
ximadas por simulacién nas Figuras 5.2 e 5.3, respectivamente. Presentarémolo en forma de diagrama
de caixas ou boxplot, xa que con este diagrama é sinxelo visualizar a boa escolla dos pardmetros de
venta hpr, harov, hBoor, asi como proceder & sta comparacién: bastara con ver que a mediana dos
datos é préxima a cero; e o primeiro e terceiro cuantiles non se alonxan moito do mesmo.

Novamente, atendendo 6 Cadro 5.1, vemos que o selector de ventd que ofrece mellores estimaciéns
da densidade é o selector hgpor, Xa que na maioria dos casos, este é o mais préximo 6 parametro
harrse, en promedio. Por outra banda, é claro que precisariamos maéis réplicas B para obter unha
mellor aproximacién por Monte Carlo do pardmetro hﬁ%OT. Ademais, cabe destacar que o selector
que ofrece valores mais altos do pardametro venta é o obtido polo método plug-in, o que conlevard a
estimaciéns da densidade sobresuavizadas. Finalmente, en canto s selectores de venta obtidos polo
método de validacién cruzada modificada, estes tamén se achegan, na maioria dos casos, 6 pardametro
harrse- Sen embargo, para poder facer unha analise rigurosa destes pardametros de ventd, debemos ter
en conta a variabilidade dos resultados obtidos é simular as 50 mostras de tamano n = 100.
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hpr hvev  hB2PT hpoor  hwmise
Modelo (5.1) 1,26062 056969 0,68727 0,541636 0,66134
Modelo (5.2) 1,74056  0,93806 0,61028 0,4745 0,58126
b=—09 | 1,79047 1,123 1,05367 07351  0,68466
¢=-0,6 | 1,28125 0,63492 0,56448 0,44202 0,36601
b=—03 | 1,11269 0,82036 04836  0,36818  0,39438
Modelo (5.3) ¢=0 1,16547  0,65645 0,45631 0,34133  0,44332
6=03 | 121478 037137 047386 0,34349  0,43033
=06 | 1419868 1236248 054012 041517 0,41149
=09 1,30183  1,66049 0,90774 0,68461 0,81211
6=0 | 194036 0,61007 046411 032919 0,38285
Modelo (5.4) ¢=10,3 1,17049  0,77094 0,48749  0,35583  0,40088
=06 | 1,16458 0,53756 0,56643 041257 0,46216
6=09 | 138879 10191 09572 068743  0,56535
b=—09 | 1,71921 000486 1,06939 0,78667 0,78549
¢o=-0,6 | 1,17844 1,31982 0,57715 0,43271 0,41723
b—=—03 | 1,13417 0,38504 047386 0,36536  0,4274
Modelo (5.5) ¢=0 1,88356  0,40866 0,47386  0,34998  0,46573
¢=0,3 1,20389  0,65209 047775 0,35432 0,44884
6=06 | 1,02351 127743 053915 042123 0,48414
6=09 | 136983 1,18068 094551 0,66117 0,79365
Modelo (5.6) 131741 1,16822 0,68922 0,53059  2.26408

Cadro 5.1: Promedios dos pardmetros ventd obtidos por simulacién para os modelos presentados an-

teriormente, empregando os métodos descritos no Capitulo 4.

No Cadro 5.2 exporemos, como xa dixemos, o tempo (en segundos) que precisa a CPU para obter
cada un dos resultados. Podemos destacar que o método de seleccién do parametro de suavizado que
é mais custoso (en termos de tempo) é, con diferenza, o método de validacién cruzada modificado.



5.2. RESULTADOS DE SIMULACION 45

Por outra banda, o método plug-in e o método de seleccién bootstrap empregando a expresién exac-
ta para o MISE*(h) son similares en tempo de execucién. Sen embargo, na maioria dos casos, é o
método de seleccién bootstrap empregando a expresion exacta para o MISE*(h) o que precisa menor
tempo de execucién para acadar o resultado. Finalmente, vemos que o método de selecciéon bootstrap
empregando a aproximacién por Monte Carlo é tamén bastante custoso. Ademais, como xa dixemos,
serfa convinte empregar mais réplicas B para acadar menor erro de aproximacién Monte Carlo, o que

derivarfa nun incremento de C PUSZOT.

CPUp; CPUycy CPUB2OT  CPUgpoor

Modelo (5.1) 146,18  1390,92 423,83 199,99
Modelo (5.2) 204,18 1762,67 352,186 196,87
¢=—09| 234,06 1816 437,1216 211,78

¢=-06| 25298 128201 520,75 222,71

¢=-03| 26351 13345 367,98 198,97

Modelo (5.3) ¢=0 | 28696 192831 308,41 194,99
$=03 | 288,69 14885 392,09 238,66

$=06 | 293,13 14759 398,08 230,53

$=09 | 309,59 15584 413,29 287,3

p=0 | 32232 160575 424,48 298,98

Modelo (5.4) ¢=03 | 331,81  1666,6 435,43 301,01
$=06 | 352,68 17715 456,24 296,25

$=09 | 36343  1723,03 466,86 301,93

¢=-09| 37343  1918,15 499,15 305,76

¢=—06| 400,23  2012,04 504,94 344,59

¢=-03| 4106 2085 518,01 370,35

Modelo (5.5) ¢=0 | 528,77 261545 6174 458,39
$=03 | 52444 255045 611,19 444,28

$=06 | 52536  2590,2 613,33 440,23

$=0,9 | 527,74 260645 614,95 436,19
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CPUp; CPUycy CPUB2PT  CPUgoor

Modelo (5.6) 580,02 2912,8 683,58 490,43

Cadro 5.2: Tempos de computacién (en segundos) requeridos para obter os resultados do Cadro 5.1.

Seguidamente, presentamos os resultados das simulaciéns feitas a partir das expresiéns (5.16) e
(5.17) por medio do boxplot. Nelas poderemos apreciar a variabilidade dos mesmos, ademais das me-
dianas correspondentes. Posteriormente, compararemos os distintos métodos presentados no Capitulo
4 para a obtencién do pardmetro ventd. Comezaremos coa simulacién a partir da expresién (5.16),
reflexada na Figura 5.2.
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Figura 5.2: Diagramas de caixas e bigotes para a expresién (5.16) aproximada por simulacién.
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Como podemos ver a partir da Figura 5.2, as medianas dos diagramas de caixas obtidos cos resul-
tados da expresién (5.16) que pon en relaciéon hpoor con hyrrsg, na maioria dos casos son proximas
a cero. Cabe destacar ademais, que en ningin caso o primeiro e terceiro cuantil estdn notablemente
alonxados deste valor, sendo este selector o que ten menor variabilidade. Deducimos entén, empirica-
mente, que o selector de ventd hpoor ten un bo comportamento. Isto é asi xa que 6 ser as medianas
obtidas na Figura 5.2 préximas a cero, temos que hgpor serd proximo a hysrsg, que como xa dixemos,
é obtido minimizando o MISE(h). Por outra banda, en xeral, o selector de ventd que peores resulta-
dos obtén atendendo &4 mediana dos mesmos, é o obtido co método plug-in. Estas atépanse en torno
6 valor 1 ou 2 na maioria dos casos, o que nos indica que o selector hpy é maior que o selector hasrsg,
o que conlevaria a unha estimaciéon da densidade sobresuavizada, tal e como viamos que ocorria na
Figura 5.1 para unha mostra concreta de tamano n = 100. En canto ¢ selector obtido polo método de
validacién cruzada modificada, ainda que as medianas dos resultados de simulacién son préximos a 0,
podemos ver que é o que maior variabilidade presenta. Finalmente, destacaremos que o caso no que
peores resultados se obtenen é co modelo (5.6). En primeiro lugar, ainda que o selector de ventd hgoor
apenas presenta variabilidade, a mediana é negativa, o que nos indica que o paradmetro ventd hgoor
é menor que o parametro hyrsg, como tamén ocorria cos promedios deste modelo obtidos no Cadro
5.1. Analogamente, o0 mesmo ocorre cos outros dous selectores de ventd hpy e hysov, sendo este 1ltimo
0 que maijor variabilidade presenta, novamente.

Posteriormente, presentamos na Figura 5.3 os boxplots relativos és resultados da simulacion feita a
partir da expresion (5.17), nos que pofiemos en relacién os criterios de erro MISE(hpr), MISE(hpcov)
e MISE(hpoor) co erro producido 6 estimar a densidade co pardmetro hyrrsg, MISE(hyise).
Vemos a partir desta figura, que os valores da expresién (5.17) relativas 6 selector hpoor son as
menores. Logo, deducimos un bo comportamento na practica do selector de venta hgoor, 6 ser o erro
que comete este 6 estimar a funcién de densidade préximo 6 erro que comete o selector h;rsg, obtido
tras minimizar MISE(h). Temos, ademais, que tanto o erro cometido polo selector hp; como polo
selector hjproy son superiores ao erro cometido por hgpoor na maioria dos casos, presentando ambos
moita variabilidade (tales son os casos das Figuras 5.3e, 5.3g ou 5.30).
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(v) Modelo (5.6)

Figura 5.3: Diagramas de caixas e bigotes para a expresién (5.17) aproximada por simulacién.

Rematamos este estudo de simulaciéon presentando no Cadro 5.3 os promedios dos parametros
ventd hpr, harev, hpoor € hayrse no caso concreto do modelo (5.3) considerando ¢ = 0,9. Mais
desta vez, tomamos 500 mostras de tamano n = 100, para asi ver os cambios que se producen con
respecto 6s resultados con sé 50 mostras. Como xa dixemos, seria recomendable que o nimero de
mostras empregadas fosen, para todos os modelos que analizamos, maior que 50 (por exemplo, 500,
como neste caso). Non obstante, debido 6 elevado tempo de execucién non se engadiron os resultados de
todos os modelos con 500 mostras. De seguido, reflexamos os tempos de computacién requeridos para
obter estes resultados (Cadro 5.4), e por ltimo, mostramos as expresions (5.16) e (5.17) aproximadas
por simulacién para este caso concreto.

hpr harev hpoor humise

2,72222  0,628907 0,67586  0,72298

Cadro 5.3: Promedios dos pardmetros venta obtidos por simulacién para o modelo (5.3) con ¢ = 0,9,
empregando os métodos descritos no Capitulo 4 e considerando 500 mostras de tamano n = 100.

CPUP] OPUMC\/ CPUBOOT

3096,2  27989.89  3119,79

Cadro 5.4: Tempos de computacién (en segundos) requeridos para obter os resultados do Cadro 5.3.
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(a) Expresién (5.16) aproximada por simulacién. (b) Expresién (5.17) aproximada por simulacién.

Figura 5.4: Boxplots para as expresiéns (5.16) e (5.17) aproximadas por simulacién considerando o
modelo (5.3) con ¢ = 0,9 e 500 mostras de tamafio n = 100.

Se comparamos os valores obtidos no Cadro 5.3 cos resultados para o modelo (5.3) con ¢ = 0,9 do
Cadro 5.1, vemos que, considerando 500 mostras, os promedios dos selectores hy;ov € hgpoor se ache-
gan mais a hysrsp. Sen embargo, notemos que no caso do obtido por bootstrap, ambos valores, con 50
e con 500 mostras, son moi semellantes. Atendendo 6 pardmetro hpj, este proporciona unha estimacién
da densidade moito mais suave no caso de empregar 500 mostras. Se agora temos en conta o Cadro 5.4,
vemos novamente que, con moita diferenza, é o selector hy;cy 0 que precisa mais tempo de CPU para
proporcionar un resultado. Esta diferenza vese agora mais acentuada debido 6 aumento de mostras.
Por outra banda, a Figura 5.4a suxire que o selector hppoor é 0 que maéis se achega 6 parametro hyrsg,
como xa podiamos ver na Figura 5.2i. Mais no caso do selector de venta obtido por validacién cruzada
modificada, vemos que a stia mediana é negativa, o que indica que, en moitas das 500 mostras, o se-
lector hpsov proporciona unha estimacién infrasuavizada da funcién de densidade. Pola contra, como
xa viamos na Figura 5.2i, o parametro hp; proporciona estimaciéns sobresuavizadas. Finalmente, de
xeito andlogo 6 que ocorria no caso de empregar s6 50 mostras (Figura 5.31), observamos na Figura
5.4b que o selector que menor erro comete na estimacién da densidade é hgoor, seguido por hyscv .
Nembargantes, cabe destacar que a variabilidade no caso do pardametro hj;cy vese reducida.

Concluimos entén con este estudo de simulaciéon que o selector de ventd hgoor é co que se obtenen
mellores resultados de bo comportamento a nivel practico, xa que é, na maioria dos casos expostos, o
que proporciona estimadores da funcién da densidade mais préximos & curva real. Ademais, é o que
presenta un menor tempo de CPU.
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Capitulo 6

Aplicacién a datos reais

Neste capitulo aplicarase a suavizacién estacionaria do bootstrap de Politis e Romano (1994a) e
a eleccién do pardmetro de suavizado h empregando a expresién exacta para o MISE*(h) proposta
no Capitulo 4 (hgoor), sobre dous conxuntos de datos reais. Ademais, compararemos os resultados
obtidos con este selector co de validacién cruzada modificado (hpcy) de Cox e Kim (1997); e co
plug-in (hpy) proposto por Hall et al. (1995).

A continuacién, podemos ver que o capitulo estd dividido en duas secciéns. Na primeira delas,
presentaremos os conxuntos de datos reais aos que lles aplicaremos, na segunda seccion, os selectores
do parametro de suavizado estudados no Capitulo 4.

6.1. Presentacion dos conxuntos de datos

En primeiro lugar, empregaremos o conxunto de datos lynx, recollidos na libreria datasets do
software estatistico R. Neste conxunto de datos recdllense o nimero de linces anuais cazados entre
1821 e 1934 en Canadé. E sinxelo ver que os datos da mostra dependen claramente do tempo, xa que
o numero de linces cazados variard segundo a evolucién do tempo. Tentaremos modelizar esta serie
de tempo de xeito paramétrico, para logo proceder dun xeito non paramétrico. Asi, proponeremos un
modelo paramétrico para dita serie, que esta constituida de 114 observacions.

A continuacidn, representaremos o grafico secuencial da serie de tempo relativa és datos 1lynx e da
serie transformada pola funcién logaritmica, log(lynx).

T T T T T T
1820 1840 1860 1880 1900 1920 1820 1840 1860 1880 1900 1920

Time Time

(a) Serie lynx. (b) Serie log(1lynx).

Figura 6.1: Gréficos secuenciais das series lynx e log(lynx).

o7
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A partir da Figura 6.1a podemos ver un grafico que presenta estacionalidade e variabilidade. Polo
tanto, compre aplicar a funcién logaritmo para ver se esta variabilidade se estabiliza, feito que pode-
mos comprobar na Figura 6.1b. Logo, a partir de agora, traballaremos coa serie transformada log(1ynx).

Unha vez que diferenciamos a serie log(1lynx) regularmente para eliminar a tendencia, vemos a partir
da funcién de autocorrelacién simple (ou fas) na mostraxe (Figura 6.2) que esta serie non é estacionaria,
xa que presenta estacionalidade de perfodo 12 (é dicir, a compofiente estacional aparece cada 12
retardos). Ademais, existe unha forte correlacién positiva nos retardos estacionais, que converxen
lentamente a 0.

Series dif.serie
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Figura 6.2: fas na mostraxe da serie log(lynx) cunha diferencia regular.
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Necesitamos, por tanto, diferenciar de novo, esta vez estacionalmente, con periodo 12. Se represen-
tamos o grafico secuencial e a fas na mostraxe da serie transformada diferenciada duas veces, podemos
ver que xa é estacionaria. Por tanto, estamos no momento de representar as funciéns de autocorrelacion
simple e parcial (fas e fap, respectivamente) na mostraxe da serie diferenciada dias veces para poder
proponier un modelo paramétrico para a serie temporal.
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Figura 6.3: fas e fap na mostraxe da serie log(1lynx) diferenciada dias veces.
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A Figura 6.3 suxire que a serie transformada foi xerada por un proceso ARIMA(6,1,0) x (1,1,0)12,
xa que os retardos regulares da fap na mostraxe anilanse a partir do sexto retardo. Por outra banda,
na fap da parte estacional vemos que todos os retardos resultan non significativos despois do primeiro
retardo estacional. Sen embargo, as innovaciéns {a;}icz deste modelo non presentan incorrelacién,
polo que este modelo non resulta valido para xerar a serie de tempo 6 non verificar a hipotese de que
{a;}1ez sexa ruido branco.

Consecuentemente, comprobamos a través da funciéon auto.arima do paquete forecast do software
estatistico R se existe algunha outra tentativa para modelar a serie. En efecto, esta funciéon propén un
ARIMA(2,0,3) x (0,0,1)12, polo que serd a que empregaremos para modelar a serie log(lynx). Este
modelo pddese representar como:

(1—¢1B— ¢o2B*)Y; =c+ (1 +6,B+0,B% 4+ 038%) (1 + ©,B'%)ay, (6.1)

sendo Y; = log(X); X, o ndmero de linces cazados no ano t; ¢, a constante; B, o operador retardo
definido como BY; = Y;_1; e B®, o operador retardo estacional, que verifica B°a; = a;_s. Outra forma
de presentar este modelo sera:

Yi =c+ oY1+ Y otar+01ai—1+02ar 24030, 3+01a1—124+0101ai—13+0201a1—14+0301a415.

Comprobamos finalmente se o modelo (6.1) verifica a hipdtese de que as innovaciéns a; son ruido
branco. Efectivamente, se realizamos un test de independencia &s innovaciéns coa funcién Box.test,
obtemos un p-valor de 0,3704, polo que non existen evidencias significativas a ningin nivel de sig-
nificaciéon habitual para rexeitar a hipotese nula de independencia. Se realizamos agora un test para
corroborar que as innovaciéns tefien media cero (t.test), obtemos un p-valor de 0,9748, polo que
novamente non existen evidencias significativas a ningun nivel de significacién habitual para rexeitar
a hipdtese nula de que a media sexa cero. Por outra banda, non existen evidencias significativas para
rexeitar a hipétese nula de normalidade de a;, xa que realizando o test jarque.bera.test, obtemos
un p-valor de 0,7022. Ademais, atendendo & Figura 6.4, temos a partir da fas na mostraxe de a; que as
innovaciéns son incorreladas, xa que o unico retardo que sae das bandas de confianza pode ser debido
4 aleatoriedade.

Series ajuste.tent$residuals
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Figura 6.4: fas na mostraxe das innovaciéns para o modelo (6.1).

Polo tanto, o modelo proposto en (6.1) con constante non nula e innovaciéns gaussianas resulta
axeitado como xerador da serie log(lynx).
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Finalmente, a partir do modelo (6.1), tentaremos aproximar a distribucién marxinal da serie
log(1lynx). Dado que as innovaciéns {a;}tcz son variables aleatorias iid que seguen unha distribu-
cién N(0,02), e son independentes de Y;_1,Y; o, ..., entén a distribucién marxinal de Y; serd normal,
con esperanza puy = E(Y;),Vt € Z:

py = c+0iEYo1) + ¢E(Yi—2) + E(ar) + 01E(ai—1) + 62E(ai—2) + 03E(ar—3)

+ 0:1E(ai—12) + 6101E(ai—13) + 0201E(ai—14) + 0301 E(ai—15)
= c+ ¢ E(Y:) +E(Y:)

= c+ d1uy + dapy. (6.2)
Logo, py = ﬁf—@ Por outra banda, a varianza, o2 = Var(Y;), Vt € Z, vird dada por:
02 = ¢WVar(Y,_1) + ¢aVar(Yi_a) + 2¢1¢02Cov(Yi_1,Y;_o) + Var(a,) + 02 Var(a,_1)
+  032Var(a;_s) + 02Var(a;_3) + ©FVar(a;_12) + 0703 Var(as_13)
+  020%Var(a;_14) + 0303 Var(a;_15)
= ¢iVar(Ys) + ¢3Var(Y:) + 2¢162Cov(Yi—1, Yi2)
+ [1+467+63+0605+ 07+ 6707 + 6307 + 0507] Var(a,)
= ¢ioy + 9305 + 20162Cov(Yi1,Y; 2)
+ [1+67+65+05+ 07+ 06707 + 6307 +0307] - 0. (6.3)

Mais cémpre ter en conta que, se denotamos T; = Cov(Y;_1,Y;_5), e empregamos un argumento
similar ao que usamos na expresién (5.7), entén

Ti = E(Yio1-Yio2) —E(Yio1) E(Yio2) = E(Y;o1 - Yi2) — iy
= ¢-E(Yio2) + 91E(Y? o) + p2B(Yi—o - Yio3) — piy
= (1—¢1—¢2) py -E(Yi—2) + 1E(Y2,) + $2E(Yioo - Yiog) — 1}
= (1= 61— ¢2) -} + $1E(V2,) + poE(Yi—2 - Yiog) —
= 0(E(Y2,) —u3) + ¢2(B(Y;—2 - Yio3) — piy)
= ¢10y + ¢271.

E dicir, T; = $10% + @21, co cal (1 — ¢2) Y1 = ¢10%, e obtense, sempre e cando ¢g # 1:

_ ¢1 2
Tl = 1— ¢20y. (6.4)
Asf pois, usando (6.3) e (6.4), tense:
2 [1+ 6% 4603 + 63 + ©F + 0707 + 0307 + 6203] - 52 (6.5)
y = .

1= 6 - 63 - 20000 (1)

Ademais, a funcién auto.arima proporciona as estimaciéns dos pardmetros do modelo (6.1), resul-
tando:
b1 = 1,57, ps = —0,962, 6, = —0,5086, 6 = —0,1218, 65 = 0,5677,0; = —0,3015, (6.6)
fily = 6,6643,52 = 0,2056.

Empregando (6.2), (6.5) e (6.6), obtemos que a estimacién da distribucién marxinal de Y; é
N(6,6643,12,27911).
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En segundo lugar, analizaremos o conxunto de datos sunspot.year, proporcionado pola libreria
datasets de R. Este conxunto de datos achéganos informacién sobre o nimero de manchas solares en-
tre 1700 e 1988. Estes datos recolléronse de forma anual. Novamente, esta mostra depende do tempo,
xa que os datos de manchas solares variardn conforme o fan os anos.

Procederemos de xeito analogo a como fixemos co outro conxunto de datos, é dicir, trataremos de
identificar un modelo paramétrico que xerase a serie de tempo sunspot.year, que estd constituida por
289 observacions. Comezaremos presentando o seu grafico secuencial.

serie
serie

T T T T T T T T T T T
1700 1750 1800 1850 1900 1950 1700 1750 1800 1850 1900 1950

Time Time

(a) Serie sunspot.year. (b) Serie log(sunspot.year).

Figura 6.5: Gréficos secuenciais das series sunspot.year e log(sunspot.year).

Como podemos ver, a partir da Figura 6.5a, para comezar a traballar coa mostra precisamos realizar
algunhas modificaciéns. A primeira delas serd eliminar os valores que sexan cero, é dicir, 0os anos nos
que o nimero de manchas solares identificadas é nulo. Seguidamente, ante a presenza de variabilidade
na Figura 6.5a, aplicamos a funcién logaritmo 4 serie sunspot.year, obtendo log(sunspot.year), na
Figura 6.5b. Ademais, detectamos presenza de estacionalidade.

Logo de diferenciar regularmente a serie log(sunspot.year) para eliminar a tendencia, representa-
mos a fas na mostraxe desta serie para comprobar se é estacionaria.
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Figura 6.6: fas na mostraxe da serie log(sunspot.year) diferenciada regularmente.

A vista da Figura 6.6, deducimos que esta serie non é estacionaria, xa que presenta estacionali-
dade de periodo 12, converxendo lentamente a 0 os retardos estacionais, polo que se evidencia unha
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forte correlacién positiva. E por iso que precisaremos diferenciar de novo a serie log(sunspot.year)
estacionalmente con periodo 12. Se representamos o grafico secuencial e a fas na mostraxe da serie
transformada polo logaritmo diferenciada dias veces, podemos ver que xa conseguimos a sua esta-
cionariedade. Logo, é hora de representar a fas e a fap na mostraxe de dita serie para proponer un
modelo.
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Figura 6.7: fas e fap na mostraxe da serie log(sunspot.year) diferenciada duas veces.

A Figura 6.7 suxire que a serie transformada foi xerada por un proceso ARIMA(0,1,6) x (1,1,0)12,
xa que os retardos regulares da fas mostral antlanse a partir do sexto retardo. Ademais, na fap empiri-
ca da parte regular aparecen moitos retardos non nulos. Por outro lado, na fap da parte estacional
temos que ningun retardo é significativo agas o primeiro retardo estacional, e a fas da parte estacional
presenta moitos retardos non nulos. Non obstante, as innovaciéns a; deste modelo presentan correla-
cién e non son independentes, polo que este proceso non resulta axeitado para xerar a serie de tempo
log(sunspot.year).

Novamente, comprobamos coa funcién auto.arima se hai algunha tentativa que puidese xerar esta
serie de tempo. Esta funcién propén o modelo ARIMA(4,1,4) x (0,1,1)12 como posible xerador da
serie sunspot.year. Este modelo pddese representar como:

(1—¢1B—¢p2Bo—¢oB* — 4 B*)(1 - B)(1 - B2)Y; = ¢+ (1+ 01 B+02 B>+ 03B+ 0,B*)(1+ B?01)ay,

(6.7)
onde Y; = log(X;); Xt, o nimero de manchas solares detectadas no ano ¢; ¢ a constante; e BY; =
Y, 1,B*Y; =Y;_,,Ba; = a;_1, B’a; = a;_s. Outra forma de presentar este modelo sera:

Yi = c+(1+01)Yio1+(d2—h1)Yi o+ (03— ¢2)Ys 3+ (da — ¢3)Yia — ¢4Yi 5
+ Yoo — (14 ¢1)Yic13 + (d1 — ¢d2)Yic14(d2 — ¢3)Yi—15 + (03 — ¢4)Yi—16 + PaYi—17
+ ag+bhag1 + 02a;2 +030;-3 + 0sa 4 + Or04-12 + 01010413 + 02010414
+ 03010;_15 + 04010, _16.

As estimaciéns dos pardmetros do modelo (6.7) que proporciona a funcién auto.arima son as
seguintes (considerando a constante nula):

b1 = 2,466, o = —3,2092, b3 = 2,2679, s = —0,8568,
0, = —2,4807, 5 = 2,9486, 05 = —1,9249, 04 = 0,5612,
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0, = —1,62 =0,219.

Finalmente, realizaremos a diagnose do modelo (6.7), é dicir, comprobaremos se as innovaciéns
{ai}tez son, en efecto, ruido branco. Se realizamos o test de independencia Box.test, obtemos un
p-valor de 0,9293, polo que non existen evidencias significativas para rexeitar a hipdtese nula de
independencia das innovaciéns. Seguidamente, se realizamos un test para ver se a; ten media cero
(t.test), obtemos un p-valor de 0,4841, polo que, de novo, non temos probas significativas para rexei-
tar a hipotese nula de que a media sexa cero. Por outra banda, se realizamos un test de normalidade
(jarque.bera.test), obtemos un p-valor de 1,163 x 10712, logo atopamos probas significativas pa-
ra rexeitar a hipotese nula de normalidade a calquera nivel de significacién habitual. Para rematar,
vexamos se as innovaciéns son incorreladas.
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Figura 6.8: fas na mostraxe das innovaciéns para o modelo (6.7).

Atendendo & Figura 6.8, concluimos que as innovaciéns son incorreladas. Polo tanto, o mode-
lo (6.7) con constante nula e innovaciéns non gaussianas resulta axeitado como xerador da serie
log(sunspot.year).

6.2. Resultados

Tendo en conta as conclusiéns extraidas para ambos conxuntos de datos reais na Seccién 6.1, os
dous modelos paramétricos propostos parecen unha boa escolla. Sen embargo, é certo que poderian
existir outros modelos paramétricos distintos dos propostos que proporcionasen un bo axuste. Un dos
principais problemas de empregar un procedemento paramétrico para conecer a distribucién marxinal
da serie temporal é que, ademais de ter que seleccionar un proceso para modelizar a dependencia, e
da necesidade de asumir un modelo paramétrico para a distribucién das innovaciéns {a; }+cz, haberia
que corroborar se esta eleccién é a mellor.

Por outra banda, se empregasemos un procedemento non paramétrico, evitariamos este tipo de
problemas que acabamos de plantexar, xa que poderiamos estimar o modelo sen ter en conta se o
modelo paramétrico que estamos a empregar é correcto ou non. Ademais, no caso do modelo (6.7),
as innovaciéns non resultaban gaussianas, polo que non podiamos obter a distribucién marxinal da
serie temporal ¢ non conecer a distribucién de {a;}+cz. Esta serfa unha cuestién que empregando un
procedemento non paramétrico non se plantexaria, xa que se poderia estimar a distribuciéon marxinal
da serie sen ningun tipo de hipdtese previa agéds condiciéns de regularidade desa funcién de densidade
marxinal, como continuidade ou diferenciabilidade da mesma. E por iso que nesta seccién tentaremos
estimar a distribucién que segue cada unha das series temporais que describimos anteriormente dun
xeito non paramétrico. Para iso, empregaremos os selectores do parametro venta estudados no Capitulo
4: hpr, hyrev e hpoor; realizando un estudo comparativo entre eles.
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Para seleccionar o parametro de suavizado éptimo, partiremos dun conxunto de catro ventas equies-
paciadas entre os valores 0,01 e 10, e procederemos de xeito andlogo a como se describiu no Capitulo
5 para a selecciéon do parametro venta éptimo.

Comezaremos co conxunto de datos lynx. Como xa dixemos, traballaremos coa transformacién
logaritmo neperiano dos mesmos, considerando a serie temporal log(1ynx). Proporcionaremos a conti-
nuacioén o grafico coa estimacién da densidade con cada selector de ventd (Figura 6.9), os pardmetros
ventd resultantes por cada método (Cadro 6.1), e os tempos de CPU necesarios en cada execucién
(Cadro 6.2). Ademais, representarase a curva da densidade que se obtivo na Seccién 6.1 para o modelo
paramétrico (6.1).
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Figura 6.9: Estimacion da funcién de densidade para os datos 1ynx empregando distintos selectores do
parametro venta.

hpr hyvev  hpoor

1,01897 0,38807  0,47559

Cadro 6.1: Parametros venta para os datos lynx seleccionados polos métodos plug-in, validaciéon cru-
zada modificada e bootstrap (empregando a expresién exacta para o MISE*(h)).
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CPUPI OPUMcv CPUBOOT

30,71 57,47 28,99

Cadro 6.2: Tempos de execucién da CPU (en segundos) para obter os pardmetros ventd seleccionados
polos métodos estudados no Capitulo 4 para os datos lynx.

A partir do Cadro 6.1 e da Figura 6.9 vemos que tanto a ventd hy;cy como a ventd hpoor pro-
porcionan unha boa estimacion da funcién de densidade, xa que incluso son capaces de captar as duas
modas. En cambio, a ventd hp; proporciona de novo un estimador sobresuavizado (é dicir, hpy é un
valor alto). En canto 4 curva da densidade obtida a partir do modelo paramétrico proposto (6.1),
ainda que a curva da densidade se axusta 6s datos, non é a curva mais axeitada, xa que é demasiado
suave, mais incluso que a obtida polo selector de venta hp;. Por outra banda, atendendo 6 Cadro 6.2,
concluimos que o tempo requerido para obter o selector de ventd hpscy é moito maior que os demais.
Ademais, o selector de ventd que menos tempo require a sua execucion é hpoor.

Estudaremos agora o conxunto de datos sunspot.year, dos cales eliminaremos os datos que son
0, para posteriormente transformar coa funcién logaritmo neperiano, considerando a serie temporal
log(sunspot.year). De xeito andlogo a como procedimos co conxunto de datos lynx, reuniremos
nun grafico as estimaciéns da densidade cos selectores de ventd hpy, hyrov, hpoor (Figura 6.10). De
seguido, presentaremos os selectores do pardmetro de ventd hpy, hyrov € hpoor no Cadro 6.3, e,
finalmente, analizaremos os tempos de CPU requeridos en cada caso, recollidos no Cadro 6.4.
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Figura 6.10: Estimacién da funcién de densidade para os datos sunspot.year empregando distintos
selectores do parametro venta.
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hpr hyvev  heoor

1,14731  0,97095 0,29693

Cadro 6.3: Parametros venta para os datos sunspot.year seleccionados polos métodos plug-in, vali-
dacién cruzada modificada e bootstrap (empregando a expresién exacta para o MISE*(h)).

CPUPI OPUMcv CPUBOOT

213,54 366,22 212,7

Cadro 6.4: Tempos de execucién da CPU (en segundos) para obter os pardmetros ventd seleccionados
polos métodos estudados no Capitulo 4 para os datos sunspot.year.

Neste caso, atendendo 6 Cadro 6.3 e 4 Figura 6.10, observamos que tanto a ventd hp; como a
venta hpsov devolven un estimador sobresuavizado, que non é capaz de reflexar a densidade dos datos
con total fidelidade. Sen embargo, o selector hpoor é 0 que produce para este conxunto de datos un
estimador da densidade mais fidedigno. Por outra banda, 4 vista do Cadro 6.4, temos de novo que o
selector hjy;cy require moito méis tempo de CPU para proporcionar un resultado; mentres que hgoor
e hpy precisan aproximadamente o mesmo tempo de execucién. Se comparamos estes resultados cos do
Cadro 6.2, vemos que en xeral os tempos requeridos polos datos sunspot.year son moito maiores. Isto
débese a que a serie de tempo log(sunspot.year) conta con mais observaciéns que a serie log(lynx).



Capitulo 7

Conclusions

Unha das funciéns que caracterizan a distribucién dunha variable aleatoria é a funcién de densidade.
Logo, é de vital importancia contar con ferramentas para poder conecer dita funcién. Unha das formas
de proceder é empregando un enfoque paramétrico, isto é, tratando de axustar unha distribucién que
estea determinada por un numero finito de parametros aos datos empregados. Sen embargo, un dos
principais problemas da estatistica paramétrica é que, ainda que un modelo paramétrico pareza unha
boa eleccion para determinar a distribucién da poboaciéon a estudar, é posible que existisen outros
modelos distintos, tamén paramétricos, que determinasen correctamente a distribucién dos datos. Polo
tanto, o principal problema deste tipo de procedementos serd, unha vez atopado un modelo paramétri-
co que axuste a distribucién dos datos, que dito modelo proposto sexa o mellor que se pode atopar.
Por outra banda, en moitas ocasiéns nin sequera estd claro qué modelo paramétrico é o axeitado.

Neste momento, tenen cabida as técnicas non paramétricas. Por un lado, estas poderian ser tutiles
para estimar de xeito non paramétrico a densidade co fin de describir o comportamento dunha deter-
minada variable aleatoria. Por outra banda, a partir dun estimador non paramétrico da densidade,
poderiase contrastar se un determinado modelo paramétrico se axusta de xeito satisfactorio 6s datos.
Neste traballo empregouse un enfoque non paramétrico para a estimacién da densidade.

O estimador non paramétrico clasico para a funcién de densidade é o histograma. Non obstante,
ainda que é unha ferramenta 1til na andlise exploratoria dos datos para facernos unha idea de como
pode ser a distribuciéon dos mesmos, este estimador depende do ancho de banda, h, e da seleccién do
punto de orixe, xg, co que é construido, ademais de que é un estimador non continuo da funcién de
densidade. Consecuentemente, xorde outro estimador non paramétrico da densidade, cofiecido como o
estimador naive ou histograma mébil. Este, se ben segue a ser discontinuo e depende do ancho de ban-
da, h, xa non depende do punto inicial, xy. Finalmente, o estimador tipo nicleo da densidade, tamén
conecido como estimador de Parzen-Rosenblatt, foi introducido a comezos dos anos 60 do século XX.
Este estimador, no cal nos centramos neste traballo, depende unicamente do pardmetro de venta, h,
xa que o nucleo seleccionado non inflde na apariencia do estimador obtido.

Unha das preguntas que poden xurdir a raiz do emprego do estimador tipo nticleo de Parzen-
Rosenblatt é como afecta o pardmetro venta, h, & estimacion da densidade. En efecto, realizando un
estudo mais pormenorizado do sesgo e da varianza de dito estimador, vemos que o sesgo diminte can-
do h é pequeno, polo que valores de h pequenos proporcionaran estimadores centrados. Sen embargo,
isto conlevarfa a un incremento da varianza. Por outro lado, se h é grande, conseguirfamos reducir a
varianza, pero derivaria nun aumento do sesgo. Polo tanto, un dos problemas centrais da estatistica
non paramétrica serd seleccionar un valor de h que proporcione un estimador que atope un balance
entre o sesgo e a varianza. Entén, é preciso o uso dun criterio de erro que evaliie o comportamento do
estimador da densidade, é dicir, que relacione a densidade real con dito estimador. Deste xeito, a partir

67
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do criterio de erro poderase extraer un valor 6ptimo para o parametro de ventd, h. Concretamente, o
foco de estudo deste traballo foi a eleccién deste selector de ventd, h, nun contexto de dependencia dos
datos, empregando como criterio de erro a minimizar o erro cuadratico medio integrado, ou MISE(h).

Nembargantes, ademais de revisar as propostas de Hall et al. (1995) e Cox e Kim (1997) (métodos
plug-in e validacién cruzada modificada, respectivamente) para a seleccién do pardmetro de suavizado,
abordouse este problema co uso dunha das técnicas mais empregadas de remostraxe: o bootstrap. Estas
técnicas cobran gran importancia cando o tamafo mostral non é suficientemente grande, xa que con
elas é posible xerar unha nova mostra do tamano mostral que se desexe, e que tefia unha distribucién
similar 4 da poboacién orixinal. Asi, unha vez realizada unha revision bibliografica do bootstrap por
bloques, bootstrap estacionario e o método de submostraxe; describiuse unha suavizaciéon do boots-
trap estacionario de Politis e Romano (1994a), para datos dependentes, e presentouse unha expresién
exacta para a versién bootstrap do MISE(h), o MISE*(h), de xeito que se poida obter directamente
o parametro de suavizado, h, sen mdis que minimizar dita expresién. En efecto, a implementacion
da expresién exacta para o MISE*(h) supén un enfoque diferente na obtencién do pardmetro de
suavizado, h, baixo a hipotese de dependencia dos datos empregados, evitando realizar unha aproxi-
macion de dito criterio de erro por Monte Carlo, e polo tanto, evitando tamén un erro de aproximacién.

Finalmente, comprobouse a eficacia deste novo procedemento, e comparouse co comportamento
dos parametros venta obtidos polos métodos plug-in e validaciéon cruzada modificada; asi como coa
metodoloxia bootstrap empregando a aproximacién por Monte Carlo. Realizouse para iso un estudo de
simulacion con diferentes modelos, descritos no Capitulo 5, e aplicdronse os distintos métodos a dous
conxuntos de datos reais no Capitulo 6.

Por unha banda, corroborouse empiricamente o bo comportamento do pardmetro de suavizado ob-
tido minimizando a expresién exacta para o MISE*(h), 6 que denotamos por hgoor, xa que en todos
0s casos que analizamos no estudo de simulacién, o valor proporcionado por este tltimo era cercano
6 valor obtido tras minimizar o MISE(h). Ademais, o selector hgoor é 0 que menos tempo de compu-
tacion require para obter un resultado. Por outra banda, o selector de venta resultante tras empregar o
método de validacién cruzada modificada, hyscv, ainda que ofrece valores bastante cercanos 6 selector
harrse, tamén é certo que en ocasiéns produce estimadores infrasuavizados, e por tanto, demasiado
rugosos (consecuencia dun pardmetro hpscy baixo). Asimesmo, hyseoy é o pardmetro de suavizado que
maior tempo de computacion require para obter un resultado. Por tltimo, o pardmetro venta obtido
polo método plug-in de Hall et al. (1995), hpy, produce estimadores sobresuavizados, é dicir, os valores
obtidos para hp; son demasiado grandes. En conclusién, obtivemos un bo comportamento empirico
do parametro de suavizado hpoor, tanto a nivel do grao de suavizacién do estimador da funcién de
densidade que proporciona, como para os tempos de computacion necesarios, sendo este o que mellores
resultados ofrece.



Bibliografia

[1] Billingsley, P. (1968). Probability and Measure. Jonh Wiley & Sons.

[2] Bowman, A. W. (1984). An alternative method of cross-validation for the smoothing of density
estimates. Biometrika, 71, 353-360.

[3] Cao, R. (1993). Bootstrapping the mean integrated squared error. J. Mult. Anal. 45, 137-160.

[4] Cao, R. (1999). An overview of bootstrap methods for estimating and predicting in time series.
Test, 8, 95-116.

[5] Cao, R., Quintela-del-Rio, A. and Vilar-Fernandez, J.M. (1993). Bandwidth Selection in Nonpara-
metric Density Estimation Under Dependence. A simulation study. Com. Statist., 8, 313-332.

[6] Cox, D. and Kim, TY.(1997). A study on bandwidth selection in density estimation under depen-
dence. J. Mult. Anal., 62, 190-203.

[7] Doukhan, P., Lang,G., Surgallis, D. and Teyssiére, G. (2010). Dependence in Probability and
Statistics. Springer.

[8] Efron, B. y Tibishirani, R. (1986). An Introduction to the Bootstrap. Chapman and Hall.

[9] Hall, P., Lahiri, N. S. and Truong, YT.(1995). On bandwidth choice for density estimation with
dependent data. Ann. Statist., 23, 6, 2241-2263.

[10] Hwang, E. and Shin, DW. (2012). Stationary bootstrap for kernel density estimators under psi-
weak dependence. Com. Statist. and Data Analysis, 56, 1581-1593.

[11] Kreiss, JP. and Paparoditis, E. (2011). Bootstrap methods for dependent data: A review. J. Korean
Statist. Soc., 40, 357-378.

[12] Kiinsch, H.R. (1989). The jackknife and the bootstrap for general stationary observations. Ann.
Statist., 17, 1217-1241.

[13] Liu, R.Y. and Singh, K. (1992). Moving blocks jackknife and bootstrap capture weak dependence.
In Exploring the limits of bootstrap (R. LePage and L Billard, Eds.), pp. 225-248. New York: Wiley.

[14] Politis, D.N. and Romano, J.R. (1994a). The stationary bootstrap. J. Amer. Statist. Assoc., 89,
1303-1313.

[15] Politis, D.N. and Romano, J.R. (1994b). Large sample confidence regions based on subsamples
under minimal assumptions. Ann. Statist., 22, 2031-2050.

[16] Radulovic, D. (1996). The bootstrap of the mean for strong mixing sequences under minimal
conditions. Statistics & Probability Letters, 28, 65-72.

[17] Sheather, S. J.y Jones, M. C. (1991). A reliable data-based bandwidth selection method for kernel
density estimation. Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 53, 683-690.

69



