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Resumo

Resumo en galego

Un problema co que se atopan os concesionarios publicos ou privados dun determinado servizo é o
do desefio das tarifas para os usuarios de devandito servizo. Unha parte da teoria de xogos (cf. Gonzalez
Diaz, Garcia Jurado e Fiestras Janeiro 2010) supén que é posible a cooperacién entre un conxunto de
axentes que, nun principio terian intereses contrapostos, conseguen obter beneficios como froito da sta
cooperaciéon. A partir de aqui proporcionanse modelos, soluciéns e propiedades das mesmas que son
potencialmente aplicables, entre outros, 6 problema do desefo de tarifas.

Un traballo embleméatico nesta lina ¢ debido a Littlechild e Owen (1976), os cales consideran
o problema das tarifas de uso e mantemento dos usuarios dunha pista de aterraxe dun aeroporto.
Neste contexto, o conecido valor de Shapley da teoria de xogos admite unha sinxela expresién e
verifica propiedades mateméaticamente elegantes e intuitivas dende o punto de vista practico. Traballos
posteriores son entre outros o de Aadland e Kolpin (1998) no dmbito das canles de rego de parcelas
destinadas a cultivos agricolas e o de Kuipers, Mosquera e Zarzuelo (2013) no ambito das autoestradas.
Resulta interesante a programacion de aplicacions que facilitan o calculo dos valores que se empregan
e existen linas abertas de investigaciéon neste campo.

Este traballo fin de master consiste nunha revision bibliografica de parte da literatura maéis relevante
neste contexto, centrandonos no caso de tarifas en problemas de aeroporto e outros relacionados como as
autoestradas e as canles de rego xunto coa programacion informatica dalgunhas regras e a presentacion
de aplicacions a problemas reais.

English abstract

A problem that public and private distributors of a given service found is the design of rates for
the users of this service.

One part of game theory (cf. Gonzalez Diaz, Garcia Jurado and Fiestras Janeiro 2010) suppose
that is posible a cooperation between a set of agents that, in the beggining, they had very different
interests, achieving to obtain beneffits due to their cooperation. From here models provide solutions
and properties which are potentially aplicables, between others, to the airport rate design.

A very important work in this line was made for Littlechild and Owen (1973), who consider the
problem of rates about the use and maintenance of users in an airstrip. In this context, the well known
Shapley value of game theory admits a simple expression and verifies mathematically elegant and
intuitive properties. Later works, are among others that of Aadland and Kolpin (1998) in the field
of the irrigation costs of fields and that of Kuipers, Mosquera and Zarzuelo (2013) in the field of the
highways. It is interesting the programation of this aplications which make more easy calculating the
values that are used and also there exist open research lines in this field.

This end of master s degree work consits in a bibliographic review of the most important works
in this context, focusing in the case of airport rates problems and others related as they could be the
highway problem and the irrigation costs problem along with the informatic programation of rules ans
showing some real aplications of this problems.
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Prefacio

Os psicologos destacan a importancia do xogo na infancia como medio de formar a personalidade
e de aprender de forma experimental a relacionarse en sociedade e a resolver problemas e situaciéns
conflictivas. Tédolos xogos de nenos e de adultos, xogos de mesa ou xogos deportivos, son modelos de
situacions conflictivas e cooperativas nas que podemos recofiecer situacions e pautas que se repiten con
frecuencia no mundo real. A estadistica é unha das ramas das matemaéticas que surxiu precisamente
dos célculos para disefiar estratexias vencedoras en xogos de azar. Conceptos tais como probabilida-
de, media ponderada e distribuciéon ou desviacién estandar, son términos acunados pola estadistica
matematica e que tenen aplicacién no anélise de xogos de azar ou nas frecuentes situaciéns sociais
e econdémicas nas que hai que adoptar decisiéns e asumir riscos ante componentes aleatorios. Pero a
teoria de xogos ten unha relaciéon moi distante con respecto da estadistica. O seu obxectivo non é o
analise do azar ou dos elementos aleatorios senén dos comportamentos estratéxicos dos xogadores. No
mundo real, tanto nas relaciéns econémicas como nas politicas sociais, son moi frecuentes as situaciéns
nas que, 6 igual que nos xogos, o seu resultado depende do conxunto de decisiéns de diferentes axentes
ou xogadores. Dise dun comportamento que é estratéxico cando se adopta tendo en conta a influencia
conxunta sobre o resultado propio e alleo das decisiéns propias e as alleas.

O principal obxectivo da teoria de xogos é determinar os papeis de conducta racional en situacions
de zogo nas que os resultados son condicionais &s acciéns de xogadores interdependentes. Un xogo é
calquera situacién na cal compiten dous ou méis xogadores. O xadrez e o pdker son bos exemplos, pero
tamén o son o duopolio e o oligopolio nos negocios. A extension coa que un xogador acada os seus
obxectivos nun xogo depende do azar, dos seus recursos fisicos e mentais xunto cos dos seus rivais, das
regras do xogo e dos cursos de acciéns que seguen os xogadores individuais, é dicir, as stias estratexias.
Unha estratexia é unha especificacion da accién que vai a emprender un xogador en cada continxencia
posible do xogo. Suponse que, nun xogo, todolos xogadores son racionais, intelixentes e que estan ben
informados. En particular, suponse que cada xogador conece todo o conxunto de estratexias existentes,
non s6 para el, senén tamén para os seus rivais, e que cada xogador coniece os resultados de tédalas
convinacions posibles das estratexias.

A teoria de xogos ten aplicaciéns en numerosas areas, como as ciencias politicas ou a estratexia
militar, que fomentou alguns dos primeiros desenvolvementos desta teoria. A bioloxia evolutiva, onde
se usou ampliamente para comprender e predecir certos resultados da evolucién, como o concepto de
estratexia evolutiva estable introducido por John Maynard Smith; ou a psicoloxia, onde pode usarse
para analizar xogos de simple diversién ou de aspectos mais importantes da vida e a sociedade tamén
son claros exemplos de aplicaciéns. Pero sen dubida, a sta principal aplicacién atopamola nas ciencias
econdémicas porque intenta atopar estratexias racionais en situaciéns onde o resultado depende non
soamente da estratexia dun participante e das condiciéns do mercado, senén tamén das estratexias
elixidas por outros xogadores, con obxectivos distintos ou coincidentes.

Nesta ciencia evolucionouse notablemente, xa que a partir dos instrumentos proporcionados por Von
Neumann e Morgenstern comenzouse a progresar no conecemento da competencia imperfecta, porque
ata entén sé tinan explicacién zogos particularmente simples, como o monopolio ou a competencia
perfecta, xa que o monopolio pode ser tratado como un xogo cun Unico xogador, e a competencia
perfecta pode ser entendida tendo en conta un ntimero infinito de xogadores, de xeito que cada axente
individual non pode ter un efecto sobre agregados de mercado se actiia individualmente. A teoria
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de xogos, veu desempenando nos tltimos tempos un papel cada vez maior nos campos de léxica e
ciencias informaticas. Varias teorias de loxica basanse na semantica propia dos xogos, e informaticos
Xa comezaron a usar 0s X0gos para representar computacions.

O dilema, do prisioneiro, tal e como foi popularizado polo matemético Albert W. Tucker, proporciona
un exemplo da aplicaciéon da teoria de xogos & vida real. Outra situacién na que se pode ver claramente
a aplicacién da teoria de xogos 4 vida real é no caso do reparto de custos asociados & construccién dunha
instalacion que vai a ser usada por varios axentes, os cales tenen necesidades diferentes que podemos
supoiier ordenadas linealmente. Exemplos deste tipo de problemas aparecen en diversos &mbitos como
pode ser a pista dun aeroporto que é usada por aviéns de distintos tamanos e, polo tanto, necesitan
diferentes lonxitudes para realizar as operacions de aterraxe e despegue (Littlechild e Owen, 1973).
Neste caso, os custos de construccion das pistas van a depender esencialmente do avién de maior
tamano que use a pista, mentres que os custos derivados do uso continuado da pista seran proporcionais
6 nimero de movementos realizados por cada tipo de aviéon. Este problema é o que se conece co nome
de problema do aeroporto. Outro exemplo seria o dunha canle de rego que é usada por un grupo de
agricultores cuxas parcelas estan situadas nos marxes de devandita canle. O agricultor que ten as stas
parcelas situadas preto da cabeceira da canle necesita que se constriia un tramo de canle de menor
lonxitude que o resto (Aadland e Kolpin, 1998). Nestes problemas hai un tnico punto de entrada,
o inicio da pista ou a cabeceira da canle, e varios puntos de saida determinados pola lonxitude de
pista necesaria ou a localizacién de parcelas. Un caso méis xeral é o relativo 4 construcciéon dunha
autoestrada (Mosquera e Zarzuelo, 2009). Nunha autoestrada hai diferentes puntos de entrada e saida
que delimitan tramos indivisibles. Cada viaxe dentro da autoestrada necesita usar os tramos que estan
entre o seu punto de entrada e o seu punto de saida. O custo de construccion da instalacion ten que
ser aboado polos axentes. O problema que se propén consiste en como repartir este custo tendo en
conta o custo que teria que abonar cada axente se construise unha instalaciéon adaptada as stias propias
necesidades. Este problema pode abordarse de varias maneiras: proponer regras directas de reparto de
custos basadas nos parametros do problema, ou asociar un xogo cooperativo e usar algin concepto de
solucién proposto neste contexto para establecer o custo que ten que abonar cada axente.

Comezaremos o noso traballo cun capitulo no que introduciremos varios conceptos da teoria de
XOgos que van a ser necesarios para o posterior uso e andlise de resultados. No segundo capitulo abor-
daremos o problema do aeroporto ofrecendo distintas soluciéns para a asignaciéon de custos asociados
a construccién da pista de aterraxe tanto no caso simple como considerando uniéns a priori. No ter-
ceiro capitulo analizaremos o denominado problema da autoestrada onde calcularemos o seu nucleolo
ademais de proporcionar un algoritmo para o seu computo. Para rematar, no cuarto capitulo analiza-
remos o problema da asignacion de custos de regadio proporcionando unha caracterizacién axiomatica
de distintos mecanismos usando diversos principios tanto estaticos como dinamicos que ademaéis son
equitativos e que son usados habitualmente polos granxeiros. Ademais, finalizaremos o traballo vendo
o problema de asignacién de custos dunha gabia dende o punto de vista de Aadland e Kolpin aplicando
a regra que eles mesmos propuxeron a varios exemplos numéricos.



Capitulo 1

Preliminares de teoria de xogos

1.1. Xogos TU

Para a realizacion deste capitulo, basimonos fundamentalmente no artigo Sharing costs in airport
and highway problems de M. Gloria Fiestras-Janeiro e Manuel A. Mosquera.

Un zogo de custo con utilidade transferible (xogo de custo TU) é un par (N,c¢)con N = {1,...,n},n €
N, representando o conzunto de xzogadores involucrados nun certo proxecto conxunto e:

c:2V 53R

é a funcion caracteristica do xogo onde ¢(f) = 0 e para cada coalicion ) # S C N, temos que c(S)
representa o custo que terian que pagar os xogadores de S se deciden cooperar entre eles. Cando 6
cooperar, en lugar de custos xéranse beneficios, en vez de denotar por ¢(S) usamos v(S) e o corres-
pondente xogo denotase por (N,v) e denominase simplemente xogo con utilidade transferible. Dada
unha coalicion, S C N, denotaremos por | S | 6 cardinal de S (ntmero de xogadores da coalicion) e
denotaremos por G" & clase de tédolos xogos de n xogadores.

Definicién 1.1. Sexa (NN, ¢) un xogo de custos TU.

= Diremos que (N, c¢) é monétono se o custo dunha coalicion é maior ou igual que o custo de
calquera das siias subcoaliciéns, é dicir,

¢(S) > ¢(T) para todalas coalicions S, T € 2V tais que T C S.

= Diremos que (N,c) é subaditivo se o custo dunha coalicion é menor ou igual que a suma dos
custos de calquera particién de dita coaliciéon, é dicir,

c(SUT) < ¢(S)+ ¢(T) para todo S,T € 2V, SNT = ().

= O xogo (N, c) é concavo se o custo que aporta un xogador a unha coalicién é maior canto mais
pequena é a coalicion. Asi, os xogadores teran mais inventivos a unirse & coalicion a que menor
custo aporten, é dicir, 4 gran coalicién N. Matematicamente *, isto é o equivalente a pedir que:

c(S)+ce(T)>e(SUT)+e(SNT)
para cada S, T C N.

Un dos principais obxectivos da teoria de xogos de custo T'U é proponer repartos do custo total
¢(N) xerado pola cooperaciéon de todolos xogadores de xeito que se cumplan certas propiedades de
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estabilidade e xusticia. Formalmente, deséxase atopar un vector de nimeros non negativos x € R’} tal
que:

z(N) = le =¢(N).

Dicimos que un reparto é individualmente racional se x; < ¢(i) para todo i € N e ademais o conxunto
de repartos individualmente racionais conécese co nome de conzunto de imputacions e dendtase por
I(N,c). Por outra banda, dicimos que un reparto é coalicionalmente estable se:

2(8) = @ < ()
€S

para todo ) # S C N e ademais o conxunto de repartos coalicionalmente estables dun xogo de custo
TU chamase nicleo e definese entén como:

C(N,c)={x € R": z(N) = ¢(N),z(S) < ¢(S) para cada S C N}.

Notese que, dado un = € C(N,¢), ¢(N) — c¢(N\{i}) < z; < c(4).

Debido a un resultado que aparece en Shapley (1971) e en Ichiishi (1981), o niicleo de xogos de
custo T'U céncavos é sempre non baleiro e polo tanto sempre podemos atopar repartos coalicionalmente
estables.

1.2. O valor de Shapley dun xogo TU

Un reparto que sempre esta no nicleo cando o xogo é concavo é o conecido como valor de Shapley
(Shapley, 1953). Dado un xogo de custo TU (N, c¢), o valor de Shapley é unha regra de reparto que
para cada xogo (N, ¢) propén que o xogador ¢ € N debe de asumir o custo dado por:

v = Y BEHEIZE = s o) - o), (1)
SCN\{i} '

1.3. O nucleolo

O nucleolo (Schmeidler, 1969) é unha regra de reparto para xogos de custo TU que trata de
maximizar a “satisfaccion” das coalicions menos satisfeitas co reparto proposto. Unha boa propiedade
desta regra é que, se o niicleo do xogo é non baleiro, entéon o nucleolo é o seu centro “lexicogréfico” e,
polo tanto, é estable. A continuacion presentamos a sua representaciéon formal.

Sexan (N, c¢) un xogo de custo TU, S C N e z € R™ un reparto calquera. O exceso e(S,x) da
coalicion S no reparto x ven dado por:

e(S,x) = c(9) — x(9).

Canto mais grande é e(S, x), mais satisfeita esta a coalicion S co reparto asignado x xa que paga menos.
Definimos 6(z) € R?" como o vector que se obtén 6 ordenar de forma non decrecente os excesos de
todalas coalicions de N no reparto x. Sexan u,v € R2", dise que u é lezicogrdficamente mdis grande ou
igual que v se u = v ou se existe un indice s € {1,...,2"} tal que uy = vy para todo k € {1,...,s — 1}
e ug > vs. Denotarémolo por u >, v.

Se I(N,c) # 0, o nucleolo de (N, c) definese como:

v(N,c)={x € I(N,c):0(z) >, 6(y) para todo y € I(N,c)}.

Entoén, temos que o nucleolo é a tnica imputacion que lexicograficamente maximiza 6(x) sobre o
conxunto de imputacions.
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1.4. O 7t-valor

A pesar de que o niicleo é moi convincente como concepto de solucién, presenta inconvintes. Un
destes inconvintes é que o nicleo poderia ser baleiro, nese caso xera asignaciéns que non son aceptables
e outro inconvinte seria que houbese demasiadas asignaciéns o que tampouco nos seria de utilidade.

Nesta seccion centrarémonos no estudo do 7-valor, un concepto de solucién que foi introducido por
Tijs (1981) para os xogos cuasi-equilibrados ou de compromiso admisible. A pesar de que o 7-valor
non xera asignacions para tédolos xogos de utilidade transferible, faino para todolos xogos con niucleo
non baleiro. Ainda maéis, cando o 7-valor xera unha asignacion, enton esta é inica. O T-valor baséase
na idea de compromiso entre un valor superior e outro inferior para cada xogador.

Definicién 1.2. Sexa v € GV un xogo con utilidade transferible. O vector M(N,v) € R con co-
ordenadas:

M;(N,v) = v(N) = v(N\{i})

denominase vector superior de v. Pode ser considerado como o méximo pago que o xogador i pode
esperar conseguir no xogo, no sentido de que se reclama un pago maior, seria vantaxoso para o resto de
xogadores excluilo da gran coalicion e dividir o valor v(IN\{i}) entre eles mesmos. Tamén se lle chama
pago de utopia do xogador i a M;(N,v).

Definicién 1.3. Sexa v € GV un xogo con utilidade transferible. O vector M(N,v) € R con co-
ordenadas:

m;(N,v) = méxgies | v(S)— > M;(v)
jes\{i}
denominase vector de minimo pago de v. Para cada xogador ¢ € N, o valor m;(N,v) pode ser consi-
derado como o minimo dereito do xogador i, no sentido de que pode garantirse a si mesmo este pago

ofrecendolles 6s membros dunha coalicién adecuada os seus pagos de utopia, o que é un bo acordo para
eles, e quedandose él co que resta. Este vector tamén se denomina vector de minimos dereitos.

Definicién 1.4. Sexan (N,v) € G™ un xogo TU, m(N,v) o vector de minimos dereitos e M (N,v) o
vector dos pagos de utopia dos xogadores. Un xogo (N, v) € G™ que satisfai as seguintes condicions:
= m(N,v) < M(N,v),
. ZiGN mi(NVU) S U(N) S ZiGN Mi(NvU)a

chamase cuasi-equilibrado.
Definicién 1.5. Sexan (N,v) € G™ un xogo TU cuasi-equilibrado, m(N,v) o vector de minimos
dereitos e M (N, v) o vector dos pagos de utopia dos xogadores. Definese o 7-valor como o reparto que

satisfai:
7(N,v) = m(N,v) + a(M(N,v) — m(N,v)),

con o € R tal que ),y 7:(N,v) = v(N).
Se denotamos a clase dos xogos cuasi-equilibrados por QBG(N) temos que, para un Xogo cuasi-

equilibrado v € QBG(N), o 7-valor de v é o tnico valor de compromiso entre os vectores inferior e
superior do xogo que establece unha asignacion do valor v(NV).

1.5. O valor de Owen

Para determinar as taxas de aterraxe, proponeremos o modelo de xogos con uniéns a priori e
a extension do valor de Shapley para estos xogos definida por Owen (1977). Este valor é chamado
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habitualmente valor de Owen. Un sistema de uniéns a priori para un xogo coalicional de custos é unha
particion P do seu conxunto de xogadores, a cal proporciona unha descripcién a priori da estrutura
cooperativa dos xogadores e M = {1,2, ..., A} é o conxunto dos indices da particién. O valor de Owen é
unha regra de asignacion de custos para xogos con uniéns a prioiri basada nas contribuciéns marxinais,
6 igual que o valor de Shapley. Primeiro asocia o custo total entre as uniéns como o valor de Shapley
do xogo inducido entre as uniéns. Ademais dentro de cada unha das unions reasignase o custo que ten
que ser pagado entre os membros de cada unién, tendo en conta as stias posibilidades para asociarse a
outras unions.

Un conxunto de xogadores N e un sistema de uniéns P forman un tripla (N,c, P), onde ¢ é a
funcion de custos caracteristica do xogo de custos (N,c) e P = {P', P? ..., PA} ¢ unha particién do
conxunto de xogadores N en unions a priori. Denotarémos o conxunto de tédalas triplas (V, ¢, P) por
U(N) e denotaremos por U a clase de todolos conxuntos U(N) para calquera N finito. O valor de
Owen asigna o custo total entre as uniéns como o valor de Shapley do xogo inducido xogado entre as
diferentes uniéns. O xogo realizado entre as uniéns chamase zogo cociente e dendtase por (P, c?) onde
a funcién caracteristica ¢ definese por:

Q) = c(UpaegP?)

para todo @ C P: Isto significa que o custo dun (sub)conxunto de unions é igual 6 custo do conxunto de
todolos xogadores que pertencen a calquera destas uniéns. O valor de Shapley do xogo (P,c’) asigna
unha parte do custo total das uniéns P“. O valor de Owen distribte o custo asignado a unién entre
os seus membros dacordo coa filosofia do valor de Shapley. Polo tanto, o reparto de custos que cada
membro da unién ten que pagar é determinado usando os custos marxinais.

Se tomamos i € N e P a tnica union a cal pertence i, é dicir, ¢ € P* € P, o valor de Owen do
x0go (N, ¢, P) ven dado pola seguinte formula:

| SPAP—[SI-NQNMP|I-1Q]-1)!
DS S

QCEP\{Pe} SCP\{i}

e dendtase por ¢;(N, ¢, P), onde M;(Q, S) denota a contribucién marxinal do xogador i a @ e S dada
por:

C(UpaeQPa USu{i}) — C(UpaeQPa us).

Esta formula é un pouco complicada, pero a sua interpretacién é bastante similar & do valor de
Shapley. O valor de Owen de ¢ € P* € P é o promedio das contribuciéns marxinais de ¢ en toédalas
combinaciéns dos xogadores que preservan o agrupamento dos xogadores en uniéns. Dise que unha
combinaciéon de xogadores preserva a uniéon se dous xogadores da mesma coalicién non tenen outro
xogador entre eles que non sexa membro da mesma unién.

1.6. O t-valor coalicional

Consideremos (N,v, P) un xogo TU con uniéns a priori. Se o xogo cociente é cuasi-equilibrado
podemos usar o T-valor para atopar unha asignacion do valor total v(IV) entre as uniéns. Polo tanto,
a a-ésima unioén terd que dividir 7,(v”) entre os seus membros.

Unha asignaciéon de 7,(cf’) entre os membros da unién P? entra dentro da idea que temos do 7-
valor. Polo tanto, tratase dun compromiso entre un vector superior e outro inferior. Na determinacion
destes vectores, temos que ter en conta a posibilidade de que un xogador abandone unha unién e se
una a outra. Neste caso definese o pago de utopia como:

M;(N,v, P) :==v(N) — v(N\{i}).

E o maior pago que pode esperar o xogador i xa que senon seria beneficioso para o resto de xogadores
que este abandonase a gran coalicién. Ademais, notemos que M;(N,v, P) = M;(N,v). O pago de utopia
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M;(N,v, P) tamén pode ser interpretado como a contribucién marxinal do xogador i & contribucion
marxinal da stia unién a o valor da gran coalicién N. Para ver isto, suponiamos que i € P* e definamos
o xogo (M,vT,) por:
P b\ [
v=i(Q) = v(Upe@ P\{i})

para todo Q C M. Ent6n temos que:
M;(N,v, P) = v" (M) — o (M\{a}) — (vZ;(M) — vZ;(M\{a})).

Cando definimos o vector inferior, supofiemos que un xogador pode abandonar unha unién e formar
coalicién con algins dos restantes membros da coalicién a que pertence e con un ou méis do resto
das uniéns. Sen embargo, non pode formar unha nova coalicién que inclia algin pero non todos os
membros doutra unién. Entén para determinar o pago de minimos dereitos para o xogador i € P?, tan
sO consideraremos as coaliciéons da forma:

P(a):={SC N:S=UpqP’UT para algin Q C M\{a} e T C P*}.

Usando esta notacion, o pago de minimos dereitos para o xogador ¢ € P* definese como:

mi(N,v, P) := mazsep(ayies | v(S)— > M;(N,v,P)
JeS\{i}

O xogador i pode garantirse por si mesmo o pago m;(N,v, P) ofrecendo 6s membros da coalicion
adecuada os pagos de utopia e tomando o restante para si mesmo. Notemos que ambas definiciéns de
vector de minimos dereitos implican que m(N, v, P) < m(N,v).

Un xogo con uniéns a priori (N,v, P) dise cuasi-equilibrado se, e so se, se satisfan as seguintes
condicions:

» vF € QBG(M)
= m(N,v,P) < M(N,v, P),
» > icpe Mi(N,v, P) < 7o(M, ") < 3, pa M;(N, v, P) para todo P* € P.

Denotaremos por QBU(N) 6 conxunto dos xogos con uniéns a priori cuasi equilibrados onde N é o
conxunto de xogadores. O 7-valor coalicional definese para cuasi-xogos equilibrados como un compro-
miso entre 0s vectores superior e inferior que para cada unién P? divide o seu 7-valor 7, (M, vT) entre
os seus xogadores.

Definicion 1.6. O 7-valor coalicional é unha funcion:
7:QBU(N) — RV

que asigna a todo (N,v, P) € QBU(N) o vector (1;(N,v, P));cn de xeito que, para todo P* € P e
para todo i € P%, tense que:

7i(N,v, P) := m;(N,v, P) + ao(M;(N,v, P) — m;(N,v, P)),
onde, para cada a € M, o, é tal que:

Z 7i(N,v, P) = 7,(M,v").
iepa



CAPITULO 1. PRELIMINARES DE TEORIA DE XOGOS



Capitulo 2

O problema do aeroporto

A teoria de xogos cooperativos ten demostrado ser unha ferramenta util para analizar as situacions
de asignacion de custos. Unha posible aplicacién da teoria de xogos é o uso do valor de Shapley para
determinar as taxas de aterraxe nos aeroportos. O tipo de xogos que aparece denominanse zogos de
aeroporto e foron estudados por Littlechild e Owen (1973), Littlechild e Thompson (1977), e outros.
Para a realizacion deste capitulo basdmonos principalmente no artigo Sharing costs in airport and
highway problems de Fiestras-Janeiro, M.G. et al. (2009), xunto co artigo Owen’s coalitional value and
aircraft landing fees, de Véazquez-Brage, M., et al. (1997).

Consideremos un conxunto finito 7' que representa o conxunto dos diferentes tipos de avidéns que
van a usar a pista do aeroporto. Cada tipo de avién t € T necesita unha pista para realizar as stas
operacions de aterraxe e despegue e que sup6n un custo de ¢; > 0 unidades. Podemos suponer que
c1 < g < ... < ¢y sendo m =| T | sen perder xeralidade. Ademais, cada tipo de aviéon ¢ € T declara
que vai a realizar Ny operacions. A terna (T, {N; }1er, ¢), onde ¢ = (1, ..., ¢ ), denominase un problema
do aeroporto.

Coémo repartiriamos o custo de construcciéon da pista entre as distintas operaciéns? Un primeiro
intento para abordar este problema foi proposto por Baker e Associates (1965) e Thompson (1971).
Nos dous traballos proponse a seguinte regra de reparto.

= Dividir o custo de construccion da pista de aterraxe correspondente 6s avions de tipo mdis pequeno
entre todas as operacions.

= Dividir o incremento do custo de construccion da pista de aterraxe que supon habilitala para
avions que son do sequndo tipo mdis pequeno, entre todas as operacions que requiren polo menos
unha pista de aterraze con esa lonzitude.

» Proceder deste modo ata chegar ¢ incremento do custo que supon a ampliacion da pista para que
0s avions de maior tamano poidan realizar unha operacion se se tina construido adecuada ds
necesidades dos avions do segundo tipo mdis grande. Neste caso, dividir o incremento do custo
entre o niumero de operacions que realizan os avions de maior tamano.

2.1. Xogos TU e taxas de aterraxe dos aeroportos
Unha forma alternativa de abordar o problema é utilizar ferramentas de Teoria de Xogos. A conti-
nuacién exponemos o modelo de xogo de custo TU (con utilidade transferible) proposto por Littlechild

e Owen (1973). O xogo de custo TU asociado a un problema do aeroporto esta dado por (NN, ¢), onde
N = Uier N, e a funcion caracteristica esta dada por:

c(S) = ¢y, con ig =max{t € T : N;NS # 0}.

7
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Isto interprétase como que os aviéns de maior tamano necesitardn de pistas mais longas para
aterrar. Asi, a coalicién S non deberia de facerse responsable do custo asociado as partes da pista que
eles nunca usan nos seus movementos. En particular, se unha pista é adecuada para o tipo ¢, enton
tamén serd adecuada para os tipos de avion méis pequenos que t. Polo tanto, os custos de construcciéon
da pista adecuada para un conxunto de movementos S coinciden co custo de construccién asociado a
construccién da pista adecuada para o tipo de avién mais grande de todos os que realizan operaciéns no
conxunto S. Polo tanto, o valor que a funcién caracteristica asigna a unha coleccién de movementos é
o custo de construccién dunha tnica pista coa minima lonxitude necesaria para que poindan realizarse
todos eses movementos.

Por definicion, calquera xogo de aeroporto é subaditivo e concavo. Ademais, por ese feito é coniecido
que o nicleo non é baleiro, xa que o valor de Shapley esta dentro do niicleo. Para este problema, a
proposta duha regla de asignacién correspéondese coas pérdidas dos xogadores, é dicir, o valor de
Shapley pode ser visto como a cuota a pagar por cada movemento.

Asi, 0 x0go que se asocia a un problema de aeroporto presenta propiedades de interes como mostra
o seguinte resultado.

Proposicion 2.1. O xogo TU asociado a un xogo do aeroporto é subaditivo, monétono e coéncavo.

2.1.1. Valor de Shapley para xogos do aeroporto

O valor de Shapley do xogo de custo TU asociado a un problema do aeroporto calcilase de xeito
sinxelo. A expresion foi obtida por Littlechild e Owen (1973) e presentamola a continuacion.

Teorema 2.2. Dado un problema do aeroporto (T,{N;}ier,c) € o seu xogo de custo TU asocia-
do (N, ¢), o valor de Shapley asigna a cada movemento realizado por un avién do tipo ¢t € T o valor:

t

Cr — Cr_1
(I)t(Nv C) = Z i i ;
—i | N>, ‘
onde ¢y := 0 e N>, := U"_Nj, o conxunto de tédolos movementos feitos polos aviéns do tipo 7 ou
de maior tamano.

Exemplo 2.3. Consideremos 3 tipos de aviéns con custos ¢; = 10, ¢ = 16, c3 = 20 e supona-
mos que o conxunto de operacions de cada tipo de avion é Ny = {1}, Na = {2,3} e N5 = {4}. O xogo
do aeroporto asociado ven dado por (N, c¢) con N = {1,2,3,4} e a funcion caracteristica esta dada por:

c@® = 0

c(l) = 10,

c2) = ¢(B)=1¢(1,2) =¢(1,3) =c(2,3) = ¢(1,2,3) = 16,

c(4) = ¢(1,4) =c(2,4) =¢(3,4) = ¢(1,2,4) = ¢(1,3,4) = ¢(2,3,4) = ¢(N) = 20.

O valor de Shapley para este xogo calctlase como:

10
®(N,c) = -+ =25
10 6
®y(N,c) = Ttz =40
10 6
@3(]\7,6) = +§ 45
10 6 4
Dy(N,c) = —+-+4-=38.
4( ,C) 4 +3 1 =85

e polo tanto:
®(N,c) = (2.5,4.5,4.5,8.5).
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A continuacién introducimos o seguinte codigo de R que nos sirve para o calculo do valor de Shapley
no caso do problema do aeroporto:

VALOR DE SHAPLEY DO PROBLEMA DO AEROPORTO

# d[i]l=coste tipo i
# di[i]=no xogadores tipo i

REGLAvs<-function(d,d1){

m=length(d1l)

n=sum(d1)

c=numeric(m)

c[1]1=d[1]/n

for(i in 2:m){cl[il=c[i-1]+(d[i]-d[i-1])/(n-sum(d1[1:i-1]1))}
return(c)

X
d<-c(10,16,20)
di<-c(1,2,1)

REGLAvs(d,d1)

Esta asignacion interprétase do seguinte xeito: o custo de construcion da primeira parte da pista de
aterraxe ten valor ¢; que é asumido polos avions de tdédolos tipos a partes iguais. Despdis o custo de
construcién da segunda parte da pista ten valor co — ¢; e é asumido polos aviéns de todos os tipos
excepto o primeiro e a partes iguais polos aviéns do tipo 2,3, ..., m. Continuando con este proceso, o
custo total ¢, é asociado a todos os movementos do aeroporto.

Obsérvese que dado un tipo de avion t € T, verificase que as operaciéons correspondentes pagan o
mesmo, a saber:

Pi(N,c) = ®;(N,c) = ¢
para calquera i, j € N;. Ademais, o valor pddese calcular como

Ct — Ct—1

Yt =Pr—1 + mv

set >1,sendo ¢y =0e cy=0.
Pois ben, o valor de Shapley do xogo asociado 6 problema do aeroporto coincide coa regra de
reparto de construccion proposta por Baker e Associates (1965) e Thompson (1971).

2.1.2. O nucleolo para xogos do aeroporto

No caso do xogo do aeroporto o nucleolo pode calcularse de modo recursivo de acordo a férmula
obtida por Littlechild (1974).

Teorema 2.4. Dado un problema do aeroporto (T, {N;}ier,c) e o seu xogo de custo TU asocia-
do (N, ¢), o nucleolo asigna a cada axente i o valor:

vi =Yk, para calquera i € Uy, ,<i<t, Nt, con k=1,.. K

onde vy esta definido por:

Cr%ﬁ4+vk1}cm—qh1+%1}
b) b)

Ve =min ming, | 41<i<m—1
RortistEm S¢— 80, +1

Sm = St_1
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sendo t; o maior indice onde se acada o minimo na ecuacion (2.1),

t

COZ’YOZtO:SO:O, St:Z|Nj‘ etk/:m.
j=1

Exemplo 2.5. Vexamos no Exemplo 2.3 como se distribiie o custo dacordo co nucleolo. Aplicando o
procedemento descrito no Teorema 2.4 e tomando ¢y = vg = tg = so = 0, entoén,

= min { min 19 lg 29 =4
Y1 = 27474 - =

Polo tanto, {1 = 2, v; = v = v3 = 4. Ademdis, 7o = 2271844 = 8 ¢ £, = 4. Polo tanto, o nucleolo ven
dado por:
v(N,c) = (4,4,4,8).

O seguinte codigo de R serve para o calculo do nucleolo:

# c[i] coste tipo i
# x[i] nimero de xogadores tipo i

CALCULOs<-function(x){return(cumsum(x))}
nucleolus_AEROPUERTO<-function(c,x){

1<-1:length(c)

linicial<-1

m<-length(c)

s<-CALCULOs (%)

gamma<-c ()

Indexminimo<-c()

laux1<-1[(1<=1)&(1<=(m-1))]
vauxl<-numeric(length(laux1))

for(j in 1:length(lauxl)){

vaux1[jl<-c[j1/(s[j1+1)

}

Indexminimo [1]=max (which(vauxi==min(vauxi1)))

gamma [1]<-min(min(vaux1) ,c[m]/s[m])

if (Indexminimo[1]>=2){

for(i in 2:Indexminimo[1]){gammali]<-gamma[1]}

}

Indexminimo=Indexminimo[1]

i=Indexminimo[1]+1

while(i<=m){
laux<-1[((liniciall[i-11+1)<=1)&(1<=(m-1))]

if (length(laux) !=0){

vaux=numeric(length(laux))

for(j in laux){

vaux [which(laux==j)]=(c[jl-cli-1]+gamma[i-1])/(s[j]-s[i-1]+1)
}

Indexminimo=Indexminimo+max (which(vaux==min(vaux)))
gamma [i]<-min(min(vaux) , (c[m]-c[Indexminimo] +gammal[i-1])/
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+(s[m] -s[Indexminimo]))

if (Indexminimo >= i){

for (k in i: Indexminimo){
gamma [k] <-gamma [i]

}

}

i=Indexminimo+1

}else{

gamma [i]<-(c[m]-c[1[i-1]]+gamma[1[i-1]]1)/(s[m]-s[1[i-1]1])
i=i+1l

}

}

return(gamma) }
c<-c(10,16,20)

x<-c(1,2,1)

CALCULOs
nucleolus_AEROPUERTO
gamma

# [1] 4 4 8

Obsérvese que non é necesario describir a funcién caracteristica para obter o reparto do custo que pro-
poén o valor de Shapley e o nucleolo. Poden obterse directamente a partir dos pardmetros do problema
inicial.

2.1.3. O 7-valor para os xogos do aeroporto

Tijs e Driessen (1986) e Driessen (1988) aplicaron o 7-valor no contexto dos xogos de aeroporto.
Debido a que os xogos de aeroporto son coéncavos;

e(S)+¢e(T) > ce(SUT)+ce(SNT)
para todo S,T C N eles calcularon o que se chama 7-valor inverso que se expresa como
7"(N,¢) = —7(N, —c).

Tijs e Driessen (1986) probaron que isto ten unha interpretacion satisfactoria en termos de custos
separables e non separables, que describiremos a continuacién. O custo separable de movemento i € NV
no xogo de custos (N, c) é:

SC(i,¢) :== ¢(N) — e¢(N\{i}).

Notemos que este custo é non negativo se (N,c) é un xogo de aeroporto. E a parte do custo total
¢(N) que é totalmente atribuible 6 movemento i, debido a que o custo reducirdse nesta cantidade se
o movemento ¢ se cancela. Polo tanto, SC(i,¢) é unha cota inferior da contribucién 6 custo ¢(IN) que
ten que ser pagado por i. Agora, para cada cada coalicion S C N, o custo non separable ven dado por:

NSC(S,¢) :=c(S) = Y _ SC(i,c).
€S

Driessen (1988) probou que NSC(S,¢) > 0 para todo S C N en calquera xogo de aeroporto (N, ¢).
Unha cota superior para a contribucién do xogador 7 6 custo non separable NSC(N,c) é:

w(i,c) := ming.;e s NSC(S, c).

Formando unha coalicién S que conteia 6 i que minimiza N.SC(S, ¢), o xogador ¢ pode garantirse unha
contribucion méxima de SC(i,c) + NSC(S,c) 6 permitir que tédolos outros xogadores j € S paguen
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os seus custos separables (SC(j,¢)) e cubrindo o resto do custo da coalicion S por si mesmo. Notemos
que os outros xogadores j € S estaran dacordo con isto xa que eles s6 teran que pagar a cota inferior
da sua contribucion. O vector w(c) = (w(i,c));eny chamase vector de pesos do xogo (N, ¢). Driessen
(1988) probou que para calquera xogo de aeroporto (N, c¢) camprese que:

Z w(i,c) > NSC(N,c¢),

iEN

asi que a suma das contribuciéns maximais de tédolos movementos ¢ custo non separable NSC(N, ¢)
é suficiente para cubrir estes custos.

Coas notacions descritas anteriormente, obtemos para cada movemento ¢ € N unha cota inferior
SC(i,c¢) e unha cota superior SC(i,c¢) + w(i, ¢) sobre a contribucién 6s custos deste movemento. To-
mando a media ponderada de estes dous limites, onde o peso é tal que a suma das contribuciéns dos
movementos cubre exactamente os custos totais ¢(N) obtemos o 7-valor inverso como:

SC(i,c) se NSC(N,c) =0,

77 (N,c) = w(i, )

SC(i,c) + NSC(N,¢)=———+— se NSC(N,c) > 0.
D DTN (0

Driessen (1988) obtivo unha expresion exacta para o 7-valor inverso dun xogo de aeroporto en termos
do custo ¢;, 1 <t < m. Describiremos esta expresién no seguinte teorema.

Teorema 2.6. Sexa (NN, ¢) un xogo de aeroporto.
1. Se | N, |[> 2, enton:

7 (N, ¢) = (Cm/z | Ni | et)ex

paracadai € Nyek=1,2,....m.
2. Se | N, |=1em > 2, entén

m—1

(N, €) = (em1/( Y | Ne | et +cmo1))e

t=1

paracadai € Nyek=1,2,..m—1,e
7, (N,¢) = 1] (N,¢) + Cm — Cm—1
paracadai € N, e j € Npp_1.

Polo tanto, se hai polo menos dous movementos realizados por aviéns de tipo m, entén o 7-valor
inverso asigna a cada movemento unha taxa de aterraxe que é proporcional 6 custo de construccion
da pista de aterraxe adecuada para o seu tamano. Se os aviéns de maior tamano s6 realizan un mo-
vemento, entén nunha primeira etapa o seu custo separable ¢, — ¢;,—1 é asignado a este movemento,
e nunha segunda etapa asignase o resto do custo ¢,,—1 a tédolos movementos en proporcién do seu
custo. Notemos que no segundo paso o movemento dos avions de tipo N, considérase como se fose do
tipo N,,,_1. Ademais tamén cabe dicir que o Teorema, 2,6 ¢ véalido para tdédolos xogos de aeroporto que
consten con 6 menos dous xogadores (movementos).

Exemplo 2.7. Para este exemplo consideraremos os datos do Exemplo 2.3, onde tinamos 3 tipos
de aviéns con custos ¢; = 10, co = 16, c3 = 20 e suponamos que o conxunto de operaciéns de cada
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tipo de avion é Ny = {1}, Ny = {2,3} e N3 = {4}. O xogo do aeroporto asociado ven dado por (N, c)
con N ={1,2,3,4}. Tendo en conta que 7" (N, ¢) = —7(N, ¢) temos que:

c(0) 0
—c(1) = -10,
—(2) = —c(3)=—¢(1,2) = —c(1,3) = —¢(2,3) = —¢(1,2,3) = —16,
—c(4) = —c(1,4) = —¢(2,4) = —¢(3,4) = —¢(1,2,4) = —¢(1,3,4) = —¢(2,3,4) = —¢(N) = —20.
En primeiro lugar calcularemos os pagos de utopia para cada i:
My(N,—¢) = —c¢(N)\(=c({1})) =0,
M(N, —c) —c(N)\(=c({2})) = 0,
M3(N,c) = —c(N)\(=c({3})) =0,
My(Nye) = —e(N)\(—e({4})) = 16 — 20 = —4

de onde obtemos que o vector de pagos de utopia ven dado por
M(N,—c) = (0,0,0,—4).

Por outra banda, calcularemos o vector de minimos dereitos

mi(N,—¢) = méxgies [ —c(S)— Y. M;(c)
jes\{1}
= max{4 — 10,4 — 16,4 — 20} = —6,

ma(N,¢) = mixsaes [c(S)— > M,(c)
JES\{2}
= max{4— 16,4 — 20} = —12,

ms(N,c) = méxgzes | ¢(S) — Z M;(c)
JE€S\{3}
— max{4— 16,420} = 12,

ma(N,c) = méxg.aes | c(S) — Z M;(c)
JjeS\{4}
= max{—16,-20} = —16.

polo que o vector de minimos dereitos ven dado por:
m(N, —c) = (=6, —12,—12, —16).
de onde se segue que:

7(N,—¢) = (—6,—-12,—12,—16) + a(6,12,12,12),
> 7N, —c) = -20.

e polo tanto,
7(N,—c) = (=6 + 6, =12 + 12a, —12 + 12cx, —16 + 1200).
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Igualando a suma das componentes a —20, obtemos que:

D TN, —c) = —46 + 420 = —20 = 420 = 26,

de onde se segue que: o = 3. Finalmente,

13 13 13 13
"(Nye) = (6—6-2,12 — 122212 — 122 16 — 12> ) .
™ (Ne) (6 051 21’ a1 10 21)

2.2. Xogos con uniéns a priori e taxas de aterraxe

Nesta seccion, proponeremos o uso dun modelo coa sta correspondente solucién conceptual que
nos permetird ter en conta a organizaciéon dos avidons en companias aéreas. Adoptaremos o modelo de
x0gos coalicionais con unions a priori e a extension do valor de Shapley introducida por Owen (1977).
Debido a que queremos argumentar que o valor de Owen nos proporciona un método apropiado para
determinar as taxas de aterraxe, estamos interesados na caracterizacion axiomatica deste valor. Sen
embargo, algunhas caracterizacions axiométicas que existen na literatura tan sé son validas cando o
sistema de uniéns é fixo e os xogos coalicionais son variables. Pero no contexto da determinacién das
taxas de aterraxe cando se ten en conta que os aviéns se organizan en linas aéreas, € mais atractivo
cando nos damos conta de que a importancia do valor de Owen é parcialmente debida 6 feito de que ten
demostrado ser unha ferramenta moi 1util para analizar o proceso de union e formacion de coaliciéns.
Por este motivo proporcionaremos unha caracterizacién do valor de Owen que é valida cando o xogo
coalicional é fixo e o sistema de uniéns estd suxeito a cambios. Os custos tenen unha estrutura simple
pero a sua vez interesante: Os custos de construccién dunha pista de aterraxe dependen esencialmente,
como xa dixemos anteriormente, do tamano do maior avién para o cal a pista esté disenada, mentres que
os custos posteriores asociados 6 uso da pista son proporcionais 6 nimero de movementos realizados
por cada tipo de avién. Polo tanto, o custo pode ser dividido en duas partes: o custo variable no
que se incurre cando os aviéns aterran ou despegan do aeroporto, e os custos fixos de construccion
da pista. En xeral, non hai problemas 6 asignar os custos variables xa que son xerados por aviéns
individuais. Sen embargo, os custos fixos, son mais dificiles de asignar debido a que son mais ou menos
independentes dos movementos realizados polos avions individuais. Ainda que o enfoque do problema
de asignaciéon de custos en pistas de aterraxe que platexamos arriba é ttil, ignora un importante
aspecto da situacién, o feito de que os movementos realizados polos aviéns nos aeroportos non son
polo xeral movementos individuais xa que en realidade os aeroportos tefien acordos coas linas aéreas.
Polo tanto, os movementos realizados polos aviéns nun certo aeroporto estdn agrupados respecto da
compania aérea a que pertencen. Este feito terd un impacto importante no problema de asignaciéon dos
custos xa que as lifias aéreas con maior nimero de operaciéns nun certo aeroporto poderian ter mais
oportunidades de negociar descontos nas taxas de aterraxe ou outro tipo de vantaxes respecto das que
contan cun menor niumero de movementos. Polo tanto, propofieremos un modelo que tefia en conta o
feito de que os movementos realizados polos aeroplanos son organizados en funcién da lina aérea a que
pertencen.

2.2.1. Valor de Owen para xogos do aeroporto con uniéns a priori

No contexto dos xogos de aeroporto, o valor de Owen toma unha forma mais simple. Primeiro
modelizaremos o problema de asignacién de custos descrito 6 comezo deste capitulo, tamén teremos
en conta o feito de que os movementos no conxunto N son agrupados dacordo as linas aéreas as que
pertencen. Suponamos que hai A linas aéreas que usan o aeroporto. Entén temos un sistema de uniéns
a priori P = {P', P2, ..., P4}, onde P® est4 formada polos movementos do conxunto N que son feitos
polos avions da compania aérea a. Polo tanto a tripla (IV, ¢, P), onde N e ¢ son os definidos 6 principio
do capitulo e P como o definimos arriba, modela a asignacién de custos no problema do aeroporto. O
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valor de Owen de (N, ¢, P) asigna a cada movemento realizado por cada avién do tipo ¢ e que pertence
4 lina aérea a o custo:

Cr — Cr—1

B e W 2.2
A, Ve, | 22)

t
bas(N,e, P) =
T=1
onde ¢y := 0, N¢_ := U _N;NP% o conxunto de aviéns da lifa aérea a que son do tipo 7 ou maiores,
e As, = {a € {1,2,..., A} : N¢_# 0}, o conxunto de lifias aéreas que postien aviéns do tipo 7 ou
maior tamafo. Esta asignacion ten a seguinte interpretacion: o custo de construcién da primeira parte
da pista de aterraxe, c1, no cal incurren tédolos tipos de aviéon é asumido por todalas linas aéreas
a partes iguais. Dentro de cada lina aérea os custos asignados son reasignados a partes iguais entre
todos os aviéns que a forman. Despois, o custo de construcciéon da segunda parte da pista, o custo
co — ¢1 1o que incurren tédolos tipos de aviéns excepto os do tipo 1, é dividido a partes iguais entre
todalas linas aéreas que posten aviéns do tipo 2 ou maior e dentro de cada lina aérea o custo asignado
é reasignado a partes iguais entre os avidons dos tipos 2, 3, ..., m. Continuando con este proceso, o custo
cm € asignado a tdédolos movementos do aeroporto.

Hai que ter en conta que cando as taxas se calculan dacordo co valor de Owen, as taxas totais
pagadas por unha lina aérea s6 dependen do tipo de aviéns da lina aérea que fan os movementos no
aeroporto e non do nimero de avidéns que poste a lina aérea. Pero para un lina aérea que usa un
aeroporto especifico de xeito intensivo, € dicir, fai moitos movementos nese aeroporto, o total das taxas
a pagar pode ser distribuido entre mais movementos. Como consecuencia, as tasas por movemento
serdn maéis baixas para as linas aéreas que usan o aeroporto de xeito intensivo que para as que usan o
aeroporto en veces puntuais.

Poderia parecer estrafio que cando as taxas son calculadas dacordo co valor de Owen, as taxas
totais a pagar por unha lina aérea non cambian cando esta lina aérea decide facer méis movementos no
aeroporto con avions que son de tipos mais pequenos que ou tan grandes como os que xa se utilizaban
no aeroporto. Sen embargo, debemos de darnos conta de que as taxas que nos calculamos usando o
valor de Owen son sé parte das taxas totais que tenen que ser pagadas, é dicir, a parte destinada a
cubrir os custos fixos da construcciéon e mantemento da area de movementos do aeroporto. Os custos
variables asociados as chegadas e saidas constittie outra parte do total das taxas. Isto causa que as
taxas totais que tefien que ser pagadas por unha lifia aérea son maiores cando se decide facer maéis
movementos no aeroporto.

Hai que ter en conta que a comparacion das taxas que fixemos arriba, non nos di o que sucedera
cando varias linas aéreas se fusionen. Mais ben, comparanse as taxas especificas para as distintas
companias aéreas nunha situacion existente. As fusions son tratadas no Teorema 2.7, o cal establece
que as fusions seran rentables dende o punto de vista da determinacién das taxas de aterraxe cando
se utiliza o valor de Owen para calculalas. Co fin de facilitar a notacion, denotaremos as taxas totais
a pagar por unha lina aérea a,

> I NN P | 4hau(N,c,P),
t:NyNPa£()

por ¥, (N, ¢, P). Antes de establecer o teorema que proporcionan Vazquez-Brage et al. (1997), definese
formalmente a fusién das companias aéreas.

Sexa (N, ¢, P) un xogo do aeroporto do xeito descrito anteriormente, onde 1,2, ..., A son compafias
aéreas. Asumiremos sen pérdida de xeralidade, que as linas aéreas do 1 a a (a < A) se fusionaran nunha
nova comaiia aérea a*. Enton, teremos un novo xogo do aeroporto, (N, ¢, P*), o cal esta formado polo
mesmo conxunto de movementos e posie a mesma funcién de custo que o xogo do aeroporto orixinal, pe-
ro sen embargo, distinto conxunto de uniéns a priori P* definido como P* = {P%*, patl pat2  pA}
onde P** = U%_, P“. Polo tanto, temos unha nova lifia aérea que agrupa a tddolos movementos das
companias fusionadas.
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Teorema 2.8. Sexa (N, ¢, P) un xogo de aeroporto e suponamos que as compafiias aéreas entre 1 e
a (2 < a < A) fusibnanse nunha nova lifia aérea a*. Entén vo- (N, ¢, P*) < 3 cr10 0y Ya(N, ¢, P),
onde a desigualdade é estricta se, e so se, a < A.

Caracterizacion do valor de Owen

Como nos proponiemos usar o modelo dos xogos con uniéns a priori para describir o problema
de asignacion de custos no problema do aeroporto e usar o valor de Owen para determinar as taxas
de aterraxe, temos que xustificar o seu uso neste contexto. Sen embargo, tdédalas caracterizaciéons do
valor de Owen existentes na literatura (ver Owen, 1977, Hart e Kurz, 1983 e Winter, 1992) usan
axiomas relacionados coa funcién carateristica dos correspondentes xogos coalicionais. De feito, isto é
equivalente a xustificar o valor de Owen para a familia de tédolos xogos coalicionais con un sistema
fixo de uniéns a priori. Sen embargo, cando aplicamos o valor de Owen no contexto da asignacion de
custos do aeroporto, ¢ mais atractivo ter unha caracterizaciéon que poida ser aplicada a unha situacién
onde o xogo coalicional é fixo e onde as uniéns estan posiblemente suxeitas a cambios. Nesta seccién
proporcionaremos unha caracterizaciéon axiomatica do valor de Owen neste sentido.

Recordemos que U(N) denota 6 conxunto de todalas triplas da forma (N, ¢, P) e U a clase de
todolos conxuntos U(N) onde N ¢é finito. Enton, observamos que o valor de Owen é unha xeralizacion
do valor de Shapley. E dicir, podemos identificar o conxunto de xogos de coalicién (sen un sistema de
unions) co subconxunto de U formado polos xogos que posien tinicamente sistemas de uniéns a priori
triviais. Un sistema trivial de uniéns é un sistema de uniéns no que cada unién contén exactamente un
tnico xogador. Dado que o valor de Owen destos xogos coincide co valor de Shapley do correspondente
xogo coalicional, o valor de Owen é unha xeralizacién do valor de Shapley para os xogos con unions
a priori. Por suposto, o valor de Owen é unha das posibles respostas & pregunta de como xeralizar o
valor de Shapley para aquelas situaciéns nas que o sistema de uniéns non é trivial. Para comprender
esta idea introduciremos o valor de Shapley coalicional.

Definicién 2.9. Un valor de Shapley coalicional é unha regra de asignacién i para xogos con uniéns
a priori, a cal asigna a cada xogo cun sistema de uniéns (N,¢, P) € U(N) C U un elemento de RY
de xeito que para tédolos xogos con sistemas de uniéns trivias 1 coincide co valor de Shapley do
correspondente xogo coalicional.

No resto desta secciéon imos a centrarnos en estudar os valores de Shapley coalicionais. Isto é equiva-
lente & centrarnos no estudo das regras de asignacién que satisfan as propiedades que caracterizan o
valor de Shapley (cf. Shapley, 1953 e Dubey, 1982). Introduciremos duas propiedades mais das regras
de asignacién para xogos con uniéns a prioiri e probaremos que o valor de Owen é o tnico valor de
Shapley coalicional que satisfai estas duas propiedades.

A primeira propiedade, contribucions equilibradas, é unha propiedade que establece que se dous
xogadores ¢ e j estdn na mesma unién a proiri, entén a pérdida (ou ganancia) que o xogador i in-
flixe 6 xogador j cando decide abandonar a unién é a mesma que a pérdida (ou ganancia) inflixida
sobre o xogador ¢ cando j abandona a unién. Esta propiedade reflexa a idea de que tédolos xoga-
dores dunha unién obtenen os mesmos beneficios 6 formar parte da unién e que non se pode dar o
caso de que un xogador especifico extraiga os beneficios totais que son xerados pola formacién da unién.

Definiciéon 2.10. Unha regra de asignacién ¢ en U é de contribuciéns equilibradas se para todo
(N,c,P) € U(N), todo P* € P, e todo i,j € P%
wi(NaC7P) _wi(NaC7P—j) = wJ(N7CaP) _¢j(NaC7P—i)7

onde P_; é o sistema de uniéns que obtemos cando o xogador ¢ se separa da unién a que pertence, é
dicir, P_; := {P!, ..., Pe=L Po\{i}, Pe+1 ..., P4 {i}}, e P_; & definido de xeito anélogo.
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A segunda propiedade, a propiedade do zogo cociente, establece que o comportamento dunha regra
de asignacion é consistente no sentido de que a suma dos beneficios asignados 6s xogadores individuais
que forman unha unién é igual 6 beneficio total asignado 4 unién no xogo que se xoga entre as uniéns.
No contexto dos xogos de aeroporto, isto significa que para unha compania aérea non importa se as
autoridades aeroportuarias calculan as taxas por movemento ou por compania aérea.

Definiciéon 2.11 Unha regra de asignacion ¢ sobre U ten a propiedade do xogo cociente se para
todo (N, ¢, P) € U(N) e para todo P* € P :

> %i(N,¢, P) = ¢pa(P,c",P),

icpPa

onde P ¢é o sistema trivial de uniéns para o conxunto de xogadores P, ¢ dicir, P := {{P'},{P?}, ..., {P4}}.

O seguinte teorema establece que as contribuciéns equilibradas e o xogo cociente caracterizan un
Unico valor de Shapley coalicional.

Teorema 2.12 O valor de Owen é o unico valor de Shapley coalicional que satisfai as propieda-
des de contribuciéns equilibradas e de xogo cociente.

Proba.

(a) Unicidade: Supofiamos que existen dous valores de Shapley coalicionais ¢! e 1? satisfacendo as
propiedades de contribuciéons equilibradas e de xogo cociente. Entén, podemos atopar un xogo
coalicional (N,c) e, para este xogo (N,c), un sistema de unions P = {P!, P? ..., P4} con un
ntimero maximal de uniéns de xeito que ¥'(N,c, P) # ¥?(N,c, P). Agora, tendo en conta que
tanto 1! como 1? satisfan a propiedade de xogo cociente, para todo P® € P e para todo [ € {1,2}
temos que:

Z 1/15(N70,P) :qpé’“(P,CP’,P)

iepea
onde P denota o sistema de unioéns triviais que aparece na Definiciéon 2.11. Pero entén, como ¢! e
12 son valores de Shapley coalicionais,

> YN, e,P) =Y 9}(N,c,P) = Upe(P,c"). (2.3)

iePa iePa
Polo tanto, se P* € P é tal que P* esta formado por un tnico xogador, é dicir, P® = {i}, enton:
YH(N,c,P) =43 (N,c, P).

Agora, tomando P?® € P formado polo menos por dous elementos e elixindo i, € P%, como ' e
1? satisfan a propiedade de contribuciéns equilibradas,

wé(N?cyp) - 1/’;(]\770’13) = 1/’5(NaC7P—j) - w;(NaC7P—i)7
para todo [ € {1,2}. Pero entén, que P sexa maximal implica que:
f[l)il(N’QP) _wjl'(Nach) :¢7,2(N767P) _¢]2'(N70»P)~
Polo tanto, podemos establecer a existencia dunha constante K* tal que:
(N, e, P) —¢Z(N,c, P) = K°

para todo i € P®. Pero entén, usando (2.3), estd claro que K@ = 0, isto é, ¥} (N, ¢, P) = 92(N, ¢, P)
para todo i € P® e 9} (N, ¢, P) = ¥*(N, ¢, P) polo que chegamos a unha contradicion e polo tanto
queda probada a unicidade.
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(b) Existencia: E ampliamente cofiecido (véxase, por exemplo Winter, 1992) que o valor de Owen
satisfai a propiedade de xogo cociente. Tamén se proba en Vazquez-Brage et al. (1996) que o valor
de Owen satisfai a propiedade de contribucions equilibradas.

2.2.2. r-valor para xogos do aeroporto con uniéns a priori

Nesta seccion, introduciremos e estudaremos unha extension do 7-valor, o cal foi introducido en
Tijs (1981), para os xogos con unions a priori. Referirémonos a este valor como o 7-valor coalicional. Ao
igual que o valor de Owen coalicional, o 7-valor coalicional calctlase en dous pasos, en primeiro lugar
6 nivel das uniéns e despoéis 6 nivel dos xogadores individuais. O 7-valor coalicional, ¢ igual que o valor
de Owen, determina unha asignacién da utilidade total disponible para os xogadores. As uniéns son
unidades de negociacién que estan formadas para o proposito de influir sobre o poder de negociacion
dos xogadores na gran coalicion. Este feito € o que distingue o 7-valor coalicional do 7-valor para xogos
con estruturas coalicionais que foi introducido e estudado por Driessen e Tijs (1992).

Ao igual que o 7-valor para xogos con utilidade transferible, o 7-valor coalicional non pode ser
definido para tddolos xogos con uniéns a priori. Sen embargo, no Capitulo 1 identificouse a clase dos
xogos con utilidade transferible de xeito que para todo xogo desta clase e todo sistema de unions a
priori dos seus xogadores, poidamos definir o T-valor coalicional para o correspondente xogo con unions
a priori.

Usaremos o 7-valor coalicional que introducimos anteriormente para determinar as taxas de aterraxe
de xeito que poidamos ter en conta a organizacién dos movementos en linas aéreas. O método usando
custos separables e non separables que describimos anteriormente, podese extender facilmente para
calcular o T-valor inverso para xogos de custo con uniéns a priori.

Para determinar o 7-valor inverso dun xogo do aeroporto con uniéns a prioiri, primeiro calcularemos
o 7-valor inverso de cada lifia aérea no xogo cociente (P, cP). Para simplificar a notacién, denotaremos
¢(P%) o custo da lifia aérea a mediante ¢(a), e denotaremos a taxa total a pagar pola lia aérea a por:

To (N, ¢, P) = 7p, (P, cP).
Teorema 2.13. Sexa (N, ¢, P) un xogo do aeroporto con uniéns a priori.

1. Se hai polo menos duas lina aéreas que tefien un movemento realizado por un aviéon do tipo m,
enton:

7"(N,¢,P) = ————
o ) ST

para cada a =1,2,..., A.
2. Se s6 unha lina aérea ten un movemento realizado por un avién de tipo m e A > 2, entén:
c(A-1)
A—1
Za:l C(Ot) + C(A - 1)

T;(NaC,P): C(a)v

para cada a # A, e
TA(N, ¢, P) =74_1(N,c, P) + c¢(A) —c(A - 1).

3. Se hai unha unica lifa aérea, entén 77 (N, ¢, P) = c¢(a) para a tnica lifia aérea a.

Proba. Este teorema é consecuencia directa do Teorema 2.6 tendo en conta que o xogo cociente
(P, cP) & por si mesmo un xogo de aeroporto. Isto é, para tédolos conxuntos de lifias aéreas M C A,
temos que:

CP(M) = C(Uaej\/[Pa)
méx{c; : haiun a € M tal que P*NN; # 0}
méax{c(a) : a € M}.
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A interpretacion dos resultados do Teorema 2,13 é como segue. Se hai polo menos duas lifias
aéreas que tenen un movemento realizado polo avién de tamano mais grande, entén o 7-valor inverso
coalicional asigna a cada lina aérea unha taxa de aterraxe proporcional 6 custo dunha pista adecuada
para esta lina aérea. Se s6 existe unha lina aérea na que se realizan movementos para os avions de
tamafno maéis grande e hai polo menos duas lifias aéreas diferentes, entén a lifia aérea A paga o seu
custo separable ¢(A) —c(A—1) e o custo restante ¢(A—1) é dividido entre as lifias aéreas en proporcion
dos seus custos, considerando a lifia aérea A como a seguinte con maior custo A — 1. Finalmente, se
s6 hai unha lifia aérea, A = 1, entén o xogo cociente s6 ten un xogador, o cal terd que pagar o custo
completo c(A).

No seguinte teorema proporcionado en Casas-Méndez et al. (2003) diremos como se dividen os
custos 7, (N, ¢, P) entre os movementos de P%, para cada lifia aérea a = 1,2, ..., A.

Teorema 2.14 Sexa (N, ¢, P) un xogo de aeroporto con uniéns a priori.

1. Se n,, > 2 entén:

- T"(N,¢,P) .
77 (N,c, P) = #c(z)7
jepa c(j)
paracadai € P*ea=1,2,..., A.
2. Se n,, =1, enton:
"(N,c, P
(Ve P) = 2P )

ZjePa c(j)

parai € P% a # A,
TIA(NanP) - (Cm _Cm—l) oli

ZjePA C(J) —(m — m—1)

77 (N,¢c, P) =

para cada i € P4, i ¢ N,,,

TH(N, ¢, P) — (¢ — Cm—1)

7/ (N,e, P) = ¢ — €1 + , Cm—1,
z( ) m m—1 ZjePA C(])—(Cm—cmfl) m—1

para cada i € P4, i € N,,.

O reparto dos custos que nos proporciona o Teorema 2.14 ten unha interpretacién similar a que
nos proporcionan os Teoremas 2.6 e 2.13. Se existen polo menos dous moventos realizados polos aviéns
de maior tamano, a contribucién dunha lina aérea dividese entre os seus movementos en proporcién 6
seu custo. O mesmo método tsase para lifias aéreas a # A se hai un tinico movemento realizado polo
avion de tipo maior, que entén forma parte da compafiia A. Neste caso, o iinico movemento realizado
polo avién de maior tamafio ten que pagar o seu custo separable ¢, — ¢,,—1. O custo restante,

TIX(Nv C, P) - (Cm - Cm—l);

é asignado 6s movementos da aerolina A proporcionais 0s seus custos, polo que o movemento de tipo
N,, é agora considerado como de tipo N,,_;. Notemos que se n,, = 1 e ademais PANN,,_1 + 0,
enton para ¢t € N,,, e j € N,,,_1 temos que:

7 (N,¢, P) = cm — cm—1 + 7] (N, ¢, P),

onde se ve mais claramente a analoxia con Teorema 2.6.

Para ilustrar o uso do 7-valor inverso para calcular as taxas de aterraxe nos aeroportos, conside-
raremos o exemplo de Labacolla, o aeroporto de Santiago de Compostela, Espana, durante os tres
primeiros meses de 1993, que tamén foi considerada en Vazquez-Brage et al. (1997). No Cadro 2.3,
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Tipo t | Nuamero de | Custo | Valor de
movementos Shapley
CESSNA 1 10 8120 6.455
LEARJET-25 | 2 6 15134 | 12.075
B-757 3 78 32496 | 26.054
DC-9 4 464 34265 | 27.574
B-737 5 232 39494 | 35.044
B-727 6 438 44850 | 46.488
DC-10 7 30 50000 | 218.150

Cadro 2.1: Informaciéon sobre os diferentes tipos de aviéns que usaron en Labacolla durante ese ano.
Numero de movementos realizados clasificados por tipo, custo e valor de Shapley.

Tipo t Niamero Custo Inversa
de movementos do 7-valor

CESSNA 1 10 8.120 8.301

LEARJET-25 | 2 6 15.134 15.470
B-757 3 78 32.496 33.218
DC-9 4 464 34.265 35.027
B-737 5 232 39.494 40.372
B-727 6 438 44.850 45.847
DC-10 7 30 50.000 51.112

Cadro 2.2: Informacion sobre os diferentes tipos de aviéns que usaron en Labacolla durante o periodo
de tempo estudiado.

clasificaremos os distintos tipos de aviéns que se usan en Labacolla no periodo estudado, o ntimero de
movementos realizados por cada tipo e o seu custo asociado. Tamén proporcionaremos a asignacion
dos custos totais dacordo coa inversa do 7-valor cando os movementos son tratados como entidades
separadas en vez de como parte dunha lina aérea. Tédolos custos estan dados en miles de Pesetas.

No Cadro 2.2 reflexamos informacioén a cerca do nimero de movementos realizados por cada tipo de
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aviéon que usou Labacolla durante o periodo de tempo estudiado xunto co seu custo, ademais de pro-
porcionar a inversa do 7-valor. No periodo considerado, houbo 23 linas aéreas operando en Labacolla.
Aparecen expresados na primeira columna do Cadro 2.3, onde tamén se especifica 0 nimero de move-
mentos realizados por cada tipo de avién para cada lina aérea mentres que, na tultima columna desta
taboa, indicamos o valor da inversa do 7-valor coalicional para cada un dos movementos, distinguidos
por tipo e aerolifia. As taxas vefien dadas en miles de Pesetas.

Hai que destacar que, para o mesmo tipo de avién, as taxas por movemento son menores para as
lifias aéreas que utilizan o aeroporto de Labacolla de xeito mais intensivo. Isto é debido 6 feito de
que as linas aéreas con maior nimero de movementos poden distribuir os seus custos entre todos eses
movementos, mentres que unha lina aérea cun nimero de movementos que sexa baixo tamén ten que
distribuir os seus custos entre esos poucos movementos. Notemos que a taxa total que ten que ser
pagada por unha lina aérea s6 depende do tipo de avién que usa no aeroporto e non do nimero de
movementos que faga. Recordemos que no xogo do aeroporto tan s6 considerabamos os custos fixos de
construccién da pista. Os custos variables asociados 6s movementos poden ser directamente atribuidos
a varios movementos e constituir outra parte das taxas totéis. Polo tanto, as taxas totais que tenen
que ser pagadas por unha lina aérea, é dicir, os custos fixos e os custos variables, serdn maiores se a
lifia aérea decide facer un maior nimero de movementos no aeroporto.

Tres das linas aéreas que usaron Labacolla no periodo de tempo que estamos a considerar, Aviaco,
Iberia e Viasa forman parte do grupo Iberia. Suponamos que o grupo Iberia decide negociar as taxas
para as tres aerolinias que o forman como se fosen un s6 grupo. Entén obteriamos unha situaciéon con
dinicamente 21 unidades de negociacién, nas cales a inversa do 7-valor para o grupo Iberia é 12900.035
(en miles de Pesetas). Notemos que este valor é maior que a suma das taxas que terian que pagar no
caso de que negociasen individualmente, que seria

12 x 174.002452 x 2.668 + 438 x 3.492 + 30 x 262.767 = 12706.466 miles de Pesetas.

Isto moéstranos que as linas aéreas fusionadas non reducen necesariamente as suas taxas de aterraxe se
estas son determinadas usando a inversa do 7-valor.

En xeral, a proporcién do custo da taxa é menos variable entre os distintos tipos de aviéns e linas
aéreas, cando a inversa do T-valor ou a inversa do 7-valor coalicional é utilizada para calcular esas
taxas que estan nos cadros 2.2 e 2.3, que no caso de que usemos o valor de Shapley ou o valor de Owen
que representamos nos cadros 2.1 e 2.4, respectivamente. Outra diferencia entre o valor de Owen e o
T-valor coalicional é que as fusiéns de linas aéreas non reducen necesariamente as taxas de aterraxe se
estas son determinadas usando a inversa do 7-valor coalicional, mentres que sempre se reduciran se o
utilizamos o valor de Owen.

Observacion. E un problema aberto o estudo do nucleolo con unioéns a priori, en xeral, e para o caso
do aeroporto en xeral.
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Lina aérea Nimero Tipo Inversa
de movementos de avi6én do 7-valor
Air Europa 36 B-757 9.820
172 B-737 11.936
Aviaco 12 DC-9 174.002
Britannia 6 B-737 401.112
British Airways 2 B-757 990.115
Condor Flugdienst 2 B-757 990.115
Caledonian Airways 2 B-757 990.115
Eurobelgian Airlines 2 B-737 1203.35
Futura 32 B-737 75.208
Gestair Executive Set 2 CESSNA 247.407
Iberia 452 DC-9 2.668
438 B-727 3.492
Air Charter 2 B-737 1203.335
Corse Air 4 B-737 601.667
Air UK Leisure 2 B-737 1203.335
Ibertrans 2 CESSNA 247.407
LTE 36 B-757 55.006
Mac Aviation 6 LEARJET 25 | 153.705
Monarch Airlines Ltd. 3 B-737 802.223
Sobelair 6 B-737 401.112
Trabajos Aéreos 2 CESSNA 247.407
Tea Basel LTD 2 B-737 1203.335
Oleohidraulica Balear SA 4 CESSNA 123.704
Viasa 30 DC-10 262.737
Spanair 2 B-737 1203.335

Cadro 2.3: Nimero de movementos realizados polos distintos tipos de aviéns que posiie cada lina aérea
no aeroporto de Labacolla xunto co seu respectivo 7-valor.
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Lina aérea Nimero Tipo Valor
de movementos de avion de Owen
Air Europa 36 B-757 8.110
172 B-737 11.183
Aviaco 12 DC-9 151.093
Britannia 6 B-737 369.224
British Airways 2 B-757 843.378
Condor Flugdienst 2 B-757 843.378
Caledonian Airways 2 B-757 843.378
Eurobelgian Airlines 2 B-737 1107.673
Futura 32 B-737 69.230
Gestair Executive Set 2 CESSNA 176.522
Iberia 452 DC-9 2.037
438 B-727 9.070
Air Charter 2 B-737 1107.673
Corse Air 4 B-737 553.836
Air UK Leisure 2 B-737 1107.673
Ibertrans 2 CESSNA 176.522
LTE 36 B-757 46.854
Mac Aviation 6 LEARJET 25 | 120.367
Monarch Airlines Ltd. 3 B-737 1107.673
Sobelair 6 B-737 369.224
Trabajos Aéreos 2 CESSNA 176.522
Tea Basel LTD 2 B-737 1107.673
Oleohidraulica Balear SA 4 CESSNA 88.261
Viasa 30 DC-10 334.778
Spanair 2 B-737 1107.673

Cadro 2.4: Nimero de movementos realizados polos distintos tipos de aviéns que posiie cada lina aérea
no aeroporto de Labacolla xunto co seu respectivo valor de Owen.
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Capitulo 3

O problema da autoestrada

Para a realizacion deste capitulo, basdmonos no artigo Sharing costs in highways: A game theoretic
approach, de J. Kuipers et al. (2013), e na tese Essays on Operations Research Games and Cautious
Behavior, de Manuel Alfredo Mosquera Rodriguez (2007).

Neste capitulo, plantexaremos un modelo de xogo con utilidade transferible chamado zogo da au-
toestrada. Neste modelo, asumiremos que un axente estd completamente caracterizado pola seccién
de autoestrada que usa, o que significa que tédolos vehiculos no noso modelo son da mesma clase.
Tamén suponeremos que cada seccién ten un custo fixo que se corresponde, ou ben cos custos iniciais
de construccién, ou cos custos peridédicos de mantemento. Despdis, analizaremos o comportamento de
dous dos conceptos de solucién méis conecidos para xogos de utilidade transferible dentro da clase dos
xogos de autoestrada e aplicarémolos sobre datos reais.

Un problema da autoestrada é unha 4-tupla I' = (N, M,C,T) onde N é un conxunto finito de
axentes, M é un conxunto finito e completamente ordenado de seccions, C' : M — R, representa
o custo de cada seccion e T : N — 2M ¢ unha funcién que representa, para cada axente i € N, o
conxunto de secciéns T'(i) € M usadas por cada axente. Debido a que cada axente usa un conxunto
consecutivo de seccions, esixiremos que: cada T'(i) sexa da forma {t € M : a; < t < b;} onde q;
representa 4 primeira seccion usada polo axente i e b; representa a tltima seccién usada por i. Tamén
esixiremos que cada seccién sexa usada como minimo por un axente, isto é, que se verifique que:

No caso de que a 4—tupla dun problema da autoestrada I' non estea establecida, denotaremos o con-
xunto de axentes de I por Nr, o conxunto de secciéns por Mr, etcétera.

Observaciéon 3.1. Notemos que un problema da autoestrada (N, M,C,T) correspondese cun pro-
blema do aeroporto (Littlechild e Thompson, 1977) se:

min7 (i) = minM para todo i € N.

Exemplo 3.2. A Figura 3.1 representa un pequeno problema da autoestrada para a autoestrada que
conecta A Coruna con Vigo. Catro axentes que utilizan a autoestrada represéntanse como lifias debaixo
da autoestrada. Os axentes estan numerados como 1,2, 3 e 4. Suponendo que estos son os tinicos axen-
tes involucrados, definimos N = {1,2,3,4}. Os puntos negros na autoestrada representan as entradas
e saidas que a dividen en 4 seccions. A Corufla-Santiago (1); Santiago-Padron (2); Padron-Pontevedra
(3); e Pontevedra-Vigo (4). Enton definimos o conxunto de secciéns como M = {1,2,3,4} co seu orde
natural. Agora asignaremos os custos de cada seccion: C(1) =8, C(2) =4, C(3) =6 e C(4) = 6. Xa
que o axente 1 viaxa sO a traves da seccion 1 entre A Corufla e Santiago, temos que T(1) = {1}, o
axente 2 viaxa entre Padron e Vigo e polo tanto, T'(2) = {3,4}. Por outra banda, o axente 3 viaxa
entre A Coruifia e Pontevedra e como consecuencia T'(3) = {1, 2, 3}. Finalmente, o axente 4 viaxa entre

25
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Santiago e Vigo polo que T'(4) = {2, 3,4}.

o6
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A Corufia e&——=—=—=—» Vigo
1 2
o

4
I |

A.
\&Q}Q‘ZA

B

&
o 9\\;0

Figura 3.1: Autoestrada linal do Exemplo 3.2

Notemos que os conxuntos 7(7) son todos consecutivos e que cada secciéon estad como minimo nun
dos conxuntos T'(7). Polo tanto, a 4-tupla T é de feito un problema da autoestrada e a Figura 3.1 é a sia
representacion informal. Por outra banda tamén podemos calcular o valor de Shapley. A continuacion
mostramos a stia aplicabilidade neste contexto para os datos do exemplo anterior mediante o uso de

R:
# Valor de Shapley do problema da autoestrada

# c[i] coste tipo i
# t[i] nimero de xogadores do tipo i

vshapley<-function(t,c){
rigual<-c()

for(j in 1:length(c)){
rigual[jl<-c[j1/ [
}

return(rigual)

}

c<-c(8,4,6,6)
t<-c(2,2,3,2)

vshapley

rigual

#[11 4 2 2 3

A continuacion, refirirémonos a:

PR

teM

como o custo dun problema da autoestrada (N, M, C,T). Claro esta que é posible asignar o custo dun
problema da autoestrada sen modelar ningin xogo de xeito tedrico. Unha maneira natural de repartir
custos nun problema da autoestrada seria repartir os custos dos recursos de cada seccién de xeito
igualitario entre os axentes que a usan. Definiremos a regra de asignaciéon £ como:

B c()
s _te%) [{JeN:teT()} Y

para calquera problema da autoestrada I' = (N, M,C,T) e para todo axente ¢ € N. Hai que ter en
conta que ¢ esta ben definida e asigna o custo total tendo en conta o feito de que U;e yT'(i) = M. Para
o Exemplo 3.2 temos que £ = (4,5,8,7).
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Dado un xogo da autoestrada, I' = (N, M, C,T') definimos o xogo asociado (N, ¢) como:
¢(S) =C(T(S)) para todo S C N.

Neste caso, para calquera S C N, a notacion T'(S) denota U;csT(i) e para cada M’ C M, a notacion
C(M’) denota ), ,, C(t). Isto é, o custo no que incurre a coalicion S definese como o custo total
das seccions usadas por membros de S. Diremos que (N, c) é o zogo de autoestrada asociado a I'. A
continuacién representamos o custo asociado a cada coalicién S C N no Exemplo 3.2.

S 0 {1y {20 {3 {4 {12} {1,3} {14} {23} {24}

«S)|0 8 12 18 16 20 18 24 24 16

S {34 {1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {234} {N}

o(S) | 24 24 24 24 24 24

Cadro 3.1: Custo asociado a cada coalicién do xogo de autoestrada do exemplo 3.2.

Recordemos que en teoria de xogos, un vector z € RY pode ser interpretado como o reparto dos
custos asignados a cada xogador i € N en calquera xogo (N, c¢) e chamase asignacion para (N, c).
Unha asignacién z € RY ¢ eficiente para (N, ¢) se:

Z x; = ¢(N),
iEN

isto é, se os repartos dos xogadores suman o custo total. Un wvalor para unha clase de xogos é unha
funcién W, que asocia con cada xogo (N, c) da mesma clase, unha asignacién eficiente (N, c) € R,
Un valor para unha clase de xogos define unha regra de asignacién para un problema da autoestrada
de xeito obvio, coa condicién de que a clase contena a tédolos xogos de autoestrada.

O noso primeiro resultado neste capitulo, relaciona o valor de Shapley coa regra de asignaciéon de
custos para o problema da autoestrada £ que definimos 6 comezo deste capitulo.

Proposicion 3.3. Sexan I' un problema da autoestrada e (N, c¢) o xogo da autoestrada asociado.
Enton verificase que:
(N, c) =¢(I).

Proba. Sexa I' = (N, M, C,T). Para todo t € M definimos o xogo (N, ¢;) por:

C(t) seteT(S),
ct(S) =
0 noutro caso,

para todo S C N. Notemos que o valor de Shapley ¢é eficiente (Shapley, 1953). Ademais, esté claro por
(1.1) que o valor de Shapley satisfai a propiedade de simetria:

®;(N,c) = (I)j(Nﬂ c),
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para todo ¢,7 € N sempre e cando:

c(SU{i}) = c(SU{i}),
para todo S C N\{i,j}. Tamén estéa claro por (1.1) que o valor de Shapley satisfai a propiedade de
xogador nulo, é dicir, ®;(N, ¢) = 0 sempre e cando ¢(S U {i}) = ¢(S) para todo S C N\{i}. Enton,

c) :
Genaergy e t € T(),

Qi(N7 Ct) =
0 noutro caso.
Ademais, o valor de Shapley é aditivo (Shapley, 1953):
®(N,c)+ ®(N,d) = ®(N,c+d),

para todo par de xogos (N, c), (N,d). Polo tanto, obtemos para cada i € N que

= Z (I)i(N, Ct) - Z q)i(N7 Ct) = gl(r)

teM teT (1)

Proposicion 3.4. Sexa (N, M,C,T) un problema da autoestrada. Enton, o xogo asociado (NN, ¢)
é mondtono e coéncavo.

Proba. Sexa S C R C N. Debido a que T(S) C T(R) e C(t) > 0 para cada t € M, temos que:

=2 Cws ) cw

teT(S) teT(R)

Polo tanto, (N, ¢) é un xogo mondtono.
Sexan agora S, R C N. Enton,

c(S)+c(R) = C(T(S))+C(T(R))
= C(T(S)UT(R))+C(T(S)NT(R))
> C(T(SUR))+C(T(SNR))

= c¢(SUR)+c¢(SNR),

de onde a desigualdade se segue porque C(t) > 0 para cada t € M, T(SUR) = T(S)UT(R) e
T(SNR) CT(S)NT(R). Polo tanto, concluimos que o xogo (N, ¢) é concavo.

3.1. O nucleolo nos xogos de autoestrada

Como vimos anteriormente, o nucleolo dun xogo, v(N, ¢), esta formado por unha tinica imputacion
se I(N,c) # 0 (doutro xeito v(N, c) = 0).

Para un xogo (V,c¢) denotaremos por D(N,c) a familia das coalicions propias de N con excesos
minimais en v, isto é,

D(N,c)={S C N :¢(S,v) <e(T,v), para todo T C N con S,T # 0}.

Escribiremos D cando non haiga posibilidade de confusién.
Un resultado esencial para o céalculo do nucleolo de xogos concavos é debido a Arin e Ifarra (1998)
e resultara crucial para determinar o valor do nucleolo nos xogos de autoestrada. Na terminoloxia de
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Arin e Inarra, unha familia A de coaliciéns é unha antiparticion de N se {N\S : S € A} é unha
particion de N. Este resultado indicase a continuacién na seguinte proposicion.

Proposiciéon 3.5. (Arin e Inarra, 1998). Para calquera xogo concavo (N, c), a familia D contén unha
particiéon ou unha antiparticiéon de N.

A Proposicién 3.5 pode ser usada para determinar o nucleolo dun xogo concavo como segue. Se-
xan (N, c) un xogo, z € R™ unha asignacion eficiente e A unha familia non baleira de coalicions de N.
Definimos o exceso medio de A en x por:

> sea (S )
e(A,x) = =288 70
[ A
Se A & unha particiéon de N enton,
S(A,I') — ZSEA C(S) - C(N)’

[ A
e se A é unha antiparticion de N, enton:

e(A. ) — YseaclS) = ([ A|-1)c(N)
)= [A] '

Notemos que en ambos casos o exceso medio non depende de z. Ademais, da Proposicién 3.5 tamén
se segue que:

e(D,v) =min{e(A,v) : A & unha paticion ou antiparticion de N}.

Xa que os numeros e(A, ) nesta minimizacion non dependen de v, é posible determinar e(D, v), asi
como unha particién ou antiparticiéon contida nela, simplemente enumerando todas as particiéns e
antiparticiéns de N. En xeral, isto non é préctico debido 6 gran nimero de particiéns e antiparticiéns
que existen. Sen embargo, cando as particiéns e antiparticiéns proveien dunha familia cun nimero
pequeno de coalicions relevantes, pode ser un método eficaz. Iste é o caso dos xogos de autoestrada. A
continuacion daremos un refinamento da Proposicién 3.5 para unha subclase dos xogos concavos.

Definicion 3.6. Dicimos que unha coalicion S C N é esencial se existe unha particién non trivial P
de S de xeito que:

co(8) =Y e(R).

ReP

Definicion 3.7. Unha coalicion S C N dise que é saturada se non existe unha coalicion R tal que
S CRec(S)>c(R).

Definicién 3.8. Unha coalicion S C N, S # (), dicimos que ¢é relevante se é esencial e saturada.

Denotaremos mediante RC(N, ¢) 6 conxunto das coalicions relevantes para un xogo (N, ¢) e definese:
RC(N,c) = RC(N,c) U{N\{i}:i € N}.
Por comodidade, usaremos a notacién RC e RC se non existe confusion.

Lema 3.9. Sexa (N,c) un xogo concavo de xeito que N ¢é esencial e ademais c¢(N\{i}) < ¢(N)
para todo ¢ € N. Entén:

1. e(S,v) > 0 para todo S C N, S # 0,
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2. v; >0 paratodot € N,
3. D C RC.

Proba. A proba deste lema non a incluiremos neste traballo. Baséase nas definicions de coaliciéon
esencial, saturada, concavidade de xogos, exceso e nucleolo, e faise reducion 6 absurdo.

O seguinte corolario é consecuencia directa da Proposicion 3.5 e do terceiro apartado do Lema 3.9.

Corolario 3.10 Sexa (NN, c) un xogo concavo de xeito que N é esencial e tal que c(N\{i}) < ¢(N)
para todo i € N. Enton D N RC contén unha particién ou unha antiparticiéon de V.

3.2. O exceso minimal do nucleolo no problema da autoestrada

Na clase dos xogos de autoestrada, as coaliciéns relevantes poden ser facilmente identificadas. Sexa
(N, ¢) un xogo de autoestrada asociado a un problema de autoestrada I' = (N, M,C,T). Enton, a
coalicién S C N é saturada se:

S={ie N:minT(S) <minT (i) <méaxT(:) <maxT(S5)},
e é esencial se non existe ningunha particion {R, R’} de S de xeito que T(R) N T(R') = (). Notemos

que 6 sumo pode haber:
1
S IMI(M|+1)-1

coaliciéns relevantes para o xogo da autoestrada. Isto é debido a que:
1
S 1M (M | +1)

é o numero de posibles combinacions para min 7'(S) e max7'(S) e por definicion N non pode ser rele-
vante.

Observaciéon 3.11 Nun problema de autoestrada, dicimos que dous axentes son do mesmo tipo se
usan exactamente as mesmas secciéns. Os axentes do xogo da autoestrada que son do mesmo tipo
son xogadores simétricos e polo tanto, a sta asignacién do nucleolo é a mesma. Como consecuencia, a
complexidade do algoritmo para o calculo do nucleolo non dependera do niimero de axentes pero si do
nimero de tipos de axentes que tenamos.

Polo Corolario 3.10, se queremos calcular os excesos minimais do nucleolo de (V,¢), s6 temos que
calcular os excesos medios de tédalas particiéns e antiparticiéons de N contidas en RC' sempre que N
sexa esencial.

Definiciéon 3.12. Diremos que o problema da autoestrada I' é descomporiiible se existe unha par-
ticion non trivial {L, R} de N de xeito que {T'(L),T(R)} forma unha particién de M.

Observemos que N é non esencial en (N, ¢) se I' é descomponible, xa que enton:

2
2
]
Q
=
2
i

C(T(L))+ C(T(R)) = c(L) + c(R).

Reciprocamente, se N non é esencial en (N,c), existe unha particion {L, R} de N de maneira que
¢(N) =c¢(L)+ c¢(R), o cal tan s6 é posible se L e R son tais que {T'(L),T(R)} é unha particion de M.
Observemos tamén que as coaliciéons L e R na particion de N nun problema da autoestrada descom-
ponible deben de ser coaliciéons relevantes. Polo tanto, temos o seguinte corolario.
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Corolario 3.13. Sexan I' = (N, M,C,T) un problema da autoestrada e (NN, c) o seu xogo de au-
toestrada asociado. Enton D N RC' contén unha particiéon ou unha antiparticiéon de N.

Proba. Se T non é descopoiiible, entén N é esencial en (IV,c¢). Ademais, dacordo coa Proposicion
3.4, (N, c¢) é monotono e polo tanto satisfai que:

c(N\{i}) < ¢(N),

para todo i € N. Neste caso o resultado séguese polo Corolario 3.10. Se I é descomponible, enton
existe unha particion {L, R} de N con L, R € RC de xeito que {T'(L),T(R)} forman unha particion
de M e polo tanto:

¢(N)=c(L)+ c(R).

Ademais, temos que dacordo coa Proposicion 3.4, que (N,c¢) é concavo e como consecuencia o seu
nicleo non é baleiro. Isto implica que e(S,v) > 0 para todo S C N. Como ¢(N) = ¢(L) + ¢(R), temos
que:

e(L,v) =e(R,v) =0.

Entén, temos que {L, R} € D N RC, de onde se segue o resultado.

De feito, como nos mostra este resultado, para os xogos de autoestrada tan s6 necesitaremos con-
siderar antiparticions en RC.

Lema 3.14. Sexan I' = (N, M,C,T) un problema da autoestrada e (IV,c) o seu xogo de autoes-
trada asociado. Entén, D N RC contén unha antiparticién de V.

Proba. Se T' é descompoiiible, entéon como argumentamos na proba do Corolario 3.13, existe unha
particion {L, R} de N con:

{L,R} C DNRC.
Como {L, R} tamén é unha antiparticion, queda probado o lema para este caso.

Por outra banda, suponamos agora que I' non é descomponible. Sexa entén P unha particién de
N e definamos a sta antiparticiéon asociada como:

Ap ={58°:5 € P}.
Temos que probar que e(Ap,v) < e(P,v). Entén, como sabemos que:

2seap €9 = ([ Ap [ —1)e(N) — 3gepe(S) — (| P | —1)e(N)
| Ap | - | P | ’
2sep c(S) — c(N)
| P | '

e(Ap,v) =

e(Pv) =

Agora, temos que ver que se verifica:

S e(5) = 3 efS) < (| P| ~2)e(N). (3.2)

SepP SepP

Para t € M, denotaremos por 7n; 6 ntimero de coalicions S € P tais que ¢t € T'(S°) e por & 6 ntimero
de coalicions S € P tais que t € T'(S). Enton:

D e85 =D e(S) = > mCt) = > &C1H) =D (n —&)C(1).

SepP SepP teM teM teM
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Polo tanto, é suficiente probar que:
& <[Pl -2

para todo t € M. Sexa entén t € M. Temos claramente que 7, <| P |, polo que non temos nada que
probar se § > 2. Deste xeito, suponiamos que & < 2. Enton, § = 1 e precisamente existe un SeP
con t € T(S) e como 5¢ = USeP\{S}S séguese que t ¢ T(S‘) de onde deducimos que n; <| P | —1.
Polo tanto,

& =n—1<|P| -2
Polo que de feito, e(Ap,v) < e(P,v).

Pola Proposicién 3.5 sabemos que D contén unha particién ou unha antiparticién. Se D contén unha
particion, digamos P, entén D tamén contén a antiparticion A,, xa que e(Ap,v) < e(P,v). Podemos
polo tanto concluir que D contén unha antiparticion. Como supofiemos que I" non é descomponible,
polo Lemma 3.9 3., polo tanto a antiparticién tamén est4 contida en RC, o que proba o lema.

Proposicion 3.15. Sexan I' = (N, M,C,T) un problema da autoestrada e (IV,c¢) o seu xogo de
autoestrada asociado. Enton, verificase polo menos unha das seguintes afirmacions.
1. Existen L, R € RC con LU R = N, tais que:
{L,R}U{N\{i}:ie LNR} C D.
2. Existe S € RC tal que:
{S}U{N\{i}:ie S} CD.
3. {N\{i}:ie N} C D.
Proba. Polo Lema 3.14, D N RC contén unha antiparticién de N. Sexa:
A={Ay, .., A} CDNRC

tal antiparticion, entéon Ay € RC ou | Ay |[=n—1paracadaf e {1,....k}.Ser=|{Se€ A:S e RC}|,
os casos 1.,2. e 3. correspondense con 7 = 2,7 = 1 e r = (, respectivamente. Polo tanto, temos que
probar que r < 2.

Para probalo, procederemos por reducién 6 absurdo. Suponamos que r > 3. Sexan entén A, As, Az €
RC' e suponamos sen pérdida de xeralidade que min M € T(4;) e que max M € T(A;). Como
A1, Ay € RC, séguese que max T'(A4;) < max M e min T'(As) > min M polo que min M ¢ T'(A,)NT(As)
emax M ¢ T(A;) NT(2).

Por definicién de antiparticion, A5 C A; N As, e entén:

T(A3) € T(A1) NT(A2),
de onde se segue que:
M = T(As) UT(AS) € T(A5) U (T(Ar) N T(As)).

Debido a isto, min M € T(A3) e max M € T(As) o que entra en contradicion co feito de que Az € RC.

Definamos,
SR = ¢(L) +c¢(R) + ZiELWRchN];Tii)Q (|LNR|+1)e(N) para L.R € RC,
) = A DD (SN 5 e
o Siew e\ - (N | -De(N)

| NV |
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Definamos ademais:

B8 = min{B(L,R): L,R€ RC con LUR =N},
v = min{y(S):S € RC},
A = min{f,~,d}.

Corolario 3.16. Sexan I" un problema da autoestrada e (N, ¢) o seu xogo asociado. Enton e(D,v) = A
e ademais:

1. Se A=p3=3(L,R) para L,R € RC con LUR = N, entén:
vi = c¢(N) = e(N\{i}) + A,
paratodoi € LN R, v(L) =c¢(L) —Xev(R) =c(R) -\
2. Se A=~ =~(5) para S € RC enton, v; = ¢(N)—c(N\{i})+ A paratodoi € Sev(S) =c(S)—\.
3. Se A =0, enton v; = ¢(N) — ¢(N\{i}) + A para todo i € N.
Proba. Tratase de comprobar que:

B(L,R) = e({L,R}U{N\{i}:ie LNR},v)se L,R€ RC con LUR =N,
~(S) e({STU{N\{i} :i € S},v) se S € RC,
= e({N\{i}:ie N}v).
Entén, pola Proposicién 3.15 o minimo destos nimeros correspéndese con unha antiparticién de D.

Se o minimo atopase en 1., as coalicions L e R estan en D e polo tanto, v(S) = ¢(S) — A. Ademais,
N\{i} € D e enton,

v; = ¢(N) —v(N\{i}) = ¢(N) — ¢(N\{i}) + X para todo i € LN R.
Os casos (2) e (3) probanse de xeito similar.

Se A = 0 obtemos o nucleolo de xeito inmediato para tédolos axentes. Se A = v < J, obtemos o
valor do nucleolo para os axentes que pertencen & coalicion adecuada S € RC. Para obter o nucleolo
dos axentes restantes en S¢, é posible formular un problema da autoestrada reducido cos axentes con-
tidos no conxunto S¢ e repetir o procedemento neste problema maéis pequeno. Se A = 8 < min (v, §),
obtemos o valor do nucleolo para os axentes nunha coalicién da forma LNRcon L, R € RCe LUR = N.
Para obter o nucleolo dos restantes axentes temos que formular dous xogos reducidos de autoestrada,
un para 0s axentes que estan en L€ e outro para os axentes que se atopan na coaliciéon R°.

3.3. O problema reducido da autoestrada

Sexa I' = (N, M,C,T) un problema da autoestrada. A continuacién formularemos para Z € RC e
7 € [0, 3¢(Z)] un problema reducido da autoestrada:

1—‘71',Z = (Nrr,Z; Mﬂ',Za C"n',Za Tﬂ,Z)

con conxunto de axentes N, z = Z° As seccions que se atopan fora de T'(Z) permanecen no problema
reducido e as secciéons que estan en T'(Z) son reemplazadas por un conxunto de m novas secciéns
NS = {t1,t2, ..., tm }, disxuntas de M polo que temos que:

M.z = M\T(Z)UNS.
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As novas seccions de NS forman un conxunto consecutivo ordenado, t; < to < ... < t,,, e colécanse
no sitio onde se atopaba o conxunto de secciéns consecutivas T'(Z). O namero m e o custo das novas
seccions estd determinado polo conxunto de axentes os cales, no problema da autoestrada orixinal,
usan as seccions de T(Z) con custo positivo, pero cun custo total menor que 7. Denotaremos por N*
a este conxunto de axentes.

Para todo i € N z, definimos:

gi = min{m, C(T(i) N T(Z))}

e polo tanto
N ={ieNyz:0<g; <m}.

Por outra banda, distinguiremos entre os axentes de N* 6s cales a stia primeira seccion pertence a T'(Z)
e os axentes de N* 6s cales a stia tltima seccion é pertencente a T'(Z). A continuacion, definiremos os
seguintes conxuntos:

Ny {i e N* :maxT(i) € T(2)}
N = {ieN*:minT(i) € T(Z)}.

O seguinte lema moéstranos que os conxuntos IN; e N, contefien entre eles os dous a tédolos axentes
que estan en N* e ademdis, a sta interseccién é igual 6 baleiro.

Lema 3.17 Os conxuntos N; e N’ forman unha particion de N*.

Proba. En primeiro lugar, probaremos por reduciéon 6 absurdo que N; N N, = (. Tomemos ¢ € N*
e suponamos que ¢ € NS N N/, entén temos que méaxT'(i) € T(Z) e minT (i) € T(Z), o que implica
que T(i) C T(Z). Como Z esta saturado, séguese que i € Z o que entra en contradiccion coa elec-
cibn ¢ € N* C Z¢. A continuacién, probaremos que NS U N = N*. Eliximos ¢ € N* e suponamos
que ¢ ¢ NS ei ¢ N, enton verificase que minT'(¢) ¢ T(Z) e maxT' (i) ¢ T(Z) o que implica que
TE)NT(Z) =0ouT(Z) CT(). Ocaso T(i) NT(Z) = O contradi o feito de que g; > 0, e o caso
T(Z) C T(i) contradi que g; < 7.

Definamos, para todo ¢ € N*,

Gi se i€ Ny,
Si =
T—g; se i€ N

Agora o ntumero m, nimero de novas seccions, é igual 6 numero dos diferentes valores ¢; + 1. Sexa
¢ € R, o vector formado por m — 1 valores diferentes ¢; e o niimero 7 dispostos en orde estrictamente
crecente. Notemos que &, = 7 xa que ¢; < 7 para todo ¢ € N*. Definimos a funcién de custos Cj z
por:

C(t) se te M\T(Z),
Crz(t) =9 & se t=ty,
& — &1 se t=tpconl<k<m.

Sexa i € N*, enton denotamos por k(i) 6 tnico indice k € {1, ...,m—1} de xeito que 5; = & e definimos
a funcién:
Tﬂ—’Z : NTK',Z — 2M"‘Z

por:
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T(Z) se g, =0,
T\T(Z))UNS se g;=m,
(TENT(Z)) U{t1, sty } se i€ Ny,

(T(\T(Z)) U {ti@)+1s--rtm} se i€ NS,

para todo ¢ € N, z. Notemos que a definicién asegura que, para cada i € Ny z, temos que T z(i)
contén un conxunto consecutivo de secciéns de M, z. Polo tanto,

FT(,Z = (NTF,Z7 M‘n',Za Oﬂ',Z) T7r,Z)

é un problema da autoestrada valido.
Para o seguinte lema, necesitamos tomar 7 < % (2).

Lema 3.18. T(N;)NT(N;) =0 e T(N;) UT(N;) non contén todalas seccions de T'(Z)

Proba. En primeiro lugar probaremos que T'(¢) N T(j) = 0 para todo i € NS e j € N;.
mos pola contra que existe i € N; e j € N con T'(¢)NT'(j) # 0. Enton, temos que T(Z) C

Supona-
T(i)u
e obtemos:

T(j)

9i+9; =C(T(H)NT(2)+C(T(G)NT(Z) 2 C(T(2)) = «(Z) = 2m,

o que contradi que g; < m e g; < m. Asi, de feito temos que T'(¢) NT'(j) = 0 para todoi € NS e j € N/
Enton, séguese de inmediato a afirmacion T'(N;) NT(N;) = () e ademais,

C(T(Z) NT(N*)) = méx{g; : i € N} +méix{g; : i € N’} < 27 < C(T(Z2)).

A desigualdade estricta implica que T'(Z) € T(N;) UT(N;).

Corolario 3.19. O nimero de secciéns do problema reducido da autoestrada I'; z non excede o
namero de secciéns de I'.

Proposicion 3.20 Sexa I' = (N, M, C,T) un problema da autoestrada co xogo da autoestrada (N, c)
asociado. Tomemos Z € RC e 7 € [0, 2C(Z)]. Entén, a funcién caracteristica ¢, z do xogo da autoes-
trada (N z,¢r z) que ten asociado o problema da autoetrada reducido I'y z, ven dado por:

¢r,z(S) =min{c(S), 7+ C(T(S)\T(Z))}

para todo S C N.

A seguinte proposicién proporcionanos unha férmula para o xogo reducido de Davis-Maschler. De-
notaremos como (Q°¢,c™%) o xogo reducido de Davis-Maschler dun xogo (N,c), onde Q@ C N é o
conxunto de xogadores e z é unha asignacion para (N, c).

Proposicion 3.21. Sexa (N, M,C,T) un problema da autoestrada, e x un elemento do nucleo do
x0go (N, ¢) da autoestrada asociado e sexa

ZeD(x)={SCN:e(S,z) <(T,z) paratodo T C N,S,T # 0}.
Entoén, a funcién caracteristica ¢®# do xogo reducido de Davis-Maschler ven dada por:

¢®? = min{c(S), 7 + C(T(S)\T(Z))} para todo S C N,
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onde m = ¢(Z) — z(2).

As formulas para o xogo da autoestrada reducido e o xogo reducido de Davis-Maschler son iguais,
pero as condiciéns baixo as que se mantenen son distintas. O seguinte corolario méstranos que ambas
condiciéns se satisfan se a reduccién é con respecto do nucleolo v e unha coalicién en D N RC.

Corolario 3.22. Sexa (N,M,C,T) un problema da autoestrada co xogo (N,c) asociado e sexa
Z € DN RC. Entén ¢? = ¢, z, onde 7 = c¢(Z) — v(Z).

3.4. Algoritmo para o calculo do nucleolo do xogo da autoes-
trada

Os resultados das secciéns anteriores suxiren unha aproximacion recursiva para calcular o nucleolo
dun xogo da autoestrada. Presentaremos o algoritmo na forma dunha funciéon v = nucleolo(T"), onde
a funcién nucleolo toma as suas entradas dun problema da autoestrada arbitrario I' e proporciona as
suas saidas en v, o nucleolo do xogo de autoestrada asociado. No algoritmo usaremos a convenciéon

¢ =00

funciéon v = nucleolo(I');
8 = min{B(L,R):L,Re RCe LUR=N};
v = min{y(S):S € RC};
A= min(3,7,6);
se A = 00 entén
v o= cN);
senén se A = J entén
v;: = ¢(N)—ec(N\{i}) + X para todo i € N;
senén se A =~ entén
elixe S € RC tal que A =~v(95);
vi:=c¢(N) — ¢(N\{i})+ X para todo i € S;
vn\s := nucleolo(I)s);
senénse A = [ entén
elixe L, R € RC tais que A\ = f((L,R)e LUR = N;
vi:=c¢(N)—c(N\{i}) + X paratodoie€ LNR;
vn\r = nucleolo(I'y 1);
vn\g = nucleolo(I'y r);
Jin;
Jin;

O correcto funcionamento do algoritmo bésase nos resultados establecidos na Proposicion 3.21 e
no Corolario 3.22.

Corolario 3.23. A funcion nucleolo calcula o nucleolo de calquera problema da autoestrada en tempo
finito.

Para a seguinte proposicién supofiemos que a funcién nucleolo calcula os pagos do nucleolo para
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cada tipo de axente, non para cada axente individual. Isto fara a complexidade independente do nu-
mero de axentes.

Proposicién 3.24. A funcién nucleolo execitase en tempo O(m + m3k + k?), onde m ¢é o niime-
ro de secciéns na entrada do problema da autoestrada e k é o nimero de coaliciéns relevantes.

Como o nimero de coalicions relevantes é limitado por %m(m—f— 1) para un problema da autoestrada
con m secciéns, é certo que a complexidade é polo menos O(m®). Se aplicamos a Proposicién 3.22 &
subclase dos xogos de aeroporto, a complexidade derivada convertese en O(m?) sustituindo k = O(m)
coalicions relevantes. Sen embargo, é facil de atopar unha cota de complexidade O(m?) para a funciéon
nucleolo no caso dos xogos de aeroporto, tendo en conta que os numeros S(L, R) non necesitan ser
calculados. Esta é a mesma cota para a complexidade que a proporcionada para xogos de aeroporto
descrita por Littlechild (1974).

Finalmente, veremos cun exemplo numérico o funcionamento do algoritmo.

Exemplo 3.25 Sexa (N, M,C,T) o problema da autoestrada representado na Figura 3.2, con N =
{13,24,35,15}, M = {t1,ta,t3,ts} e C : M — Ry, ! de xeito que C(t1) = 8, C(t2) = 4, C(t3) =
C(ty) =6eT: N — 2M & tal que T(13) = {t1,t2}, T(24) = {ta,t3}, T(35) = {t3,t4} e T(15) = M.
O xogo de custos TU asociado a este problema é

S |0 {13} {24} {35} {15} {13,24} {13,35} {13,15} {24,35}

e(S) |0 12 10 12 24 18 24 24 16
S | {24,15) {3515} {13,24,35)} {13,24,15} {13,35,15} {24,35,15}
o(S) | 24 24 24 24 24 24
S {N}
e(S) | 24

(t1;8)  (tz4) (t3;6) (ts;6)

A Corufia & 2 m— G 141 B Vigo
13
—_—
24
—_

Figura 3.2: Autoestrada linal do exemplo 3.23
En primeiro lugar, identificaremos as coalicions relevantes:
RC(N,c) = {{13}, {24}, {35}, {13,24},{24,35}} .

A continuacién, buscamos as coaliciéns que cumplan as condiciéns do Corolario 3.16. Non hai ningunha
correspondente ¢ apartado 1. Entén, s6 temos que calcular «y e §. Polo tanto,

lCambiamos a notacién neste exemplo para unha maior claridade.
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s = 3
W) = 3
W) = o
v({13,24}) = ? e 7({24,35}):?
Enton,
’y:min{6,5,6,1;}:5

Por outra banda, 6 = % e entoén,
A =min{v,d} =5 que se corresponde coa coalicion Z = {24}.

Polo tanto, voy = 5.
Agora, procedemos a reducir (N, M,C,T). Os axentes en Z¢ tefien que pagar o custo de T'(Z)
menos o custo que foi pagado polo axente 24, isto é,

C({24}) — Voygq = 10— 5 =5.
Pasamos a consideralo problema:

Fﬂ-,z = (Nﬂ-,Z,MmZaC‘n',Zanr,Z) con ™ = 5.

Entén:
Nsz = {13,35,15}
g13 = min{5,4} =4
gss = min{5,6} =5
915 = min{5,10} =5
N* = {13}
NS o= {13}
N =0
g3 = 4d=m=2=¢=(4,5).
Nrz = {13,35,15},
My 7z = {ti,t5,t5,t4},
Crz:Myyz— Rt
é tal que:
Crz(t1) = C(t1) =38,
Crz(t)) = & =4,
Crz(ty) = &—& =1,
Crz(ts) = C(ts) =6,

e por outra banda,
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é tal que:
Trz(13) = {t1,t]},
TW,Z(35) = {ti)vtgvbl} e
Trz(15) = Myz.

O problema esta representado na Figura 3.3 e o xogo de utilidade transferible asociado a este problema
é:

S 0 {13} {35} {15} {13,35} {13,15} {35,15} N,
CmZ(S) 0 12 11 19 19 19 19 19
(t;8) (15:4) (1) (i4;6)
A Coruna & 2 m— : X n Vigo

Figura 3.3: Segunda autoestrada linal do exemplo 3.23

Notemos que, o problema é diferente do orixinal. Unha mostra disto é o feito de que os axentes 13
e 35 no problema novo, tefien secciéns en comin, mentres que no orixinal eso non sucede.
Para este novo problema seguimos o mesmo procedemento para calcular o nucleolo. O conxunto de
coaliciéns relevantes é:
RC(N‘IT,Za CTr,Z) = {{ 13}7 {35}}
Enton,

(11 19
’y—mln{6,2}—5.5e5—3,

polo que, A =5.5 que se corresponde coa coalicién Z = {35} e vz5 =5.5.
O problema reducido que podemos obter de este problema é o seguinte. Do procedemento obtemos,

T = b.5,
Nysz = {13,15},
g13 = min{5.5,4} =4,
915 = min{5.5,11} =5.5,
N* = {13},g1z3=4=m=2=&=(4,5.5),
NS o= {13}
N = 0.

Enton, o problema reducido da autoestrada é:
(Nﬂ',?’ M‘I\',?’ CW,Z’ T’Tl',Z)
s

de xeito que N_ = {13,15}, M_ = {1,155 135} e

C z : MﬂH? — R++

™
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é tal que:
Crz(t1) = 8
( ? ) = 51 = 47
(3 ) = L-&=15
e
T7"77 : N7"77 — QM’rvf
é tal que T, 7(13) = {t1,t3°} e T 5(15) = M 7. O problema estd representado na Figura 3.4 e o

xogo TU de custos asocicado a este problema é

S 0 {13} {15} N,z

C.z(8) |0 12 135 135

tu8) @354 (15515
A Corufa & 3 3 n Vigo
13
_—
15

Figura 3.4: Terceira autoestrada linal do exemplo 3.23

Agora RC' = {13}, ¥(13) = 6 = v = A = 4, 0 que se corresponde coa coaliciéon {13} de onde 115 = 6
e polo tanto v15 = 7.5. Enton, o nucleolo para (N, c) é:

v =(6,5,5.5,7.5).

Podemos comparar o nucleolo con valor de Shapley e o 7-valor. Mediante as formulas que definimos
anteriormente, obtemos que o valor de Shapley é:

16 10 _ 31

O(N,c)= | —-,—=,9 &
( ,C) ( 3 ) 3 75’ 3 ) )
e o T-valor é: 144 120 144 288
"= (395 5 39 )



Capitulo 4

O problema das gabias

Neste capitulo usaremos unha mostra de vintecinco canles de rego, tamén chamadas gabias, para
tratar de modelizar como se deberia de realizar a asignacién de xeito equitativo. Esta mostra tomamola
do artigo Shared irrigation costs: An empirical and aziomatic analysis de Aadland, D. e Kolpin, V.
(1998) no cal se basa fundamentalmete este capitulo. As canles de rego da nosa mostra son principal-
mente usadas para suministrar auga nos meses de veran. As canles comezan nunha comporta que se
utiliza para controlar o volume de auga desviada dende a via fluvial continuando a través dos terreos
dos gandeiros. Cada rancho distribiiese 6 longo da canle de rego de xeito que non hai dous usuarios
que compartan a mesma porcion de canle. A auga desviase da canle principal de rego co fin de inundar
os campos de cultivo e ademais proporcionar auga para o gando como se pode observar na Figura 4.1.
O longo da nosa mostra, os gandeiros son individualmente responsables dos custos de mantemento nos
que se incurre 6 levar a cabo a conservaciéon das canles privadas que se ramifican da canle principal.
Isto é, s6 se repartiran os custos de mantemento da canle de rego principal. Os gastos mais comins
implican a reparacién da comporta, eliminacién de sedimentos e escombros e a limpeza das orillas da
acequia. En xeral, os gastos anuais van dende os 1000$ ata os 2000$, ainda que estos gastos tefien un
alto grao de volatilidade. Dada a natureza non previsible do clima e do gando, que son os principais
causantes do deterioro das canles de rego, os gastos anuais poden oscilar entre cero e 200008$.

Os tipos de repartos de custos que atopamos na nosa mostra foron de dous tipos, o primeiro é o
chamado método de asignacion de custos en serie. Baixo esta regra, os custos de mantemento de cada
proxecto son compartidos por cabeza, por reparto da auga ou unha base por hectarea por tédolos que se
benefician do proxecto. Dentro do reparto de auga, cada gandeiro esta dotado dunha cantidade de auga
e os custos distribuiense a través de cada unidade de auga usada. A segunda regra que atopamos na nosa
mostra, é o mecanismo por medio do cal tédolos custos de mantemento se reparten equitativamente
entre os gandeiros independentemente de quen se beneficie, unha vez mais, por cabeza, por reparto
de auga ou unha base por hectareas. O tnico valor atipico na nosa mostra foi unha combinacién do
reparto de custos medios e marxinais onde calquera traballo sobre a comporta usa a regra de promedio
por hectareas mentres que todos os demais proxectos estan suxeitos a prezos de custos marxinais, isto
é, os custos son pagados enteiramente polo gandeiro propietario da terra onde o proxecto se leva a cabo.
Como un breve resumo, catorce das vintecinco gabias da nosa mostra usan o método de reparto de
custos en serie, sete usan unha base por cabeza, tres unha base por reparto de auga e catro unha base
por hectarea. Un total de dez canles usan unha variacién do reparto de custos medio, unha usa unha
base por cabeza, tres unha base por reparto de auga e seis usan unha base por hectarea. Finalmente,
unha canle usou a combinacién entre custos marxinais e medios como se sinalou anteriormente.

41
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Rancho 1 Rancho 2 Rancho 3

NA -

canles privados

canle principal de rego

comporta

(1 s T ¢ H B e B

Figura 4.1: Representaciéon grafica dunha canle de rego compartida.

4.1. Andalise axiomatico

Para realizar o analise axiomatico hai que ter en conta ddas caracteristicas esenciais das canles de
rego. En primeiro lugar, tédolos axentes usan a auga para regar as terras do rancho. Como consecuencia,
os axentes non poden ser ordenados pola forma na que utilizan a auga. En segundo lugar, as gabias
tenien a capacidade de realizar de xeito 6ptimo, ou case 6ptimo, o rego da propiedade de cada gandeiro
en toda a temporada de cultivo. Polo tanto o problema de asignacién que se presenta é un problema
de asignacién de custos.

A continuacién, introduciremos a notaciéon formal coa que denotaremos as canles de regadio da
nosa mostra. Sexa N = {1,2,...,n} o conxunto finito e ordenado de axentes que tefien acceso as canles,
ordenados tendo en conta a localizacién secuencial 6 longo dos limites da canle. O axente i é asi o
1-ésimo usuario augas abaixo da comporta da gabia. Para cada i € IV, sexa ¢; o custo anual de mante-
mento do segmento da canle situado na propiedade do i-ésimo axente e polo tanto, todos estos custos
caracterizanse polo vector ¢ = (¢;)ien € Rf . Tratase da determinaciéon dunha asignacién equitativa
dos custos de mantemento agregados Y .-, ¢;.

Definiciéon 4.1. Unha funcién & : Rf — Rf ¢ unha regra de reparto de custos se para cada
c € RY séguese que Y7, &(c) = D01 ¢, onde (&(c))ien = &(c).

a) A regra de reparto de custos medios definese por £*(c) = Z?:l ¢;j/n para cada ¢ € N.

b) A regra de reparto de custos en serie definese como &;(c) = < + ... + (nle) para cada ¢ € N.

A regra de reparto de custos medios toma simplemente os custos totais de mantemento das gabias
e divideos equitativamente entre todolos axentes que requiren o uso destos segmentos para satisfacer
as necesidades de rego.

Para aclarar mellor estes mecanismos, é beneficioso considerar o seguinte exemplo representativo.

Exemplo 4.2. Supofiamos N = {1,2,3} e ¢ = (6,1,5) os custos medidos en miles de dolares. A
regra de reparto de custos medios divide os custos agregados de xeito uniforme entre os tres axentes,
isto ¢, £™(c) = (4,4,4). Por outra banda, a regra de reparto de custos en serie divide os custos do
segmento 1 equitativamente entre os tres axentes; divide os custos do segmento 2 equitativamente entre
os axentes 2 e 3 e asigna todo o custo do segmento 3 6 axente 3 xa que é o Gnico axente que require
os seus servicios. Polo tanto, £°(c) = (2,2.5,7.5).
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Pasamos agora & lista de principios de equidade estéticos e dindmicos que os gandeiros apoiaban
de maneira explicita. Estes principios forman a base para a caracterizacion dos esquemas observados
na nosa mostra. Na medida na que a equidade estatica e dindmica persistente suxire satisfacion a
unha asignacién no desempeno do mecanismo, a nosa caracterizaciéon ofrece soporte tedrico para a
lonxevidade observada dos mecanismos na nosa mostra.

Axioma Diremos que £ é de custos mondtona se £(c) < £(c’) sempre e cando ¢ < ¢.
Axioma Diremos que ¢ satisfai orde se &;(c) < &;(c) para todo c € RY e i < j.
Axioma Finalmente, § é sen subsidio se }_, ., {n(c) < 30, <, cp paratodoi € N ecé€ RY.

Estes tres axiomas tefien interpretacions directas. A monotonia establece que o incremento de
custos non pode inducir decrecementos en ningin dos repartos de custos dos axentes. Este criterio de
equidade garante que ningin axente pode ganar tomando acciéns que causen que os custos globais
se eleven. O axioma de orde establece que os repartos de custos son clasificados dacordo cos recursos
usados. Se j > i, entén maéis segmentos da gabia deben de manterse para prover as necesidades do
axente j-ésimo que non son requeridas polo axente ¢. Entén, a regra de orde suxire que a j débeselle
de asignar un pago polo menos tan grande como o do axente i. O criterio libre de subsidio prohibe que
calquera grupo de axentes poida ser obligado a pagar mais que o seu custo marxinal colectivo, isto &,
o custo independente. Se algin subsidio esté presente, entén algins subconxuntos de axentes pagan
colectivamente para o mantemento de tédolos segmentos da gabia que usan, ademaéis fan un pago
subvencionado adicional 6s axentes situados augas abaixo, un resultado que considera este principio
como inxusto.

Po6dese comprobar que a regra de repartos en serie satisfai cada un destos tres axiomas mentres que
o reparto de custos medios s satisfai os dous primeiros. Ademéis os gandeiros da enquisa indican que
a violacion de calquera destos tres principios seria inxusta. A caracterizacion aparente do reparto de
custos medios na nosa mostra, debe de ser consistente con este feito. En consecuencia, consideraremos
unha regra modificada que se esforza por ser tan proxima como é posible 4 regra de repartos medios
sen deixar de verificar os criterios de monotonia dos custos, orde e libre de subsidios.

Definiciéon 4.3. Unha regra de reparto de custos medios restrinxida é un mecanismo que verifica
as propiedades de monotonia de custos, orde e libre de subsidios e que a sta vez obtén a diferencia
mais pequena entre a maior e a menor asignacioén de custos que calquera outro mecanismo deste tipo
en cada perfil de custos posible.

A regra de reparto de custos medios obtén o estado no cal o maior e o menor asignacion de custos
é son idénticos. Unha regra de reparto de custos medios restrinxidos busca conseguir este obxectivo,
e 6 mesmo tempo cumprir os estdndares de xustiza establecidos. Esta definicién, sen embargo, non
ofrece ningunha garantia tanto de existencia como de unicidade. O noso primeiro resultado demostra
a existencia dunha tnica regra de reparto de custos medios restrinxida e proporciona unha férmula
explicita para o seu célculo.

Para establecer esta féormula, é convinte adoptar a seguinte notacion. Dado h, i € NU{0} con i > h
definese o custo per cdpita atribuible 6s segmentos {h + 1,...,i} da gabia cando estes se distribtien
entre os correspondentes gandeiros como:

P(h,i) = Z(*Zfﬁfhi)cj.

Teorema 4.4. Existe unha tnica regra de repartos medios ¢”. Mais ainda, " pode ser construida
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recursivamente como segue. Sexan:

w1 = min{P(0,7):7 >0},

hi = max{i: P(0,i) = p1}, ...,
i = min{P(hj_1,7) 11> h;_1},
hj = max{i: P(hj_1,i) = pu;},...

Denotando por n’ o indice final j desta secuencia finita, {(c) = p; para cada j = 1,...,n" e i €
(hj—1, hjl.

Proba. Sexa £ que satisfai a Definicion 4.3 e sexa " definida anteriormente. En primeiro lugar, es-
tablecemos que &,(c) = &/ (c) para todo ¢ e para probalo supofiamos que &,(c) < £~ (c) para algin c. A
propiedade de orde implica que &,(c) > > ci/n, isto &, existe j de xeito que &f(c) < &744(c) = & (c).
Se temos en conta a definicién de {" e a nosa hipétese inicial, séguese que Y, c; =, &(c). Pero
isto entra en contradicion co feito de que sexa libre de subsidios, implicando que &,(c) > £ (c) para
todo ¢. Como £ minimiza a diferencia entre o maior e o menor reparto de custos e non hai ningin outro
mecanismo de clasificacién que satisfaga libre de subsidios xunto co feito de que £ asigne un maior
reparto 6 axente 1 que £", concluimos que &, (c) = &) (¢) para todo c.

Tefiamos en conta que se & (c) = &7 (c), teriamos que a diferencia entre o maior e o menor reparto
de custos baixo £" é igual a cero, implicando que £(c) = £"(¢).

Ademais, podemos afirmar que se ] (c) = &/ (c) implica que {(c) = £"(c) entén se & (c) = &, 1(c)
tamén implica que {(c) = £7(c). Sexa c tal que & (c) = &7, 1(c). Se &, (c) = &/ (c), a nosa afirmacion
séguese por hipotese. Suponamos que &), (c) > &7 (c), o que implica que >, -, & (¢) = >, <; ¢;- Toman-
do ¢ < ¢ de xeito que & (c') = & (c) para todo h < i e & (c') = & (c). Por hipétese, (') = £"() e
polo tanto >, . &n(c') = > <, &h(¢") = >, <; ¢i- As propiedades de monotonia dos custos e libre de
subsidios implican que &, (c’) = &,(c) para cada h < i. Pero xa tifiamos establecido que &,(c) = £7(c)
e como ademdis temos que & (c) = &7 (c) para todo j > i + 1, concluimos que §(c) = £"(c) de onde se
segue a proba da afirmacion. A conclusiéon séguese por inducion.

A pesar da féormula aparentemente complexa ofrecida polo Teorema 4.4 o seu céalculo resulta sin-
xelo. O valor p; é simplemente o menor custo per cépita atribuible a unha parte continua da gabia
comenzando esta dende a comporta e {1,...,h} representa a secuencia maéis longa de segmentos de
gavia para obter este custo per capita. O menor custo per capita dun segmento de gavia continuo
comezando en hy + 1 é ps que se obtén mediante a lonxitude {hy + 1, ..., ha} e asi sucesivamente.

Considerando o exemplo anterior para o cal N = {1,2,3} e ¢ = (6,1,5), ocusto per capita do
primeiro segmento é 6, o custo per cipita dos dous primeiros segmentos é 3.5 e o dos tres segmentos é
4. En consecuencia, 11 = 3,5 e hy = 2. De aqui séguese que " (¢) =(3.5,3.5,5), que pode ser comparado
con £M(c) = (4,4,4) e £&°(c) = (2,2.5,7.5).

A continuacién veremos outro exemplo para comprender mellor o que sucede na férmula presentada
no Teorema 4.4.

Exemplo 4.5. Sexan N = {1,2,3,4,5} e ¢ = (6,2,5,4,5). Neste caso o custo minimo per cépita
obtense para a lonxitude {1,2} e como consecuencia, 11 = 4 e hy = 2. Entre os tres segmentos resi-
duais {3,4, 5}, o custo minimo per cépita obtense para os segmentos {3,4} e asi, us = (c3+¢4)/2 =4.5
e hy = 4. Polo tanto, séguese que:

& =(4,4,4.5,4.5,5)

€ (c) = (1.2,1.7,3.36,5.36, 10.36).

Ainda que o noso anélise se adapta especialmente & aplicacién dos repartos de custos de rego, é
interesante comparar o reparto de custos medios restrinxido coa asignacién igualitaria introducida por
Dutta e Ray (1989) dentro do contexto xeral dos xogos cooperativos con utilidade transferible. Un
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zogo de rego pode ser transformado nun xogo con utilidade transferible definindo para cada S C N,

o valor v(S) = —¢(S) onde ¢(S) representa o custo minimo de mantemento de toédolos axentes en S,
isto é,
c(S) = Z ¢
j<max{ieS}

Ademaéis o xogo v é convexo xa que verifica que:
v(S)+v(T) <v(SUT)+v(SNT)

para todo S,T C N con v()) = 0. No contexto de xogos convexos, Dutta e Ray probaron que a
asignacion igualitaria definese de maneira tnica por unha féormula similar a que aparece no Teorema
4.4. De feito, é facil de probar que no ambito dos xogos de rego, a regra de reparto de custos restrinxida
e a asignacion igualitaria son indistinguibles. Asi, o analise de Dutta e Ray tamén defende £” como un
medio equitativo para o reparto de custos de irrigacion.

A continuacion, presentaremos unha propiedade de equidade dindmica que captura a idea de que
os aumentos de custos non deben inducir a esos grupos que disfrutaron de subsidios no pasado a
inequivocamente intensificar as siias explotacions de aqueles que financian estes subsidios.

Axioma ¢ satisfai reciprocidade se:

(a) Zhgi &n(c) < Zhgi Ch;

(b) ¢ >¢, e

(c) Zhgi[ch —&n(0)] = Zj>i(c} - ¢j).
Colectivamente implica que non é certo que &,(c') — &n(c) < &(c¢) — &;(c) para todo
h<iej>i.

E dicir, a reciprocidade establece que se (a) os axentes {1, ...,7} son subvencionados colectivamente, (b)
os custos increméntanse de ¢ a ¢, e (¢) os custos inducidos sobre os segmentos mais ala de 4 son colecti-
vamente menores que o subsidio disfrutada por {1, ...,7}, enton considérase inxusto ter cada axente en
{1,...,i}, o grupo que recibiu o subsidio, disfrutando dunha cuota estrictamente menor que a de cada
axente en {i+1,...,n} (grupo que financia o subsidio). Intuitivamente, sempre e cando os aumentos de
custo atribuibles 6s axentes {i 4+ 1,...,n} non sobrepasen o subsidio otorgado 6s axentes {1,...,i}, os
axentes subvencionados deben polo menos unha pequena deuda 6 grupo da subsidio. A reciprocidade
esixe que esta deuda sexa garantida como minimo por un membro do grupo que subvencionou que
garanta que se conceda un aumento da cuota non méis grande que o maior aumento experimentado
pola cuota dentro do grupo subvencionado.

Teorema 4.6. A regra de reparto de custos medios restrinxidos caracterizase polas propiedades de
monotonia, orde, libre de subsidios e reciprocidade.

Asi, as duas propiedades estaticas de equidade de orde e libres de subsidios, xunto coas duas
propiedades dindmicas equitativas da monotonia dos custos e reciprocidade determinan totalmente a
regra de repartos medios restrinxida.

Recordemos que a Definicion 4.3 caracteriza o reparto de custos medios restrinxidos como resultado
de minimizar a diferencial entre o maior e o menor reparto de custos suxeitos 6s criterios de monotonia
de custos, orde e libre de subsidios.

O reparto de custos en serie tamén aparece na nosa mostra. Pasamos agora a unha defensa axio-
maética deste procedemento para o reparto dos custos de regadio.

Axioma ¢ é semi marzinal se &41(c) < &(c) + ¢i41 paratodoi=1,...,n — 1.
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Axioma £ é incrementalmente libre de subsidios se para todo i € N,

> () = €n(e)] <> leh — el

h<i h<i
sempre e cando ¢ > c.

Intuitivamente, a semi marxinalidade esixe que se ;(c) se considera unha asignaciéon xusta para un %
individuo usando s6 os segmentos {1,...,i} da canle, entén o axente 7 + 1 non deberia esperar pagar
mais que ;(c) xunto co custo total de mantemento do segmento ¢;11. O principio incrementalmente
libre de subsidios formula o feito de que a asignacién sexa libre de subsidios cunha perspectiva gradual.
En efecto, tomando £(c) como a situaciéon actual, a propiedade incrementalmente libre de subsidios
dinos que non hai ningin grupo de axentes obligados a pagar incrementalmente mais que a escalada
gradual colectiva dos custos de mantemento.

A regra de reparto de custos en serie caracterizase pola monotonia dos custos, orde, semimarxina-
lidade e por ser incrementalmente libre de subsidios.

O Teorema 4.7 demostra que o reparto de custos en serie estd caracterizado por dous principios
estaticos de equidade (orde e semimarxinalidade) e dous principios dinamicos de equidade (monotonia
de custos e o principio incremental libre de subsidios).

4.2. Variaciéns ponderadas

Na nosa mostra tamén se atopan variaciéns das regras de reparto de custos medios e de reparto
de custos en serie debidas & variaciéon das hectareas e a auga. Estas variantes poden ser caracteriza-
das usando resultados analogos 6s nosos resultados per capita. En particular, suponemos que a cada
axente se lle asigna un peso p; > 0. Os pesos poderianse corresponder coas hectareas regadas, o peso
do reparto de auga ou quizais algunha outra medida. Consideremos a seguinte definicion.

Definicion 4.8. A funcion w : Rf — Rf é unha regra de reparto de custos p-ponderada se pa-
ra cada ¢ € RY séguese que >, w;(c)p; = Y i, ¢;.
1. A regra de reparto de custos medios p-ponderada esté definida por:

Z?:l ¢j
Z;‘L:1 bj

wi(e) =

2. A regra de reparto de custos en serie p-ponderada definese mediante:

w?(e) = a + e + —|—L
’ Zj21pj ijzpj ijipj

para cada i € V.

As regras de reparto de custos medios e en serie p-ponderadas, son versiéns ponderadas anélogas 6s
mecanismos atopados na Definicién 4.1. A regra de reparto de custos medios p-ponderada asigna os
custos totais uniformemente a través de cada unidade de peso, mentres que a regra de reparto de custos
en serie divide os custos de cada segmento de xeito equitativo entre cada unidade de peso que require
auga para pasar a través do segmento correspondente. Para mostralo, consideraremos o noso exemplo
anterior no cal N = {1,2,3} e ¢ = (6,1, 5). Suponamos ademaéis que p = (1,2, 3) de onde se segue que
w(c) =(2,2,2) e w®(c) =(1,1.2,2.86).
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O igual que no caso do axuste per capita, a regra de reparto de custos medios p-ponderada, non
satisfai o axioma fundamental de equidade da nosa mostra, é dicir, o analogo a libre de subsidios no
caso ponderado. De novo, apelaremos a un mecanismo promedio restrinxido, que se define seguindo a
introducién dos homélogos ponderados dos nosos axiomas de equidade per-capita.

Axioma w é de custos mondtona se w(c) < w(c') sempre e cando ¢ < ¢'.
Axioma w satisfai orde se w;(c) < w;(c) para todo c € RY ei < j e N.
Axioma w & libre de subsidios se >, ., wn(c)pn <3<, cn paratodoi € N ece€ RY.
Axioma w satisfai reciprocidade se 3, _; wi(c)pp < 32, <icn, ¢ > ¢ e
> len —wn(e)pn] =D (cf —¢5)
h<i J>i
colectivamente implica que non se verifica que wy,(¢’) — w;(c) para todo h <ie j > i.
Axioma w é semi marzinal se:
Ci+1
Pi+1

wit1(c) < wi(c) +
paratodoi=1,....,n — 1.

Axioma w é incrementalmente libre de subsidios se para todo 7 € N,

D (@) —wn(@)pn < _leh — e

h<i h<i
sempre e cando se tefla que ¢ > c.

Definicion 4.9. Unha regra de reparto de custos p-ponderada é un mecanismo que verifica monotonia
de custos, orde e a sta vez libre de subsidios p-ponderadas que consegue a menor diferencia entre
a maior e a menor asignacién ponderada que calquera outro mecanismo deste tipo en cada un dos
posibles perfis de custos.

Cada un dos nosos anteriores resultados poden ser reformulados en termos do axuste p-ponderado.
En efecto, cada unidade de peso adopta o papel que anteriormente estaba nas mans dos axentes dentro
do marco per capita.

4.3. Asignacién de custos con estructura coalicional

A continuacién, imos a plantexar a extension deste problema 6 caso de unions a priori, o que seria
aplicable se os granxeiros deciden agruparse en cooperativas ou se cada granxeiro posee varios terreos
distintos. Deste xeito, o problema de custos dunha gabia con unidns a priori, ou problema de custos
con estrutura coalicional, ven dado pola terna (N, ¢, P), onde N = {1,...,n} é o conxunto de fincas
que hai 6 longo da canle de rego, ¢ é o vector de custos da canlee P = { P, ..., P, }, con m < n, é unha
particion do conxunto N, onde M = {1,...,m} é o conxunto de granxeiros ou cooperativas. Neste caso,
unha regra de reparto de custos é unha funcién f que asigna a cada problema de custos con uniéns a
priori (N, ¢, P) un vector f(N,c, P) = (f;(N,c, P))ien tal que:

Zfi(N7C,P) = ZCZ‘.

iEN ieN
A continuacion imos a proponer unha extension da regra de reparto de custos promedio para este caso,
que foi proposta en Alonso-Meijide et al (2003). Por este motivo, imos a utilizar o procedemento que
usou Owen (1977) para construir a extension do valor de Shapley dun xogo TU para o caso de xogos
con unioéns a priori. Consideraremos, polo tanto, dias etapas:
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1. Repéartense os custos entre as unions e para iso, definese o problema de custos cociente, no

que Unicamente se consideran os custos das distintas uniéns e onde o custo dunha unién hai
que calculalo tendo en conta o custo do tramo de canle necesario para satisfacer as necesidades
desa unién. Para formalizar a idea anterior, consideramos para cada coaliciéon S C N o indice
Ts = max{i : i € S}. Tomaremos unha permutacion ¢ € II(M), onde

M) =A{c:{1,...,m} = M},

onde: o(l) denota o axente que ocupa a posicion I, de xeito que 7p, (1) < ... < Tp, (m), iSto &,
ordenamos as uniéns de xeito crecente con respecto 6s tramos da canle que sexan necesarios usar.
Definese o problema de custos cociente como a tupla (M, cP), onde M = {1,...,m} e

P P
¢ = (Coq))aem;
P _ NV Pe) P _ NTPo(D)
Con Co1) = 25=10 € € Co) = Lg=rey,
marxinais das uniéns. O reparto de custos entre as uniéns lévase a cabo aplicando a regra de
Aadland e Kolpin 6 problema (M, c”), obténdose £(M, cF).

cj para todo ! € M, [ > 1, é o vector de custos

Exemplo 4.10. Sexan N = {1,2,3,4,5,6,7} e c = (5,4,9, 2,20, 8,30). Tense que:

1 = min{5,4.5,6,5,8,8 11.1} =4.5 ¢ hy =2
pp = min{9,5.5,10.3,9.75,13.8} = 5.5 ¢ hy = 4
us = min{20,14,19.3} =14 e h3 =6

pe = 30ehy=T.

Polo que &(N,c) = (4.5,4.5,5.5,5.5,14, 14, 30).

Se no exemplo anterior consideramos que temos unha particion P = {P;, P, P5, P;} onde P, =
{1,3}, P, = {2,4}, P3; = {6} e P, = {5,7} tense que o problema cociente ven dado por M =
{1,2,3,4 e tp, =3 < 7p, =4 < 7p, = 6 < 7p, = 7, co que se deduce que o é a identidade.
Obténse tamén que o vector de custos é ¢’ = (18,2,28,30). Aplicando a regra de reparto de
custos promedio chégase a que:

pr = min{18,10,16,19.5} = 10 e AT =2,
py = min{28,29} =28 e h =3,
pt = 30ehnl =4,

e polo tanto, £(M, ) = (10,10, 28, 30).

. Repértese o custo asignado a cada unién, segiin a regra de Aadland e Kolpin entre os axentes que

forman parte desa unién. Para isto, imos a ter en conta os custos dos xogadores de dita unién
se se unen con outras unions. Fixamos deste xeito unha unién P, € P tal que P, = {k1, ..., kp}
onde ki < ... < kp,. Ademais, dado k € P, denotaremos por P* 6 sistema de uniéns de maneira
que:

PF = {PE,. PEY = {Pry oo Py, TR, Pty oo P}

Suponamos, pois, que o axente k é o tinico membro da unién a que pertence que vai a negociar

co resto das unions. Neste caso, pasamos a ter un novo problema de custos no que se renomean,

tomando o* € TI(M), as uni6ns de xeito que Tpk, < <Tpk . Polo tanto, obtemos un novo
ok (1)

ok (m)
problema de custos (M, c? k) 6 que aplicamos a regra de reparto de custos promedio, obtendo
Eo 1) (M, cPk) para o xogador k. Considerando, pois, que as cantidades obtidas son custos
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correspondentes 6s xogadores da unién tense que o problema de custos dentro da unién, que se
resolveria usando novamente a regra de Aadland e Kolpin, ven dado pola tupla (P, cf), onde
P, P, .
¢t = (¢, )rep, con:

P gofl(k)(lwyc k) se k=K
b —
k—1

Eoin(M. ) = Eomigen (M, ) se k£ k.

O igual que sucedia no caso dos problemas sen uniéns a priori, podese comprobar que a regra de
Aadland e Kolpin coalicional coincide coa solucion igualitaria dun xogo T'U con uniéns a priori, é dicir,
dado un problema de custos (N, ¢, P) temos que (N, ¢, P) = I(N,v, P)*. A construcién desta solucion
igualitaria con unidns a priori, dado un xogo TU con uniéns a priori (N,v, P) seria como segue a
continuacion.

Primeira etapa. Considérase o xogo cociente (M, v’’), onde:

UP(L) =0 (UleLPl)VL C M.
Segunda etapa. Para cada unién a priori P; considérase o xogo (P, v'*), onde VS C P,

I(M,v") se S=R,
v (8) =

I(M,UPS) se SCP,

tendo en conta que o xogo (M,v? S) se constriie de maneira anloga 6 xogo cociente tomando P° =
{P1,...,P_1,S, P41, ..., P }. Finalmente, dada unha unién P, e un xogador i en P, temos que I;(N, v, P) =
L.(]Dla UPZ )

Retomando o exemplo anterior e tendo en conta a construccion da regra na segunda etapa, obténense
os datos que aparecen na seguinte taboa.

Axente (k) | Custo en P | £, (M, cPk) Custo en P, | valor da regra
1 ) 5 ) 5)
3 18 10 5 5
2 9 9 9 5
4 2 10 1 )
5 20 14 14 14
7 30 30 16 16
6 28 28 28 28

LA solucion Igualitaria esta definida en Dutta and Ray (1989).
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4.4. Aplicacién a un problema real

O problema de elaboracién dun sistema “xusto” de tarifas, que nun determinado aeroporto deberian
de pagar os aviéns que toman terra no mesmo, e de xeito que ditas tarifas, 6 cabo dun ntmero de
anos previamente establecido, permitan cubrir o custo de construcciéon de ditas pistas, é ¢ igual que o
problema de reparto dos custos de mantenemento dunha gabia (e que motivou a definicién da regra de
Aadland e Kolpin) un caso particular dos denominados Problemas de asignacion de custos. O estable-
cemento de tarifas pola utilizaciéon de bens piiblicos como redes de comunicacién, ou a amortizacién
dos custos entre os usuarios dunha central telefénica serian outros exemplos cunha estrutura similar.

Como xa dixemos anteriormente, podemos distinguir dous tipos de gastos nun aeroporto. O primeiro
tipo que podemos denominar como custos variables, son consecuencia do uso e mantemento da pista,
e dependen do nimero de aterraxes e despegues que se producen na mesma asi como do tamano dos
avions. Un segundo tipo son os fixos e correspondense ao custo de construcciéon da pista.

As tarifas que pagan as distintas compafiias polo uso da pista deben cubrir estos custos. Neste
traballo propofiemos un sistema de tarifas encamifiadas a amortizar, o cabo dun certo periodo de
tempo, os gastos fixos ou de construccion, que fan uso da regra de Aadland e Kolpin con uniéns a
priori.

En xeral, o custo de construccién da pista dun aeroporto depende basicamente do avién que necesita
unha maior lonxitude de pista para aterrar ou despegar. Os aviéns que operan nun aeroporto pédense
dividir en “T” tipos. O custo da pista necesaria para que aterre ou despegue un avioén do tipo 4, con
i =1,...,T denotarémolo por ¢;. Sen pérdida de xeralidade p6dense ordear os avidns segin o custo da
pista necesaria para que ralicen un movemento, isto &,

ci1<ca<..<ecr.

Se “n” & o namero total de movementos que se realizan nun periodo dado, debemos de ter en conta
que cada movemento correspéondese a un determinado tipo de avion. Asi, o custo que debe asumir un
aeroporto para que poida efectuarse un subconxunto de movementos S coincidird co custo necesario
para permitir o movemento de S que precisa unha maior lonxitude de pista. Se a estas consideracions
engadimos a condiciéon de que a contribucién total iguale o custo de construccién da pista, teremos
expresado formalmente o problema que queremos plantexar. Por outro lado, os movementos que se
realizan nun aeroporto agripanse de xeito natural en “m” companias diferentes, o cal da lugar a unha
estrutura de “m” uniéns a priori sobre o conxunto total de movementos que se realicen no aeroporto.

A continuaciéon consideramos a situacion de Labacolla, o aeroporto de Santiago de Compostela, nos
tres primeiros meses de 1993, a cal foi xa considerada por Véazquez-Brage e outros (1997). No Cadro
4.1 presentamos os diferentes tipos de aviéns que foron usados en Labacolla no periodo considerado,
o numero de movementos de cada tipo, asi como o seu custo. Tamén proporcionamos a asignacién de
custos por movemento, para cada tipo, usando a regra de Aadland e Kolpin e o valor de Shapley, no
caso no que os movementos son tratados por separado e non como parte dunha compania. Tédolos
custos estan expresados en euros.

No periodo considerado, habia 23 companias que utilizaban Labacolla. Aparecen listadas na pri-
meira columna do Cadro 4.2, na cal ademais se especifica o numero de movementos realizados por cada
tipo de avién para cada compania aérea. Na peniiltima columna recolle o valor de Owen para move-
mentos distinguindo por tipo e compaiia e na tltima columna, recéllense os resultados correspondentes
& regra de Aadland e Kolpin coalicional.

O calcular as tasas totais que debe de pagar unha compaiiia, facendo uso da regra de Aadland e
Kolpin coalicional, s6 se tivo en conta o tipo de aviéns que se utilizan no aeroporto e non o namero de
movementos, procedéndose de igual xeito a repartir a tasa total de cada compania dentro dos distintos
tipos de aviéns que ten. Recordemos que no problema que estamos considerando, tense en conta nada
mais que os custos fixos de construccion da pista. O custo variable de mantemento, asociado cos
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Tipo t | Numero de | Custo | Shapley | Aadland e
movementos Kolpin
CESSNA 1 10 48720 38.7 4285.68
LEARJET-25 | 2 6 90804 72.42 7142.82
B-757 3 78 194976 | 156.3 549.42
DC-9 4 464 205590 | 165.42 92.34
B-737 5 232 236964 | 210.24 184.74
B-727 6 438 269100 | 278.94 97.86
DC-10 7 30 300000 | 1308.9 1428.54

Cadro 4.1: Asignacion de custos para os distintos tipos de aviéns.

movementos, constituird outra parte da tasa co cal, a tasa total resultara mais alta para as companias
que fan mais movementos no aeroporto.

A regra de Aadland e Kolpin ten a peculiaridade de que minimiza as diferencias entre as tasas mais
baixas e a mais alta, das distintas companias, de entre t6dalas regras, entre as que se atopa o valor
de Owen, que verifican monotonia, orde e liberdade de subsidios para as companias. En consecuencia,
se comparamos as daas propostas de tasas vemos que a correspondente 4 regra de Aadland e Kolpin
favorece, polo xeral, a aquelas companias que requiren un tramo grande de pista, mentres que perxudica
4s que usan tramos pequenos.

Tres das compaifiias que usaban Labacolla no periodo de tempo considerado, Aviaco, Iberia e Via-
sa, formaban parte do denominado grupo Iberia. Suponamos que o grupo Iberia decide negociar as
tasas para as tres companias como se tratara dunha tnica compania. Entén tense unha situacién con
soamente 21 compaifias, na cal a regra de Aadland e Kolpin coalicional asigna 6 grupo Iberia 63036
euros. Notese que esta cantidade é menor que a suma das tasas asignadas as tres companias, cando
estas negocian por separado, que é

12 x 940.32 + 452 x 23.82 + 438 x 47.34 + 30 x 1050.6 = 74303.4.

Este exemplo pon de manifesto que a uniéon de compariias poden disminuir a sda tasa total se ésta se
calcula facendo uso da regra coalicional de Aadland e Kolpin.

4.5. Conclusions finais

Para concluir o traballo sinalamos que este Traballo Fin de Méster é esencialmente unha revision
bibliografica, que inclie contidos teéricos xunto coa sta aplicacién a problemas reais, apuntando asi
mesmo linas abertas neste campo. Comezamos revisando e ampliando algins conceptos de xogos co-
operativos con utilidade transferible, que son introducidos en diferentes materias do Méster en Técnica
Estadisticas como son, sobre todo, Introducién & Teoria de Xogos e Xogos Cooperativos.

Centramonos despdis na sia aplicacién a problemas de reparto de custos, concretamente, nos de
construccién e mantemento dun aeroporto, dunha autoestrada e das canles de rego usadas por unha
comunidade agricola.
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Distinguimos entre o caso dun grupo simple de axentes ou o caso dun grupo de axentes que forman
grupos (unions a priori) que deben de ser tidos en conta para o reparto final.

Entre outros aspectos a destacar, sinalamos que se estudian as propiedades das regras consideradas,
ofrécense algunhas caracterizacions de interés das mesmas (ainda que non todalas existentes para non
alargar excesivamente o traballo), mostranse os resultados que conducen 6 relativamente complexo
algoritmo de calculo do nucleolus para problemas da autoestrada. Tamén usamos datos reais do aero-
porto de Santiago de Compostela para comparar algunhas das solucions presentadas, impleméntase en
R algunha das regras e apuntanse algtins problemas abertos neste campo: cabe mencionar o estudio
do nucleolus con uniéns a priori, a implementaciéon en R doutras regras e a caracterizacién axiomatica
da regra de Aadland e Kolpin con uniéns a priori.
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Lina aérea Numero de | Tipo de avion | Owen | Aadland e
movementos Kolpin
Air Europa 36 B-757 48.66 156.72
172 B-737 67.08 32.82
Aviaco 12 DC-9 906.54 940.32
Britannia 6 B-737 2215.34 1880.64
British airways 2 B-757 5060.28 5641.98
Condor Flugdienst 2 B-757 5060.28 | 5641.98
Caledonian Airways 2 B-757 5060.28 5641.98
Eurobelgian Airlines 2 B-737 6646.02 5641.98
Futura 32 B-737 415.38 352.62
Gestair Executive Set 2 CESSNA 1059.12 | 5641.98
Iberia 452 DC-9 12.24 23.82
438 B-727 54.42 47.34
Air Charter 2 B-737 6646.02 5641.98
Corse Air 4 B-737 3323.04 | 2820.96
Air UK Leisure 2 B-737 6646.02 5641.98
Ibertrans 2 CESSNA 1059.12 5641.98
LTE 36 B-757 281.1 313.44
Mac Aviation 6 LEARJET 25 | 722.22 1880.64
Monarch Airlines Ltd. 2 B-737 6646.02 5641.98
Sobelair 6 B-737 2215.32 1880.64
Trabajos Aéreos 2 CESSNA 1059.12 5641.98
Tea Basel LTD 2 B-737 6646.02 5641.98
Oleohidraulica Balear SA 4 CESSNA 529.56 2820.96
Viasa 30 DC-10 2008.68 1050.6
Spanair 2 B-737 6646.02 5641.98
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Cadro 4.2: Asignaciéon de custos para os distintos tipos de aviéons dentro das diferentes compaifias.
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