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Capitulo 1

Introduccion y objetivos

Desde hace unos anos los marcadores genéticos mas ampliamente utilizados,
especialmente en los estudios de asociacién con enfermedades, son los polimorfis-
mos de un solo nucledtido (SNPs, segun sus siglas en inglés). La gran mayoria de
los SNPs analizados y considerados en este estudio son bialélicos: en esa posiciéon
particular del genoma puede haber uno de dos alelos posibles, supongamos A o
B (a efectos del estudio y de la explicacion de los métodos es irrelevante qué nu-
cledtido concreto representa A o B ). Teniendo en cuenta que somos organismos
diploides, cada SNP en cada individuo puede presentarse en forma de 3 combi-
naciones (genotipos) diferentes, AA, AB o BB. Los individuos con genotipo AA
o BB (los dos alelos para un SNP son el mismo) son llamados homocigotos y los
individuos con genotipo AB se denominan heterocigotos, siempre en referencia
al SNP considerado.

En los estudios de asociacién genética con enfermedades se evalua la dife-
rencia en frecuencia relativa de los genotipos en casos (pacientes) y controles
(poblacion sana) en gran niumero de SNPs contenidos en arrays comerciales. Hay
grandes diferencias en los SNPs genotipados en cada array y eso puede plantear
problemas a la hora de replicar o combinar resultados de estudios individuales,
por lo cual se han desarrollado diferentes métodos de imputacién genética que
estiman el genotipo para un SNP no genotipado en una serie de individuos. La
mayoria de estos métodos de imputacion llevan consigo la determinacion de los
haplotipos (secuencia de alelos a lo largo de un gen o seccién cromosoémica) para
lo cual se tiene en cuenta la relacion fisica entre SNPs (SNPs cercanos no son
independientes y tienden a transmitirse juntos, véase Apéndice A), la frecuencia
relativa de los SNPs en la poblacién analizada y la comparacién con secuencias
de referencia en las bases de datos HapMap Project ' y 1000 Genomes Project?.

Debemos tener presente que, aunque la imputacion se realice a nivel de cada
individuo para un SNP determinado, a efectos practicos el resultado final que
interesa es la frecuencia relativa (de los genotipos o de los alelos) en la poblacion
en la que ese SNP no fue genotipado. Por otra parte, la frecuencia relativa de

THAPMAP Project: http://hapmap.ncbi.nlm.nih.gov/
21000Genomes Project: http://www.1000genomes.org/
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genotipos para un SNP puede variar no sélo en funcién de su asociacién con una
determinada patologia, sino en funcién de la poblacién estudiada: la frecuencia
relativa de un SNP en poblacién gallega, por ejemplo, puede ser diferente a la
frecuencia en poblacién nérdica, como se ha visto en SNPs de algunos genes que
muestran gradientes latitudinales a lo largo de Europa. En casos asi es dénde
se plantea la duda que da pie a este estudio: si queremos estimar la frecuencia
de un SNP en una poblacién jes mejor imputarlo a partir de los softwares
disponibles (computacionalmente costosos) o estimarlo a partir de la frecuencia
relativa en poblaciones cercanas geogréaficamente? En este texto se presenta una
comparativa entre las técnicas empleadas en ambas situaciones, la imputaciéon
genética y la interpolacién espacial respectivamente.

Esta memoria complementa una estancia de 4 meses (de septiembre a diciem-
bre) en el Departamento de Bioinformatica del Centro Singular de Investigacion
en Medicina Molecular y Enfermedades Cronicas (CIMUS) perteneciente a la
Universidad de Santiago de Compostela, a lo largo de los cuales se han mani-
pulado los datos empleados para la elaboracion de este trabajo y obtenido los
resultados relativos a los mismos. Todo ello bajo la supervision de Raquel Cruz
Guerrero y Rosa Maria Crujeiras Casais.

Este trabajo fin de master puede dividirse en dos partes bien diferenciadas;
la primera parte orientada a los modelos de Markov ocultos [9] (Capitulo 2)
con el objetivo de exponer las técnicas de imputacion genética [4] [8] (Capitulo
3) basadas en estos procesos estocasticos, para una posterior aplicacion de los
métodos en un conjunto de datos (Capitulo 4).

La segunda parte del trabajo consta de un capitulo dedicado a los procesos
estocasticos espaciales (estadistica espacial) para posteriormente introducir el
método kriging para interpolacion espacial 6ptima [10] (Capitulo 5), herramien-
ta con la que acto seguido se hara de nuevo una aplicaciéon en datos (Capitulo 6)
susceptible de ser comparada con los resultados obtenidos mediante imputaciéon
(frecuencias de un determinado alelo en un SNP a lo largo de un nimero elevado
de individuos), constituyendo esta comparativa una breve conclusion del texto.



Capitulo 2

Modelos de Markov ocultos

En este capitulo introduciremos el concepto de cadena de Markov en tiempo
discreto, detallaremos los elementos basicos de las mismas e ilustraremos su
funcionamiento mediante algunos ejemplos, para posteriormente generalizar este
concepto a otras situaciones mediante los modelos de Markov ocultos (hidden
Markov models), siendo estos ultimos fundamentales para entender los métodos
de imputacién abordados en el Capitulo 3.

2.1. Introduccién a los modelos de Markov

Consideremos un sistema que pueda ser descrito en cualquier instante me-
diante un elemento del conjunto de N de estados distintos {S1,...,Sny}. Este
sistema puede verse sometido a cambios de estado de acuerdo a un conjunto de
probabilidades asociadas al estado'. Denotamos los instantes de tiempo asocia-
dos a cada cambio de estado por t = 1,2,... y el estado en el momento ¢ del
sistema por ¢;. En general, se requiere una especificaciéon completa del estado
actual (en tiempo t) de igual modo que de los estados previos para una des-
cripcion completa del sistema. En el caso particular de una cadena de Markov
discreta de primer orden, la citada descripcion se reduce al estado actual y su
predecesor, i.e.,

Plg: = Sjlgt—1 = Si, qt—2 = Sk, ...| = Plgs = Sj|qs—1 = Si]. (2.1)

Ademas, solo consideraremos aquellos procesos en los que el lado derecho de
la ecuacion (2.1) es independiente del tiempo, derivando en un conjunto de
probabilidades de transicién a;; de la forma:

aij =Plg = Sjlge—1 =8|, 1<4,j< N, W,

1Los conceptos abordados en esta seccién han sido estudiados en la materia del méster
Procesos Estocasticos.
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verificando
N
QA Z O7 E Q5 = 1.
j=1

El proceso estocastico que se cita a continuacién puede ser llamado un mo-
delo (o cadena) de Markov observable puesto que la salida del proceso es un
conjunto de estados en cada instante de tiempo, donde cada estado corresponde
a un evento fisico observable.

Para afianzar ideas, consideremos un modelo de Markov dado por tres esta-
dos que representan la meteorologia en un dia en particular [9], esta situacion
counstituye un ejemplo clésico en cadenas de Markov en tiempo discreto (weather
chain). Se supone que, una vez al dia, se observa el tiempo pudiendo resultar
en:

= Estado 1: Lluvioso
= Estado 2: Nublado

= Estado 3: Soleado

Suponemos que el tiempo en el dia t queda determinado por un tnico estado
de los tres descritos, ademas la matriz A de probabilidades de transicion viene
dada por

04 03 0.3
A=102 06 0.2
0.1 0.1 08

Por ejemplo, la probabilidad de pasar de una dia lluvioso a un dia solea-
do es 0.3 y la probabilidad de pasar de un dia soleado a otro soleado es 0.8.
Sabiendo que el tiempo en el dia 1 (¢ = 1) es soleado (estado 3), podemos
preguntarnos cuél es la probabilidad (de acuerdo al modelo) de que el tiempo
en la siguiente semana venga dado por soleado-soleado-lluvioso-lluvioso-soleado-
nublado-soleado. Formalmente, definimos la secuencia de observaciones O como
O = {83, 55,51,51,55,52,53} correspondiente a t = 1,...,8, y deseamos de-
terminar la probabilidad de O, dado el modelo. Esta probabilidad viene dada
por

P[O|Modelo] = P[S3, S3, .51, 51, 53, 52, 53| Modelo]
= P[S5]P[S5|.55]P[S5| S3]P[S1 [ S3P[S1] 51 [P[S3] 51 ]P[S2| 53] P[S5|52]
= T3033033031011013032023 = 1.536 - 10~*
donde hemos empleado la notacién

Wi:P[Ch:SiL 16{177]\[}

para denotar las probabilidades de estado inicial.
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También podemos preguntarnos qué probabildad hay de que, dado un estado,
el sistema permanezca en él exactamente d dias. Esta probabilidad puede ser
evaluada como la probabilidad de secuencia de observaciones O = {S;, S;,.%.

d+1
,S; #5;} dado el modelo, que es

P[O|Modelo, ¢, = S;] = alr 1 —ay) = pi(d).

(22

Este valor p;(d) es la funcion masa de probabilidad de permanecer d dias en el
estado i. Basandonos en p;(d) podemos calcular el niamero esperado de obser-
vaciones (duracién) en un estado, condicionado a iniciar en uno dado, como

T =3 doi(d) = Y dal (1 - ai) —
d=1

d=1

1
1 —ai

De este modo, el nimero esperado de dias consecutivos soleados, de acuerdo al
1
modelo, es — = 5.

Acabamos de considerar modelos de Markov en los que cada estado se corres-
ponde a un evento observable. Este modelo, en cambio, es demasiado restrictivo
para el contexto de interés de este trabajo fin de méster (véase Capitulo 3). De-
bido a esto extenderemos el concepto de modelo de Markov a situaciones donde
la observacion es una funcién probabilistica del estado, i.e., el modelo resultante
(modelo de Markov oculto) es un proceso estocastico asociado a otro subyacente
no observable (oculto), pero que se puede inferir a través de otro conjunto de
procesos estocasticos que producen la secuencia observada. Ilustramos esta idea
con un ejemplo:

Supongamos que nos encontramos en una habitacién con una barrera opaca,
v que al otro lado de la citada barrera hay un individuo lanzando repetidas veces
una o varias monedas al aire. La otra persona no nos informara exactamente
de lo que esta haciendo, solamente del resultado de cada lanzamiento. De este
modo, una secuencia observada tipica seria

O =010203...0r =CXXCXCCXXXX...

donde C'y X representan cara y cruz respectivamente. Dado este escenario, el
problema de interés radica en la construccién de un modelo de Markov oculto
(hidden Markov model) para explicar la secuencia observada de caras y cruces.
El primer problema al que nos enfrentamos consiste en decidir a qué correspon-
den los estados del modelo. Una posible solucién consiste en asumir que tan
solo fue lanzada una moneda; en este caso podriamos modelar el sistema como
una cadena de 2 estados, donde cada uno de ellos corresponde a los posibles
resultados de la moneda. Una segunda forma de modelar el escenario propues-
to (explicar la secuencia observada) consiste en considerar que hay dos estados
(correspondientes al lanzamiento de dos monedas distintas). Cada estado esta
caracterizado por la distribucién de probabilidad de cara y cruz, y las tran-
siciones entre estados estdn modelados por la matriz de transicién. De igual
modo, el mecanismo fisico que determina como se realizan las transiciones entre
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estados podria ser un conjunto de lanzamientos independientes, u otro evento
probabilistico.

2.2. Modelos de Markov ocultos

El anterior ejemplo nos dan una idea de lo que es un modelo de Markov oculto
y como pueden ser aplicado a determinados escenarios. Definimos a continuacion
(formalmente) los elementos de una cadena de Markov oculta y explicaremos
coémo se pueden generar las observaciones del modelo. Una cadena de Markov
oculta [9] queda caracterizada por:

1. N, el numero de estados del modelo. A pesar de que los estados perma-
nezcan ocultos, para muchas aplicaciones practicas los estados o conjuntos
de estados adquieren relevancia. Generalmente estos estados estén interco-
nectados de modo que cualquier estado pueda ser alcanzado por los demas
estados. Denotamos los estados individuales por S = {S1,52,...,58}, ¥y
el estado en un tiempo t por ¢;. Esta notacién es igual a la empleada en
cadenas de Markov.

2. M, el numero de simbolos observados por estado, i.e., el tamano del al-
fabeto discreto. Los simbolos observados corresponden a la salida fisica
del sistema a modelar. Se denotan los simbolos individuales por V =

{v1,v2,..., 00}
3. Las probabilidades de transicion A = {a;;} donde
aij:P[qt+1:Sj|qt:Si]; Z,]G{l,,N}

En el caso particular de que cualquier estado pueda alcanzar otro en un
solo paso, se tiene a;; > 0 para cada %, j. Para otro tipo de modelos de
Markov ocultos, se puede tener a;; = 0 para uno o mas pares (i, j).

4. La distribucién de probabilidad del simbolo observado en un estado j,
B = {b;j(k)}, donde

b;j(k) = Plu, en tiempo t|¢s = S;], je{l,....,N}, ke{l,...,M}.

5. La distribucién de estado inicial 7 = {m;} donde

Wi:]PJ[QI:Si]v ZE{I,,N}

Proporcionando valores apropiados de N, M, A, By w, la cadena de Markov
oculta puede ser empleada como generadora para dar una secuencia de obser-
vaciones

0=010,...0r

donde cada O; es uno de los simbolos de V. Nétese que en lo sucesivo, por
simplicidad, los indices ¢ y j haran referencia al estado \S; y S; respectivamente.
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Paso 1. Selecciona un estado inicial ¢; = S; de acuerdo a la distribucion del estado
inicial 7.
Paso 2. Fijat=1.

Paso 3. Selecciona O; = v, de acuerdo a la distribucién de probabilidad del sim-
bolo observado en el estado S;, i.e., b;(k).

Paso 4. Transita a un nuevo estado ¢;y1 = S; de acuerdo a la distribucién de
probabilidades de transicién en para el estado S, i.e., a;;.

Paso 5. Fijat =t + 1; vuelve al Paso 3 si ¢t < T; en otro caso finaliza el proceso.

El procedimiento previamente descrito puede ser empleado como generador de
las observaciones. En resumen, para una completa especificacién de una cadena
de Markov oculta se requieren los valores (N, M), la especificaciéon de los sim-
bolos observados y la especificacién de las tres masas de probabilidad A, B, y
7. En general, usamos la notaciéon compacta

A= (A,B,)

para denotar el modelo.

2.3. Problemas en los modelos de Markov ocultos

Una vez establecida la forma de un modelo de Markov oculto en la seccion
previa, existen tres problemas bésicos de interés que deben ser solventados para
que el modelo resulte de utilidad en aplicaciones reales [9]. Estos son:

1. Dado el modelo A = (A, B, m) calcular la probabilidad de una secuencia
observada O = Oj ...O7 de simbolos.

2. Encontrar la secuencia de estados “Optima’ asociada a las secuencias ob-
servadas.

3. Dado el modelo y una secuencia de observaciones, determinar un méto-
do para ajustar los pardmetros del modelo (A, B,7) que maximizen la
probabilidad de la secuencia de observaciones.

En las siguientes secciones se presentan algunas soluciones a estos problemas.

2.3.1. Probabilidad de una secuencia observada

Se desea calcular la probabilidad de una secuencia observada de simbolos,
O =04 ...07, dado el modelo A = (A, B, 7), i.e., P(O|)). La forma més directa
de realizar este proceso consiste en enumerar cada posible secuencia de estados
de longitud 7. Consideremos una secuencia de estados dada por

Q=qq...qr
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siendo ¢; el estado inicial. Bajo hipotesis de independencia entre las observacio-
nes, la probabilidad de la secuencia observada O es

T
P(O|Q,\) = [TP(O:| @1, ).

t=1

Se tiene, por tanto, que:
P(O|Qa )‘) = bfh (Ol)blh (02) s bQT (OT)

La probabilidad de la secuencia de estados ) viene dada por

]P’(QP\) = Mq1Qq192%q2qs - - - Aqr_1q7>

donde a;; (i € {q1,...,97-1}, j € {q2,....qr}) son las probabilidades de tran-
sicién y mq, es la probabilidad del estado inicial. La probabilidad conjunta de O
y @, i.e., la probabilidad de que O y @ ocurran simultaneamente es, en virtud
del Teorema de Bayes:

P(O,QIN) = P(O]Q, NP(Q; A).

La probabilidad de la secuencia observada O, dado el modelo, se obtiene su-
mando esta probabilidad conjunta sobre las distintas secuencias de estados ¢:

PON) =Y P(0,Q,)) = > P(O|Q,NP(Q[))
Q Q

(2.2)
= Z Tq, b‘h (Ol)a!hqz bQ2 (02) <o Qqp_1qr bQT (OT)

q1..-9T7

La ecuacion (2.2) se interpreta como sigue. En el estado inicial (¢t = 1) la cadena
estd en ¢; con probabilidad 7, y se genera el simbolo O; en este estado con
probabilidad by, (O1). El tiempo se translada de ¢t a t + 1 (¢t = 2), se realiza
la transicién del estado ¢ al estado go con probabilidad ag,4, ¥ se genera el
simbolo Oz con probabilidad by, (O2). El proceso continua de este modo hasta
que se realiza la transiciéon en tiempo T del estado gr_1 al gr con probabilidad
Qg 1qr ¥ Se genera el simbolo Op con probabilidad by, (Or). El calculo descrito
en la ecuacion (2.2) involucra 2T’ N calculos, puesto que para cadat =1,...,T,
existen N posibles estados que pueden ser alcanzados (N7 posibles secuencias
de estados), y para cada una de estas secuencias de estados se requieren sobre
2T calculos para cada término en la suma de (2.2). Por todo lo expuesto, este
calculo resulta inabordable, incluso para valores de N y T bajos. Por ejemplo,
para N = 5 estados y T = 100 (observaciones) se necesitan célculos del orden
de 2-100 - 5'% ~ 107. Se requiere de un procedimiento mas eficiente para la
ejecucion de este célculo; un procedimiento alternativo se conoce como algorit-
mo Forward-Backward [2], que se describe a continuacion.

Consideremos la probabilidad forward o(i) definida por

Oét(i) = P(Olog N Ot,qt = Sl|)\)
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i.e., la probabilidad de una secuencia de observaciones, O; ...O; (hasta tiempo
t) y del estado S; en tiempo ¢, dado el modelo A\. Podemos calcular ar () como
sigue:

Paso 1. Inicializacion
041(i)=7Tibi(01), iE{l,...,N}.

Paso 2. Induccion

N
ozt+1(j)—[Zat(i)aij b;(Ory1), te{l,...,T—1}, je{l,...,N}.

Paso 3. Terminacién

N
P(O|)) = ZaT(i).

El primer paso inicializa las probabilidades forward como la probabilidad
conjunta del estado S; (dada por m;) y la observacion inicial O;. El estado S;
puede ser alcanzado en tiempo ¢t + 1 por N posibles estados S;, i € {1,..., N},
en tiempo ¢. Teniendo en cuenta que (%) es la probabilidad de que la secuencia
O1 ... Oy sea observada, y que el estado en tiempo ¢ es S;, el producto ay(i)a;; es,
de este modo, la probabilidad del evento conjunto que O; ... O; sea observado,
y que el estado S; se alcanze en tiempo ¢t 4+ 1 mediante el estado S; en tiempo
t. Sumando este producto sobre los N posibles estados S;, i € {1,...,N}, en
tiempo t resulta la probabilidad de S; en tiempo ¢t + 1.

Una vez el proceso finaliza y se conoce S;, es sencillo ver que azy1(j) se
obtiene contabilizando la observacion Oy41 en el estado j, i.e., multiplicando la
cantidad sumada por la probabilidad b;(O¢41).

El calculo del Paso 2 se ejecuta para todos los posibles estados j € {1,..., N},
para un ¢ fijo, para posteriormente realizarlo para cada t € {1,2,...,T — 1}.
Finalmente, el Paso 3 produce el valor P(O|A) como la suma de las variables
terminales forward aqp(7).

En cuanto al coste computacional involucrado en el célculo de a:(j), t €
{1,...,T}, j € {1,...,N}, se necesitan N2T calculos, en vez de 2I'NT (por
célculo directo). En particular, se necesitan N(N + 1)(T — 1) + N productos y
N(N —1)(T — 1) sumas.

Las probabilidades forward se calculan teniendo en cuenta que, puesto que
solo hay N estados, todas las posibles sucesiones de estados estardn dentro de
los N nodos (viendo los estados como nodos de un grafo, y las transiciones entre
ellos como aristas del mismo), sin importar la longitud de dicha secuencia. En
t = 1, necesitamos los valores de (i), 7 € {1,...,N}. En ¢t =2,3,...,T, sblo
necesitamos los valores de a;(j), j € {1, ..., N}, donde cada operacion involucra
unicamente N valores previos de a;_1(%).

De modo similar, consideremos la probabilidad backward B:(i) que se define
como:

,@t(l) = P(Ot+10t+2 e OT|qt = Si, )\)
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i.e., la probabilidad de la observacion parcial de O desde t 4+ 1 hasta T, dado el
estado S; en tiempo ¢t y el modelo A. De nuevo calculamos §;(7) mediante un
proceso inductivo:

Paso 1. Inicializacién
Br(i)=1, ie{l,...,N}.

Paso 2. Induccién
N
Be(i) = Zaijbj(0t+1)6t+l(j)a te{T-1,T-2,...,1},ie{l,... N}
=1

La inicializaciéon del algoritmo define arbitrariamente Sr(i) como 1 para todo
i. El Paso 2 muestra que, para estar en el estado S; en tiempo ¢t y tomar en
consideracion la secuencia de observaciones desde ¢ + 1 en adelante, deben ser
considerados todos los posibles estados S; en t + 1, teniendo en cuenta la tran-
sicién de S; a S; mediante a;;, de igual modo que la observacion O:;1 en el
estado j (b;(Ou41)) y, por ultimo, la restante observacion parcial en el estado j
(Bt+1(7))- De nuevo, el célculo de 5:(i), t € {1,...,T}, i€ {1,..., N}, requiere
N2T operaciones.

2.3.2. Secuencia 6ptima

El segundo problema basico en cadenas de Markov ocultas consiste en encon-
trar la secuencia de estados 6ptima asociada con las secuencias observadas. La
dificultad descansa en la definiciéon de optimalidad de una secuencia de estados
ya que existen numerosos criterios para definirla.

Un posible criterio consistiria en seleccionar los estados ({S1,...,Sn}) @
que son individualmente méas probables. Para esto se define

’Yt(l) = P(Qt = Si|07 A)a

i.e., la probabilidad de encontrarse en el estado S; en tiempo ¢, dada la secuencia
de observaciones O, y el modelo .
La ecuacién previa puede ser expresada en términos de probabilidades forward-

backward: (1)8:(0) (1)8:(0)
%(i):atz tZ: Q1) P2
POW ﬁlam‘)ﬁt(n

teniendo en cuenta que ay(i) toma en consideracion la secuencia parcial de
observaciones O ... O, y el estado S; en tiempo ¢, mientras que £;(¢) considera
la restante parte de la observacion Oyyq ...Op, dado el estado S; en tiempo t¢.

)

N
El factor de normalizacion P(O|X) = >~ au(i)B:(¢) convierte a y;(7) en una masa
i=1

de probabilidad sobre el conjunto de estados, entonces

N
Z’Yt(i) =1
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Empleando (i), podemos calcular el estado individual mas probable ¢; en un
instante ¢t como

Gr = arg 1312_325\[[%(2')]7 te{l,...,T}. (2.3)

A pesar de que esta ultima ecuacion maximiza el nimero esperado de esta-
dos correctos (seleccionando aquellos méas probables para cada t), puede haber
problemas con la secuencia resultante. Por ejemplo, cuando el modelo de Mar-
kov oculto posee probabilidades de transicién entre estados nulas (a;; = 0, para
algtn 4, j) la secuencia de estados 6ptima puede, de hecho, no ser valida. Esto
se debe a que la solucion dada en la ecuacion (2.3) simplemente determina el
estado mas probable en cada instante de tiempo, sin tomar en consideracion las
probabilidades de ocurrencia de la secuencia de estados.

Una posible solucién para este problema radica en modificar el criterio de op-
timalidad. Por ejemplo, se puede buscar la secuencia de estados que maximize el
namero esperado de pares de estados correctos (g, ¢i+1) 0 triplas (g¢, gry1, qrr2)-
A pesar de que este criterio pueda parecer razonable a priori, el mas emplea-
do consiste en encontrar la mejor secuencia de estados individuales que existe,
llamada algoritmo de Viterbi [7], que se presenta en la siguiente seccion y se
empleara en el Capitulo 3.

2.3.3. Algoritmo de Viterbi

Para encontrar la mejor secuencia de estados individuales, @ = ¢1...qr
dada la secuencia de observaciones O = Oy ... O, definimos
0:(i) = mix  Plgr...q =1,01...0A],
q1,92;---,q9t—1
i.e., 0;(7) es la mayor puntuacion (probabilidad més elevada) a lo largo de una
trayectoria simple, en tiempo ¢, que considera las ¢ primeras observaciones y
finaliza en el estado .S;. Por tanto:

Se1(7) = [mdx 0,(d)ai;]b; (Ort1)- (2.4)

Para conseguir la secuencia de estados, necesitamos almacenar el argumento
que maximiza (2.4) para cada t y para cada j. Esto se realiza mediante la crea-
cion de la matriz 14(j), que proporciona la secuencia de estados que proporciona
la mejor trayectoria, en tiempo ¢, al estado S;. El procedimiento completo para
encontrar la mejor secuencia de estados viene dado por:

1. Inicializacion:
(51(’L'):7Tibi(01), iE{l,...,N}

P1(i) =0
2. Repeticién

525(]) = iE{Téi{N}[ét_l(i)aij]bj(Ot)’ te {25 s aT}aj € {17 v aN}a

) = 3 _1()a;; 2,...,T} g 1,...,N}.
wt(.j) arng{rﬁa),(N}[ét 1(Z)G‘L]]a te{ ’ ) }7.] 6{ ) ) }
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3. Terminacién
P = 4 or(1)],
e {q}é}fm[ 7(4)]

g ix  [67()].
ar argie{qﬁfm[ 7(i)]

4. Retroceso en la trayectoria (secuencia de estados)
4 = Ver1(qr,), te{T'-1,T-2,...,1}.

En este algoritmo, los valores d;(j) representan la mayor puntuacién obtenida
a través de una secuencia de estados (qi,...,q:) hasta llegar, en el instante ¢
al estado S;. La clave del algoritmo radica en que si conocemos estas variables
auxiliares en el instante ¢ para todos los estados, podemos calcularlas para t +
1. Una vez se alcanza el instante final ¢ = T, el retroceso en la trayectoria
proporciona el estado que maximiza cada paso de la recursién. Notese que este
procedimiento es similar a la implementaciéon del algoritmo forward-backward
(excepto en en Paso 4). La mayor diferencia estructural radica en el uso de la
maximizacién sobre todos los estados previos del algoritmo de Viterbi en vez de
la suma.

2.3.4. Ajuste del modelo

El tercer problema de las cadenas de Markov ocultas, y posiblemente el mas
complicado de ellos, consiste en determinar un método para ajustar los parame-
tros (A, B,m) que maximizen la probabilidad de la secuencia de observaciones
dado el modelo. De hecho, dada cualquier secuencia de observacion finita, no
existe un modo 6ptimo de estimar los pardmetros del modelo. Sin embargo,
podemos seleccionar A = (A, B, 7) de modo que P(O|\) sea maximizado local-
mente utilizando un procedimiento iterativo como el método de Baum-Welch.
Aqui se expondra un método iterativo, basado en el trabajo de Baum [2], con
el fin de estimar los parametros del modelo.

Con el objetivo de describir el procedimiento iterativo de estimacién de los
parametros de una cadena de Markov oculta, definimos como (i, j), la proba-
bilidad de estar en el estado S;, en el instante ¢, y en el estado S; en el instante
t 4+ 1, dado el modelo y la secuencia observada, i.e.,

&(4,5) = Plge = Siy i1 = S;]0, N).

Teniendo en cuenta las definiciones de las probabilidades forward y backward
se puede escribir &(i,7) de la forma

a(1)aijbj(Or41)Bii1(G) _  cu(i)aijbj(Or1)Brva (4)
BO) > 3 arli)aighy (Or)Brin ()

Jj=

ft(lv]) =

7

donde el término del numerador es exactamente P(q; = S;, gi41 = 55, 0|\) y el
cociente entre P(O|)) lo convierte en una masa de probabilidad. Se ha definido
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previamente ~y;(¢) como la probabilidad de estar en el estado S; en el instante
t, dada la secuencia observada; de igual modo podemos establecer una relaciéon
entre V(i) y & (4, j) sumando sobre el indice j,

N
Y1 (1) = th(i,j).

Si sumamos sobre el indice temporal ¢, obtenemos una cantidad que puede ser
interpretada como el numero esperado de veces que la cadena esté en el estado
S; (véase Seccién 2.1), equivalentemente, el nimero esperado de transiciones
realizadas desde el estado S; (excluyendo el instante ¢ = T'). De modo anélogo,
la suma de & (i, j) sobre ¢t (de t =1 at =T — 1) puede ser interpretada como
el nimero esperado de transiciones del estado S; al estado ;. Esto es

T-1
E ~:(1) = nimero esperado de transiciones desde S;,
t=1

T—1
Z &:(4,j) = ntmero esperado de transiciones de S; a S;.
t=1
Empleando todo lo previamente descrito se puede proponer un método para
la estimacion de los parametros de un modelo de Markov oculto. El conjunto de
parametros de este tipo de modelos puede ser estimado por

#; = frecuencia esperada del estado \S; en tiempo ¢ = 1(y1 (7)), (2.5)
T-1
G #de transiciones de S; a S B t; &i(i:7) (2.6)
7 # de transiciones desde el estado S; Tl ’ '
> Ye(d)
=1
T .
> ()

“ __ # esperado de obs. del simbolo vy en el estado j  t=1,0,=us

b; (k) T
> ve(d)
t=1
(2.7)
De este modo, si el modelo viene dado por A = (A, B,n), se emplean las
formulas (2.5), (2.6), (2.7); y definimos el modelo estimado como A = (A, B, #);
entonces, se demuestra que, o bien el modelo inicial A define un punto critico
de la funcién de probabilidad (en cuyo caso A= A), o bien el modelo \ es més
verosimil que A en el sentido que P(O|A) > P(O|)), es decir, hemos encontra-
do un nuevo modelo A del cual es mas probable que haya salido la secuencia
observada.

# esperado de veces en el estado j
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Capitulo 3
Imputacién genética

En este capitulo abordaremos la primera de las alternativas planteadas pa-
ra estimar la frecuencia alélica de un determinado SNP (véase Capitulo 1),
la imputacién genética. Existe una amplia gama de métodos de imputacién:
fastPHASE!, IMPUTE2 2, MaCH?, BEAGLE*, PHASE?, etcétera. De todos
los citados, en este trabajo consideraremos tinicamente los algoritmos conocidos
como BEAGLE y MaCH (ambos programas de libre acceso). Detallaremos el
funcionamiento de ambos con vistas a emplearlos ulteriormente en situaciones
concretas y comparar su funcionamiento tanto entre ellos como con respecto
a métodos de interpolacion espacial que se expondran posteriormente (véase
Capitulo 5).

3.1. Imputacién genética con Beagle

Este método de estimacion de haplotipos se basa en el modelo propuesto por
Sharon R. Browning [4] empleado para estudios de asociacion (véase Apéndice
A). El modelo de conglomerados de haplotipos localizados (localized haplotype-
cluster model) modela de forma empirica el desequilibrio de ligamiento (linkage
desequilibrium, LD) y se adapta a la estructura local del conjunto de datos. En
comparaciéon con otros métodos, se comporta particularmente bien para tamanos
de muestra grandes, donde, en un cierto sentido, la muestra esté capacitada para
hablar “por si misma’“. El modelo puede ajustar los haplotipos mediante el uso de
una algoritmo bastante rapido, que se utiliza de forma iterativa para la inferencia
de la fase de los haplotipos, en la cual se hace una estimacién inicial de esta, el
modelo se ajusta, se mejoran las estimaciones de la fase de los haplotipos, y asi
sucesivamente.

IfastPHASE: http://stephenslab.uchicago.edu/software.html
2IMPUTE2: https://mathgen.stats.ox.ac.uk/impute/impute v2.html
3MaCH: http:/www.sph.umich.edu/csg/abecasis/ MACH

4BEAGLE: http://faculty.washington.edu/browning/beagle/beagle.html
5fastPHASE: http://stephenslab.uchicago.edu/software.html
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Comenzamos describiendo el modelo de conglomerados localizados de ha-
plotipos, un caso particular de un grafo dirigido aciclico. Mostraremos, de igual
modo, como este modelo de clusters define una cadena de Markov oculta, que
puede ser utilizada para muestrear pares de haplotipos o para encontrar el par
de haplotipos mas probable para cada individuo condicionado a los genotipos
individuales.

3.1.1. El modelo de conglomerados de haplotipos

La correlacion entre los marcadores es un fenémeno localizado, teniendo en
cuenta que el desequilibrio de ligamiento decae con la distancia. Si esta locali-
zacién no es tomada en consideracion a la hora de realizar la estimacion de la
fase de los haplotipos sobre una regiéon amplia se introduce ruido como conse-
cuencia de la variacion de muestreo, resultando en aparentes correlaciones entre
marcadores distantes, hecho que reduce la precision del proceso inferencial. La
solucién que presenta Beagle al problema previo radica en el uso del modelo
de conglomerados de haplotipos localizados, que modeliza empiricamente las
frecuencias haplotipicas a escala local. El citado modelo, genera clusters de ha-
plotipos en cada marcador con el objetivo de mejorar la prediccién de los alelos
en los marcadores t + 1, t + 2, ..., dados los alelos en los marcadores ¢, t — 1,
t — 2, ... en un haplotipo. Esto se consigue definiendo los conglomerados de
acuerdo a la propiedad de Markov, i.e., dado un elemento del cluster en la po-
sicién t, la secuencia de alelos en los marcadores t — 1, ¢t — 2, ... es irrelevante
para predecir la secuencia de alelos en los marcadores t + 1, t + 2, .. .. Los clus-
ters estan localizados, de este modo los haplotipos en el mismo cluster en la
posicion t tienden a estar en el mismo cluster que en la posiciéon ¢t + 1, aunque
no necesariamente. Este modelo posee un nimero importante de ventajas. En
primer lugar, el hecho de agrupar los haplotipos en clusters permite una agilidad
computacional al modelo que deriva en una buena estimacién de las frecuencias
haplotipicas. Permitiendo al nimero de clusters y a las relaciones entre conglo-
merados en diferentes posiciones ser determinados por el conjunto de datos en
vez de por un modelo restrictivo. Este se adapta a la muestra, lo que resulta
de especial utilidad en el caso de que el nimero de individuos en la muestra
sea grande. Por ultimo, el modelo puede ser ajustado utilizando un algoritmo
computacionalmente eficiente.

Supongamos que se tiene una muestra de haplotipos procedentes de M mar-
cadores y, ademas, que los haplotipos no poseen alelos faltantes. Un modelo de
conglomerados de haplotipos localizados para esta muestra es un grafo dirigido
aciclico verificando:

1. El grafo posee un nodo inicial sin entradas y un nodo terminal sin salidas.
El nodo inicial, nodo raiz, representa todos los haplotipos antes de que
cualquier marcador sea procesado, mientras el nodo terminal representa
todos los haplotipos una vez todos los marcadores han sido procesados.

2. El grafo posee M + 1 niveles. Cada nodo tiene asociado un nivel m. Todas
las aristas entrantes en ese nodo se originan en un nodo con nivel m—1y
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todas las salientes tienen como destino un nodo en el nivel m + 1. El nodo
rafz tiene nivel 0 y el terminal nivel M.

3. Para cadam € {1,..., M}, cada arista con nodo inicial en el nivel m esta
asociada con un alelo por el m-ésimo marcador. Dos aristas originadas por
el mismo nodo no pueden ser asociadas con el mismo alelo.

4. Para cada haplotipo en la muestra, existe un camino desde el nodo raiz
hasta el terminal tal que el m-ésimo alelo del haplotipo esta asociado a
la m-ésima arista del camino. Cada arista del grafo tiene al menos un
haplotipo en la muestra cuyo camino atraviesa la arista.

Nodo Raiz Modo Terminal

Figura 3.1: Ejemplo de un grafo aciclico dirigido representando el modelo de con-
glomerados de haplotipos para cuatro marcadores. Para cada marcador, el alelo 1 se
representa por una linea continua y el alelo 2 por una discontinua. El nodo marcado
con asterisco (*) representa el nodo parental para la arista ep. Fuente [4]

Cada arista, e, del grafo representa un conglomerado de haplotipos consis-
tente en todos aquellos haplotipos cuyo camino del nodo incial al terminal del
grafo atraviesa e. Los haplotipos estan definidos a lo largo de todo el cromo-
soma, pero aquellos haplotipos dentro de un cluster que correspondadan a una
arista a nivel m tenderdn a poseer patrones alélicos similares en los marcadores
contiguos al m-ésimo. De este modo, cada arista define un modelo localizado
de conglomerados de haplotipos, que viene determinado por patrones locales de
LD (desequilibrio de ligamiento).

Para cada arista, e, de un modelo localizado de conglomerados de haploti-
pos, se define el recuento de aristas, n(e), como el ntimero de haplotipos en la
muestra cuyos caminos atraviesan dicha arista, y definimos el recuento de nodos
primarios, n,(e), como el nimero de haplotipos en la muestra cuyos caminos
atraviesan el nodo inicial de la arista.

Estos modelos estan especialmente recomendados para modelizar la estruc-
tura de desequilibrio de ligamiento. Asimismo, la recombinacién entre haplotipos
se modeliza mediante la fusiéon de las aristas.
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3.1.2. El modelo de Markov oculto inducido

El modelo localizado de conglomerados de haplotipos determina una cadena
de Markov oculta, para la cual los estados son las aristas del modelo, donde cada
estado de la cadena es el alelo que identifica las aristas en el modelo previamente
descrito.

Con el objetivo de especificar el modelo, debemos fijar las probabilidades de
emision (B), del estado inicial (7) y las de transicion (A). Cada estado (arista)
emite con probabilidad 1 el alelo al que esta asociado. De este modo el estado
queda determinado tinicamente por el alelo observado, pero este para un mar-
cador no determina (en general) el estado, puesto que aristas con distinto nodo
inicial al mismo nivel en el grafo pueden ser asociadas al mismo alelo.

Las probabilidades iniciales y de transiciéon nacen del recuento de aristas y
del recuento de nodo primarios y se calculan como se expone a continuacion.

Las probabilidades del estado inicial vienen dadas por
n(e)

. = P(e) = np(e)

si el nodo inicial de la arista es el nodo raiz,

0 en otro caso.

Las probabilidades de transiciéon son

nlep . e .
(( )> si el nodo inicial de e; es el nodo final de es,
npler
Gegey = ]P(€1|62) = P
0 en otro caso.
Notese que, si las aristas es y e tienen el mismo nodo final, entonces P(eq|es) =

P(61 |€2).

Hasta el momento hemos descrito una cadena de Markov oculta haploide; sin
embargo, en la practica necesitaremos una cadena de Markov diploide debido a
la observacién de genotipos. Crearemos un modelo diploide de pares ordenados
de aristas en cada nivel del grafo. Teniendo en cuenta que el grafo esta subdivido
en niveles, los estados de la cadena de Markov oculta haploide (las aristas del
grafo) pueden ser particionadas en clases L,,, donde m = 1,2,..., M es el nivel
del nodo inicial asociado a dicha arista en el grafo. Para una cadena de Markov
oculta diploide, el espacio de estados es la union sobre m de (L,, X L,,) (si
denotamos por S el espacio de estados, este viene dado por S = Uy, (L X Lin)),
y el simbolo emitido por cada estado es el par de alelos desordenados que estan
asociados a los pares de aristas ordenados (estados). Si (e1,e2) es un estado
del modelo diploide, entonces el genotipo desordenado determinado por los dos
alelos asociados a las aristas e; y es es emitido con probabilidad 1. Asumiremos
en lo sucesivo que se verifica el equilibrio de Hardy-Weinberg (véase Apéndice
A), con lo que las probabilidades iniciales y de transicién son el producto de las
correspondientes probabilidades haploides:

Ple1,e2) =P(e1)P(e2), Pl(er1,e2)|(es,ea)] = Pler]es)P(ezlea).
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3.1.3. Muestreando de un modelo de Markov oculto

Este algoritmo muestrea de la cadena de Markov oculta, condicionado a la
muestra observada, mediante el uso de algoritmos “forward-backward“ (véase
Seccion 2.3.3).

Para un individuo dado, sea g,, el genotipo observado en el marcador m, y sea
el estado S, = (e1, e3) un par ordenado de aristas en L, X L,. Para cada S, en
el modelo de Markov oculto diploide con genotipos individuales {g1, 92, ..., 9},
se definen las variables forward como ., (S) = P(g1, 92, - - - s Gm, Sm|A)- El valor
am (Sm) se calcula por inducciéon como sigue.

Paso 1. Inicializacion:
a1(51) = P(g1, 51) = P(S1)P(g1]51).
Paso 2. Induccion:
41 (Sm1) = P(g1, 925 -+, gm+15 Smt1)
= > P(g91,92: - Gm; Gm+1, Sm, Smt1)

m

= SZ ]P(gla g2, 59m, Sm)P(gm+1|Sm+1)]P(Sm+1‘Sm)

= P(gm+1‘sm+l) E am(Sm)P(Sm+l|Sm)'

m

Notese que las probabilidades P(g.,+1|Sm+1) son siempre 0 6 1, dependiendo
de si el genotipo esté asociado con las etiquetas del par ordenado de aristas.
Ademas se tiene:

P(gim|Sm) =

1 si Caso 1 6 Caso 2,

0 en otro caso.
Siendo el Caso 1 = “ambos alelos de g,,, son faltantes”, y el Caso 2 = “un alelo de
gm es faltante y ademas el alelo no faltante esta etiquetado con 1 en las aristas
ordenadas de S,,*“.
El muestreo de los estados ocultos condicionados a los genotipos individuales
se realiza por un procedimiento “backward” por induccién como sigue:

Paso 1. Iniacializacién: Se selecciona aleatoriamente el estado Sy, con probabilidad
proporcional a aps(Sar).

Paso 2. Induccién: Dados los estados Sy, 41, Sm+2, - - -, Sar, se selecciona el estado
S con probabilidad
P(S|Smt1s Sma2y -y SM> G152y - -5 GM )
=P(SnlSm+1,91,92, - - s Gm+1)
=P(Sm, Sm+1,91,92, - s gm+1)/ ¥mt1(Sm41)
= P(gm+1]Sm+1)P(Sm+1|Sm) atm (Sm)/ tm41(Sm+1)-



24 CAPITULO 3. IMPUTACION GENETICA

La ruta de la muestra de estados ocultos corresponde a un par ordenado de
haplotipos que son consistentes con el genotipo del individuo. Se ha descrito un
algoritmo de muestreo para la cadena de Markov oculta diploide. También es
posible determinar el par de haplotipos méas verosimiles en virtud a la muestra
de genotipos y el modelo diploide empleando el algoritmo de Viterbi (véase
Seccion 2.3.3).

3.1.4. El algoritmo Beagle

El algoritmo Beagle es conceptualmente simple: en cada iteracién del algo-
ritmo, los datos de la fase se emplean para construir el modelo de conglomerados
de haplotipos localizados como se describe previamente. Una vez este modelo
ha sido construido, los haplotipos de la fase para cada individuo se muestrean
del modelo oculto de Markov diploide inducido condicionado a los genotipos
individuales. Los haplotipos muestreados son nuestro “input® para la siguiente
iteracién. En la ltima iteraccion, en vez de muestrear los haplotipos, se utiliza
el algoritmo de Viterbi para seleccionar los haplotipos méas verosimiles para cada
individuo, condicionados al modelo de Markov oculto diploide y a los genoti-
pos individuales; estos haplotipos méas verosimiles seran nuestro “output en el
algoritmo.

Ademas, este algoritmo tiene implementadas unas mejoras en el proceso que
incrementan la precisiéon del mismo. En primer lugar, en cada iteraccién del
algoritmo, se invierte el orden de los marcadores, procesando el cromosoma
de izquierda a derecha si el nimero de la iteracciéon es par y de derecha a
izquierda en caso contrario. En segundo lugar, se muestrean mutiples pares
de haplotipos por individuo para emplearse en la construcciéon del modelo en
la siguiente iteraccion, tomando en consideracion la correlacion existente entre
pares de haplotipos del mismo individuo; todo lo previamente expuesto deriva
en una importante mejora de la precisiéon cuando se trabaja con un niimero de
individuos bajo.

Una vez el modelo de conglomerados de haplotipos localizados ha sido cons-
truido, se muestrean los R pares de haplotipos de fase para cada individuo, con-
dicionado a los genotipos del individuo y al modelo de Markov oculto diploide.
Los N R pares de haplotipos muestreados se utilizan como entrada en la siguien-
te iteraccion. La salida gradual de pares de haplotipos para cada individuo es
el par de haplotipos méas probable condicionado a los genotipos individuales y
al HMM diploide en la ultima iteraccién del algoritmo.

3.2. Imputacién genética con MaCH

Este método de imputaciéon se basa en el trabajo de Abecasis y Li [8] y
proporciona (al igual que Beagle), la estimacién de los alelos faltantes de una
muestra de genotipos. La secciéon comienza describiendo el modelo de Markov
oculto que el algoritmo utiliza, para posteriormente explicar como se generan los
haplotipos de una muestra de genotipos. Continuando con la estimacion de los
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parametros del modelo (en la cual, a diferencia de Beagle, si figura explicitamen-
te la recombinacion genética, mutacion y el error de genotipado) para finalizar
con una breve explicaciéon de como se imputan aleatoriamente los alelos.

3.2.1. El modelo de Markov oculto

Este modelo [8] resuelve un conjunto de genotipos, G, en un mosaico de va-
rios haplotipos plantilla (de referencia). Suponemos que tenemos H haplotipos
de referencia genotipados en N loci y sea T;(i) el alelo observado en la posi-
cion j en el haplotipo de referencia 7. Ademés definimos una serie de valores
S = {51,852,..., 58} que denotan un hipotético (e inobeservable) conjunto de
estados ocultos con respecto a los genotipos. En una posicién j, existen H?2
posibles estados. Un estado especifico, por ejemplo, S; = (z;,y;) indica que el
primer cromosoma usa el haplotipo x; como plantilla o referencia mientras el
segundo cromosoma, usa el haplotipo y; como plantilla.

Estamos interesados hacer inferencia acerca de la secuencia de estados S que
mejor describe los genotipos observados. Se define la probabilidad conjunta de
los genotipos observados y estados ocultos como:

N N
P(G, 8) = P(S1) [T P(s;185-1) T P(G5185).

=2

En el modelo dado, m; = P(S7) denota la probabilidad a priori del estado
inicial y se toma habitualmente del mismo modo para cualquier configuraciéon
empleada, a;_1; = P(5;|S;j—1) denota la probabilidad de transiciéon entre dos
estados y reflejan la probabilidad de los eventos de recombinacion en el intervalo
entre j y j—1, b;(j) = P(G;|S;) denota la probabilidad de los genotipos obser-
vados en cada posicion condicionado al mosaico de estados ocultos subyacente
y refleja los efectos combinados de la conversion genética, mutaciones y error de
genotipado.

3.2.2. Procedimiento de haplotipado por Monte-Carlo

Para estimar haplotipos en una muestra de individuos genotipados se asigna,
en primer lugar, un par de haplotipos aleatorios a cada individuo, de acuerdo
a los genotipos observados. Este procedimiento involucra la ordenacién aleato-
ria de alelos en cada posicién heterocigota y el muestreo de alelos en zonas no
genotipadas de acuerdo a las frecuencias poblacionales. Entonces, se actualizan
los haplotipos para cada individuo sucesivamente mediante el actual conjunto
de haplotipos estimados para todos los individuos como plantillas y se mues-
trea S proporcional a la verosimilitud L(S|G) « P(G, S). Notese que, teniendo
en cuenta que S; (junto con la Seccién 3.2.3) define una cadena de Markov,
este muestreo puede ser realizado convenientemente empleando el algoritmo
“forward-backward”“ de Baum (véase Seccion 2.3). A continuacion, se define un
nuevo conjunto de haplotipos para un individuo de acuerdo con la muestra y
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editado para asegurarse de que coincide con los genotipos observados. Final-
mente se repite el procedimiento de actualizacion varias veces sobre todos los
individuos (un mayor nimero de actualizaciones deriva en un refinamiento en
la estimacion de los haplotipos).

3.2.3. Estimacién de los parametros

Los elementos necesarios en el procedimiento que se expone a continuacién
son las probabilidades de transicion P(S;|S;—1) y las probabilidades de emi-
sion P(G,|S;). Definimos las probabilidades de transicién como una funcién del
pardmetro de recombinacién 6;:

07/ H? T F L1y Y F Yi-1,

P(S;]Sj-1) = (1—0,)0;/H +07/H? Tj F Tjo1 0 Y; F Yj-1,

(1—03) +2(1—0;)0;/H +603/H?> zj=1;-1y y; =yj-1.

Los posibles valores de P(S;|S;_1) reflejan tanto la tasa general de los cam-
bios en el mosaico para el intervalo, dados por 6;, como el hecho de que cuando
un cambio se produce un nuevo estado se selecciona al azar de entre todos los
posibles.

Sea T'(S;) = T'(x;) + T(y;) el genotipo dado por el estado S;, definimos las
probabilidades de emision como una funcién del pardmetro de error ¢;:

(1—¢;)%+ si T'(s;) = G; con G; heterocigoto,

2(1 - ej)ej si T'(s;) # G; con G; heterocigoto,
P(G4]S;) =4 (1—¢;)? si T(sj) = G; con G; homocigoto,

( — €)E; si T'(s;) heterocigoto y G; homocigoto,

€ si T'(s;) y G; son homocigotos opuestos.

Inicialmente, se selecciona #; = 6§ = 0.01 y ¢; = ¢ = 0.01. A medida que se
crea un nuevo mosaico de estados por individuo mediante muestreo, se toma en
consideracion tanto del nimero como de la localizaciéon de los puntos de cambio
en el mosaico de estados como el nimero de veces que el genotipo implicado por
el mosaico de estados casa o no con el genotipo observado. Estas cantidades se
utilizan posteriormente con el objetivo de actualizar los valores de los parametros
0; y €; para la siguiente iteracion. Resulta de especial importancia el hecho de
no fijar estas constantes a 0, pues impide a nuestra cadena contemplar diferentes
configuraciones del conjunto de estados. Para evitar esto, se estima un pardmetro
combinado para aquellos intervalos con un ntimero reducido de cambios en el
conjunto de estados, un procedimiento analogo se utiliza para marcadores con
un numero reducido de diferencias entre el mosaico de estados y los genotipos
observados.

En general, se espera que el §; refleje una combinacién de tasas de recombi-
nacion de poblacion y la relacion entre los haplotipos imputados y los verdaderos
haplotipos subyacentes. Se considera el uso de la distancia entre los marcadores
flanqueantes para actualizar las estimaciones de 6; (ya que 6; son generalmente
més grandes en intervalos mayores), pero no se detectan notables mejorias [8].
En general, esperamos que ¢; refleje una combinacién de error de genotipado,
los eventos de conversién génica, mutaciéon recurrente y, cuando se utiliza el ge-
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notipo de datos desde multiples plataformas o laboratorios, las inconsistencias
de ensayo entre las distintas plataformas.

3.2.4. Simulacién mediante HMM

En la mayoria de los estudios de secuenciacion los genotipos no se observan
directamente; en este caso asumiremos que la muestra consiste en recuentos
A; y Bj indicando el nimero de veces que la base A o B fue observada en la
localizacion j. Definimos de este modo nuestro modelo de Markov oculto:

N N
P(A, B,S) =P(S1) [[P(S;19-1) [ | P(S;18;-1)P(A;, B;|G;)
G]

j=2 j=1

Entonces, sumamos sobre todos los posibles genotipos en cada posicién y
calculamos la probabilidad de los rasgos observados para cada posible conjunto
de genotipos. Ademaés, definimos la probabilidad de observar un conjunto de

rasgos especificos dado el genotipo subyacente como
Bi(A;,A;+ Bj,1-9), G; =A|A,
P(4;, B;|G;) = Bi(Aijj"_ij%)v G; = A|B,
Bi(Aj,Aj+Bj,6), G]=B|B
El parametro § denota la tasa de error de secuenciacién por base y puede ser
separada de los efectos de la mutaciéon y la conversion genética que si engloba
el término ¢.

En lo relativo a la eficiencia del algoritmo, es posible mejorar la eficiencia
computacional de nuestro modelo, por ejemplo, teniendo en cuenta que los es-
tados estdn desordenados se pueden considerar H(H 4 1)/2 estados distintos en
cada localizacion, en vez de H? estados.

3.3. Consideraciones generales

Una cadena de Markov oculta posee estados ocultos subyacentes que no son
observados directamente (véase Capitulo 2). En la fase de estimacion de los
haplotipos, estos estados representan de algiin modo los genotipos reales subya-
centes. Las probabilidades de transiciéon determinan el modo en que los estados
ocultos ven modificada su posicién a lo largo del cromosoma, y las probabilida-
des de emisién relacionan los estados ocultos con la muestra observada.

En MaCH, los estados ocultos son plantillas de haplotipos. Estas plantillas
son haplotipos estimados de la muestra. Durante cada iteracién del proceso
de estimacion, cada haplotipo individual se estima tomando en consideracién
plantillas de haplotipos construidas con los restantes individuos. A medida que
se suceden las iteraciones la estimacién de los haplotipos mejora. MaCH emplea
subconjuntos aleatorios de los haplotipos como plantilla. Ademéas, como parte
del proceso de estimacion este software también estima las probabilidades de
transicion de los estados ocultos (esencialmente tasas de recombinacién) y las
de emision (representando las tasas de mutacion).
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BEAGLE forma el modelo de Markov oculto mediante clusters locales de
haplotipos en cada posicién de un marcador a lo largo del cromosoma. Los
haplotipos se clusterizan de tal forma que aquellos que constituyan un mismo
conglomerado tienden a tener probabilidades similares para los alelos en marca-
dores intermedios. Los conglomerados de haplotipos conforman en este modelo
los estados ocultos de la cadena. En cada iteracién del algoritmo, se muestrean
nuevos haplotipos estimados del estado actual de la cadena de Markov ocul-
ta, condicionado a los genotipos individuales; siendo estos haplotipos estimados
empleados en la posterior construccién de un nuevo modelo.

El modelo propuesto en el software BEAGLE es, sin embargo, escaso en
algunos sentidos; en primer lugar, el hecho de agrupar los haplotipos en conglo-
merados mantiene el nimero de estados ocultos relativamente bajo. En segundo
lugar, el modelo considera tinicamente un conjunto pequeno de transiciones en-
tre los estados en una posicion y la siguiente; mientras que MACH permite més
flexibilidad a este respecto considerando todo el abanico de transiciones entre
estados de una posicion a la siguiente. La aproximacion de BEAGLE permite
que distintas posiciones posean un numero de clusters diferente.

Por ultimo, al contrario que MaCH, BEAGLE estd basado en un HMM
que no captura explicitamente la recombinacién y mutacion génica (aunque si
de forma implicita). El modelo de conglomerados de haplotipos de BEAGLE
se adapta a la cantidad de informacion presente de tal modo que el nimero
de clusters aumenta globalmente con el tamano muestral y localmente con el
aumento del desequilibrio de ligamiento. Para mas informacion a este respecto
véase [5].



Capitulo 4

Resultados de la imputacion
genética

4.1. Introduccion

Tlustraremos en este momento los métodos expuestos en el Capitulo 3 con el
objetivo de calcular las frecuencias alélicas de tres SNPs: 152015035, rs6006405
y 155749090 (cuyas frecuencias del alelo menor, MAF, son del 5%, 15% y 30 %
respectivamente). Mediante una muestra de 379 individuos pertenecientes a la
comunidad auténoma gallega (obtenidos del consorcio EPICOLON [1]) y geno-
tipados con el Array 6.0 de Affymetrix, seleccionaremos muestras de tamafnios
N =100, 200 y 379 con el objetivo de ejecutar los algoritmos Beagle y MaCH
para distintos tamanos de una misma muestra. De igual modo, dentro de cada
uno de esos tamanos de muestra (nimero de individuos) ejecutaremos Beagle
y MaCH para distintos tamanos de ventana, i.e., centrandonos en la posicién
fisica del SNP, abriremos ventanas de tamano 50Kb 100Kb y 500Kb. Por ejem-
plo, para la ventana de 50Kb, y denotando por z la posicion fisica del SNP,
la muestra seleccionada serfa x 4+ 25000 pares de bases. Por ultimo, para cada
uno de estos tamanos muestrales y para cada tamano de ventana, crearemos
mediante muestreo aleatorio simple muestras de diferente densidad: densidad
baja (1 SNP por cada 10Kb) y densidad alta (1 SNP por cada 3Kb). Notese
que en el caso que nos ocupa, la densidad alta equivale a seleccionar la muestra
completa de SNPs que caigan en esa ventana particular. Cabe destacar que, en
las muestras previamente descritas, el SNP que nos interesa imputar en cada
escenario fue eliminado de la muestra.

En cada uno de los escenarios descritos, ejecutaremos los softwares Beagle y
MaCH con el objetivo de imputar cada uno de los citados SNPs del cromosoma
22 para cada uno de los tamanos de muestra dados, las ventanas y las densidades
seleccionadas.

Supongamos un cierto SNP que posee como alelos A y GG, denotaremos en
lo sucesivo por fa = frecuencia real del alelo A en el SNP, fo = frecuencia real

29
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del alelo G y por fA = frecuencia estimada del alelo A, analogamente fG =
frecuencia estimada del alelo G. En caso de que no figure un subindice, se in-
terpretara como la frecuencia del alelo mayor (bien sea real o estimada).

En el caso que nos ocupa, los valores de las frecuencias reales se muestran
en el Cuadro 4.1:

f N=100 N=200 N=379
rs2015035 0.9800 0.9675  0.9433
rs6006405 0.8500 0.8650  0.8588
rs5749090 0.6800  0.6800  0.7005

Cuadro 4.1: Frecuencia real del alelo mayor (G para el SNP rs2015035, A para
el SNP rs6006405 y A para el SNP rs5749090) para cada tamafio de muestra
(N =100, 200, 379).

Notese que esta estimacion de frecuencias se realiza como sigue; en primer
lugar, el algoritmo en cuestiéon imputa todos los alelos faltantes del SNP, para

posteriormente, mediante un recuento, calcular la frecuencia alélica estimada en
ese SNP.

4.2. Resultados de imputacién con Beagle

Se adjuntan a continuacién los resultados realtivos a la estimacion realizada
con Beagle (Cuadros 4.2, 4.3 y 4.4) de la frecuencias del alelo mayor (G, Ay A)
y del alelo menor (T, G y G) para los SNPs rs2015035, rs6006405 y rs5749090
respectivamente.
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SNP rs2015035
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N=100 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fo 1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 0.9700 0.9850
fr 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0300 0.0150

|fe — fa| 0.0200 0.0200  0.0200 0.0200 0.0100 0.0050

N=200 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fe 1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 0.9750 0.9750
fr 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0250 0.0250

|fe — fa| 0.0325 0.0325  0.0325 0.0325 0.0075 0.0075

N=379 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 1.0000 1.0000  1.0000 1.0000 0.9578 0.9617
fr 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0422 0.0383

|fa — fa| 0.0567 0.0567  0.0567 0.0567 0.0145 0.0185

Cuadro 4.2: Aproximacion de las frecuencias del alelo mayor y menor, diferencia
en valor absoluto entre la frecuencia real y la estimada, para el SNP rs2015035
mediante el software Beagle. Tamanos de muestra empleados N=100,200,379; se
utilizan ventanas de 50Kb, 100Kb y 500K b, para densidades alta y baja (p.e.,
100.baja hace referencia a que la muestra imputada utilizaba una ventana de
100Kb. alrededor del citado SNP con una densidad baja).
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SNP rs6006405

N=100 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja  500.alta
fa 0.9450 0.8550 0.8550 0.8650 0.8350 0.8400
fa 0.0550  0.1450 0.1450 0.1350 0.1650 0.1600

|fa— fa] 0.0950  0.0050 0.0050 0.0150 0.0150 0.0100

N=200 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja  500.alta
fa 0.8800  0.8700 0.8250 0.8625 0.8425 0.8750
fa 0.1200  0.1300 0.1750 0.1375 0.1575 0.1250

|fa— fa] 0.0150 0.0050 0.0400 0.0025 0.0225 0.0100

N=379 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.8839  0.8760 0.8496 0.8720 0.8707 0.8641
fa 0.1161 0.1240 0.1504 0.1280 0.1293 0.1359

|fa— fa] 0.0251 0.0172 0.0092 0.0132 0.0119 0.0053

Cuadro 4.3: Aproximacion de las frecuencias del alelo mayor y menor, diferencia
en valor absoluto entre la frecuencia real y la estimada, para el SNP rs6006405
mediante el software Beagle. Tamanos de muestra empleados N=100,200,379;
se utilizan ventanas de 50Kb, 100Kb y 500K, para densidades alta y baja.

SNP rs5749090

N=100 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.7200  0.8550  0.6900 0.7000 0.6800 0.6850
fe 0.2800  0.1450  0.3100 0.3000 0.3200 0.3150

|f,4 — fal 0.0400 0.1750  0.0100 0.0200 0.0000 0.0050

N=200 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.7600  0.8700  0.6900 0.6950 0.6550 0.6850
fe 0.2400  0.1300  0.3100 0.3050 0.3450 0.3150

|fA — fal 0.0800 0.1900  0.0100 0.0150 0.0250 0.0050

N=379 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.7375  0.8760  0.7230 0.7203 0.7137 0.7018
fe 0.2625 0.1240  0.2770 0.2797 0.2863 0.2982

|fA — fa] 0.0369 0.1755  0.0224 0.0198 0.0132 0.0013

Cuadro 4.4: Aproximacioén de las frecuencias del alelo mayor y menor, diferencia
en valor absoluto entre la frecuencia real y la estimada, para el SNP rs5749090
mediante el software Beagle. Tamanos de muestra empleados N=100,200,379;
se utilizan ventanas de 50Kb, 100Kb y 500K, para densidades alta y baja.
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Cabe destacar, a la vista de los Cuadros 4.2, 4.3 y 4.4 el hecho de que el tama-
no de la ventana (el nimero de SNPs involucrados en el proceso de imputacion)
influye sobre la precisién del método a la hora de aproximar las frecuencias
alélicas, i.e., a mayor ventana, mayor precisién de f como estimador de f, este
hecho se ve reflejado en que los valores de |fX — fx| (X = A, G) disminuyen a
medida que aumenta el tamano de la ventana; si bien en algin caso la densidad
de muestra que se tome (alta o baja) puede influir en la estimaciéon que Beagle
nos proporcione (esto se debe a que, de entre las muestras de densidad alta, las
de densidad baja fueron seleccionadas aleatoriamente como un subconjunto de
las primeras).

4.3. Resultados de imputacién con MaCH
SNP rs2015035

N=100 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fe 1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 0.9850 0.9850
fr 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0150 0.0150

|fG — fe| 0.0200 0.0200  0.0200 0.0200 0.0050 0.0050

N=200 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja  500.alta

fe 1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 0.9725 0.9750
fr 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0275 0.0250
|fG — fal  0.0325 0.0325  0.0325 0.0325 0.0050 0.0075
N=379 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja  500.alta
fa 1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 0.9617 0.9631
fr 0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 0.0383 0.0369
|fG — fal  0.0567  0.0567  0.0567 0.0567 0.0185 0.0198

Cuadro 4.5: Aproximacion de las frecuencias del alelo mayor y menor, diferencia
en valor absoluto entre la frecuencia real y la estimada, para el SNP rs2015035
mediante el software MaCH. Tamanos de muestra empleados N=100,200,379;
se utilizan ventanas de 50Kb, 100Kb y 500K, para densidades alta y baja.
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SNP rs6006405

N=100 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.9450 0.8700  0.8600 0.8750 0.8850 0.8550
fa 0.0550  0.1300  0.1400 0.1250 0.1150 0.1450

|fa— fa] 0.0950 0.0200  0.0100 0.0250 0.0350 0.0050

N=200 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.9325 0.8750  0.9275 0.8800 0.8650 0.8700
fa 0.0675 0.1250  0.0725 0.1200 0.1350 0.1300

|fa— fa] 0.0675 0.0100 0.0625 0.0150 0.0000 0.0050

N=379 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.8799  0.8747  0.9591 0.8826 0.8905 0.8707
fe 0.1201  0.1253  0.0409 0.1174 0.1095 0.1293

|fa— fa] 0.0211 0.0158  0.1003 0.0237 0.0317 0.0119

Cuadro 4.6: Aproximacion de las frecuencias del alelo mayor y menor, diferencia
en valor absoluto entre la frecuencia real y la estimada, para el SNP rs6006405
mediante el software MaCH. Tamanos de muestra empleados N=100,200,379;
se utilizan ventanas de 50Kb, 100Kb y 500K, para densidades alta y baja.

SNP rs5749090

N=100 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.7200  0.7000  0.7050 0.7000 0.6950 0.6750
fe 0.2800  0.3000  0.2950 0.3000 0.3050 0.3250

|f,4 — fal 0.0400 0.0200  0.0250 0.0200 0.0150 0.0050

N=200 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.7300  0.6975  0.6975 0.6925 0.6850 0.6825
fe 0.2700  0.3025  0.3025 0.3075 0.3150 0.3175

|fA — fal 0.0500 0.0175  0.0175 0.0125 0.0050 0.0025

N=379 50.baja 50.alta 100.baja 100.alta 500.baja 500.alta
fa 0.7414  0.7203  0.7216 0.7098 0.7018 0.6979
fa 0.2586  0.2797  0.2784 0.2902 0.2982 0.3021

|fA — fa] 0.0409 0.0198 0.0211 0.0092 0.0013 0.0026

Cuadro 4.7: Aproximacion de las frecuencias del alelo mayor y menor, diferencia
en valor absoluto entre la frecuencia real y la estimada, para el SNP rs6006405
mediante el software MaCH. Tamanos de muestra empleados N=100,200,379;
se utilizan ventanas de 50Kb, 100Kb y 500K, para densidades alta y baja.
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El software MaCH (Cuadros 4.5, 4.6 y 4.7) presenta un comportamiento
similar a Beagle en las condiciones empleadas puesto que, al igual que en Beagle
(véase Seccion 4.2) el tamano de la ventana afina la precision del método al
aumentar y la disminuye al reducirse este. Al igual que sucede con Beagle,
para esta muestra, el tamafno muestral (nimero de individuos) no parece influir
demasiado en la precision de la estimacion, si bien seria necesario tener una
muestra de mayor tamano a la dada para poder ser més concluyentes en este
sentido.

A modo de comparativa, para el SNP 152015035, los resultados de frecuen-
cias estimadas por imputacién na varian practicamente de un método a otro
(Cuadros 4.2 y 4.5), resultando sus diferencias (en valor absoluto) frente a la
frecuencias reales similares. A este respecto, las frecuencias alélicas imputadas
no se estabilizan alrededor a las frecuencias reales hasta valores de N altos (200
y 379) y valores altos de la ventana seleccionada. Este hecho puede deberse a
estar trabajando con un SNP de baja frecuencia.

En cambio para el SNP rs6006405, y a pesar de no apreciarse diferencias
relevantes en las estimaciones dadas por Beagle y MaCH (Cuadros 4.3 y 4.6
respectivamente) para N = 100, a medida que este pardmetro aumenta, Beagle
afina mas a la hora de estimar esta frecuencia alélica que MaCH.

Por ultimo, en lo relativo al SNP rs5749090, ambas estimaciones producen
resultados satisfactorios para los tamanos de muestra empleados (Cuadros 4.4
y 4.7), si bien Beagle es capaz de precisar algo mas sobre todo para un nimero
de SNPs alto (ventana grande).
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Capitulo 5

Estadistica Espacial

La estadistica espacial estudia fenémenos aleatorios Z = {Z(s),s € D}
indexados por un conjunto espacial D. La localizacién s € D puede ser determi-
nista (geoestadistica por ejemplo) o aleatorio (proceso puntual). Clasicamente,
D C RZ?, pero se puede dar D C R o también D C R3. Existen tres tipos de
datos espaciales :

1. los datos geoestadisticos : D C R? es un subconjunto continuo, Z posee va-
lores reales observados sobre un conjunto finito de puntos O = {s1,...,8,}
(bien sea regular este o no). La geoestadistica se preocupa de la identi-
ficacion y estimacion del modelo, para posteriormente realizar prediccion
mediante kriging en las localizaciones no observadas;

2. los datos sobre una red (reticulares o discretos) : D es un subconjunto
discreto, Z posee valores reales observados sobre un conjunto finito de
puntos O = {sy,..., s, }. Las localizaciones representan unidades geogra-
ficas o administrativas, y las observaciones del proceso son datos agregados
(por ejemplo, namero de enfermos por region);

3. los datos puntuales : en este contexto, no sélo las observaciones del proceso
son medidas aleatorias, sino que también lo son las localizaciones. Por
ejemplo, si se desea observar alguna caracteristica en arboles de un bosque,
su posicién no viene determinada por el experimentador, y puede presentar
un patrén (aleatorio) de interés.

La geoestadistica es un término que se acunoé en los anos 50 para denominar
a las técnicas estadisticas aplicadas al anélisis geografico. Su desarrollo, en esa
década y en la siguiente, se debe a su aplicaciéon en la ingenieria de minas,
para predecir las reservas de mineral a partir de observaciones espacialmente
distribuidas en una region.

Existen una gran variedad de problemas que pueden resolverse utilizando
métodos geoestadisticos. La caracteristica comtn a todos ellos es que los da-
tos pueden verse como una realizacién, habitualmente parcial, de un proceso
estocéstico sobre una regién espacial continua.

37



38 CAPITULO 5. ESTADISTICA ESPACIAL

La clave fundamental en la modelizacion de la relacion espacial en el proceso
es el variograma que serd objeto de modelizacion y estimacion para describir
adecuadamente el fenémeno observado. El objetivo principal en la aplicaciéon de
la geoestadistica es habitualmente la prediccién en un punto o en un conjunto de
puntos de la regién observada. La técnica de prediccién espacial més empleada
es el kriging [10].

En el caso que nos ocupa, y mediante las técnicas introducidas en este ca-
pitulo, el objetivo dltimo es predecir la frecuencia alélica de los tres mismos
SNPs que en el Capitulo 4 en Galicia, conociendo valores de la frecuencia de
esos mismos SNPs en N = 33 puntos distintos de Espana.

5.1. Introduccién a los procesos estocasticos es-
paciales

La formulacién bésica de un proceso estocéstico se concreta a la situacion
espacial tomando como conjunto de indices una determinada regién continua D
del espacio,

{Z(s):s € D cCR?.

La principal caracteristica de interés para el estudio espacial es la funciéon
de covarianza, que determina, para cada par de puntos, la covarianza entre las
variables aleatorias correspondientes,

Cov(Z(s1), Z(s2))

Cabe destacar que, la prediccién es posible si el proceso tiene, en algin
aspecto, un comportamiento estable en toda la region de estudio. Esta condicién
de estabilidad requerida se denomina estacionariedad.

La estacionariedad estricta es una condicién muy fuerte y poco habitual,
pues establece que las distribuciones de probabilidad conjunta permanezcan
invariantes ante una traslaciéon. Una condicién menos exigente es la estaciona-
riedad de sequndo orden, o estacionariedad débil, que conlleva que la esperanza
sea constante y que la funcién de covarianza sea invariante por traslacion,

E(Z(s)) =p, Vsé€ D;

Cov(Z(s1),Z(s2)) = C(s1 — s2), Vs1,82 € D.

De este modo, la funcién de covarianza de un proceso estacionario se puede
expresar en funcion del vector de diferencia entre los puntos. A la funcion C(-) se
le denomina covariograma. De igual modo, se define el correlograma, o funcién
de autocorrelacién, que para cada vector proporciona la correlacién entre las
variables de dos puntos separados por ese vector.

Una perspectiva diferente de la estacionariedad se obtiene al estudiar la
variabilidad de los incrementos del proceso. La propiedad de estacionariedad
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intinseca se verifica si la varianza de las diferencias entre las variables en dos
puntos depende tnicamente del vector que los separa (vector diferencia),

Var(Z(s1) — Z(s2)) = 2v(s1 — $2), Vs1,82 € D.

Esta condicién es mas débil que la estacionariedad de segundo orden y se emplea
habitualmente en la modelizacién geoestadistica. De este modo, se define el
variograma como la funcion 2+ de dicho vector diferencia (s; —s2). A la funcion
v se le denomina semivariograma.

Por otro lado, un proceso intrinsecamente estacionario es isotropico si el
variograma depende del vector a través de su longitud h = ||s; — s3]/, sin impor-
tar la direccién. Se denomina proceso homogéneo a un proceso intrinsecamente
estacionario e isotrépico.

Para realizar una prediccién de un proceso intrinsecamente estacionario es
conveniente modelizar su variograma utilizando un variograma valido, en el sen-
tido de que cumpla la propiedad de ser condicionalmente definido negativo® (esta
propiedad es relevante en el proceso de estimacion, ya que debemos garantizar
que los estimadores del variograma también la verifican), se suele emplear el
semivariograma. Se pueden diferenciar varios elementos en el semivariogramas:
la pepita, el umbral y el rango.

= Se denomina efecto pepita (nugget en inglés), término extraido de la apli-
caciéon a la mineria, a la situacién en que el variograma no tiende a 0
al acercarse al origen. Esto puede ser debido al error de medida o a la
variaciéon a muy pequena escala,

If = .
lim v(h) =¢o >0

= De forma légica, un semivariograma crece con la distancia, recogiendo el
fenémeno de que el proceso es similar en puntos proximos, hasta que se
estabiliza en un valor llamado umbral, que expresa la variabilidad entre
puntos distantes,
lim ~y(h) =¢s > 0.
h—o0
» Elrango es la distancia hg a la que se alcanza el umbral?, y(h) = ¢, Vh >
hs.

Entre los muchos modelos isotrépicos de semivariograma que se han propues-
to, los méas empleados son el lineal, esférico, exponencial, cuadréatico racional,
ondulado, potencial y Gaussiano (para méas detalles a este respecto véase [10]).
Estos constituyen una amplia bateria representativa de diferentes comporta-
mientos de los procesos espaciales.

1~ es condicionalmente definido negativo si:
n n
Va € R™ verificando _ a; = 0 entonces > aja;v(s; —s;) <0, V{s1,...,sn} C D.
i=1 i=1
2En algunos modelos, cs es un valor que se alcanza asintoticamente, por lo que se define
el rango como el punto en el que el variograma alcanza el 95 % del valor de cs.
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5.2. Estimaciéon del variograma

La estimacién del variograma debe relizarse en un contexto en el cual nuestro
proceso estocastico espacial {Z(s) : s € D C R?} sea estacionario (intrinseca-
mente), i.e., la varianza de la diferencia entre dos observaciones sea funciéon del
vector diferencia (el variograma, 7). Asimismo el proceso estocastico debe veri-
ficar la propiedad de isotropia, i.e., el variograma depende del vector tan sélo a
través de su longitud, independientemente de la direccion.

5.2.1. Estimacién empirica del variograma

La estimacién mas sencilla del variograma puede obtenerse teniendo en cuen-
ta que el variograma puede escribirse como la varianza del proceso diferencia,
proporcionando para cada vector su estimador mediante la varianza muestral
de la diferencia del proceso entre los pares de puntos separados por la longitud
de ese vector (método de los momentos);

24(h) = ﬁ S (s - Z(5;)),

N(h)

siendo

N(h) = {(si;85) + [[si = sl = hii,j = 1,... . n}.

En la préctica, la estimacion se realiza permitiendo cierta regiéon de tolerancia
alrededor del valor h. Las regiones de tolerancia deben ser tan pequenas como
se pueda, pero con el numero de pares suficiente para ejecutar una estimaciéon
estable.

Una objecién a este estimador del variograma es su inestabilidad ante la
presencia de valores extremos, por lo que se han propuesto diferentes estimadores
robustos mediante la introducciéon de un factor corrector del sesgo o el uso de
la mediana;

4
1 1
{ > 1Z(s) —Z(Sj)2}
N
29(h) = s 0.494 ) (5.1)
0.457 + W

el estimador dado en la ecuacién (5.1) se conoce como estimador robusto de
Cressie-Hawkins. También existen métodos no paramétricos para realizar la es-
timacion de esta funcion (estimadores suavizados) [10].

5.2.2. Estimacién paramétrica de modelos de variograma

Las estimaciones dadas en la Seccién 5.2.1 para el variograma no pueden
ser usadas directamente para la prediccién espacial, pues no son necesariamente
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condicionalmente definidas negativas. De este modo debemos buscar un mo-
delo valido para el semivariograma que se aproxime a la dependencia espacial
encontrada por el semivariograma empirico, seleccionando, de alguna familia
parameétrica valida, aquella que mejor describa el comportamiento observado.
La estimacién de los parametros puede realizarse por diferentes métodos como
los de méxima verosimilitud, maxima verosimilitud restringida, minima norma
cuadratica, minimos cuadrados y minimos cuadrados generalizados (algunas va-
lidas o no dependiendo de la normalidad del proceso en cuestiéon). Exponemos
brevemente el método de minimos cuadrados por ser el que se utiliza en el
Capitulo 6.

Método de minimos cuadrados.

Sea {Z(s1),...,Z(s,)} una realizacion del proceso {Z(s) : s € D C R?}, y
sea vp(u) un modelo paramétrico de (semi)variograma, siendo 6 una coleccion
de parametros que captan la dependencia espacial. Sea {uy, ..., u;} un conjunto
de distancias. De la muestra {Z(s1),...,Z(s,)} se obtiene un estimador piloto,
4 (empirico, robusto, suavizado etc.). El estimador de minimos cuadrados de 6
se obtiene como sigue

K
6= argmgnZ('?(ul) — vo(w))?.
=1

De esta expresion surge la de minimos cuadrados generalizados:
6 = arg min(y — 10) 25 (5 = 70),

donde ¥4 es la matriz de covarianzas del variograma estimado en las distan-
cias uq,...,ug. De igual modo se obtiene la estimaciéon de minimos cuadrados
ponderados (weighted least squares), que sustiye en la expresion previa el valor

2
Y50 =~ 7 (u) (la justificacion puede encontrarse en [10]).
[N ()|

5.2.3. Kriging
Kriging Ordinario

El método de predicciéon espacial mas extendido es el kriging, término acu-
nado en honor al trabajo del ingeniero de minas D.G. Krige, que counsiste en
la prediccién espacial 6ptima (mejor prediccion lineal insesgada) empleando un
modelo de semivariograma para recoger la estructura de segundo orden del pro-
ceso.

El denominado kriging ordinario consiste en la prediccién lineal insesgada
Optima, considerando que el proceso se puede descomponer en la suma de una
valor medio fijo y un proceso intrinsecamente estacionario,

Z(s) = p+(s)
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con el semivariograma -y(h) conocido.

El predictor lineal del proceso en un punto arbitrario sy es p(Z;sg) =
n n
> AiZ(si), donde exigiremos > A\; = 1 para que sea insesgado. Existe una
i=1 i=1
version de kriging denominado kriging simple en la que p es conocida y los
coeficientes \; no estan restringidos a sumar 1.

El kriging consiste en la determinacion del mejor de estos predictores en el
sentido de que minimice el error cuadratico medio de prediccion,

mgnE[Z(so) —p(Z; s0)].

Este predictor se obtiene a través de la resolucion del sistema de ecuaciones
de prediccion resultantes de la minimizacién del error cuadratico medio. Puede
ser expresado como

(1—1Ty)Y
Pr(Z, s0) = (’H‘ 1W rz

donde v = (y(s1 — $0),.--,7(sn — 80)) y T es la matriz n X n cuyo elemento
(i,7) es v(si — s;).
La varianza de prediccién puede expresarse como

ai(s0) =7'T 7'y — (1T~ 1y = 1)%/(1'T1).

A partir de las expresiones anteriores (y siempre que el proceso estocastico
sea Gaussiano), se pueden construir intervalos de prediccion al 100(1 — o) %
mediante

pe(Z, 50) & Zl—a/QUk(SO)

siendo z;_,/2 los cuantiles de la normal estandarizada.

Kriging Universal

El kriging universal generaliza el kriging ordinario, permitiendo que el valor
medio del proceso no sea constante, sino una combinacién lineal de funciones
conocidas o covariables ligadas a las mismas localizaciones. De esta forma, el
kriging universal incorpora términos de regresion y correlacién espacial,

Z(s) = Bo+ Bifi(s) + ...+ Bpfp(s) +(s),

donde las f;(-) son funciones de localizacién espacial s o variables explicativas
asociadas a los puntos.
El vector de datos Z puede escribirse como

Z=XpB+e,

donde X es la matriz n x (p + 1) cuyo elemento (i,7) es fj_1(s;)-
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n
El predictor lineal insesgado en un punto arbitrario sg es p(Z; so) = > N\ Z(si),
i=1

sujeto a las restricciones A’X = z’, con el objetivo de garantizar el sesgo nulo
del estimador, siendo = (fo(s0), f1(s0) - - -, f»(s0))"-

La prediccién 6ptima, que minimiza el error cuadratico medio, se realiza de
forma similar al caso anterior anadiendo tantos coeficientes como términos de
regresion aparecen en la media. La expresion del estimador resultante es

pe(Zys0) = {7+ X(XTHX) Yz - X' T 19)}yI'Z
La varianza de prediccién puede expresarse como
oi(s0) =T 1y = (2 = XT 1) (XT'X) Mz - X' T 1y),
siendo en este caso el intervalo de prediccion al 100(1 — «) %

Pe(Z;550) £ 21-0/20%(50)-

La estimaciéon de los parametros de la media se obtiene por minimos cua-
drados generalizados, asumiendo que los datos Z satisfacen un modelo lineal
general con E(Z) = XBy Var(Z) = X, siendo ¥ la matriz de covarianzas del
proceso,

By, = (X'S'X)IX's7Z.
Notese que, puesto que ¥ es desconocida, se emplea una estimacion de la misma
(de hecho, el variograma y el covariograma se relacionan a través de una sencilla
expresion, por lo que podemos obtener ¥ a través de X5).



44

CAPITULO 5. ESTADISTICA ESPACIAL



Capitulo 6

Resultados de la interpolacion
espacial

En virtud a lo expuesto en el Capitulo 5 realizaremos una prediccion de las
frecuencias alélicas de los SNPs 152015035, rs6006405 y rs5749090 en Galicia,
conociendo las frecuencias alélicas (en particular, poseemos las frecuencias del
alelo menor en cada SNP) en N = 33 clusters distribuidos a lo largo de Es-
pafia (salvo Galicia). Estos resultados se obtienen con vistas a ser comparados
con los obtenidos en el Capitulo 4. Todo este proceso se realizard mediante el
software estadistico R-project empleando las librerias geoR y sm. Se adjunta a
continuaciéon la distribucién de los clusters a lo largo de Espana, véase Figura
6.1.

Figura 6.1: Distribucion espacial de las observaciones de frecuencias de los SNPs
a lo largo de Espana (en color rojo).

A modo de paso previo al analisis espacial de los datos de frecuencias, se
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adjunta la estimacion de la funcion de densidad de las frecuencias (del alelo
menor) para cada SNP:

—_— rs2015035
rrrrrrrrrrr 156006405
""" rs5749090

Figura 6.2: Estimacion tipo nicleo de la funcion de densidad para las frecuencias
del alelo menor asociadas a los SNPs 752015035 (en este caso mediante un
estimador tipo nucleo transformado), rs6006405 y rs5749090. Ventana calculada
por la regla de validacién cruzada, produciendo unos valores de 0.0222, 0.0302 y
0.0501 para las frecuencias alélicas asociadas a los SNPs rs2015035, rs6006405
y 185749090 respectivamente.

Se puede observar a la vista de la Figura 6.2 la ligera asimetria de las tres
distribuciones de igual modo que el hecho de que no estédn centradas en puntos
similares. A pesar de la Figura 6.2, las frecuencias para los tres SNPs dados
verifican normalidad en virtud del test de Shapiro-Wilk

Shapiro-Wilk normality test

data: rs2015035
W = 0.9174, p-value = 0.01556

Shapiro-Wilk normality test
data: rs6006405
W = 0.9783, p-value = 0.7327

Shapiro-Wilk normality test

data: 1rsb749090
W = 0.9597, p-value = 0.2527
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Teniendo en cuenta que los p-valores asociados al estadistico de contraste en
cada caso son 0.01556, 0.7327 y 0.2527 respectivamente, no existen evidencias
para rechazar la hipoétesis de normalidad en los datos, si bien cabe destacar que
el p-valor asociado a las frecuencias del SNP rs2015035 Gnicamente permite no
rechazar la hipotesis nula de normalidad al 1%, este p-valor no se ve modifi-
cado demasiado aunque se han probado transformaciones Box-Cox sobre estas
frecuencias.

A pesar de los resultados obtenidos mediante el test de Shapiro-Wilk, los
datos que poseemos son frecuencias, i.e., valores en el intervalo [0, 1]. Podemos
estimar la media y la desviacion tipica mediante el método de maxima verosimi-
litud para cada una de las muestras de frecuencias asociadas a los SNPs, con esos
parametros estimados calculamos el porcentaje de puntos que caen fuera del ci-
tado intervalo. De este modo, si denotamos por X1 ~ N (firs2015035, Frs2015035 )
Xy ~ N(firs6006405: 0rs6006405) ¥ X3 ~ N(firs5749090, Orss749000) las variables
aleatorias de media y desviacion tipica estimada de la muestra (por maxima
verosimilitud) de frecuencias para cada SNP. Pretendemos calcular:

1-PO<X;<1), ie{1,23}

resultando en unos valores de 8.5008 %, 0.0419 % y 0.0156 % para las variables
X1, Xo y X3 respectivamente. Cabe destacar como, a pesar de que para los SNPs
rs6006405 y rs5749090 este porcentaje es reducido, para el SNP rs2015035
este valor asciende hasta el 8.5 % (un porcentaje elevado), hecho que concuerda
con el menor p-valor asociado al estadistico de Shapiro-Wilk. A la vista de los
resultados, debemos tomar con cautela las conclusiones de la aplicacién de los
métodos al SNP rs2015085.

Se puede pensar en modelar el comportamiento de las frecuencias alélicas
como una regresion lineal que tiene por covariables las latitudes y longitudes de
las localizaciones geograficas asociadas a estos puntos y por variable respuesta
las frecuencias alélicas,

Z(s) = u(s) +e(s), se€DCR%

con p(s) = Bo+P151+P2s2 y donde s1 y so son latitud y longitud respectivamen-
te. Ajustando este modelo para los datos asociados a los tres SNPs obtenemos
coeficientes estimados asociados a todas las covariables (para los tres modelos)
no significativos. Debido a la no significacién de los coeficientes estimados, pro-
bamos a ajustar un modelo de regresion lineal sin covariables (u(s) = Bo, Vs), de
modo que la prediccién encajaria en el kriging ordinario (la versiéon anterior de-
berfa hacerse con kriging universal), para cada una de las frecuencias asociadas
a los tres SNPs.

Una vez ajustados estos modelos podemos construir sus residuos espaciales
con vistas a determinar su (in)dependencia espacial. Con este objetivo utili-
zamos el contraste de independencia de Diblasi y Bowman [6] programado en
la liberia de R sm. Este contraste compara el variograma suavizado (mediante
splines) con el variograma calculado bajo la hipotesis nula de independencia
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(i.e., un variograma plano). Para los residuos de los tres modelos, este contraste
devuelve unos p-valores de 1, 0.589 y 0.292, para los modelos asociados a las
frecuencias de los SNPs rs2015035, rs6006405 y rs5749090 respectivamente.
Todos los p-valores asociados al estadistico de contraste son mayores que los
niveles de confianza usuales, con lo que no existen evidencias para el rechazo
de la hipotesis nula de independencia espacial de los residuos. Esto puede ser
confirmado mediante la representacion del variograma de los residuos de los tres
modelos:
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Figura 6.3: Variograma asociado a los residuos del modelo de regresién espacial
sin covariables con respuestas las frecuencias de los SNPs 152015035 (izquierda),
16006405 (centro) y 5749090 (derecha). En azul se representa una banda de
variabilidad para la dependencia en cada caso.

Se observa en la Figura 6.3 como los variogramas suavizados caen (mas o
menos) dentro de la region azul, de igual modo que el hecho de que los dos
primeros son planos, lo que nos lleva, junto con el p-valor asociado al estadistico
de contraste, a rechazar la dependencia de los residuos.

Con estos resultados, no seria imprescindible utilizar herramientas de predic-
cion espacial, pero por un lado, sabemos que el test de independencia es bastante
conservador, y por otro, entra dentro de los objetivos de este trabajo realizar
una propuesta de imputacion geoestadistica general, por lo que continuaremos
con el procedimiento, atn sabiendo que los variogramas que obtenemos seran
(casi) planos.

Por tanto, vamos a continuar con el proceso de kriging. Para ello, volvemos
a las observaciones de partida del proceso. Con vistas a realizar la predicciéon
mediante kriging (Capitulo 5), necesitamos que el proceso sea isotropico, estacio-
nario (intrinsecamente) e independiente; si bien esta tltima no es vital a la hora
de validar la predicciéon. De este modo se adjuntan los variogramas empiricos
asociados a los tres conjuntos de datos (véase Figura 6.4).
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Figura 6.4: Variograma empirico asociado a las frecuencias alélicas de los SNPs
12015035 (izquierda), rs6006405 (centro) y rs5749090 (derecha).

La Figura 6.4 proporciona los variograma empiricos para los datos de cada
uno de los SNPs, mostrando un comportamiento de los mismos casi plano, lo
que da una idea de que el proceso pueda ser independiente. Este hecho puede
confirmarse mediante la ejecucion del test de independencia de la libreria sm.
Este contraste devuelve unos p-valores asociados de 0.62, 0.625 y 0.151 lo que nos
indica la independencia del proceso espacial. Con esta misma, libreria, podemos
asesorarnos acerca de la isotropia y la estacionariedad de los procesos mediante
los contrastes de isotropia y estacionariedad de la libreria sm [3]. El primero de
ellos, el de isotropia, devuelve unos p-valores asociados de 0.863, 0.944 y 0.898
(para los SNPs rs2015035, rs6006405 y rs5749090 respectivamente) con lo que
no existen evidencias para rechazar la hipotesis nula de isotropia de los tres
procesos. Analogamente, ejecutando el test de estacionariedad se obtienen unos
p-valores de 0.863, 0.894 y 0.81 indicando la verificacién de la propiedad de
estacionariedad débil en los tres conjuntos de datos (para los procesos asociados
a las frecuencias de los tres SNPs).

Con vistas a obtener nuestra prediccion de la frecuencia alélica (mediante kri-
ging), debemos seleccionar un método de estimacion, en este caso utilizaremos
minimos cuadrados ponderados. Ademés, deberemos proporcionar un modelo
de variograma vélido, puesto que el empirico no verifica estas propiedades ne-
cesariamente; para ello emplearemos un modelo paramétrico de variograma, el
exponencial:

v(u) = 0*(1 = exp{~u/¢}), u€RT,

donde 02 es el umbral y ¢ es el rango.

Las estimaciones se realizan mediante la funcién variofit de R que requiere
a su vez de unos valores para inicializar el algoritmo de optimizacion. En el caso
que nos ocupa se ha proporcionado una matriz de valores iniciales para el rango
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y el umbral. De este modo la funcion selecciona aquellos valores que minimizan
una funcién de pérdida y fija esos valores como los iniciales para el ajuste.

Una vez ajustado el modelo (sin tomar en consideracion la pepita, debido
a que no tenemos observaciones demasiado proximas en el espacio), podemos
obtener las predicciones en Galicia de las frecuencias para los tres SNPs mediante
kriging ordinario (Capitulo 5). Notese que el proceso de kriging nos proporciona
las frecuencias del alelo menor por SNP, sin embargo basta con restarles 1 para
obtener la del alelo mayor. Las estimaciones de este método se adjuntan en el
Cuadro 6.1:

rs2015035 rs6006405 rs5749090

f 0.9469 0.8364 0.7301
f 0.9433 0.8588 0.7005

Cuadro 6.1: Valor estimado de la frecuencia del alelo mayor (f) para los SNPs
12015035 (alelo G), rs6006405 (alela A) y rs5749090 (alelo A). Valores de las
frecuencias reales del alelo mayor (f) de la poblaciéon de N = 379 gallegos dadas
en el Cuadro 4.1.

A la vista del Cuadro 6.1 se observa como los valores de predicciéon propor-
cionados por el método de kriging ordinario aproxima con bastante eficacia los
valores reales de las frecuencias (para el tamano muestral N = 379). A par-
tir de las predicciones dadas en el Cuadro 6.1 podemos construir intervalos de
prediccion para nuestras frecuencias alélicas (Capitulo 5), como se ilustra en el
Cuadro 6.2:

LL UL 7
rs2015935 0.8583 1.0000 0.9469
rs6006405 0.6808 0.9919 0.8364
rs5749090 0.5407 0.9195 0.7301

Cuadro 6.2: Aproximacién bajo normalidad de los limites inferiores (LL), limites
superiores (UL) de los intervalos de prediccién, centrados en la estimacion de la
frecuencia del alelo mayor por kriging ordinario (f) al 95 %.

Ademas, a modo de complemento, se adjuntan las superficies de prediccion
y varianzas asociadas a cada modelo ajustado, véanse Figuras 6.5, 6.6 y 6.7:
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Figura 6.5: Representacion de la superficie de prediccion (arriba) y superficie
de varianzas (abajo), para el kriging ordinario basado en la muestra del SNP
rs2015035. Se anaden también los puntos de observacion.
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0,003182
0,00318

Figura 6.6: Representacion de la superficie de prediccion (arriba) y superficie
de varianzas (abajo), para el kriging ordinario basado en la muestra del SNP
rs6006405. Se anaden también los puntos de observacion.
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Figura 6.7: Representacion de la superficie de prediccion (arriba) y superficie
de varianzas (abajo), para el kriging ordinario basado en la muestra del SNP

rs5749090. Se anaden también los puntos de observacion.
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Capitulo 7

Conclusiones

En aras a realizar una breve comparaciéon de ambas técnicas, nos centra-
remos en los resultados de frecuencias alélicas obtenidos mediante métodos de
imputacion (Beagle y MaCH) frente a los dados por el procedimiento de kriging
ordinario.

Ante todo, cabe destacar las diferenciales muestrales a la hora de estimar las
frecuencias de uno y otro modo, mientras que para imputar se ha seleccionado
los genotipos pertenecientes a una seccién de SNPs del cromosoma 22 para
una poblacion de 379 individuos gallegos; los datos empleados para estimar
la frecuencia alélica mediante kriging eran directamente frecuencias alélicas en
N = 33 puntos distintos de Espana para cada uno de los tres SNPs, con el
objetivo de predecir la asociada a Galicia para cada uno de los tres SNPs citados.

Para el SNP 752015035, los resultados de la imputacion (tanto con Beagle
como con MaCH) otorgan un valor de la frecuencia alélica (en particular, del
alelo mayor) de 1 para N = 100,200 y valores de la ventana 50, 100 frente a la
obtenida mediante kriging (0.9469). A medida que el tamafio de muestra crece
(N = 379) y, sobre todo, que la ventana aumenta, las estimaciones comienzan a
parecerse més (véanse Cuadros 4.2 y 4.5). Ademaés, cabe destacar que, mientras
el kriging aproxima con solvencia nuestra frecuencia real en la muestra de N =
379 gallegos, los métodos de imputacién necesitan un tamano més elevado de
muestra y ventana (i.e., nimero de SNPs intermedios) para alcanzarla.

A pesar de esto, en los SNP 156006405 y rs5749090, el kriging produce
unas estimaciones méas alejadas de los valores de las frecuencias reales de la
muestra empleada para imputaciéon de lo que lo estan, practicamente todas,
las estimaciones dadas por los softwares MaCH y Beagle (véanse Cuadros 4.3,
4.6, 4.4 y 4.7). A modo de curiosidad, los intervalos de prediccién normales
para la estimaciéon dada por kriging ordinario contienen a todos los valores de
las frecuencias alélicas imputados mediante MaCH y Beagle (se debe tomar en
consideracion la gran amplitud de los intervalos proporcionados en el Cuadro
6.2).

De igual modo, cabe destacar el hecho de que el método de interpolacién
espacial ha requerido un tiempo de computaciéon menor que los métodos de
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imputacioén, hecho légico por otra parte debido a que simplemente trabaja con
frecuencias y predice directamente una frecuencia alélica. Los métodos de impu-
tacién son, en general, mas costosos desde el punto de vista computacional, si
bien es cierto que trabajan habitualmente con conjuntos de datos de mayores
dimensiones y que proporciona una informaciéon méas completa, a mayores de las
frecuencias alélicas imputa alelos faltantes y proporciona una estimacion de los
genotipos por individuo y SNP.

En lo relativo tnicamente a la parte de interpolacién espacial, esta podria
verse mejorada aumentando el tamano de la muestra; este tamano de muestra
bajo, N = 33, también afecta a los contrastes relativos a las hipdtesis sobre el
conjunto de datos (en particular, al contraste de independencia) puesto que se
trata de un contraste poco potente en general, i.e., se requiere de un tamano
de muestra elevada y que nuestra muestra se encuentre muy alejada de la hi-
poétesis nula de independencia para que pueda ser rechazada. Notese que esta
hipétesis (independencia) no invalida en absoluto la predicciéon proporcionada
mediante kriging, como si habria sucedido en caso de no verificarse las hipotesis
de estacionariedad e isotropia. También se ha de tener en cuenta que, por la
configuracion de las observaciones, la prediccion en Galicia supone una “extra-
polacion (punto fuera de la nube de localizaciones donde observamos los valores
de las frecuencias de los SNPs), es decir, se obtendran mejores predicciones en
otras localizaciones.



Apéndice A

(Glosario de términos
genéticos

Gen: Secuencia de ADN que constituye la unidad funcional para la trans-
misién de los caracteres hereditarios.

Alelo: Cada uno de los genes del par que ocupa el mismo lugar en los
cromosomas homologos. Su expresién determina el mismo cardcter o rasgo de
organizacién, como el color de los ojos.

Cromosoma: Filamento condensado de acido desoxirribonucleico (ADN),
visible en el niicleo de las células durante la mitosis. Su nimero es constante para
cada especie animal o vegetal. Los humanos, por ejemplo, poseen dos juegos de
23 cromosomas distintos, estos se designan con nimeros del 1 al 22; los ultimos
(como se distinguen por sexo) se desginan con las letras XY para el varén y XX
para la mujer.

Diploides: Relativo a las células, aquellas que poseen un nimero doble de
cromosomas, i.e., tienen dos series de cromosomas.

Locus: En biologia, un locus es una posicién fija en un cromosoma, como la
posiciéon de un gen o de un marcador genético.

Genoma: Conjunto de genes contenidos en los cromosomas, i.e., la totalidad
de la imformacion genética que posee un organismo o una especie en particular.

Genotipo: Informacion genética que posee un organismo en particular en
forma de ADN. Habitualmente el genoma de una especie incluye numerosas
variaciones o polimorfismos en muchos de sus genes.

Genotipado: También conocido como genotipificacién o caracterizacion ge-
nética, hace referencia al proceso de determinacién del genotipo o contenido
genomico, en forma de ADN, especifico de un organismo biolégico.

Polimorfismo de nucleétido simple o SNP: Variaciéon en la secuencia
de ADN que afecta a una sola base (adenina, timina, citosina o guanina) de una
secuencia del genoma.

Haplotipo: Combinacién de alelos de diferentes loci de un cromosoma que
son transmitidos juntos. En una segunda acepcién, un haplotipo es un conjunto

57



58 APENDICE A. GLOSARIO DE TERMINOS GENETICOS

de polimorfismo de un solo nucleétido (SNPs) en un cromosoma particular que
estan estadisticamente asociados.

Marcador genético: Segmento de ADN con una ubicacién fisica identifi-
cable (locus) en un cromosoma y cuya herencia genética se puede rastrear. Un
marcador puede ser un gen, o puede ser alguna seccion de ADN sin funcién
conocida. Permiten evidenciar variaciones (polimorfismos) en la secuencia de
ADN entre dos individuos.

Mutacién: Cambio en la informacion genética (genotipo) de un ser vivo,
que produce una variacién en las caracteristicas de este que se presenta de
manera espontinea y subita y que se puede heredar a la descendencia. La unidad
genética capaz de mutar es el gen, la unidad de informacién hereditaria que
forma parte del ADN.

Ley de Hardy-Weinberg: Principio que, en genética de poblaciones, es-
tablece que la composicién genética de una poblacién permanece en equilibrio
mientras no actie la seleccién natural, mutacién, deriva génica, migracién y
apareamiento no aleatorio. Es decir, la herencia mendeliana, por si misma, no
engendra cambio evolutivo; y consecuentemente la distribucion de frecuencias
alélicas no varfa entre generaciones distintas'. Recibe su nombre del matema-
tico inglés G.H. Hardy y del médico aleméan W. Weinberg, que establecieron el
resultado independientemente en 1908.

Conversiéon/Recombinacién genética: Proceso por el cual una hebra
(cadena) de material genético (usualmente ADN) se corta y posteriormente se
une a una molécular de material genético diferente.

Progenie: Resultado de la reproduccién, i.e., el individuo o individuos pro-
ducidos mediante la intervencién de uno o mas parentales.

Segregacion: Fenomeno implicado en la transferencia de los distintos loci
en el ADN a la progenie.

Desequilibrio de ligamiento (LD): Propiedad de algunos genes de las
poblaciones genéticas de no segregar de forma independiente, esto es, poseen
una frecuencia de recombinaciéon menor del 50 %. Esto suele deberse a que los
dos loci implicados se encuentran en el mismo cromosoma, lo que imposibili-
ta su transferencia a la progenie de modo aleatorio con la separacion de los
cromosomas en anafase.

Estudio de asociacion del genoma completo: En genética, un estudio
de asociacion del genoma completo (en inglés, Genome-wide association study
0 GWAS) es un anélisis de una variacién genética a lo largo de todo el geno-
ma humano con el objetivo de identificar su asociacién a un rasgo observable.
Los GWAS suelen centrarse en asociaciones entre los polimorfismos de un s6lo
nucledtido (SNPs) y rasgos como las principales enfermedades.

MaCH: Software gratuito de imputacion genética basado en [8], se obtiene
en http:/www.sph.umich.edu/csg/abecasis/MACH.

1Una descripcién equivalente del equilibrio de Hardy-Weinberg es que los alelos de la si-
guiente generacion para cualquier individuo se eligen aleatoria e independientemente. Consi-
deremos dos alelos A y a con frecuencias p y q respectivamente. De este modo, las tres posibles
frecuencias genotipicas finales de la descendencia son: faa = p?, faa = ¢> ¥ faa = 2pq.
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Beagle: Software gratuito de imputacion genética basado en [4], se obtiene
en http://faculty.washington.edu/browning/beagle /beagle.html.

HapMap: Proyecto internacional iniciado en el ano 2002 y nacido con el ob-
jetivo de desarrollar un mapa de haplotipos del genoma humano en el que poder
catalogar las regiones de similitudes y diferencias genéticas entre individuos con
vistas a comprender mejor la relacién entre el genoma y la salud.
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Apéndice B

Elementos de un modelo de
Markov oculto

A modo de resumen, se introducen los distintos elementos necesarios para
caracterizar y explicar un modelo de Markov oculto.

N: Numero de estados del modelo de Markov. Se denotan por S = {S1,..., Sy}
y el estado en tiempo ¢ por g;.

M: Numero de simbolos observados por estado, estos corresponden a la salida
fisica del sistema. Se denotan los simbolos obervados por V = {vy,..., v}

A: Matriz de probabilidades de transicién entre estados, A = {a;;}, donde

aij:P[th:Sj\qt:Si], i,jEl,...,N.

B: Distribucién de probabilidad del simbolo observado en un estado j, B =
{b;(k)}, donde

b;j(k) = Pluy en tiempo t|¢gs = S;], je{l,....N}, ke{l,...,M}.
7: Distribucion del estado inicial, 7 = {m;}, donde

'/Ti:]P[‘h:Si]v ZE{I,,N}

O: Secuencia de observaciones, O = {Oy,...,Or}, donde cada O; es uno de
los simbolos de V.
@: Secuencia de estados, @ = {q1,¢2,...,qr}, siendo ¢; el estado inicial.

A: Conjunto de medidas de probabilidad del modelo de Markov oculto, i.e.,
A= (A, B,).

P(O|Q, \): Probabilidad de la secuencia observada, dada la secuencia de
estados @ y el modelo A, viene dada (bajo independencia) por

!

P(OIQ,A) = [T = 641 (01)b4, (02) ... by (Or).

t=1
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P(Q|A): Probabilidad de la secuencia de estados, dado el modelo,

P(QIN) = Tq,Qq14:Qgags - - - Agr_1qr-

P(O,Q|)\): Probabilidad conjunta de O y @, i.e., de que ambos ocurran
simultdneamente,

P(O,QIN) = P(O|Q, MP(Q, A).
P(O|A): Probabilidad de la secuencia observada, dado el modelo,

POA) = Y P(0,Q,A) = Y P(O|Q, \P(QIX)
Q Q
= Z T bm (Ol)a’quhb@ (02) cee a’QT—1QTbQT (OT)
q1---9T

ay(1): Probabilidad (forward) de una secuencia de observaciones hasta tiem-
pot, O1...0, y del estado S; en tiempo ¢, dado el modelo A,

(i) = P(010z ... O, gt = Si|A).

Bi(i): Probabilidad (backward) de la observacion parcial de O desde t + 1
hasta T dado el estado S; en tiempo ¢ y el modelo A,

Bi(i) = P(O1110¢42 ... O7|qe = Si|A).

~:(7): Probabilidad de encontrarse en el estado S; en tiempo ¢, dada la se-
cuencia de observaciones, y el modelo ),

V(i) = P(g: = 5i|O, A)

04(7): Probabilidad méas elevada a lo largo de una trayectoria simple, en
tiempo ¢, que considera las ¢ primeras observaciones y acaba en el estado S;,

(St(l) = max ]P(qlqt :Z,OlOtp\)

4q1,92;5---,9t—1

&:(i,7): Probabilidad de estar en el estado S; en el instante ¢, y en el estado
S; en el instante ¢ + 1, dado el modelo y la secuencia observada,

&(1,7) =P(g = Si, ge+1 = 55|10, N).
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