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Capitulo 1

Introduccion

Existen diversas causas que pueden dar lugar a incendios. Estos pueden ser provocados por
factores climatologicos, como puede ser el exceso de calor solar, el cual induce la deshidratacion de las
plantas causando la emisién a la atmoésfera de etileno, un compuesto quimico altamente combustible,
lo que provoca la posibilidad de que una simple chispa pueda causar un incendio forestal. Otro
motivo que puede provocar incendios es la accion humana, ya sea con quemas intencionadas (con el
objetivo de eliminar rastrojos o matorrales, regenerar pastos para el ganado, ...) o ocasionadas por
negligencias o causas accidentales (una hoguera mal apagada, colillas, ...).

Relacionado con lo anterior, uno de los problemas al que se enfrentan en el campo de las ciencias
forestales es el de conocer el ntimero de temporadas de incendios en cada regién del mundo. El
determinar si, en una region, se producen mas de una cantidad prefijada de estaciones de incendios es
de gran importancia, pues permite conocer, por ejemplo, si algin factor antropogénico ha provocado
que en dicha regiéon hubiese mas temporadas de incendios de las que deberian haber ocurrido por
factores climatologicos. Ademas, el conocer el nimero de temporadas de incendios y cuando ocurren
permitiria una mejor gestion del régimen de incendios para reducir las emisiones de CO causantes de,
por ejemplo, los efectos invernadero. Para poder determinar el nimero de temporadas de incendios,
no seré necesario tener una caracterizacion completa de la variable aleatoria que estudia la fecha en
la que se produce un incendio en una determinada region, si no que simplemente llega con saber qué
valores de la variable aleatoria son los méas probables.

En particular, se podria estudiar si en la comarca gallega de Vigo solo hay una temporada
de incendios o mas de una. Para ello, se debe tener en cuenta que este tipo de datos se repiten
peridédicamente, pues si se tiene, por ejemplo, una muestra de los incendios que ocurrieron en esta
comarca entre el 2002 y el 2012, se trataréa de igual forma a un incendio producido el 3 de Agosto de
2004, que a uno ocasionado el 3 de Agosto de 2010. Ademas, se espera un comportamiento similar
a finales de afio que a comienzos. En general, este tipo de muestras ciclicas se pueden representar
en el circulo y se conocen como datos circulares. En la Figura 1.1 (izquierda) se muestra esta
representacion circular mediante el diagrama de rosa para una muestra de la fecha en la que se
producen los incendios en la comarca de Vigo entre el 10 de Julio de 2002 y el 9 de Julio 2012 (a
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Figura 1.1: Izquierda: Diagrama de rosa para los incendios en la comarca de Vigo para el periodo
que abarca desde el 10 de Julio de 2002 hasta el 31 de Diciembre de 2005 y del 1 de Enero del 2007 al
9 de Julio de 2012. Derecha: Histograma para los tiempos de espera entre dos erupciones del géiser
Old Faithful situado en el Parque Nacional de Yellowstone en Wyoming, USA.

excepcion de los ocasionados en el 2006). Este tipo de datos circulares presentan unas caracteristicas
especiales, que diferenciara su tratamiento estadistico del realizado en los datos lineales. Véase, por
ejemplo, Jammalamadaka y Sengupta (2001) para una introducciéon al anéalisis estadistico de datos
circulares.

El problema de determinar qué valores de la variable aleatoria son los méas probables esta presente
en infinidad de situaciones. Asi, por ejemplo, en el campo de la biologia, también dentro del caso de
medidas circulares, se puede encontrar el problema tratado por Schmidt—Koenig (1963) que es el de
estudiar si una especie de pajaros vuela siempre en torno a una direcciéon, o en cambio, hay mas de
una direccion predominante en la direccién de vuelo.

En el caso de variables escalares, también se pueden encontrar numerosos ejemplos de esta si-
tuacion. Asi, en el campo de la geologia, el determinar si el porcentaje de silicio de las condritas
(un tipo de meteoritos) que cayeron en la Tierra se agrupan en torno a un valor o si, en cambio, el
porcentaje de silicio de algunos de estos meteoritos se sittia en torno a un valor y el de otros en torno
a otros valores, es de gran utilidad, pues permitiria conocer si la Tierra fue formada por varios tipos
de condritas y daria lugar a conocer mas detalles sobre su origen (este problema ha sido tratado por
Good y Gaskins, 1980). Otro ejemplo de esta situacion es el tratado por Azzalini y Bowman (1990),
donde se considera el tiempo que transcurre, en minutos, entre el comienzo de dos erupciones del
géiser Old Faithful situado en el Parque Nacional de Yellowstone en Wyoming, USA (en la Figura
1.1, derecha, se ilustra el histograma de una muestra de estos tiempos), y se quiere determinar si
lo méas probable es que todos los tiempos de espera se agrupen en torno a los 80 minutos o si en
cambio, hay dos tendencias, unos tiempos de espera largos, en torno a los 80 minutos, y otros cortos,
en torno a los 55 minutos.

Todos estos ejemplos estan relacionados con el problema de detecciéon de modas de una variable
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Figura 1.2: Ejemplos de funciones de densidad unimodales. De izquierda a derecha: densidad N (0, 1),
ts, Beta(3,4) y Gamma(3,1). Las lineas discontinuas muestran las localizaciones de las modas.

Figura 1.3: Ejemplos de funciones de densidad bimodales. Izquierda: mixtura bimodal de normales
M5. Derecha: mixtura trimodal de normales M10 (ver Apéndice A). Las lineas discontinuas muestran
las localizaciones de las modas.

aleatoria (v.a.) continua X. El concepto de moda fue introducido por Pearson (1895) y se definira
como el valor (o valores) en el que se alcanza un méaximo local en la funciéon de densidad. Si hay una
sola moda, entonces la funcién de densidad (o la distribucién asociada) es unimodal. En cambio, si
la funcion de densidad presenta mas de una moda se dira que esta es multimodal (en particular, si
la funcion de densidad tiene dos modas esta serd bimodal; si tiene tres, sera trimodal, ...).

En la Figura 1.2, se ilustran algunos ejemplos de funciones de densidad unimodales, como son la
normal estandar, N(0,1), o la t de student con 5 grados de libertad, t5, ambas con moda en el punto
0; la Beta(3,4) con una moda en el punto 0.4 o la Gamma(3,1) con moda en el punto 2 (en Johnson
et al. (1995) se pueden ver las expresiones de las funciones de densidad paramétricas empleadas a
lo largo de este trabajo). En la Figura 1.3 se muestran algunos ejemplos de funciones de densidad
multimodales, como son las mixturas de normales M5 y M10 descritas en el Apéndice A.

A lo largo de este Trabajo Fin de Master (TFM) se tratara de resolver el problema de determinar
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si en la comarca de Vigo hay més de una temporada de incendios, esto es, tratar de hacer inferencia
sobre el nimero de modas de una distribuciéon desconocida. En primer lugar, se puede pensar en
abordar este problema de forma paramétrica, por ejemplo, a través del ajuste de una mixtura de
densidades circulares. Pero esto puede conllevar al riesgo de cometer un error de especificacion del
modelo. Esto hace que se aborde este problema desde un punto de vista no paramétrico. Por lo
tanto, seré necesario analizar como estimar de forma no parameétrica la funcion de densidad y de
distribucién de ©, siendo © una variable aleatoria circular.

Como lo que se pretende, en este TFM, es realizar un analisis exhaustivo de las distintas herra-
mientas que permitan hacer inferencia sobre el niimero de modas en el caso circular ya que, como se
mencionaba al principio de este capitulo, la fecha en la que se producen los incendios en la comarca
de Vigo presenta una estructura ciclica. Se debe tener en cuenta que, en la literatura, el problema de
analizar el nimero de modas ha sido estudiado en méas profundidad para el caso lineal. Para poder
realizar un estudio completo y aportar nuevas formas de tratar este problema, se analizara primero
como abordar este problema para variables escalares y luego se tratara de extender las distintas
ideas al caso circular.

Una forma de intentar determinar el nimero de modas es a través de herramientas exploratorias.
Estas tienen la ventaja de que no solo permiten estimar su ntmero si no que, ademas, permiten
analizar su posicidn, esto es, en el caso de los incendios en la comarca de Vigo, permiten determi-
nar el nimero de estaciones de incendios y su localizaciéon en el tiempo. Si bien, las herramientas
exploratorias presentan el problema de que no proporcionan una manera formal de contrastar si
la distribucion de la muestra posee a lo sumo un numero determinado de modas. Ademés, estas
técnicas pueden no resultar adecuadas cuando se trata de realizar un analisis exhaustivo en grandes
bases de datos. Estos dos inconvenientes de las herramientas graficas quedan solventados con el uso
de los test estadisticos para realizar el contraste de si la distribuciéon de la muestra posee a lo sumo
un nimero establecido de modas, lo que en particular, permitiria contrastar si en la comarca de Vigo
hubo méas de una temporada de incendios.

En lo que resta de capitulo, tanto para el caso lineal como para el circular, se analizaran las
herramientas necesarias para poder realizar un analisis exploratorio que permita determinar el na-
mero de modas y su localizacién. También se introduciran los test formales para contrastar si la
distribuciéon de la muestra posee a lo sumo un ntimero determinado de modas.

1.1. Herramientas exploratorias

Como se mencion6 anteriormente, el problema de estudiar el nimero de modas surge cuando
se dispone de una muestra aleatoria de datos y se desconoce la distribucion de la que provienen.
Una forma de tratar de determinar el nimero de modas serfa estimar la densidad f de forma no
paramétrica, ya que esta no exige conocer nada acerca de la distribucién de la que procede la muestra.
Para ello se puede emplear la estimacion tipo nicleo (véase, por ejemplo, Wand y Jones (1995), Cap.
2). Dada una muestra aleatoria X = (X1, ..., X;,) de X se define el estimador tipo nucleo de f en el
punto x como:
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fulz) = nlhzi;K (‘T hX> : (1.1)

donde h > 0 es el parametro ventana y K es una funciéon de densidad unimodal simétrica respecto
al origen, denominada ntucleo. Un ejemplo de ntcleo es la densidad gaussiana:

]. 'll/2
K(u) = e 2,conu€R. (1.2)

En funcion del valor que tome el parametro de ventana h, se pueden obtener distintas estimaciones
de la densidad, que presentardn distinto ntimero de modas. En la Figura 1.4 se muestran varias
estimaciones no parameétrica de la densidad, utilizando el estimador (1.1), para distintos h. Se puede
apreciar que, con el nicleo gaussiano, para una muestra de 600 datos obtenida a partir de la mixtura
de normales M8 (véase Apéndice A), para valores bajos de h (h = 0.17 y h = 0.23) se tiene una
estructura claramente bimodal, mientras que para valores altos de este parametro ventana (h = 0.4
y h =0.6) se observa una estructura unimodal. En particular, como se vera en el Teorema 3.1, con
el niicleo (1.2) el ntimero de modas sera una funcion mondtona decreciente de h. En este caso, si se
usan como selectores de ventana la regla plug—in o el de validacion cruzada insesgada (para obtener
las expresiones de estos selectores véase Wand y Jones (1995), Cap. 3), se llegaria a la conclusion
errénea de que la verdadera distribuciéon es bimodal, pues estos devuelven parametros de ventana
proximos a 0.23, y se puede apreciar que la verdadera funcion de densidad de esta mixtura solo posee
una moda.

Basandose en la idea de realizar la estimacion tipo niicleo usando varias ventanas, existen diversas
herramientas exploratorias como son el arbol de modas de Minnotte y Scott (1993), el bosque de
modas de Minnotte et al. (1998) y el SiZer de Chaudhuri y Marron (1999) que permiten analizar
como va variando el nimero de modas y su localizacion a medida que se modifica el valor del
parametro de ventana.

Con el fin de ilustrar el arbol y el bosque de modas, en la Figura 1.5 se muestra la estimacion
tipo nucleo (para parametros de ventana h = 1.25 h = 1.75,h = 4 y h = 8.5), el arbol de modas
(basico y completo) y el bosque de modas para una muestra de 272 observaciones de los tiempos
de espera entre la ocurrencia de dos erupciones del géiser Old Faithful en el Parque Nacional de
Yellowstone, Wyoming (USA). A continuacion, se dara una idea intuitiva de como funcionan estas
herramientas graficas. Su desarrollo y construccion se presentaran en detalle en la Seccion 2.1.

El arbol de modas basico (Figura 1.5, fila superior, derecha) permite, a través de las lineas
continuas que se representan, estudiar la localizaciéon de las modas a medida que se va modificando
en valor de h (eje vertical), mientras que las lineas discontinuas sirven para analizar como se pasa de
tener k modas a (k+ 1) modas cuando disminuye el valor de h. En los puntos donde se “separan” los
maximos relativos, se realiza un test basado en la masa de probabilidad (para obtener la definicion
de este concepto, véase Seccion 2.1.1) para determinar qué modas son significativas, mostrandose a
través de un circulo sélido las modas significativas a este nivel y con un circulo hueco las que no lo
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Figura 1.4: Densidad teorica y estimadores tipo ntucleo, con niicleo gaussiano y parametros ventana
h=0.17, h=0.23, h =04 y h = 0.6. Muestra de 600 datos de la mixtura de normales MS.

son. Observando la Figura 1.5, se puede ver que el arbol de modas basico detecta solo una moda
significativa a este nivel, para los valores de h estudiados.

El arbol de modas completo (Figura 1.5, fila inferior, izquierda) permite, ademéas de analizar de
forma grafica el namero de modas, ver su masa de probabilidad asociada, ya que para los distintos
valores de h estudiados, el grosor horizontal de cada moda (de color negro) sera proporcional a la
masa de probabilidad asociada a esa moda. Ademas, se aniaden con lineas punteadas la localizacién de
los minimos relativos y de color gris los valores de x donde la segunda derivada de la estimacion tipo
ntcleo es negativa indicando donde aparecen los “bultos” en la estimacién tipo niucleo. Se muestran
también la media y los cuartiles muestrales y el valor obtenido con un selector de ventana, Minnotte
y Scott (1993) proponen emplear la obtenida por validaciéon cruzada o la ventana sobresuavizada,
hrs, introducida por Terrell y Scott (1985).

Finalmente, el bosque de modas (Figura 1.5, fila inferior, derecha) permite estudiar, en funcion
de la oscuridad de los pixeles representados, qué maximos relativos de la estimacién tipo niicleo son
realmente modas para distintos valores de h. Asi, a la vista de la Figura 1.5, parece que para valores
bajos de h (proximos a 1.5) se tendrian 6 modas, las méas claras en torno a los valores 59, 78 y 82
(va que es donde se tienen los pixeles més oscuros) y otras tres proximas a los valores 55, 62 y 89.
Para el resto de valores de h (mayores a 2) se detectan dos modas, una en torno a 55 y otra en torno
a 80.

El principal inconveniente que presenta el bosque de modas es que detecta como modas principales
maximos relativos de la estimacién tipo ntcleo ocasionados por datos atipicos. Con el fin de solucionar
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Figura 1.5: Fila superior: estimaciéon tipo ntcleo empleando niicleo gaussiano (izquierda) y arbol
de modas basico (derecha). Fila inferior: arbol de modas completo (izquierda) y bosque de modas
(derecha). Todos obtenidos a partir de la muestra de tiempos de espera entre la ocurrencia de dos
erupciones de géiser para parametros de ventana entre 1.25 y 8.5.
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40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.6: SiZer empleando parametros de ventana h entre 1.25 y 8.5 (se presentan en el eje vertical)
proveniente de la muestra de tiempos de espera entre la ocurrencia de dos erupciones de géiser.

este problema, se describira en la Seccién 2.2 el método SiZer!' propuesto por Chaudhuri y Marron
(1999). Este consiste en ir analizando como va variando la pendiente de la curva suavizada cuando
se va modificando el valor del espacio (es decir, de x) y de la escala (esto es de h) con el fin de
detectar cuando crece o decrece la funcién de densidad.

El SiZer para la muestra de tiempos de espera entre la ocurrencia de dos erupciones de géiser
se muestra en la Figura 1.6. Para distintos valores de espacio y escala, el color azul indicard donde
la pendiente de la curva suavizada es significativamente positiva, de color rojo donde es significati-
vamente negativa, de color purpura donde no es significativamente distinta de cero y el color gris
indica donde no hay suficientes datos para determinar el comportamiento de la curva (con esto se
evita que se muestren modas formadas por atipicos). En este caso, se llega a la conclusion de que
solo hay una moda situada entorno al valor 80.

También existen herramientas gréaficas que no utilizan la estimacion tipo nicleo y que por tanto
no son dependientes de h. Este es el caso de la herramienta exploratoria de Diimbgen y Walther
(2008). Este método se basa en elaborar un contraste que permita determinar en qué regiones la
densidad es significativamente creciente y en cuales es significativamente decreciente (en sentido
estricto) empleando un estadistico que depende tnicamente de los valores de la muestra ordenados
y del soporte de la variable aleatoria, que debe ser un intervalo continuo acotado, al menos, por uno
de los extremos. En la Figura 1.7 (izquierda) se muestran los distintos intervalos de crecimiento y

LAcrénimo de Significant Zero, que se puede traducir como Significativamente Cero, en referencia a cuando la
pendiente es significativamente distinta de cero.
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Figura 1.7: Herramienta exploratoria de Diimbgen y Walther (2008). Izquierda: muestra de tiempos
de espera entre la ocurrencia de dos erupciones de géiser. Derecha: muestra de 100 observaciones
provenientes de una distribucion N(0,1)

decrecimiento, obtenidos empleando la libreria modehunt desarrollada por Rufibach y Walther (2013),
para los datos de tiempo de espera entre erupciones. Cada una de las distintas lineas representan
la localizacion de los intervalos de crecimiento, cuando estas son de color azul, y de decrecimiento,
cuando estas son de color rojo. Si se supone que los tiempos de espera entre la ocurrencia de dos
géiser deben de estar entre 40 y 100 minutos, esto es, que el soporte de esta variable aleatoria es
[40,100], se puede apreciar en la Figura 1.7 que hay un intervalo de crecimiento empezando en el
valor 40 y terminado en el valor 51 y que el resto de intervalos de crecimiento se sitian entre el valor
70 v el 80. Los intervalos de decrecimiento para esta muestra serian uno situado entre los valores 53
y 69 y el resto situados entre los valores 80 y 100. Consecuentemente, a la vista de la Figura 1.7 se
concluye que hay una moda en torno al punto 52 y otra en torno al punto 80.

En la Figura 1.7 (derecha) también se ilustran los intervalos significativamente crecientes y de-
crecientes para un nivel & = 0.01 obtenidos a partir de una muestra de 100 datos provenientes de un
N(0,1) cuando se toma como soporte el intervalo [—3, 3]. Este altimo ejemplo sirve para ilustrar el
problema asociado a esta herramienta exploratoria. A veces, proporciona informacion inconsistente
ya que se solapan los intervalos significativamente crecientes y decrecientes (en sentido estricto),
con lo que no se puede determinar si la verdadera funcion de densidad es estrictamente creciente o
decreciente en la zona donde se solapan los intervalos. Es por este motivo por el que no se analizara
en mas detalle esta herramienta exploratoria en el Capitulo 2.
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1.2. Tipos de contrastes de multimodalidad

Si bien existen diversas herramientas exploratorias que permiten contabilizar el nimero de modas
de una densidad, ninguna de ellas proporciona un test formal para contrastar si la distribucién de la
muestra posee a lo sumo un nimero determinado de modas y ademas, no son de utilidad cuando se
quiere hacer un estudio sistematico sobre una cantidad elevada de muestras. Se revisara, en primer
lugar, los test presentes en la literatura para realizar este contraste en el caso lineal, con el fin de
tratar de obtener sus posibles adaptaciones al caso circular. Se vera que, en algunos casos, estos se
pueden extender para contrastar si la verdadera distribucién posee a lo sumo un niimero determinado
de modas.

Formalmente, dada una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria con funcién de densi-
dad f, denotando por j al nimero de modas de f, se planteara el contraste de hipotesis:

Hy:j <k, frente a Hy : j >k, (1.3)
siendo k € ZT el ntimero de modas que se quieren contrastar.

Con el objetivo de presentar los distintos métodos para realizar el contraste dado en (1.3), se han
estudiado dos grandes bloques de test: los basados en la ventana critica y los fundamentados en el
exceso de masa o dip?.

Test basados en la ventana critica

En la Seccion 3.1, se analizaran los test basados en la ventana critica para realizar el contraste
(1.3), cuando k € Z". La ventana critica, introducida por Silverman (1981), sera la ventana h mas
pequena para la cual se verifique que la estimacion de la funcion de densidad dada en (1.1) posea a
lo sumo k modas. A partir de esta ventana critica, denotada por hy, Silverman (1981) plantea usar
este parametro como estadistico de contraste, de forma que se rechazaré la hipétesis nula cuando hy
sea muy “grande”, ya que esto significaria que es necesario sobresuavizar la estimaciéon tipo niucleo
para conseguir una estructura k-modal.

Con el fin de entender el concepto de ventana critica, se puede emplear el drbol de modas basico
que se muestra en la Figura 1.5. La ventana critica, hy, seria el ultimo valor de h antes de que una de
las k modas se “separe” dando lugar a una estimacion con (k+ 1) modas. Asi, por ejemplo, se podria
ver en este grafico, que para la muestra de tiempos de espera entre la ocurrencia de dos erupciones de
géiser, la ventana critica para una moda, hj, estara en torno al valor 8 (en concreto 8.065), mientras
que la ventana critica para dos modas, hz, estard en torno al valor 1.75 (exactamente 1.833). En la
Figura 1.8 se muestran las estimaciones tipo ntucleo cuando se toman como pardmetros ventana hq

y ha.

Con el fin de tratar de calibrar el test propuesto por Silverman (1981) cuando se quiere contrastar
si la verdadera distribucion es unimodal o multimodal (es decir k = 1), Hall y York (2001) obtienen
la distribuciéon de la ventana critica, bajo Hy, para una variable aleatoria con soporte conocido y

2Por su nombre en inglés, se puede traducir como test basados en la inmersién.
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Figura 1.8: Estimacion tipo nucleo empleando el niicleo gaussiano para la muestra de tiempos de
espera entre la ocurrencia de dos erupciones de géiser. Izquierda: ventana critica para k =1 (hy =
8.065). Derecha: ventana critica para k = 2 (hy = 1.833). Lineas de guiones (negro): localizacion
de los maximos relativos. Trazo punteado (gris): localizacién donde surgiran las nuevas modas para
pardametros de ventana menores que hy.

acotado.

Por ultimo, en este bloque de contrastes basados en la ventana critica, se estudiara el test de
Fisher y Marron (2001). Este consiste en realizar un contraste del tipo Cramér—von Mises, utilizando
como estimacion de la funcién de distribucion bajo Hy la integral de la estimacion de la funciéon de
densidad, tomando como parametro de suavizado a la ventana critica.

Test basados en el dip o en el exceso de masa

Para poder analizar el segundo gran bloque de contrastes que se detallara en la Secciéon 3.2, seréa
necesario introducir previamente la funciéon de distribucién empirica. Para ello, dada una muestra
X = (X1,...,X,) se define la funcion de distribucién empirica como:

F,(z) = %ZI(XZ- <), (1.4)
i=1

donde la funcién indicatriz Z(A) toma los valores:

I(A) =

1 si se verifica A,
0 en otro caso.
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Figura 1.9: Dip para una muestra de 30 datos obtenida a partir de una N(0,1). Se muestra de color
gris claro la distribuciéon empirica de la muestra y de color mas oscuro esta distribucién cuando se
le suma y resta el valor del dip. Con trazo discontinuo y de color azul, la parte donde la funcién
monoétona creciente es estrictamente convexa; de color rosa donde es estrictamente concava y de
color negro donde la segunda derivada es cero. La moda se localizaria entre xy y xy y d es el valor
que tomara el dip.

Haciendo uso de la funcién de distribucién empirica, se analizaréa el test basado en el dip propuesto
por Hartigan y Hartigan (1985) para realizar el contraste (1.3) cuando k = 1. Este se basa en calcular
la distancia de la funcién de distribucién empirica a la funciéon mondétona creciente (no necesariamente
de distribucion) méas proxima, con un unico intervalo donde la funcién es céncava seguido de uno
donde es convexa.

En la Figura 1.9 se muestra como se obtiene el valor del dip para una muestra de 30 datos
proveniente de una N(0,1). La idea para conseguir el estadistico es obtener la funcién monétona
creciente que sea concava en un intervalo (—oo,xp] (de forma que su derivada seria creciente en
este intervalo), convexa en el intervalo [zy,00) (de forma que su derivada seria decreciente en este
intervalo) y recta en el intervalo (zp,zy) (de forma que su derivada tenga pendiente 0 en este
intervalo) que sea la més proxima a F,,. El dip se calculard como la distancia (se usa la norma del
supremo) entre la funcion asi creada y F,,. El dip asi obtenido sirve para medir la discrepancia de la
funcion de distribucién empirica a la distribuciéon unimodal mas préxima, de forma que se rechazara
la hipétesis nula cuando el valor del dip sea muy “grande”.

También se estudiara el test de exceso de masa de Miiller y Sawitzki (1991) para realizar el
contraste (1.3) cuando k € Z*, y que utilizara el exceso de masa como estadistico de contraste.
Dado un valor A > 0, la idea del exceso de masa se basa en encontrar k conjuntos cerrados y conexos
(en el caso lineal k intervalos cerrados), a los que se le conocera como A-conglomerados, de forma
que se maximice la diferencia entre la probabilidad asociada a estos conjuntos y A veces la medida de
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Figura 1.10: En gris se representa el exceso de masa para dos A-conglomerados, los cuales son el
intervalo [a,b] y el [e, d].

dichos conjuntos (en el caso lineal, la diferencia entre el extremo superior y el inferior del intervalo).

En la Figura 1.10 se muestra el exceso de masa poblacional para dos A-conglomerados, que en
este caso serian los intervalos [a,b] v [c,d]. Estos dos intervalos son los que maximizan el valor del
exceso de masa, que en este caso seria el area de la zona que se representa de color gris en la Figura
1.10, o lo que es lo mismo, P([a,d]) — A(b — a) + P([¢,d]) — M(d — ¢).

El estadistico de Miiller y Sawitzki (1991) se obtendra a partir de la maxima diferencia (cuando
se hace variar el valor de \) entre el exceso de masa de (k + 1) y k A-conglomerados. Se rechaza
la hipotesis nula de que la funcion de densidad posee k modas cuando la diferencia entre tomar
(k 4+ 1) conglomerados y k conglomerados sea muy “grande”. Ademas, se vera que esto se trata de
una extension del dip, ya que para k = 1, el valor del estadistico de Miiller y Sawitzki (1991) es
exactamente el doble del valor del dip. Por dltimo, se ilustrara el calibrado de este test propuesto
por Cheng y Hall (1998) para el caso de contrastar unimodalidad frente a multimodalidad.

Una de las aportaciones de este TFM sera la de tratar de mejorar el calibrado de los test
presentados hasta el momento. Con este fin, se ha realizado una nueva propuesta que consiste en
aunar los dos grandes bloques de test de multimodalidad presentes en la literatura. Para ello, se
obtendra el valor del exceso de masa (o del dip) y se aproximara su distribucion bajo Hy empleando
la metodologia bootstrap (véase Seccion 3.2). Esta metodologia requerira generar nuevas remuestras
bajo Hj. Para el remuestreo bootstrap, bajo Hy, se propone usar la estimaciéon tipo nicleo dada en
(1.1), empleando como h la ventana critica.
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Figura 1.11: Ejemplos de distribuciones circulares unimodales. De izquierda a derecha: representacion
circular y lineal de la densidad circular vM (7, 1) y representacion circular y lineal de la densidad
circular WN (7, 0.9).

Como se vera en la siguiente seccién, una ventaja de esta nueva propuesta es que presenta una
adapatacion que permitira estudiar si hay una o mas temporadas de incendios en la comarca de
Vigo.

1.3. Deteccion de modas en densidades circulares

Como ya se ha mencionado, el objetivo final del presente trabajo sera el de extender los test
mostrados en el contexto de variable escalar al caso en el que la variable aleatoria es circular. Para
ello, en primer lugar, se vera como se define la funciéon de densidad, la de distribucién y qué es una
moda en el contexto circular.

Dada una variable aleatoria continua y circular © medida en radianes con soporte en el intervalo
[0,27), la funcion de densidad circular f¢, serd una funcion verificando las siguientes condiciones
(véase Jammalamadaka y Sengupta (2001), Cap. 2):

= £2(0) > 0,V0 € [0, 2r).

o [T fe(6)d6 = 1.

w f9(0) = f(0+2m),V8 € [0,27) y VI € Z.

Un valor de © es una moda si en dicho punto, perteneciente al intervalo [0,27), la funciéon de
densidad circular alcanza un méaximo local. De nuevo, si hay una sola moda, la funciéon de densidad
circular (o la distribucion asociada) sera unimodal. En otro caso, la funcion de densidad circular (o
la distribucion asociada) se dird multimodal (en particular, si la funcion de densidad circular posee
dos modas sera bimodal, etc.).

En la Figura 1.11, se ilustran algunos ejemplos de funciones de densidad circulares unimodales,
como son la vM (m, 1) (von Mises con media 7 y concentracion 1) y la WN (7, 0.9) (normal enrollada
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Figura 1.12: Ejemplos de distribuciones circulares multimodales. De izquierda a derecha: represen-
taciéon circular y lineal de la mixtura bimodal de von Mises M13 y representaciéon circular y lineal
de la mixtura trimodal de von Mises M15.

con media 7 y concentracion 0.9) ambas con moda en el punto 7w (para obtener las expresiones
de las distintas densidades circulares empleadas a lo largo de este trabajo véase Jammalamadaka
y Sengupta (2001), Cap. 2). En la Figura 1.12; se ilustran ejemplos de distribuciones circulares
multimodales, como son los las mixturas de von Mises M13 y M15 descritas en el Apéndice A.

A partir de la funcion de densidad circular f€, se puede definir la funcion de distribucion circular
de una variable aleatoria continua, circular y con soporte en el intervalo [0, 27), como la funcién que
verifica las siguientes propiedades (véase Di Marzio et al., 2012):

= F(¢) = fo¢ fe(0)dd si se verifica que ¢ € [0,2m)3.
« FO(¢+27) — F2() = 1,¥ € R.

Es importante resaltar que, tal y como se puede observar en la Figura 1.13, en el caso circular, a
diferencia de lo que ocurria en el caso lineal, se tiene que lim F¢(¢) = —oo y el lim F¢(¢) = oo.
¢——o0 ¢p—o0

Ante el problema de estimar el nimero de modas dada una muestra @ = (04,...,0,,) de una
variable aleatoria © con funcién de densidad circular f¢, descartando la alternativa paramétrica, una
primera aproximacion vendria dada por la estimacion circular tipo niucleo de la funcion de densidad,

A,f, que para un punto 6 y concentracion v > 0 se define como (véase, por ejemplo, Oliveira et al.,
2012):

£o(0) = T3 K5 (6 - ©0), (1.5

3En general, para la funcién de distribucion circular empezando en ¢, esta condicién toma, la siguiente forma:
Fe(¢) = Ifo £¢(0)d0 si se verifica que ¢ € [¢o, Po + 27).
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Figura 1.13: Funcién de distribucion circular de una vM (0, 1).

donde K es el nicleo circular con parametro de concentracién v > 0. Un ejemplo de K seria la
funcién de densidad de una von Mises con media cero y concentracion v, es decir:

¢ — P cos(p))
v (SO) - 27TIO(V) ’

donde Ij es la funcion de Bessel modificada de primera especie y orden 0.

(1.6)

De forma analoga al caso lineal, en funcion del valor que tome el parametro de concentracion v, se
pueden llegar a distintas conclusiones acerca del nimero de modas que tendra la verdadera funcion
de densidad. Si bien, en este caso, el parametro v toma el papel inverso del parametro de suavizado
h, en el sentido de que, valores altos (bajos) de v proporcionan estimaciones de la densidad con més
(menos) modas. En la Figura 1.14 se muestra la estimacion circular tipo nicleo dada en (1.5) para
una muestra de 600 datos obtenidas a partir de una C(w,0.5) (Cardioide de media 7 y parametro
de concentracion 0.5), empleando el nicleo circular von Mises dado en (1.6), para parametros de
concentracion v = 5 (donde tiene una estructura unimodal), v = 18.12 y v = 59.53 (donde se tiene
una estructura multimodal). Teniendo en cuenta que los dos tltimos parametros de concentracion
empleados son, respectivamente, el proporcionado por la regla plug—in (seleccionando el namero de
componentes de la mixtura de entre 2 y 5 von Mises por el criterio de informacion de Akaike) de
Oliveira et al. (2012) y el obtenido por validacién cruzada, empleando selectores automaticos del
parametro de concentracion (véase Oliveira et al. (2012) para obtener las expresiones de ambos
selectores) se llegarfa a la conclusion erronea de que la verdadera distribucion es multimodal.

Como se mencion6 al principio de este capitulo, el tratamiento de los datos circulares exige un
estudio especial, lo que hace que no sean validas la herramientas empleadas en el contexto lineal. Si
bien es cierto que, en muchos casos, si que se pueden exportar alguna de las ideas de este contexto.
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Figura 1.14: Curva teorica y estimadores circulares tipo nticleo de la funcion de densidad (con nticleo
circular von Mises y parametros de concentracion v = 5, v = 18.21 y v = 59.53) para una muestra
de 600 datos obtenidas a partir de una C(7,0.5).

Asi, por ejemplo, en el caso de las herramientas graficas se tiene el CircSiZer de Oliveira et al.
(2012b) analizado en la Seccion 2.3.1. Esta herramienta permite detectar el ntimero de modas y su
localizacion aproximada analizando el comportamiento de la derivada la curva suavizada cuando se
va modificando el parametro de localizacion, 6, y de concentracion, v.

En la Figura 1.15 se muestra el CircSiZer para una muestra de 155 observaciones de la fecha en
el que se detectaron los incendios en la comarca de Vigo (estos datos se describen con mas detalle
al final del capitulo). De forma anéloga a la realizada en el SiZer en el caso lineal, para distintos
valores de 6 y de v, el color azul indicara las zonas donde la pendiente de la densidad suavizada
es significativamente positiva, de color rojo donde es significativamente negativa, de color purpura
donde no es significativamente distinta de cero y el color gris indica donde no hay suficientes datos
para determinar el comportamiento de la curva suavizada. Se toma el sentido marcado por la flecha
(en este caso, el sentido horario) como el sentido positivo de la rotacion. Los valores de — log,,(v) se
representan en el radio de la circunferencia de manera que cada anillo se corresponde con un valor
de v, de menos a mas suavizado (desde el centro al exterior). A partir de la Figura 1.15, para valores
altos de v (proximos a —log;(v) = —1.40) se detectan dos modas, una a finales de Febrero y otra
a mediados de Agosto. Mientras que para valores bajos de v (proximos a —log;,(v) = 0) solo se
observa una moda y esta se produce a mediados de Agosto.

La utilidad de estas herramientas graficas es la que se observa en el grafico de la derecha de la
Figura 1.15 y es que, para una regién, permite tanto estimar el nimero de estaciones de incendios
como dar unas fechas aproximadas en la que se producen dichas temporadas. Las desventajas son
las ya mencionadas anteriormente y es que no proporcionan una manera de determinar, controlando
el nivel de significacion, si esta densidad es unimodal o multimodal, y que no permiten realizar un
analisis exhaustivo en grandes bases de datos.
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Figura 1.15: Estimacion tipo nicleo (izquierda) y CircSiZer (derecha) empleando parametros de
concentracion v entre 25 y 1 (esto es, —log;o(v) entre -1.40 y 0) proveniente de la muestra de 155
observaciones de la fecha en el que se detectaron los incendios en la comarca de Vigo.

Con el objetivo de solventar estos inconvenientes en este contexto, se propone nuevamente in-
troducir test formales para contrastar la hipotesis de que la verdadera distribucién asociada a una
muestra circular es unimodal y se vera que en algunos casos se podra extender estos contrastes al
caso de comprobar si la verdadera distribucion posee a lo sumo k¢ modas en [0, 27). Esto es, dada
una muestra aleatoria simple @ = (01, ...,0,,) procedente de una variable aleatoria con funcion de
densidad circular f€, si el nimero de modas de la verdadera distribucion circular es j¢, se planteara
el contraste de hipotesis:

Hy : j¢ < k¢, frente a Hy : j° > k€, (1.7)
siendo k¢ € Z1 el niimero de modas que se quieren contrastar.

Del mismo modo al realizado en el caso lineal, se estudiardn dos grandes bloques de test para
realizar el contraste dado en (1.7), los basados en la concentracion critica y en el exceso de masa.

Test basados en la concentracioén critica.

En la Seccion 4.1 se estudiaran los test basados en la concentraciéon critica, cuyo fundamento
es similar al de los basados en la ventana critica, sin mas que tener en cuenta que, en este caso, el
nimero de modas de la estimaciéon tipo nicleo circular dada en (1.5) es alto para valores grandes
del parametro de concentracién, mientras que para valores pequenos de v esta estimacién se va
aproximando cada vez mas a una uniforme y consecuentemente, esta estimacién va a tener un
nimero pequeno de modas.

La obtencion del pardmetro de concentraciéon critica es similar al de la ventana critica de Sil-



1.4. ESTRUCTURA DEL TRABAJO 19

verman (1981): se trata de buscar el parametro de concentracion vge méas grande de forma que la
estimacion fﬁkc posea a lo sumo k° modas en el intervalo [0,27). Haciendo uso de este parametro
como estadistico, en el presente trabajo se propone un test para realizar el contraste (1.7). Para
ello, se debe tener en cuenta que, en este caso, el sobresuavizado se produce para parametros de
concentracion bajos, por tanto, se rechazara la hipétesis nula cuando el estadistico de contraste sea
muy “pequeno”. En particular, como nueva propuesta para este TFM, se adaptara la idea de Hall y
York (2001) para contrastar unimodalidad frente a multimodalidad, ya que en este caso, se conoce

el soporte de la variable aleatoria y esta acotado.

Se revisara también el test de Fisher y Marron (2001) donde se utilizara este parametro de
concentracion critica para obtener la funciéon de distribucion circular suavizada con la que realizar
un test del tipo U? de Watson (1961).

Test basado en el exceso de masa.

En la Seccién 4.2 se realizaré una adaptacion del concepto de exceso de masa de Miiller y Sawitzki
(1991) al contexto circular. Para calibrar este test, en este TFM se propone emplear de nuevo la
metodologia bootstrap, utilizando para ello como densidad bajo Hj la estimacién tipo nicleo circular
con parametro v igual a la concentraciéon critica.

1.4. Estructura del trabajo

En el Capitulo 2 se presentan con mayor detalle las herramientas graficas para la estimacion del
numero de modas, tanto para el caso lineal como para el contexto circular. Se comienza con una
revision en detalle del arbol y del bosque de modas para posteriormente analizar la construccion del
SiZer y del CircSiZer.

En el Capitulo 3 se estudian distintos test para contrastar si la verdadera distribucion asociada
a una muestra de una variable escalar posee a lo sumo k& modas. Se revisaran los distintos test
existentes y se propone un nuevo test para contrastar unimodalidad frente a multimodalidad. El
funcionamiento tanto del nuevo método como el de los existentes en la literatura se comprueba en
un estudio de simulacién, considerando una amplia clase de familias de densidad, tanto unimodales
como multimodales.

En el Capitulo 4 se analizan distintos test para contrastar si la verdadera distribucién asociada a
una muestra de datos circulares posee a lo sumo k¢ modas. Se revisara el test existente y se propondra
una adaptacion, tanto del método de Hall y York (2001) como de la nueva propuesta realizada
en el caso lineal, al contexto circular para contrastar unimodalidad frente a multimodalidad. El
funcionamiento tanto de los nuevos métodos presentados como el del existente en la literatura se
analiza en un estudio de simulaciéon, considerando una amplia clase de familias de densidad circulares,
tanto unimodales como multimodales.

En el Capitulo 5 se ilustraran la aplicacion de los diversos test introducidos en los capitulos
anteriores mediante el analisis de dos conjuntos de datos en el contexto lineal y de otros dos en el
circular.
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La primera base de datos analizada sera el de la muestra de 272 observaciones recogida entre el
1y el 15 de Agosto de 1985 de los tiempos de espera entre la ocurrencia de dos erupciones del géiser
Old Faithful situado en el Parque Nacional de Yellowstone en Wyoming, USA. Esta muestra esta
disponible en el conjunto de datos faithful del paquete base del software estadistico R Core Team
(2013) y se describe en detalle en Azzalini y Bowman (1990). El objetivo de este estudio sera el de
analizar si todos los tiempos de espera se agrupan en torno a un valor, o si en cambio, hay al menos
dos (unos tiempos de espera cortos y otros largos) tendencias.

El segundo conjunto de datos que se analizara es el de la renta por hogar en Galicia durante el
ano 2012. Para ello, a partir de la Encuesta de Condiciones de Vida de las Familias se han extraido
de la web del Instituto Galego de Estatistica (2012)* la renta de 9190 hogares gallegos. El objetivo
de este estudio sera el de analizar si durante el ano 2012 hubo solo una clase social, en la que todas
las familias gallegas se situaron en torno a una tnica renta, o si en cambio hubo al menos dos (una
més pobre y otra maés rica).

La tercera base de datos servira para ilustrar el funcionamiento de los test para el contexto
circular y vendra dada por la direcciéon media de la que procede el viento, recogida por un medidor
situado en la localidad de Vilalba, cada vez que hay un exceso de NOx en la atmosfera (esto es cada
vez que el medidor detecta que hay mas de 200ug/m? de este contaminante), con el fin de analizar si
todas las alarmas que se producen por exceso de NOx podrian ser atribuidas a la central térmica de
As Pontes de Garcia Rodriguez o hay mas fuentes de contaminaciéon por NOx en otras direcciones.

Por dltimo, se muestra el ejemplo que ha motivado en gran parte este TFM y es el de las 155
observaciones acerca de cuando se producen los incendios en la comarca de Vigo. Para ello, se han
recogido datos del dia en el que ocurren los incendios en esa zona durante 10 anos, entre el 10 de
Julio de 2002 y el 9 de Julio de 2012, elimindndose completamente el afio 2006 por ser un ano atipico
en cuanto a numero de incendios en Galicia. El objetivo, en este caso, es el de analizar si hay una
unica temporada de incendios o si, en cambio, hay al menos dos temporadas de incendios en dicha
region. Agradecer al Profesor Dr. José Miguel Cardoso Pereira y a su grupo de Ecologia Forestal de
la Universidad de Lisboa la aportacion de estos datos para la realizaciéon del presente TFM.

Finalmente, este trabajo incluye dos apéndices. En Apéndice A se describen los distintos modelos
empleados a lo largo de este TFM. En Apéndice B se presenta un cronograma con el objetivo de
representar cudndo fueron surgiendo las herramientas graficas y los test analizados en los Capitulos
2, 3 y 4. Ademas, se muestra en el Apéndice B un pequetio resumen de las principales caracteristicas
de los test empleados en los Capitulos 3 y 4.

Todos los test presentados en los Capitulos 3 y 4, tanto los ya existentes como las nuevas apor-
taciones realizadas, han sido implementados en el software estadistico R Core Team (2013) para el
presente TFM, a excepcion del dip de Hartigan y Hartigan (1985), programado por Maechler (2013)
en la libreria diptest.

4Estos datos han sido consultados el 01/04/2014 y se han extraido de la Edicién del 2013 de la Encuesta de
Condiciones de Vida de las Familias.



Capitulo 2

Herramientas graficas

En este capitulo se analizaran en méas profundidad las diversas herramientas exploratorias pre-
sentadas en las Secciones 1.1 y 1.3.

En el contexto lineal se comenzaré estudiando el arbol y el bosque de modas. El arbol de modas,
propuesto por Minnotte y Scott (1993), consiste en ir representando la localizacion de las modas que
se obtienen cuando se utiliza la estimacion tipo nicleo para diversos valores de h. Con el objetivo
de ver qué modas, de las representadas, son significativas, Minnotte (1997) propone un test basado
en la masa de probabilidad que tiene una moda antes de separarse. Finalmente, con el fin de tratar
de eliminar la dependencia que tiene el 4rbol de modas de la muestra original, se presenta el bosque
de modas de Minnotte et al. (1998).

La siguiente herramienta grafica que se analizara seré el SiZer, propuesto por Chaudhuri y Marron
(1999). Esta consiste en crear intervalos de confianza para la derivada de la curva suavizada para
distintos valores de espacio y escala. Esta herramienta servira para determinar de forma exploratoria
en qué puntos la curva suavizada es significativamente creciente y decreciente.

Finalmente, con el fin de determinar el niimero de modas en los datos circulares, se presenta el
CircSiZer desarrollado por Oliveira et al. (2012b), una adaptacion del SiZer al contexto circular.

2.1. El arbol y el bosque de modas

En esta seccion se analizaran en detalle el arbol de modas propuesto por Minnotte y Scott (1993)
y el bosque de modas introducido por Minnotte (1997) como herramientas graficas para la deteccion
del ntimero de modas.

21
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Figura 2.1: Arbol de modas bésico empleando niicleo gaussiano con parametros de ventana h entre
0.11 y 0.40 para la muestra de 600 datos obtenidas a partir de la mixtura de normales M8 que se
empled en la Figura 1.4. La lineas continuas representan la localizacion de las modas para cada h y
las rectas horizontales discontinuas la “separacién” de una moda.

2.1.1. El arbol de modas

Usando la estimacion tipo nticleo dada en (1.1), la herramienta grafica que proponen Minnotte y
Scott (1993) consiste en, fijado el nacleo K, crear un arbol de modas representando la localizacion
de los méximos relativos de fh para distintos valores de h. De este modo, se muestran las posiciones
de las modas (en el eje de abscisas) para los distintos valores de h empleados (eje de ordenadas)
creando un conjunto de lineas, los rastros de las modas. Con el fin de ver como se van “separando” o
“yuntando” las modas también se unen los rastros de las diferentes modas cuando estos desaparecen
a partir de un cierto h. Teniendo en cuenta que cuando aparece una nueva moda, también surge
un nuevo minimo relativo, si la nueva moda esta situada a la derecha del nuevo minimo relativo,
entonces significa que se ha separado de la moda de la izquierda, y por tanto se unira el principio
del rastro de esta nueva moda con una linea discontinua horizontal con la moda de la que se ha
separado. Analogamente, si la nueva moda esté situada a la izquierda del nuevo minimo relativo, se
unira el principio del rastro de esta moda con la moda de su derecha. En la Figura 2.1 se muestra
el arbol de modas, empleando ntcleo gaussiano y valores de h entre 0.11 y 0.40, para la muestra de
600 datos obtenidas a partir de la mixtura de normales M8 (véase Apéndice A) que se empled en la
Figura 1.4.

Se debe tener en cuenta que, si el nucleo empleado no es gaussiano, puede no haber monotonia
en el nimero de modas de fA;“ en el sentido de que siempre que aparece un maximo relativo, este
no tiene porqué seguir apareciendo para valores mas bajos del pardmetro de ventana. En caso de
emplear el nicleo gaussiano, como es el caso de la Figura 2.1, esta monotonia estaré asegurada por
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el Teorema 3.1 que se vera en la Secciéon 3.1.1, el cual garantiza que el niimero de modas de fj es una
funcién monédtona decreciente de h: todas las modas que aparecen para una determinada ventana se
mantendran para cualquier valor de h més pequeno.

Con el fin de representar mas informacion en este arbol de modas, Minnotte y Scott (1993)
proponen reemplazar las lineas de los rastros de las modas por regiones centradas alrededor de
cada maximo relativo, cuyo ancho horizontal representaré la masa de probabilidad asociada a dichos
maximos. Esta masa de probabilidad se define de forma similar al exceso de masa de Miiller y Sawitzki
(1991) que se presenta en la Seccion 3.2.2, estimando f a través de fh. Para dar la expresion que
tiene dicha masa de probabilidad, si la estimacién fh posee | maximos locales, se denotara como
wa, ..., w; a la localizacion (en orden creciente) de los minimos relativos (sil > 1, ya que en otro caso
fh no posee minimos relativos), con wy = —o0 y como wy;y; = 0o. A partir de estos w; se define
como masa de probabilidad de la moda i—ésima al siguiente valor:

to

M;(h) = lim t {fu(z) — max{fu(t1), fu(t2)}}+dz, (2.1)

t1—w;
to —Wi41

donde {.}; denota la parte positiva, ya que f,(z) — méx{fn(t1), fn(t2)} podria tomar valores nega-
tivos. Asi, el ancho horizontal de la moda i—ésima de f, (representado de color negro en el rastro de
cada uno de los maximos relativos de f}) debera ser proporcional al valor del M;(h).

Minnotte y Scott (1993) también proponen mostrar a través de lineas punteadas la localizacion
de los minimos relativos. Ademas, con el fin de detectar puntos de inflexién, se representara de color
gris las zonas donde la segunda derivada de la estimacién tipo niicleo es negativa.

Finalmente, se representaran también la media, los cuartiles muestrales y el valor de h obtenido
con un selector de ventana. Minnotte y Scott (1993) proponen tomar o bien el de validaciéon cruzada
(véase Wand y Jones (1995), Cap. 3) o el sobresuavizado introducido por Terrell y Scott (1985) cuya
expresion es la siguiente:

s = 36(70y/mn) "1/,
donde & es la cuasidesviacion tipica muestral.

En la Figura 2.2 se representa el arbol de modas mejorado para la misma muestra que en la
Figura 2.1. Para construir este arbol de modas se ha utilizado el niicleo gaussiano y parametros de
ventana entre 0.11 y 0.4. El ancho de la regién oscura asociada a la moda i-ésima es proporcional al
valor de M;(h), en particular, por cuestiones de visibilidad, se ha tomado un ancho igual a 0.8 veces
M;(h).

Con el objetivo de contrastar cuales de los maximos relativos de fh son realmente modas, Min-
notte (1997) propone un test similar al de Miiller y Sawitzki (1991), que se revisara en la Seccion
3.2.2. Denotando como w1, ..., v; a la localizaciéon en orden creciente de las [ modas de fh, de forma
que si para la estimacion fh, se aprecian [ maximos locales, se tendria que:
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Figura 2.2: Arbol de modas mejorado empleando niticleo gaussiano con pardametros de ventana h
entre 0.11 y 0.40 para la muestra de 600 datos obtenidas a partir de la mixtura de normales M8
que se utilizo en la Figura 1.4. El ancho de las regiones negras es igual a 0.8 veces M;(h). Las lineas
punteadas representan la localizacién de los minimos. Las rectas horizontales de guiones muestran
la “separacion” de una moda. Las regiones de color gris indican donde la segunda derivada de fh es
negativa.

—o0=w; <V <wz < .. <V < W41 = X,

Para realizar un contraste que permita rechazar o no la hipotesis nula de que el méaximo relativo
v; no es realmente una moda, Minnotte (1997) propone usar como estadistico de contraste el M;(h),
con h el parametro de ventana mas pequenio (dentro del rango de ventanas estudiadas en el arbol de
modas) a partir del cual el méaximo relativo v; se “separa” formando dos maximos relativos. Notar
que, aunque un maximo local se divida en dos para valores muy “pequenos”’ de h, solo se estudiaran
los maximos relativos que se “separan” para el rango de valores h representados en el drbol de modas.

La hipotesis nula de que el méaximo relativo v; no es realmente una moda se rechazara para
valores altos del estadistico M;(h) dado en (2.1). Para conseguir la distribucion del estadistico bajo
Hy, Minnotte (1997) propone emplear la metodologia bootstrap (véase Efron, 1979), obteniendo
valores del estadistico para distintas remuestras generadas bajo Hy y con estos valores del estadistico
aproximar la distribucién de M;(h).

Para poder generar las réplicas bajo Hy, serd necesario que el punto v; no sea un méximo relativo.
Si hys(2) es la ventana empleada en el calculo del estadistico de contraste, para generar las remuestras
bootstrap, Minnotte (1997) propone hacer uso de la distribucién cuya funcion de densidad asociada
es la estimacion ths(i) modificada para que esta no posea un méaximo relativo entre v;—1 y v;41
(entre —o0 y vy si i =1 0 entre v;_1 y 0o si i =1).

Con el fin de encontrar la densidad ths(i) mas “parecida”’ a ths(i) verificando que no posee
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Figura 2.3: Ejemplo de funcién de densidad asociada a la distribucion a partir de la cual se generaran
las remuestras bootstrap, cuando h = 0.19 e ¢ = 1. Se representa con trazo continuo la funcion de
densidad que sera empleada, fy.19. En trazo punteado se muestra la estimacion original de la funcién
de densidad, fO.lg.

ninguna moda en el intervalo (v;_1,v;41) (en el (—oo,v3) si i = 1 o en el (v_1,00) si i = 1),
Minnotte (1997) propone realizar un procedimiento que consistira en desplazar parte de la masa de
probabilidad del méaximo relativo v; a uno de los dos “valles” (o a los dos si fuera necesario) donde se
encuentran los minimos relativos asociados a v; hasta que v; deje de ser méaximo relativo. El “valle”
en el que se empezara a desplazar la masa de probabilidad se escogera en funcion de cual sea la
moda mas pronunciada de las dos que se encuentran a cada uno de los lados de v;. Una vez relleno
este “valle” si v; sigue siendo una moda, entonces se desplazara la masa de probabilidad sobrante
al otro “valle”. Obviamente, en caso de solo haya un “valle” entonces se desplazara toda la masa de
probabilidad a este, hasta que v; no sea moda.

En la Figura 2.3 se ilustra un ejemplo de ths(i) tomando la muestra de 600 datos procedente
de la distribucién MS8. Para ello, se ha escogido el primer méximo relativo, vy, que aparece en la
Figura 2.1 para valores de h entre 0.19 y 0.31. Como el pardmetro de ventana mas pequeno de los
estudiados para el cual se sigue teniendo solo esta moda es 0.19, ya que para valores méas bajos de h
el rastro de esta moda se divide en dos, se tomara el estadistico de contraste dado en (2.1) cuando
h = 0.19, esto es, M;(0.19). Como en este caso, la moda que se debe “eliminar” de f0_19 es la primera,
para obtener fo_lg se desplazara toda la masa de probabilidad necesaria de v, al “valle” de w; hasta
que se consiga que fo_lg sea unimodal.

A partir de la distribucion asociada a ths(i) se generaran B remuestras bootstrap, cuyo tamano
muestral serd el mismo que el de la muestra original. Para cada una de estas réplicas se calcula la
estimacion tipo nicleo de la funciéon de densidad tomando como pardmetro de ventana hyg(4), esto
es, f;:f/[ <(5) con b =1,..., B. Haciendo uso de cada una de estas estimaciones, se buscarén los méximos
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relativos de f;” ) (a los que se denotard como v}’ < ... < v;’) méis proximos a los de fy, () a

través del algoritmo de emparejamiento proporcionado en el Apéndice del articulo de Minnotte y
Scott (1993).

Tras realizar este proceso de emparejamiento, se tomara aquella moda de f;:f\’/{s (i) que proporcione
una mayor masa de probabilidad en el intervalo de interés. Este intervalo estara acotado por los
méaximos relativos emparejados con v;—1 y v;41 0, como podria ocurrir que no todas las modas
estuviesen emparejadas, en caso de no estarlo, por la propia localizacion de las modas (se tomara
como acotacion inferior —oco cuando i = 1 y como acotacién superior oo cuando i = [)!. Para la
moda asi obtenida, se aplica el proceso de disminuir el valor de la h hasta que esta moda se “separe”
en dos (denotando como h}%(i) a esta ventana), y a partir de esta ventana se calcula el exceso de
masa de dicha moda, al que se le denotara como M;(h:%(7))*®. A partir de los B valores obtenidos
de M;(h:%(i))*® se puede aproximar la distribucién de la masa de probabilidad bajo Hp. De esta
forma, para un nivel de significaciéon «, se rechazaré la hipdtesis nula de que v; no es moda si
P(M;(his(i))* < M;(hus(i))|X) > 1 — a, siendo X la muestra original.

MS

Una vez realizado este contraste para todas las modas que se “separan” en el drbol de modas
mostrado en la Figura 2.1 se procedera a representar donde se rechaza o no la hipotesis nula en
dicho arbol. Para ello, cuando es el méaximo relativo v; el que se separa en hys(i), si se rechaza la
hipoétesis nula, esto es, si la moda es significativa a nivel «, se situara un circulo relleno en el arbol
de modas bésico en el punto (v;, hys(i)). Por el contrario, se representara con un punto hueco si no
hay evidencias significativas para rechazar la hipotesis nula. Ante lo conservador que es este test,
Minnotte (1997) propone emplear un nivel de significacion a = 0.15.

En la Figura 2.4 se muestra el arbol de modas representado en la Figura 2.1 incluyendo los
contrastes realizados para los distintos M;(h), donde i es el indice de las distintas modas que se
separan. Ademaés, aunque este test estd pensado para cuando hay al menos dos modas, imitando las
representaciones que realiza Minnotte (1997) se incluye un punto relleno en la primera “separacion”
que se produce. Obviamente, esta moda siempre va a ser significativa para cualquier valor de signifi-
cacién «, pues en este caso se tiene que M (hys(1)) = 1, y como My (h}%(1))** < 1,conb=1,..., B,
se verifica que P(M (hfs(1))* < My (hys(1))|X)=1>1—a,Va € [0,1].

MS

2.1.2. El bosque de modas

Ante la dependencia que presenta el arbol de modas con la muestra empleada, Minnotte et al.
(1998) proponen representar varios arboles de modas para la misma muestra. Con este objetivo,
se generan varias remuestras bootstrap de la muestra original empleando la distribucién asociada
a la funcion de distribucion empirica dada en (1.4), esto es, obtener nuevas remuestras de tamano
n obtenidas a partir de la seleccién al azar con reemplazamiento de los individuos de la muestra
original X = (X1, ..., X,,).

Para facilitar la visualizacién, en vez de representar todos los arboles de modas, Minnotte et

1En el articulo original de Minnotte (1997) no se especifica nada acerca de que pasos seguir cuando este intervalo
no contiene a ningin maximo relativo de fftll\)/[s(i)’
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Figura 2.4: Arbol de modas bésico empleando niicleo gaussiano con parametros de ventana h entre
0.11 y 0.40 para la muestra de 600 datos obtenidas a partir de la mixtura de normales M8 que
se empleo en la Figura 1.4. Los circulos rellenos son las modas significativas a nivel o = 0.15. Los
circulos vacios representan los maximos relativos para los cuales no hay evidencias significativas para
rechazar la hipotesis de que v; no es moda para este nivel.

al. (1998) proponen escoger un ancho de pixel fijo en el grafico del arbol de modas y contar el
numero de veces que cae en ese pixel algin rastro de moda, de forma que, entre la gama de grises,
se representard con un color gris mas oscuro a aquellos pixeles donde caigan un mayor nimero de
rastros de modas. En la Figura 2.5 se representa el bosque de modas para la muestra de 600 datos
provenientes de la mixtura M8 que se empled en la Figura 2.1 y de 99 réplicas del mismo tamano
muestral generadas a partir del sorteo con reemplazamiento de la muestra original, tomando el ancho
de pixel proporcional a 0.05 veces la unidad tomada en el eje de las abscisas.

Como mencionan Minnotte et al. (1998), esta representacion presenta dos grandes problemas: el
primero es la dependencia que tiene con el ancho del pixel seleccionado y el segundo es que algunas
modas artificiales causadas por atipicos aparecen de color gris muy oscuro, como es el caso del punto
-2 en la Figura 2.5, ya que al tratarse de un solo punto aislado este siempre que aparezca, creara
una moda artificial en dicho punto para valores bajos del parametro ventana.

Ante esta problematica, Minnotte et al. (1998) proponen centrarse en la segunda derivada y usar
esta idea para los puntos donde la segunda derivada es negativa. Los autores sugieren generar varias
réplicas bootstrap de la muestra original y representar de color gris mas oscuro aquellos pixeles donde
la segunda derivada de la estimacion tipo niicleo sea negativa con mas frecuencia. Sin embargo, el
problema de emplear la segunda derivada es el que ya se apreciaba en la Figura 2.2 y es que aunque
siempre que hay una moda la segunda derivada es negativa, la otra implicacién no siempre es cierta.
Por tanto, aunque el estudiar las segundas derivadas sirve para dar una acotacion del namero de
modas, este analisis no va a permitir dar una estimacion acerca del verdadero nimero de modas.
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Figura 2.5: Bosque de modas empleando niicleo gaussiano con parametros de ventana h entre 0.11
y 0.40 proveniente de la muestra de 600 datos obtenidas a partir de la mixtura de normales M8 y
de 99 remuestras bootstrap.

2.2. SiZer

El principal problema que presenta el arbol y el bosque de modas es que no son capaces de
determinar qué modas han sido formadas por atipicos, es decir, cuales de los méximos relativos de
la estimacién tipo niicleo han sido creados de forma artificial. Una de las herramientas graficas que
solventa este problema es la propuesta por Chaudhuri y Marron (1999), conocida como el SiZer.
Esta herramienta permite detectar qué caracteristicas de la estimacion tipo nucleo estan realmente
presentes y cudles son artificios de la muestra desde una perspectiva de espacio—escala, esto es, para
los diversos valores que puede tomar la variable aleatoria X y para un rango de parametros ventana.

Con el fin de ilustrar la idea detras de esta herramienta grafica, se muestra en la Figura 2.6
(derecha) el SiZer para la muestra de 600 observaciones extraidas de la mixtura unimodal de normales
MS8 que se emple6 en la Figura 1.4. Con el objetivo de encontrar donde se encuentran las modas
y los “valles”, se muestra de color azul las zonas donde la pendiente de la densidad suavizada es
significativamente positiva, de color rojo donde es significativamente negativa, el color purpura se
usa para indicar donde la curva suavizada no es significativamente creciente ni decreciente y el gris es
usado para indicar donde no hay suficientes datos para determinar el comportamiento de la densidad
suavizada. En el eje vertical se muestran los distintos valores de h estudiados. Consecuentemente,
fijado un parametro de ventana, se identificard una moda en la curva suavizada cuando una region
de color azul esté seguida por una de color rojo. Asi, se puede ver como en este caso, para valores
de h mayores que 0.17, el SiZer identifica correctamente una tnica moda situada entre el 0 y el 1.5
(como se puede ver en la Figura 2.6, izquierda, la moda de la distribucion M8 se encuentra en el
punto 1.1).
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Figura 2.6: Izquierda: densidad de la mixtura de normales M8. Derecha: SiZer con pardametros de
ventana h entre 0.11 y 0.40 (se presentan en el eje vertical) proveniente de la muestra de 600 datos
obtenidas a partir de la mixtura de normales M8.

La idea detras del SiZer de Chaudhuri y Marron (1999) es que aunque la curva suavizada fp,(z) =
E(f(x)) no es igual a f(z), si que se verifica que la estructura de modas y “valles” se conserva para
un rango apropiado de valores de h como se puede observar en la Figura 2.7. Ante esta situacion
Chaudhuri y Marron (1999) proponen hacer inferencia sobre la curva suavizada f,, en vez de sobre
f, para un rango de valores de espacio y de escala.

Como el interés reside en encontrar las modas, Chaudhuri y Marron (1999) proponen crear inter-
valos de confianza, en espacio y escala, para f; (x) = E(f}(z)), ya que la derivada de la estimacion
tipo nucleo:

i) = %;K (255). (22

es un estimador insesgado para esta curva en cada localizacion = y en cada escala h. Chaudhuri y
Marron (1999) fijan como K el nucleo gaussiano dado en (1.2), ya que por el Teorema 3.1 que se
verd en la Seccion 3.1.1 se tiene que el namero de veces que se alcanza el valor cero en (2.2) es una
funcion mondtona decreciente en h.

Los limites del intervalo de confianza para f} (z) vendran dados de la siguiente forma:

fia) £ q(@) -t (fi@)) . (2.3)
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Figura 2.7: Se presenta en trazo solido y negro la mixtura bimodal de normales M5 (véase Apéndice
A). Con trazo negro y discontinuo se muestra fj,(z). Con trazo gris y discontinuo se representan las

estimaciones fj, obtenidas a partir de 50 muestras de tamano n = 200. Izquierda: h = 0.035. Centro:
h = 0.065. Derecha: h = 0.095.

donde ¢(a) sera un cuantil apropiado y dt < f;L(:I:)) sera la estimacion de la desviacion tipica de
£
fr(@).

Para un nivel de significaciéon o dado, se analizard en espacio y escala, los limites de confianza
presentados en (2.3). Si ambos limites estan por encima de cero entonces se representara de color
azul en el mapa SiZer. Analogamente, si ambos son menores que cero entonces se representara de

color rojo en el mapa SiZer. Si uno estd por encima y otro por debajo, se representaré de color
purpura.

Como el estimador de la derivada de f es una ponderacion de las derivadas de K evaluadas en
un punto, Chaudhuri y Marron (1999) proponen estimar la desviacion tipica de f; (z) como la raiz

cuadrada de:
. 1 - X ~-X,
var (f}’b(x)) :mS2 (K'(ﬂj ; 1),...,K’(x A )),

donde S? es la varianza muestral de los n valores que toman K’ ((x — X;)/h), con i = 1,...,n.

Para calcular el cuantil ¢(«), Chaudhuri y Marron (1999) proponen dos aproximaciones basadas
en la distribuciéon normal y dos basadas en las técnicas bootstrap.

Entre las aproximaciones gaussianas, el método méas simple denotado como ¢;(«) consiste en
aproximar ¢(«) de la siguiente forma:

qi(a) =" (1 - %) ;

donde ®~!(2) la funciéon cuantil de la normal estandar. Tal y como sefialan Chaudhuri y Marron
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(1999), esta aproximacion hace que aparezcan modas formadas por datos atipicos en el mapa SiZer.

La segunda aproximacion gaussiana, ga(«), se basa en el hecho de que si dos valores z e y, con
x # vy, estan suficientemente “alejados”?, las estimaciones f;’z () y f}'L (y) pueden ser consideradas como
independientes, mientras que estas estan claramente correladas cuando x e y estdn muy proximas
entre si. Asi, la idea serfa crear m(h) bloques de datos y haciendo uso de estos bloques, crear
intervalos de confianza independientes. Este m(h) serd una funcion que depende del “tamaiio efectivo
de muestra” (ESS, por sus siglas en inglés), el cual se define del siguiente modo:

B p==__ 2.4
58(r.) = =g (2.4)
a partir del ESS se escogera como m(h) al siguiente valor:
n
m(h) = ———, 2.5
() ESS(x, h) (2:5)

donde ESS(x,h) representa la media muestral en = de los valores de ESS(x,h) dados en (2.4).

Asumiendo la independencia de los m(h) bloques de datos, la aproximacion del cuantil simultdneo
en x, g2(a), vendria dada por:

1/m(h
ey =t (1200
2
El valor del ESS dado en (2.4) también es de utilidad para conocer en qué regiones la aproxima-
cion normal en la que se basa el calculo de g1 y g2 puede ser inadecuada. Asi, debido a la deficiente
aproximacion por la falta de datos, las regiones donde se verifica que ESS(z,h) < ng se representa-
ran de color gris el mapa SiZer (Chaudhuri y Marron (1999) recomiendan tomar ng = 5). Ademaés,
también se modificara el valor de m(h) para evitar problemas con las cantidades bajas de ESS. De
esta forma, para la expresion del m(h) que se daba en (2.5) en vez de calcular la media muestral de
los valores de ESS(z,h) en el rango de valores de espacio escogidos para realizar el mapa SiZer, se
realizaré tnicamente en los x € Dy, donde el conjunto Dy, es:

Dy, ={x: ESS(z,h) > no}.

Las otras dos aproximaciones de ¢(«) que proponen Chaudhuri y Marron (1999) est4an basadas en
la metodologia bootstrap y tienen por objetivo eliminar la aproximaciéon gaussiana del célculo de los
cuantiles ¢(a). Para ello se generan B réplicas bootstrap, X*?, obtenidas a partir de la distribucion
empirica. Para cada réplica bootstrap, se calcularia la estimacion tipo ntucleo de la derivada de f
dada en (2.2), f;L($)*b, y su version estandarizada:

2Donde el concepto de “proximidad” va a depender de la escala h.
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Z(w,h)* = fi@)” = (@)

5 ,conb=1,.. B.
dt(fy,(x))

A partir de estos Z(x,h)*® el tercer método que proponen Chaudhuri y Marron (1999) para
aproximar el cuantil g(«), también simultdneo en x, es el de tomar g3(«; h) como el cuantil empirico
(1 —a/2) de los m%x |Z(x, h)*| calculados sobre las réplicas bootstrap.

xzeDy,

Cabe mencionar que aunque el objetivo de Chaudhuri y Marron (1999) es el de crear intervalos
de confianza en espacio y escala para f}(z), las aproximaciones dadas hasta el momento crean
intervalos de confianza que son aproximadamente simultaneos sobre x, pero no sobre h. Con el fin
de solucionar este problema, la cuarta aproximacién que proponen Chaudhuri y Marron (1999) es
la de tomar el cuantil g4(«) como el cuantil empirico (1 — «/2) de los m}f}xgg%}}( |Z(z, h)*| calculados

sobre las réplicas bootstrap. De esta forma, los cuantiles g4(«) seran simultaneos sobre x y sobre h.

En la libreria feature desarrollada por Duong y Wand (2011) esta programado una adaptacion
del método ¢; teniendo en cuenta las localizaciones donde ESS(xz,h) < 5. Se ha empleado esta
libreria para obtener el mapa SiZer que se mostraba en la Figura 2.6. Para este ejemplo, se ha
utilizado la aproximacién ¢; y se han representado los valores para los que se tiene que ESS < 5
(de color gris) para la muestra de 600 datos procedentes de la distribucion M8 (véase Apéndice A)
que se empled en la Figura 1.4, tomando para ello los pardmetros de ventana entre 0.11 y 0.4 y un
nivel de significacion o = 0.05.

2.3. Herramientas graficas para datos circulares

Como se mencion6 en la Introduccion, el objetivo final del presente TFM es el de estimar el
ntimero de modas cuando se tiene la fecha en la que se produjeron los incendios en la comarca de
Vigo. Con el fin de estimar el nimero de modas cuando se tienen datos circulares, se analizara en
profundidad la herramienta exploratoria presente en la literatura para la deteccion de modas en el
contexto circular, conocida como CircSiZer y desarrollada por Oliveira et al. (2012b).

2.3.1. CircSiZer

El CircSiZer de Oliveira et al. (2012b) es la adaptacion al contexto circular del SiZer de Chaudhuri
y Marron (1999). En el CircSiZer, para un rango de valores 6 situados en el intervalo [0,27) y de v,
se estudiara el comportamiento de la derivada de la curva suavizada, £¢ (6) = E(f< (6)), para el cual
la derivada de la estimacion circular tipo nicleo dada en (1.5), f¢ (6), es un estimador insesgado
para cada 6 y v. Para este caso, Oliveira et al. (2012b) propone tomar como K¢ el nicleo circular
von Mises dado en (1.6), de manera que, para valores de 6 € [0, 27), flf/ (0) tiene la siguiente forma:
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ae —vsen (0 — 0;) —
c — — O, < . .
1o (0) 2 1o (0 ;:1 exp (vcos(d — ©;)), con 0 <0 < 2w (2.6)

Los limites del intervalo de confianza para f¢ () vendran dados de la siguiente forma:

7 0) £ q(@)- 4 (££(0) (2.7)
donde ¢°(«) seran cuantiles apropiados y dt < fﬁl (9)) sera la estimacion de la desviacion tipica de
F5(0).

El codigo de colores en el mapa CircSiZer sera el mismo que el empleado en el mapa SiZer, de
forma que cuando ambos limites de confianza estén por encima de cero para un 6 y v dados se
representard ese punto en color rojo en el mapa del CircSiZer, cuando ambos estén por debajo de
cero se representard de color azul y en otro caso de color purpura.

Siguiendo las ideas de Chaudhuri y Marron (1999), Oliveira et al. (2012b) propone estimar la
desviacion tipica de f€'(6) como la rafz cuadrada de:

ar (f(0)) = %52 (K (0-01),.. K5 (0-0,),

donde K¢ (8 — ©;) es la derivada del niicleo circular von Mises dado en (1.6) en el punto (6 — ©;),
cont=1,...,n.

Para calcular los cuantiles ¢¢(a) de (2.7), Oliveira (2013)% propone cuatro métodos, dos basados
en aproximaciones gaussianas y dos basados en la metodologia bootstrap.

El primer método, de forma analoga a la propuesta por Chaudhuri y Marron (1999), consistiria
en crear un intervalo de confianza usando una aproximacion normal, de forma que, denotando a este
método como ¢, se tendria que ¢§(a) = ®71(1 — a/2).

El segundo método consiste en tomar los cuantiles ¢5 de la siguiente forma:

L1+ (1 =a)/m®)
c . — (p 1
q2(047l/) < 9 )

donde el namero de bloques de datos, m°(v), sera:

n

me(v) = my

siendo ESS®(0,v) la media muestral de los ESS°(0,v) en el conjunto DS = {6 : ESS°(0,v) > no}.
El tamano de muestra efectivo para el caso circular, ESS¢, se define como:

3Se toma esta referencia, ya que en Oliveira et al. (2012b) solo aparece la tercera aproximacién presentada.
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SKE(0-6)

ESS¢(0,v) = = (2.8)

K5(0)

De nuevo, para el caso circular, Oliveira (2013) toma como ng = 5 y representan de color gris los
valores de (#,v) donde ESS®(0,v) < ng.

Con el fin de eliminar la aproximacion gaussiana de los cuantiles, Oliveira (2013) propone dos
aproximaciones bootstrap. La primera, esta relacionada con ¢f en el sentido de que se crean intervalos
de confianza puntuales. Para obtener esta aproximacién se generan B nuevas remuestras, @*b, de
tamano n obtenidas a partir de la selecciéon al azar con reemplazamiento de los valores de la muestra
original @ = (04, ...,0,,). Para cada réplica bootstrap, se calcula el valor de Z¢(6,v)*®, a partir de
la estimacion circular tipo ntcleo de la derivada de f¢ dada en (2.6), fﬁl (6)**, de la siguiente forma:

e’ 0 xb _ pc’ 0
Z¢(0,v)*" = M7 conb=1,..,B.
de(f5'(0)**)
donde, en este caso, a diferencia de lo que hacen Chaudhuri y Marron (1999), para calcular los
Z¢(,v)*" se toma como denominador la estimacion de la desviacion tipica de f¢ (6)*0.

Para aproximar los cuantiles, a diferencia de los métodos ¢f y ¢5 donde se tomaban los limites de
confianza dados en (2.7), para la tercera aproximacion, Oliveira (2013) propone tomar el siguiente
intervalo de confianza para f¢ (0):

(F'0) = a5 —(as0,0) -t (f0))  J2 (0) = a5 (s 0,0) - @t (£ 0)) ).

donde ¢§ _(;0,v) es el cuantil muestral (1 —«/2) de Z°(0,v)" y q5 , (a;0,v) es el cuantil muestral
(a/2) de Z¢(0,v)*.

El segundo método bootstrap, al igual que ¢§, proporciona un intervalo de confianza simultaneo
sobre 6 y para ello, se usaran los valores:

fnf(y)*b = Gel,%fc*zc(e,lj)*b,
Zap@)" = sup Z°6.v)",

donde D¢* es la version bootstrap de DS 4, esto es, DS* = {0 : ESS®(0,v)* > ng}, con ESS®(0,v)*
tomando el siguiente valor:

4En este TFM, a la hora de calcular los valores de Zg,(v)** y los Zscup(u)*b, para ser consistente con que los
infimos y los supremos se calculan sobre cada una de las réplicas bootstrap, se propone hallar estos valores en los
0 € DS*, a diferencia de la propuesta de Oliveira (2013) donde se calculan sobre los 6 € D¢.
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Figura 2.8: Izquierda: densidad de la C(m,0.5). Derecha: CircSiZer empleando la aproximacion g§
con parametros de concentracion v entre 45 y 5 (esto es, —log,(v) entre -1.65 y -0.70) proveniente
de la muestra de 600 datos obtenidas a partir de la distribucion C(m,0.5). En azul: se representa
los valores de (6, ) para los cuales la derivada de f¢ (0) es significativamente positiva para un nivel
a = 0.05. En rojo: los valores para los cuales la derivada es significativamente negativa para un nivel
a = 0.05. En purpura: los valores para los cuales no es significativamente distinta de cero para un
nivel & = 0.05. En gris: los valores donde ESS¢(6,v) < 5.

n

> KL (0-65)
ESS“(0:v)" = = —peergy

En este caso, el intervalo de confianza vendria dado de la siguiente forma:

(F0) = a5 (as) - &t (F(0)) £ (0) = a5 (i) - 06 (£ 0)) )
donde ¢f _(a;v) es el cuantil muestral (1—a/2) de Zg,,(v)" v i 4 (a;v) es el cuantil muestral («/2)
de Z{cnf(y)*‘

El CircSiZer usando el método ¢§ ha sido programado en la librerfa NPCirc por Oliveira et al.
(2013). En la Figura 2.8 (derecha) se muestra el mapa CircSiZer haciendo uso de la aproximacion
¢5 para la muestra de 600 observaciones procedente de la distribucion C(m,0.5) que se empled en la
Figura 1.14. Se han tomado parametros de concentracion v entre 5 y 45 y un nivel de significacion
a = 0.05.

En este caso la representacion del CircSiZer es circular y los angulos 6 entre [0, 27) se deben leer
en el sentido que marca la flecha (en este ejemplo, el de las agujas del reloj), mientras que con el
objetivo de representar, como en el caso del SiZer, la estimacion més infrasuavizada proxima al 0,
se muestran los valores de —log;,(¥) en el radio asociado a § = 7/2, los cuales van aumentando a
medida que crece el radio de la circunferencia. Asi, para el ejemplo mostrado en la Figura 2.8, se
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tendria que para los valores de v estudiados solo hay una moda y esta se encuentra entorno al valor
7 (se puede ver en la Figura 2.8, izquierda, que la tinica moda se situa en el valor ).



Capitulo 3

Test de multimodalidad para datos
lineales

En este capitulo, se revisaran los distintos test que permitan analizar en el contexto de variables
escalares si se puede rechazar la hipotesis de que la verdadera distribucién asociada a una muestra
aleatoria simple es unimodal, pudiendo adaptar, en algunos casos, estos test al contraste de que
la verdadera distribucion posee a lo sumo k modas. Ademaés, se aportara una nueva propuesta con
un doble objetivo, el de mejorar los test presentes en la literatura para variables escalares y el de
proporcionar un test que permita ser adaptado al contexto circular.

En las dos primeras secciones de este capitulo se estudiardn dos grandes bloques de test, los
basados en la ventana critica y los basados en el dip o en el exceso de masa. Todos estos test han
sido programados en el software estadistico R Core Team (2013), a excepcion del test de Hartigan
y Hartigan (1985), programado por Maechler (2013) en la libreria diptest. En la tercera y dltima
seccion de este capitulo se realizara un estudio de simulacién que permita comparar los distintos test
analizados.

3.1. Test basados en la ventana critica

En esta seccién, se analizaran los test basados en la ventana critica, que se fundamentan en
encontrar la ventana hj més pequeia de forma que la estimacion f;,, para ese parametro de ventana
tenga k modas. Silverman (1981) propone definir la ventana critica, denotada como hy, del siguiente
modo:

hj, = min{h : f, tiene a lo sumo k modas}. (3.1)
Entre los test basados en la ventana critica, haciendo simplemente uso de hy, se analizara el test

37
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de Silverman (1981) para el contraste (1.3), cuando k € Z". Hall y York (2001) muestran que el
test de Silverman (1981) no esta correctamente calibrado y proponen un método para resolver este
problema para el caso en que k = 1, trabajando con un soporte acotado y conocido. Por dltimo, se
revisard el test de Fisher y Marron (2001) donde se utilizara la ventana critica para poder obtener
la funcién de distribucién suavizada con la que realizar un test del tipo Cramér-von Mises. Para
calibrar este test, Fisher y Marron (2001) proponen un mecanismo de remuestreo que se basa en
eliminar todas las modas artificiales que se forman en la estimacion de la funcién de densidad cuando
se toma como ventana, hy.

3.1.1. Test basado en la ventana critica de Silverman

La idea que propone Silverman (1981) es la de considerar como estadistico de contraste para
(1.3) cuando k € Z* la ventana critica definida en (3.1). Para la obtencion de la ventana critica es
de utilidad el siguiente resultado:

Teorema 3.1. (Silverman, 1981) El nimero de modas de fh, cuando se emplea el nicleo gaussiano
dado en (1.2), es una funcién mondtona decreciente de h. Consecuentemente, dada la ventana critica
definida en (8.1), fy, tiene mds de k modas si y solo si h < hy.

Este teorema muestra que hj puede ser obtenida a través de un algoritmo de busqueda dico-
tomica. El test de Silverman (1981) usara como estadistico a la ventana critica definida en (3.1)
para contrastar la hipétesis nula de que la verdadera distribucién posee a lo sumo k modas frente a
la hipotesis alternativa de que la verdadera distribuciéon posee més de k modas, rechazandose esta
hipétesis nula para valores “altos” de hy.

El problema que surge con el uso de este estadistico es que se desconoce su distribucién bajo
la hipoétesis nula. Con el objetivo de saber cudndo rechazar la hipdtesis nula, como se tiene un
algoritmo computacionalmente réapido para la busqueda de la ventana critica, Silverman (1981)
propone recurrir a la metodologia de remuestreo bootstrap para aproximar la distribucion de hy
bajo la hipoétesis nula.

Para ello, se genera la remuestra bootstrap X* = (X7, ..., X)) a partir de la funcion de densidad
fhk, que se obtiene como el estimador tipo nicleo introducido en (1.1) tomando como ventana hy.
A partir de las B réplicas bootstrap, X** con b = 1, ..., B, calculando sus valores h}® asociados se
puede aproximar la distribucién de la ventana critica bajo Hy. Para un nivel de significacion «, se
rechazarad Hy si P(h) < hi|X) > 1 —a.

Los resultados de las simulaciones que se presentaran en la Seccion 3.3, justificaran la necesidad
de un nuevo calibrado, como el propuesto por Hall y York (2001) que se detallara a continuacion.

3.1.2. Calibrado de la ventana critica de Silverman

Hall y York (2001) demuestran que el test de Silverman (1981) no esta correctamente calibrado.
Para un tamafio muestral grande (cuando n — o0), bajo la hipotesis nula, debiera ocurrir que el
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p—valor U, = P(h} < hi|X) se aproximase a una uniforme en el intervalo (0,1), y esto no es cierto
para el caso del test de Silverman (1981). Este hecho justificaria que los porcentajes de rechazo
empiricos y los niveles de significacion teéricos fuesen considerablemente distintos, como ocurre en
los ejemplos de simulacién que se analizan en la Seccion 3.3. El problema, como muestran Hall y
York (2001), es que el calibrado del test depende de la verdadera distribucién de donde proceda la
muestra, que es desconocida. Para el caso k = 1, acotando a priori el soporte de la variable aleatoria,
Hall y York (2001) prueban que se puede calibrar el test de Silverman (1981) independientemente
de la distribuciéon que tenga la variable de interés. Atun asi, Hall y York (2001) demuestran que sera
necesario corregir el test original ya que, como se ver, los valores de hj son mas pequefios que los
de hi bajo Hy.

Como se ha mencionado, para poder calibrar el test de Silverman (1981), se necesitara acotar el
soporte de la variable aleatoria, lo cual conllevara a modificar el contraste de hipétesis que se estaba
planteando hasta el momento. De esta forma, dada la muestra X = (Xj, ..., X,,), si j es el verdadero
numero de modas en un intervalo cerrado I, se definira el contraste de hipotesis como sigue:

Hy : j =1y no tiene minimos locales en el intervalo I. (3.2)

Esto también obligara a redefinir la expresion de la ventana critica de la siguiente forma:

hiy = min{h : f}, tiene exactamente una moda en I}. (3.3)

Esta restriccion en el soporte de la variable viene justificada por el hecho de que en caso de
no realizar dicha acotacién, las propiedades de h; (siendo h; la ventana critica cuando se toma
k = 1) vendrian dadas por los valores atipicos de la muestra, puesto que son estos los que crean
habitualmente modas artificiales en las colas de la estimacion de la funcion de densidad.

El problema asociado a esta nueva ventana critica es que cuando se usa la expresion de hyy dada
en (3.3), en vez de la expresion hy que se daba en (3.1), no se tiene porqué verificar necesariamente
la tesis del Teorema 3.1. Este problema lo solucionan Hall y York (2001) demostrando que la proba-
bilidad de que el niimero de modas de fh sea una funcién mondtona en h converge a uno cuando se
usa el niicleo gaussiano para la estimaciéon fh. Este resultado permite seguir empleando un algoritmo
dicotomico para la obtenciéon de la ventana critica hyy.

Hall y York (2001) demuestran que dado un nivel de significacion «, para un valor apropiado de
Ao (independiente de la verdadera funcion de densidad unimodal f), se rechazara, con un nivel de
significacion «, la hipotesis nula Hy definida en (3.2), si se verifica que P(h}, < Aghuy|X) > 1—a.
En esta expresion hj};, denota la version bootstrap de hyy, esto es:

h}, =min{h : f; tiene exactamente una moda en I},

donde para obtener la funcion f;:, cada réplica X* = (X7, ..., X) es generada a partir de fHY.

Para poder determinar los valores de A,, Hall y York (2001) proponen usar dos métodos. El
primero es el de utilizar la correccién asintética basada en la distribucién limite, con la que se
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«@ Ta « Ta « Ta « Ta
0.01 0 0.11 0.039 | 0.21 0.119 | 0.35 0.261
0.02 0.001 | 0.12 0.047 | 0.22 0.127 | 0.40 0.313
0.03 0.003 | 0.13 0.054 | 0.23 0.136 | 0.45 0.364
0.04 0.007 | 0.14 0.061 | 0.24 0.146 | 0.50 0.424
0.05 0.011 | 0.15 0.067 | 0.25 0.155 | 0.55 0.483
0.06 0.015]0.16 0.077 | 0.26 0.164 | 0.60 0.543
0.07 0.019 | 0.17 0.084 | 0.27 0.174 | 0.65 0.605
0.08 0.022 | 0.18 0.092 | 0.28 0.185 | 0.75 0.721
0.09 0.028 | 0.19 0.100 | 0.29 0.198 | 0.85 0.838
0.10 0.033 | 0.20 0.110 | 0.30 0.208 | 0.95 0.945

Tabla 3.1: Aproximacion de los valores de 7, para distintos niveles de significacion «. Obtenidos tras
realizar 1000 réplicas en cada una de las 10000 muestras de tamano n = 10000 procedentes de una
distribucién N(0,1) empleando el intervalo I = [—1.5,1.5].

obtiene que el valor que toma A, es:

~0.9402902 — 1.5991402 + 0.176950 + 0.48971 (3.4)
@ a3 — 1.77793a2 + 0.36162c + 0.42423 '

El segundo método vendria dado por la estimacion de A, usando técnicas de Monte Carlo, ya que
la distribucién de este parametro no depende, asintéticamente, de la verdadera funcién de densidad
de la variable aleatoria. Para poder aplicar este método, sera necesario encontrar el 7., de forma
que el porcentaje de rechazos de Hj sea o cuando se toman muestras de tamano suficientemente
grandes procedentes de una distribucion unimodal, para la regla que rechaza H si se verifica que
P(h, < huy|X) > 1 — 7,. Asi, se han obtenido los valores de 74, utilizando la metodologia de
remuestreo bootstrap descrita en la Secciéon 3.1.1, simulando 10000 muestras de tamano n = 10000
(realizando en cada una B=1000 réplicas) generadas a partir de la distribucion N(0,1) y tomando
el intervalo I = [—1.5,1.5]. En la Tabla 3.1 se muestran los valores de 7, para distintos niveles
de significaciéon « tomando valores entre 0.01 y 0.95. De esta forma, para un nivel de significacion
a = 0.05, se rechazaria H si se verifica que P(h}, < huy|X) > 1— 7905 = 1 — 0.01009.

Observando ambos métodos queda claro que es necesario corregir el test original, ya que tomar
Ao = 1 como propone Silverman (1981) daria lugar a un test claramente conservador.

3.1.3. Test basado en el estadistico de Cramér—von Mises

El problema del test de Hall y York (2001) es que no se puede aplicar el contraste (1.3) cuando
k > 1. Si se toma la ventana critica para este contraste en el intervalo I, esto es:



3.1. TEST BASADOS EN LA VENTANA CRITICA 41

sy, = min{h : fj, tiene a los sumo k modas en I},

se tiene que la distribucién asintética de hyy,, depende del valor que tomen los (2k — 1) valores de
cj = F(t)Y2/|f"(t;)|?/°, siendo los t; los extremos relativos de f en I para j = 1,...,2k — 1 (véase
Hall y York, 2001).

Fisher y Marron (2001) proponen extender este contraste al caso en que Hy establece que la
verdadera distribucién posee a lo sumo k modas, con k& € Z*. Para ello, en vez de usar como
estadistico de contraste la ventana critica hy, se propone usar la estimacion tipo nicleo de la funcion
de distribucion, Fhk f fhk t)dt, para construir un estadistico del tipo Cramér—von Mises.

Dada una muestra X = (X1, ..., X,,), el criterio de Cramér—von Mises permite realizar el siguiente
contraste de hipotesis:

Hy : F(z) = Fy(x) Yz € R, frente a Hy : F(x) # Fy(x) para algin x, (3.5)

donde Fj es una funcion de distribucion dada. El estadistico de Cramér—von Mises para el contraste
(3.5) viene dado por la siguiente expresion:

T = n/jo [Fn(ﬂf) _ FO(x)PdFO(J;) _
=n /fo F(x)dFy(x) —2n / " Ful@)Fo(a)dFo(x) +n /°° R )y (o). (3.6)

— 00 — 00

(a) (b) (¢)

donde F), es la funcion de distribucién empirica de la muestra que se definié en (1.4).

Si Fy es continua y realizando el cambio de variable u = Fy(z) en el sumando (c) de (3.6), se
puede ver que:

(c) = n/ol ¥ a)du = 5.

Si X(1) < ... < X(y) denota a la muestra ordenada se tiene que:

noloo e X o
(a)=n <§:n? /Xm dFy(z) + /X(n) dFo(x)> =

— Z% (Fo(X(ir1) — Fo(X(@)) +n (1= Fo(Xm)) =

i=1
1 21 —1
= E 0( X)) +Z (X())Jrnfnfz " Fo(Xy).

=1
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Haciendo nuevamente el cambio u = Fy(x), el sumando (b) de la expresion dada en (3.6) sera:

n—1 . X(it1 S
(b) = —2n (Zz/ ( )Fo(x)dF0($) +/ Fo(x)dF0($)> =

n
i=1 4 X X(n)

— 9 (SZ (FOQ(X2(Z'+1)) B Fg(;(m)) . @ B F(?();(n)))) _

Ademas, por otro lado, se puede ver que:

" /2i—1\? n 1
>(%) -i-m (3.7

i=1

Haciendo uso de la igualdad dada en (3.7) sobre la expresion de T' dada en (3.6) se puede concluir
lo siguiente:

n 1
T:(a)+(b)+()_§+12n+§_12n
1 1

" 2i—1 ) non
*”*Z " FO(X(i))+ZFO(X(i))*n+§f§ — g,m

-

n
—ZQZ Fo(X@) +ZF0 X@)+ +Z(

=1 1=1

n

. 2
21 —1 1
= E (FO(X(i)) - o ) + o’

=1

Tomando como Fy = F}, , se tendria que la expresion del estadistico de Cramér—von Mises para
este caso viene dado de la siguiente forma:

n

Tk_Z(Fhk(X(n) Qi_1> +1i~ (3.8)

pn 2n 2n

Para conocer la distribucion del estadistico T}, dado en (3.8), bajo la hipotesis nula de que la
verdadera distribucion posee a lo sumo k modas, Fisher y Marron (2001) proponen usar nuevamente
la metodologia bootstrap. Para ello, se generan B réplicas bootstrap, X'*? = (X(*lb), ...,X(*le)), con

b=1,...,B, a partir de la funcién de densidad fhk. Usando estas réplicas, se construye la version
bootstrap del estadistico de Cramér—von Mises T;®, sin mas que sustituir a (X(1ys s X(n)) POT
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(X(*lb)7 ...7X(*fj)) en la expresion (3.8). Para un nivel de significacién «, se rechazard Hy si P(T}° <
THX) Z 1—a.

En la Seccién 3.3 se muestra el deficiente comportamiento de este test. Fisher y Marron (2001)
indican que un mal calibrado vendria justificado por dos motivos, uno es por la apariciéon de modas
artificiales en la estimacién de la funcion de densidad, asociadas a valores atipicos, y el otro seria
que la ventana critica de Silverman (1981) no tiene en cuenta la cantidad de masa de probabilidad
asociada a cada moda.

Para eliminar las modas artificiales asociadas a datos atipicos, Fisher y Marron (2001) proponen
no tener en cuenta a aquellas modas cuya funcién de densidad asociada no supere una altura minima,
que se denota como ). Para solucionar el problema de que la ventana critica no tiene en cuenta
la cantidad de masa de probabilidad asociada a cada moda, Fisher y Marron (2001) plantean que
para determinar si un maximo relativo de la estimacion de la funcion de densidad es moda o no, este
debe tener una cantidad minima de masa de probabilidad asociada, mg, por encima de una altura
minima.

Con el fin de obtener la expresion de la ventana critica dada por Fisher y Marron (2001), a partir
de la estimacion tipo nicleo de la funcion de densidad dada en (1.1) para una ventana h, al igual
que en el arbol de modas, se denotard como v; a la localizacion de los maximos locales (en orden
creciente en el soporte de la variable aleatoria X). Si la estimacion fh posee | maximos locales, se
denotara como w; a la localizacién (en orden creciente) de los minimos locales con i = 2, ...,1, con
w1 = —00 y COMO Wip1 = 0.

Para no rechazar la hipotesis nula a causa de las modas causadas por datos atipicos, se consi-
deraran solo las modas que superen una altura minima A, esto es, se tendrédn en cuenta solo las
modas asociadas a este conjunto:

I ={i=1,....0: fa(v;) > Ao}

Para cada i € Iy, se define el nivel de masa asociada a un maximo relativo como:

Ai = max {tllgrllwfh(tl),t2gg+lfh(t2),Ao}-

Por dltimo, para poder analizar el exceso de masa asociado a cada méximo relativo, antes es
necesario ver cuales seran los puntos de corte asociados a estos excesos para cada v; con i € Igy.
Estos son:

. : )\ — 1’ r t . S. )\ _ l,m A t
a4 = A (o S1 A; tll—r}qluifh( 1)7 bZ _ ) Wi4-1 1 A t2*}wi+1fh( 2),
I o (0) en otro caso, I ey (M) en otro caso,

donde f,: l(wi,vi)()\i) representa al primer punto mayor que w; tal que fh para ese punto toma el
valor \;.
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Se puede ver que los a; < v; < b; estan bien definidos para todo i € Ipy. Si A; # tlh;nqlﬂifh(tl)
entonces, por definicion, se cumple que \; > tlh;nllu i fr(t1). Ademas, se verifica que fy(v;) > Mg por
ser i € Iry y también se cumple que fp,(v;) > tzgrugﬂfh(tg) por ser w;41 el primer minimo relativo
despuésde v; sii =1,...,1—1 o por ser fr(v;) > 0= t;i_r)rlocfh(tg) siit = 1. Si fj, es continua y se cumple
que tlh;rrllu fr(t1) < A < frn(v;) existira al menos un punto z; en el intervalo (w;,v;) verificando que
fr(z;) = Ai. Se puede razonar de forma analoga para ver que los b; estan bien definidos.

Una vez introducida la notacion, ya se puede calcular el exceso de masa asociado a cada méximo
local v;, con i € Ixy, que se denotard como F;(h) y que se define como:

Bi(h) = /b (Fula) — X.) d. (3.9)

i

Dado un exceso de masa minimo, mg, para eliminar las modas asociadas a un exceso de masa
pequeno, se consideraran solo a aquellos maximos relativos tales que E;(h) > mg. Para los i € Iy
verificando que E;(h) < my, se realizara el siguiente algoritmo en el que en cada paso, se considera
el indice m asociado al E,,(h) mas pequeno. Si el correspondiente ), toma el valor Ao, entonces
se eliminaréd al indice m del conjunto Iry. En cambio, cuando \,, > g se realizara alguna de las
siguientes acciones:

= Sim = 1 se combinara al maximo relativo v con el que se encuentre a su derecha (es decir,
b, pasaria a ser igual a by y se eliminarfa el indice 1 de Iry)

= Cuando 1 < m < [, si se verifica que a,, = w,,, se combinaré al maximo relativo v,, con el que
se encuentre a su izquierda (es decir, a,, pasaria a ser igual a a,,_1 y se eliminaria el indice m

de Iry).

= Si G # Wy ¥ by = W1, con 1 < m < [, se combinara al maximo relativo v, con el que se
encuentre a su derecha (es decir, b, pasaria a ser igual a b,,11 y se eliminaria el indice m de

IFM)'

= Sim =1, se combinard al maximo relativo v; con el que se encuentre a su izquierda (es decir,
a; pasarfa a ser igual a a;_1 y se eliminaria el indice | de Iry).

A partir de estos nuevos puntos de corte se redefine la expresion dada en (3.9) de la siguiente
forma:

b
B ()= [ {ful@) — An}ade. (3.10)

am

Una vez finalizado este paso, se repetira este proceso hasta emparejar a todos los posibles v; con
masa asociada menor que my.
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Cuando se hayan combinado a todos los posibles maximos relativos, se denotard como Eéi)(h) a

los valores ordenados de mayor a menor de E{(h), con i € I}, donde I}, son los indices de Iry; que
quedan tras realizar el proceso anterior. Esto es, si I’ es el cardinal del conjunto I}, se tendria que
EEI)(h) > ... > Eél,)(h).

Si se define como moda de Fisher y Marron (2001) a aquellos maximos relativos que tienen una
masa de probabilidad asociada superior a mg y que estan por encima de \g, se denotard como jpps
al nimero de modas de Fisher y Marron (2001) de la verdadera f y se planteara el contraste de
hipoétesis:

H, Jirm < ke, frente a H, CIEM > ke, (311)

siendo kpps € ZT el nimero de modas de Fisher y Marron (2001) que se quieren contrastar.

Para obtener el estadistico que se empleara para este contraste, se define:

l/
EL(h)  sikpy <,
Skear(h) = i:%l o (h) i (3.12)

0 en otro caso.

Con el objetivo de comprender un poco mejor el proceso de obtencion de los E.(h), se detallan
a continuacion los pasos a seguir para la obtencion del ntimero de modas de Fisher y Marron (2001)
si se tuviese como estimaciéon tipo nicleo la curva que se presenta en la Figura 3.1.

1. Observando la Figura 3.1 se puede ver que hay 6 maximos locales a los que se les denotara
v1,...,U¢ ¥ 5 minimos locales a los que se les denotara como ws, ..., wg. Ademés, se anadiran
los puntos w1 = —00 y wy = 00

2. Como para el sexto maximo local se cumple que fh(vg) < g, este maximo local no seré
candidato a ser moda para esta estimacion de la funciéon de densidad. Asi, en este momento,
se tiene que Iy = {1,2,3,4,5}.

3. a) El nivel de masa de vy seria A\ = méx {t lm  fr(t1), fr(ws), /\0} = ful(wy).
1—>—00

b) Como se verifica que Ay = f(wz), uno de los puntos de corte asociados al exceso de
masa de vy seria by = wsy, mientras que a; coincidiré con el primer punto de la recta real
(mayor que wy = —o0) verificando que f(a1) = A1.

¢) A partir de estos puntos de corte se puede calcular el exceso de masa asociado a v;
como Ey(h) = [ ( Fulz) — fh(wz)) dz. Los valores de Ea(h), Es(h), Ea(h) v Es(h) se

obtendrian de forma analoga.

4. a) Si se verifica que F5(h) < mg, como a5 # ws y by # we, entonces se eliminaria este

candidato moda, de forma que se tendria que I}, = {1,2,3,4}.
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Ep £y

Ez

A1 Ag Ey

JRA.
J \/

a; vy wy V2 b ws ag vz wy vq4 by wias b we ve
g a4 Vs

b] ba

Estimacién de la densidad

Ao

Figura 3.1: Ejemplo del célculo de exceso de masa para el test de Fisher y Marron.

b) Si E1(h) > mo vy E2(h) > mg se tendria que v1 y v2 son dos modas de Fisher y Marron
(2001).

¢) Si Es(h) < mgy E4(h) < mg, como Ey(h) < E3(h), entonces se redefinirian los puntos
de corte asociados al indice 4, de forma que se combinarian vs con vy dejando solo un
posible candidato a moda, el indice 3, cuyo exceso de masa asociado tendria los puntos de

corte az y by, asi, se tiene que B4(h) = [V {fu(x) = Na}idz = [ {fu(x) — fa(wa)}4da.

d) Si se verifica que E4(h) > myg, entonces v3 seria una moda y como se ha eliminado vy
para que vs alcanzase el exceso de masa minimo, se tendria que I}, = {1,2,3}.

5. Una vez se han combinado todos los posibles v;, como I, = {1, 2,3}, para esta estimacion de
la funcion de densidad se verifica que Sk,.,, (k) > 0 si kpapr < 3y Skpy, (R) =0 en otro caso.

A partir de Sg,.,,(h), ya se puede obtener la expresion de la ventana critica presentada por Fisher
y Marron (2001). Asi, dados mg y Ag, la ventana critica seria:

hey = sup {h : Sk, (h) > 0}. (3.13)

Se puede ver que para un valor suficientemente grande del pardmetro de ventana (se denotara
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a este parametro como h,), siempre se verifica que fha tiene una sola moda y que, si se tienen al
menos k datos de la muestra distintos, siempre que mg sea lo suficientemente pequeno, existe un
hy tal que Sk, (hy) > 0. Por tanto, una forma de encontrar el valor de hyy, dado un Ag y un myg
(suficientemente pequetio), serfa empezar en un h. suficientemente grande para que fhc tenga una
sola moda e ir reduciendo el valor de h hasta Sk,,, > 0 para la estimacién tipo niucleo dada por fh
y tomar como hgy; a este h.

La nueva ventana dada en (3.13) servird para realizar el contraste (3.11), para ello, se redefine
el estadistico de Cramér—von Mises que se vio en (3.8) de la siguiente forma:

n

Tew =Y <13“h,FM (X)) — 2= 1) 42 (3.14)

4 2n 12n’
=1

donde FhFM (x) = ffoo thl\/I (t)dt.

El estadistico (3.14) se usara como estadistico de contraste para (3.11). Su distribucion bajo
la Hy se podria obtener usando una metodologia de remuestreo bootstrap de forma anéloga a la
realizada con el estadistico Ty en (3.8).

El problema asociado al calibrado de este test es que a diferencia de lo que ocurria con el calibrado
de Hall y York (2001) donde bastaba con conocer un soporte acotado de la variable aleatoria, en este
se necesitaria disponer de algtn criterio para seleccionar Ao y mg, ya que Fisher y Marron (2001)
no especifican cémo obtener los valores de estos parametros.

3.2. Test basado en el exceso de masa y dip

A lo largo de esta seccion se analizara el test basado en el dip propuesto por Hartigan y Hartigan
(1985) para realizar el contraste (1.3) con k = 1. El estadistico de contraste para este test se obtendra
a partir de la distancia entre la funcion de distribucion empirica F,, definida en (1.4) y la funcion
unimodal (funcién con un tnico maximo, monoétona creciente y acotada, aunque no necesariamente
de distribucién) mas proxima.

También se estudiard el test de exceso de masa propuesto por Miiller y Sawitzki (1991) para
contrastar la hipétesis nula de que la verdadera distribuciéon posee a lo sumo k& modas, frente a la
alternativa de que la distribuciéon posee méas de £ modas. En este caso, el estadistico de contraste
vendréa determinado por la diferencia entre el exceso de masa de probabilidad (obtenido a través de
la distribucion empirica) que se tiene en (k 4+ 1) modas y el presentado en k& modas. Se presentan
conjuntamente estos dos test ya que se puede demostrar que en el caso unidimensional, para contras-
tar unimodalidad frente a multimodalidad de la distribucién, estos son equivalentes, en el sentido
de que el valor del estadistico dado en el test de exceso de masa es exactamente dos veces el valor
del estadistico del test dip. Esta equidad y que el exceso de masa sea el estadistico que se puede
adaptar al contexto circular justificardn que se de una descripcion mas detallada del test presentado
por Miiller y Sawitzki (1991).
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Por ultimo, debido al deficiente calibrado que tienen los test anteriores, se presentan el calibrado
de Cheng y Hall (1998) y una nueva propuesta para el caso de contrastar unimodalidad frente a
multimodalidad, que constituye una de las aportaciones de este TFM.

3.2.1. Test basado en el dip

La idea de la obtencién del dip se basa en que si F' es una funcién de distribucién unimodal con
una moda en m serd convexa en (—oo,m|, ya que su derivada (la funcion de densidad) es creciente
en (—oo,m) y serd concava en [m, oo), ya que su derivada es decreciente en (m, co).

Con el fin de poder calcular el estadistico dip con el que se contrastara la hipotesis nula de
que la verdadera distribucién es unimodal frente a la hipoétesis alternativa de que la verdadera
distribucién es multimodal, dadas dos funciones acotadas, F' y G, se introducird a la distancia
p(F,G) = sup{|F(z) —G(z)|}. Denotando como U a la clase de funciones de distribucion unimodales,

xr

se tiene que el dip de una funcion de distribucion F', quedaria definido de la siguiente forma:
D(F) = o(F,U) = inf {p(F,G)}. (3.15)

Ademas, se puede comprobar facilmente que el dip verifica que D(Fy) < D(F3) + p(F1,Fs) y
que D(F) = 0 siy solo si F' € U. Por tanto, valores “grandes” del dip se traduciran en una gran
discrepancia entre una distribuciéon dada y una unimodal.

Con el objetivo de poder calcular en la practica el dip de una funcion de distribucion, se extendera
su definicion a las funciones acotadas que son constantes en (—o0,0] y en [1,00) y que para algin
m € [0, 1], son convexas en [0,m] y concavas en [m, 1] (se denotara a esta clase de funciones como
V). Para esta clase de funciones, se define el dip como sigue:

D(F) = o(F,V) = inf {p(F,G)}. (3.16)

El siguiente resultado, probado por Hartigan y Hartigan (1985), demuestra que para funciones
de distribucion la definicién del dip dada en (3.16) es consistente con la dada en (3.15).

Teorema 3.2. (Hartigan y Hartigan, 1985) Sea F' una funcién de distribucion verificando que
F(0) =0 y que F(1) = 1. Entonces se tiene que o(F,U) = o(F, V).

A la vista del Teorema 3.2, bastara con calcular el valor de g(F,)) para obtener el valor del dip
con respecto a la funcién de distribucién unimodal mas proxima.

Para estimar, a partir de la muestra, el valor del estadistico dip de la verdadera distribucién se
puede hacer uso del Teorema de Glivenko—Cantelli. Este teorema garantiza que p(F,,F) — 0 de
forma casi segura. Ademaés, es facil ver que si p(F,, F') — 0, entonces se verifica que D(F,,) — D(F)
de forma casi segura. Con esto se obtiene que, con probabilidad uno, para un tamano muestral
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suficientemente grande, el dip obtenido a través de la funcién empirica se aproximara al dip de la
verdadera funciéon de distribucion.

Consecuentemente, basta con calcular o(F,, V) para estimar el valor del dip. La construccion de
la funcién de la clase V mas proxima a F,, se ilustré en la Figura 1.9 mostrada en la Seccién 1.2 y
se detalla en la Seccion 4 de Hartigan y Hartigan (1985).

Como estadistico de contraste, Hartigan y Hartigan (1985) emplean al valor de v/nD(F},), para
obtener su distribucion bajo Hy, Hartigan y Hartigan (1985) proponen utilizar la distribucion del
dip de la distribucion U(0,1) obtenida a través de la metodologia de Monte Carlo. Para ello, se
generan M muestras de tamano n procedentes de una distribucion uniforme y se calcula el dip
asociado a cada una de estas muestras. A partir de ellos se generaran los valores criticos ko, de
forma que dada una muestra X, de tamano n, para un nivel de significaciéon «, se rechazaréd Hy si
P(ko < D(F,)) >1— .

Los resultados de las simulaciones que se presentaran en la Seccién 3.3, justificaréan la necesidad
de un nuevo calibrado, como el propuesto por Cheng y Hall (1998) o la nueva propuesta que se
presenta en este Trabajo Fin de Master.

3.2.2. Test de exceso de masa de Muller y Sawitzki

El estadistico de Miiller y Sawitzki (1991) es una extension del estadistico de Hartigan y Hartigan
(1985) para el caso en el que se quiera contrastar la hipotesis nula de que la verdadera distribucion
posee a lo sumo k modas frente a la hipotesis alternativa de que la verdadera distribucién posee mas
de k& modas. Se basa en la idea de que una moda estaré presente donde haya un exceso de masa de
probabilidad concentrado.

Para introducir el estadistico de contraste de este test, dada la funcion continua de densidad f
y un A € R*, se define la funcién exceso de masa como:

E(fw\):/{f(w)*)\hdfc:/c f(@) = AICX]] = P(Cx) = Al[CA]l :Slc{p(lP(C)*AIICH)?

donde Cy = {z : f(z) > A}, ||C.]| es la medida del conjunto Cy y C es un conjunto de Borel.

Denotando como A—conglomerados a las componentes conexas de C), se sabe que una distri-
bucién con j modas, tendra a lo sumo j A-conglomerados. Si se denota como Cf,...,C; a los j

j j
A—conglomerados que tiene f, se obtiene que Cy = ﬂJlCi y que E(f,\) = Y. P(C;) — \||C;]|. Asi, se
= i=1

define la funcién exceso de masa para j modas para el caso unidimensional como:

Ej(f,A) = sup {Z /C | <f<x>A>dx} sup {ZP(@)AHOA}, (317)

Ch,yesC; Ch,yesC;
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donde el supremo se toma sobre todos los posibles C;, con i = 1,...,j, siendo estos C; conjuntos
cerrados y conexos, es decir, intervalos cerrados. Como los C; son intervalos del tipo C; = [a;, b;], se
tiene que, en este caso, ||C;|| = b; — a;.

A partir de (3.17), dada una muestra X = (X7, ..., X,,), se define el exceso de masa empirico para
k modas del siguiente modo:

k
Epk(Pn,A) = sup {Z]Pn(Cz)AIICzII}, (3.18)

C1,Cr 1=

NE!

con P, (Cy) = LY I(X; € (y).
i=1

Con el fin de obtener un estadistico que permita realizar el contraste (1.3), para un A dado,
se denota como Dy, p1+1(A) = Ep g41(Pn, A) — Ep x(Py, A). A partir de este D,, ;41()\) se define el
estadistico A, 41 del siguiente modo:

An)k_'_l = m}éX{DnJC_’,]_()\)}. (319)

Miiller y Sawitzki (1991) muestran que para el caso k = 1, A, 11 es igual a dos veces el valor
del estadistico dip.

La hipotesis de que la verdadera distribucién posee a lo sumo k& modas es rechazada a favor
de que posee al menos (k + 1) modas para valores grandes de A, y+1. El problema, tal y como
afirman Miiller y Sawitzki (1991), es que la distribucién de este estadistico, depende de la verdadera
distribuciéon de la que proviene la muestra observada.

Para el caso k = 1, Miiller y Sawitzki (1991), al igual que hacfan Hartigan y Hartigan (1985),
proponen emplear la distribucion que tiene A,, » para una U(0, 1) como distribucion del estadistico
bajo la hipotesis nula. La elecciéon de esta distribucion es debida a que, tal y como prueban Miiller
y Sawitzki (1991), para tamafios muestrales suficientemente grandes, para la regla que dada una
muestra X, de tamafio n, para un nivel de significacion «, rechaza Hy si P(ko < D(F,)) > 1—a, se
tiene que el porcentaje de rechazos para un muestra generada bajo H siempre serd menor o igual
que el nivel nominal a.

3.2.3. Calibrado de los test de exceso de masa y dip

A la vista del deficiente calibrado de los test propuestos por Hartigan y Hartigan (1985) y Miiller y
Sawitzki (1991) para A,, 2, Cheng y Hall (1998) proponen un calibrado de este estadistico basandose
en que para muestras de tamano grande, bajo la hipotesis nula de que la distribuciéon es unimodal,
la distribucién de A, 2 es independiente de la distribucién desconocida excepto por el factor:
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()N
C—(f”(mo)l) ’ (3.20)

donde z( denota la localizacion de la tinica moda de f.

Como la distribucién de A, 2 es independiente de la verdadera distribucién de la variable aleatoria
salvo el parametro ¢, para calibrar la distribuciéon de A,, 2, Cheng y Hall (1998) sugieren utilizar la
distribucién que tiene dicho estadistico cuando la muestra sigue alguna de las tres clases de funciones
de densidad que se ilustraran a continuacién y que cubren todo el rango de posibles valores de
d = c7® = |f"(20)|/f3(x0). La eleccién se hara estimando d a partir de la muestra. Teniendo en
cuenta que d € [0, 00), las clases propuestas por Cheng y Hall (1998) son las siguientes:

= Sid < 27, entonces se emplea para calibrar la distribucion Beta(b, b), cuya funciéon de densidad
es:

P(a;b) = (1 — @),

B(b,b)

para xz € (0,1) y b > 1, siendo B(z,y) = fol t*=1(1 — t)¥~! dt1a funcién beta.

Como, en este caso, independientemente de b, la inica moda se alcanza en el punto zo = 1/2,
se tomara como b al parametro que verifique la siguiente igualdad d = |¢"(0.5;b)|/13(0.5;b) =
B(b,b)? - 241 (b —1).

= Sid = 27, se usa como referencia cualquier distribuciéon normal, ya que independientemente de
los parametros p y o2, denotando como 1) (u) al valor de la funcién de densidad de la N (p, 0?)
en su moda, es decir en p, se tiene que d = | ()| /4> (1) = 27.

= Sid > 27, se emplea como distribucion de referencia una t de Student reescalada, cuya funcion
de densidad es la siguiente:

1
B(b— 0.5,0.5)(1 + 2

Y(2;0) =

donde x € Ry b > 0.5.

Como independientemente del parametro b, la tnica moda de esta funcion de densidad se
encuentra en el punto xyo = 0, b serd el parametro que verifique la siguiente igualdad d =
[ (0;0)| /13 (0;b) = 2b- B(b — 0.5,0.5)2.

Se toman estas tres distribuciones como referencia al igual que hacen Cheng y Hall (1998), si bien
estas pueden ser sustituidas por cualquier otra clase de referencia que goce de una relacién biyectiva
con el conjunto [0,00) de posibles valores de d.

El problema sera que, como se desconoce la verdadera funcion de densidad f, para saber qué
distribucién se debe usar, es necesario estimar la expresiéon de d, lo cual repercutira a su vez en
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que se tenga que estimar la expresion de b. Para realizar esta estimacion se denotard como f;’ ala
estimacion tipo ntcleo de f” con parametro de ventana g, esto es:

o 1 g " x_Xi
= — S K" (/=20
fy (@) ng?,; J

En particular, para estimar f”(xg), Cheng y Hall (1998) proponen utilizar el estimador anterior
con nucleo gaussiano y el selector de g 6ptimo basado en la hipotesis de que f sigue una normal.
Asi, el valor de g se obtiene a través de la siguiente expresion (véase Scott (1992), Sec. 6.2):

G =094n"19,

donde & sera la cuasidesviacion tipica muestral.

Para estimar f(zg), Cheng y Hall (1998) proponen utilizar fh con un nicleo gaussiano, y para
seleccionar el valor de h emplean el selector de ventana normal, esto es, h tendra la siguiente expresion

(véase Scott (1992), Sec. 6.2):
1/5
h = <§) n71/5&,

donde & sera nuevamente la cuasidesviacion tipica muestral.

Denotando como Z( a la posicién donde se encuentra la moda predominante para f3, esto es,
To = arg max {fr}, se tiene que la estimacion de d vendra dada por la siguiente expresion:

d= Lﬁ%)'g (3.21)

(fu(@0))

Para construir el test de Cheng y Hall (1998) para una muestra X = (Xi,...,X,,) dada, es
necesario obtener el valor de A, o y del d de (3.21) asociados a dicha muestra. Haciendo uso del
valor de d obtenido, se estima b y se escoge la funciéon de densidad ¥ (z; 5) asociada. A partir de la
funciéon de densidad ¥ (z; 5), se construyen las muestras bootstrap X* = (X7, ..., X) y, utilizando
estas remuestras, se calcularan sus A} 5 asociados. Se aproximara la distribucion de A,, 2 de forma
que para un nivel de significacién « se rechazara la hipétesis nula de que la verdadera funcién de
densidad f es unimodal si P(A}, 5 <A, 5|X) > 1 —a.

3.2.4. Nueva propuesta: Calibrado de los test de exceso de masa y dip
haciendo uso de la ventana critica

Con el objetivo de mejorar el calibrado del test de Miiller y Sawitzki (1991) para contrastar la
hipotesis nula de que la verdadera distribucién posee una moda frente a la alternativa de que la



3.3. ESTUDIO DE SIMULACION 53

verdadera distribucion posee més de una moda, en el presente TFM se introduce otro calibrado del
estadistico A, 2 basado en la ventana critica.

Este test no solo presenta la ventaja de mejorar el calibrado del desarrollado por Miiller y Sawitzki
(1991), si no que ademas, a diferencia del test de Cheng y Hall (1998), permite su extension a datos
circulares, posibilitando, en particular, realizar un test para contrastar si en la comarca de Vigo hay
una unica temporada de incendios o méas de una.

Los pasos a seguir para realizar esta nueva propuesta son los siguientes:

1. Dada la muestra X = (X, ..., X,,), obtener el valor del estadistico A,, 5 a partir de la ecuacion
(3.19) cuando k = 1.

2. Calcular el valor de la ventana critica dada en (3.1) cuando k = 1. Se denotara a esta ventana
como h1.

3. Haciendo uso de h; se tomaré como funciéon de densidad, bajo la hip6tesis nula, la estimacion
tipo nuacleo fp,, para generar B réplicas bootstrap X* = (X7, ..., X}).

4. A partir de cada una de las B réplicas bootstrap X*?, con b = 1, ..., B; se obtienen los estadis-
ticos del test de exceso de masa asociados a cada una de estas réplicas, A:‘f?

5. Para un nivel de significacion o se rechazara la hipotesis nula si P(A} 5 < Ay 2|X) > 1—a.

La ventaja que presenta este test, que ya mostraba el de Cheng y Hall (1998), sobre la propuesta
de Hall y York (2001) es que no se necesita conocer el soporte de la verdadera distribucion de la
muestra. Si bien, cuando este sea conocido, nuestra propuesta seria emplear, en el paso 2, la ventana
critica de Hall y York (2001) dada en (3.3) en vez de la ventana critica de Silverman (1981).

3.3. Estudio de simulaciéon

A continuacion se presenta un estudio de simulacion para los test descritos en este capitulo, los
cuales han sido programados en el software estadistico R Core Team (2013). En todos los estudios
realizados, se han tomado los niveles de significacion a = 0.01,0.05, 0.1, tamanos muestrales n = 50,
n =200 y n = 1000 (n = 100 en lugar de n = 1000 en los estudios de potencia), se han usado 500
muestras distintas de cada distribucién y se han realizado B = 500 réplicas bootstrap para obtener
el p—valor asociado a cada muestra.

Con el fin de analizar el calibrado de los test presentados, en las Tablas 3.2 y 3.3, para el contraste
dado en (1.3) cuando k = 1, se muestra el porcentaje de rechazos de los test de Silverman (1981)
(Seccion 3.1.1), la version sencilla del de Fisher y Marron (2001), esto es, con A\g =0y mo = 0 ya
que no se tiene ningtn criterio para seleccionar estos parametros (Seccion 3.1.3), el de Cheng y Hall
(1998) (Seccion 3.2.3) y la nueva propuesta presentada para este trabajo utilizando la ventana critica
(Seccion 3.2.4), en las siguientes distribuciones unimodales (véase Johnson et al., 1995): Beta(3,4),
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Gamma(3,1), t5, x3, Weibull(5,1), la normal M1 (modelos sencillos) y las mixturas de normales M2,
M3, M8 y M9 (modelos complejos) descritas en el Apéndice A.

Ademés, en las Tablas 3.2 y 3.3 se ha realizado un estudio de simulacién para el contraste con
soporte conocido dado en (3.2) para el Método 1 propuesto por Hall y York (2001) (Seccion 3.1.2),
el que rechaza Hy si P(hf, < Aqhuy|X) > 1 — a, donde los A, son los dados en (3.4). También
se han calculado los porcentajes de rechazo para la nueva propuesta presentada para este trabajo
utilizando la ventana de Hall y York (2001) (Seccion 3.2.4). Se muestran en estas tablas el porcentaje
de rechazos en las siguientes distribuciones unimodales: Beta(3,4) en el intervalo [0, 1], Gamma(3,1)
en el intervalo [0.5, 5], ¢5 en el intervalo [—1.5, 1.5], x% en el intervalo [0, 5], Weibull(5,1) en el intervalo
[0.5,1.3] y de las mixturas de normales (descritas en el Apéndice A) M1 en el intervalo [0, 1], M2 en

el intervalo [0, 1], M3 en el intervalo [0, 1], M8 en el intervalo [—1.5,2.5] y M9 en el intervalo [—5, 5].

No se muestran las tablas del test propuesto por Hartigan y Hartigan (1985), empleado también
por Miiller y Sawitzki (1991), ya que, tal y como sefialan Cheng y Hall (1998), se ha obtenido un
test demasiado conservador. Para comprobar este hecho, se han generado 1000 muestras, de 1000
datos cada una, de una distribucion N(0,1), de una Beta(3,4), de una Gamma(3,1) y de una t;.
Los valores criticos k. han sido generados a partir de los dip obtenidos para 10000 muestras, con
1000 datos cada una, procedentes de una distribucion U(0, 1). Con el fin de obtener el valor del dip
para cada muestra se ha empleado la funcién programada en R en la libreria diptest por Maechler
(2013). Para los distintos estudios de simulacion realizados bajo la hipétesis nula, se ha obtenido
una probabilidad de rechazo de la hipotesis nula menor o igual a 0.005, para un nivel de significaciéon
a del 0.2.

En la Tabla 3.4 se ha realizado un estudio de potencia de los distintos test. Se ha calculado el
porcentaje de rechazos para las siguientes distribuciones, descritas en el Apéndice A, con dos modas
en el intervalo [0,1]: M4, M5, M6 y M7. En el caso del test propuesto por Hall y York (2001) y
de la nueva propuesta utilizando la ventana de Hall y York (2001) se ha empleado como intervalo
I =[0,1] en las cuatro distribuciones estudiadas.

Test basados en la ventana critica
En primer lugar, se analizaran los dos test que permiten realizar el contraste (1.3) cuando k € Z™.

Para el test de Silverman (1981) presentado en la Seccion 3.1.1; se tiene que cuando se observan
los modelos estudiados bajo Hy, el porcentaje de rechazos esta, incluso para tamanos muestrales
elevados, significativamente (a un nivel del 5%) por debajo del nivel de significacién nominal, a
excepcion de los modelos t5 (para o = 0.1 y n = 1000), M8 (para = 0.1 y n = 200 o n = 1000) y
M3 (para a = 0.05 0 a = 0.1 y n = 200 o n = 1000). Este hecho permite concluir que este test sera
claramente conservador.

En el caso del test de Fisher y Marron (2001) presentado en la Seccién 3.1.3, aunque en la
mayoria de los modelos estudiados bajo Hy se observa que el porcentaje de rechazos estd muy por
encima del nivel de significacion nominal. Se tiene que en ciertos modelos como son la Beta(3,4), la
Weibull(5,1), el M1 y el M9 (para n = 50) el porcentaje de rechazos esta significativamente (a un
nivel del 5 %) por debajo del nivel teorico a.

A la vista de estos resultados, se puede concluir que ninguno de los test presentados que permiten
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realizar el contraste (1.3) cuando k > 1 va a tener un calibrado correcto.

De los dos métodos presentados por Hall y York (2001) en la Seccion 3.1.2 para realizar el
contraste (3.2) se muestra solo los resultados del Método 1 ya que, en general, el calibrado obtenido
con este método es ligeramente mejor para estos modelos que el obtenido con la otra propuesta de
Hall y York (2001). Para este test se tiene que el calibrado es bastante deficiente cuando n = 50,
mejorando claramente con el tamano muestral. Asi, para los tamanios n = 200 y n = 1000 en los
modelos sencillos se obtiene que el porcentaje de rechazos estd proximo al nivel de significacion
impuesto. Analizando los modelos complejos, parece que este test no consigue un buen calibrado
incluso para tamafio muestral grande, ya que en general (para n = 1000), el porcentaje de rechazos
obtenidos esté significativamente (a un nivel del 5 %) por encima del nivel nominal a.

Test basados en el dip o en el exceso de masa

En cuanto al test de Cheng y Hall (1998) presentado en la Seccion 3.2.3, se puede observar en las
Tablas 3.2 y 3.3 que funciona bastante bien en los modelos sencillos, incluso desde tamanos muestrales
muy pequetios (n = 50), a excepcion del modelo 5 y de la normal M1 (para n = 1000), donde ya
el porcentaje de rechazos (para todos los tamanos muestrales estudiados) era significativamente (a
un nivel del 5%) inferior a « usando el Método 1 de Hall y York (2001). En los modelos complejos,
en general, el calibrado obtenido no es correcto, a excepcién del modelo M9, donde el porcentaje de
rechazos no es significativamente (a un nivel del 5 %) distinto del nivel nominal «.

Para la nueva propuesta presentada para este TFM en la Seccién 3.2.4 cuando se usa la ventana
critica, se tiene que el calibrado es bastante bueno, incluso desde tamanos muestrales muy pequenos
(n = 50), a excepcion de los modelos t5 y M1 (para n = 1000) donde el porcentaje de rechazos de Hy
es significativamente (a un nivel del 5 %) inferior a o y del modelo complejo M9, donde el porcentaje
de rechazos es significativamente superior al nivel teérico «.

En cuanto a la modificacion empleando la ventana de Hall y York (2001) para la nueva propuesta
presentada en la Seccién 3.2.4, en todos los modelos estudiados bajo Hy, el porcentaje de rechazos
conseguido para los distintos niveles de significacién ha sido similar al obtenido con la nueva propues-
ta empleando la ventana critica de Silverman (1981), a excepciéon del modelo M9 donde se consigue
que, para tamafio muestral alto, el porcentaje de rechazos no sea significativamente (a un nivel del
5%) distinto del nivel nominal c.

En cuanto a los resultados de potencia de los test que calibran correctamente, estos son el test de
Cheng y Hall (1998) y de la nueva propuesta presentada en la Secciéon 3.2.4, se puede observar en la
Tabla 3.4 que ninguno de los dos es méas potente ya que mientras que en la mixtura M7 (para n = 50)
y en la M4 (para n = 200) la nueva propuesta (tanto como con la ventana critica como con la de
Hall y York, 2001) es claramente més potente que el test de Cheng y Hall (1998), en las mixturas
M5 y M6 se obtienen resultados contrarios. Ademaés, se observa que la potencia de ambos test es
bastante buena, en general, ya que mejora con el tamano muestral aproximandose a 1. En cuanto
a la potencia, el problema mas grave que se ha observado es que tanto la nueva propuesta (para
tamatios n = 50 y n = 100) como el test de Cheng y Hall (1998) (para tamafos n = 50,n = 100 y
n = 200) no son capaces de detectar que el modelo M4 no es unimodal.

Ante todos estos hechos, entre los test presentados, la recomendacién para contrastar si una
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distribucion es unimodal serfa emplear el test de Cheng y Hall (1998) o la nueva propuesta con
la ventana critica de Silverman (1981) cuando se desconoce el soporte de la variable aleatoria o la
version modificada con la ventana de Hall y York (2001) cuando el soporte es conocido.



1 @ 0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 0.10
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
) n=50 0 (0) 0 (0) 0.006 (0.007) 0 (0) 0.024 (0.013) 0.054 (0.020) 0 (0) 0.018 (0.012) _ 0.046 (0.018)
) 1-200 0 (0) 0.006 (0.007) 0.032 (0.015) | 0.002 (0.004) 0.022 (0.013) 0.070 (0.022) | 0.006 (0.007) 0.056 (0.020)  0.102 (0.027)
Beta(3d) | . oy | R=iow 0 (0) 0.010 (0.009) 0.040 (0.017) | 0.004 (0.006) 0.022 (0.013) 0.058 (0.020) | 0.010 (0.009) 0.064 (0.021)  0.098 (0.026)
’ B ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
B n=50 | 0.024 (0.013) 0.078 (0.024) 0.130 (0.029) | 0.014 (0.010) 0.048 (0.019) 0.092 (0.025) | 0.014(0.010) 0.048(0.019) 0.092(0.025)
cem n=200 | 0.020 (0.012) 0.082 (0.024) 0.126 (0.029) | 0.002 (0.004) 0.052 (0.019) 0.098 (0.026) | 0.002(0.004) 0.052(0.019) 0.098(0.026)
11000 | 0.024 (0.013) 0.064 (0.021) 0.110 (0.027) | 0.010 (0.009) 0.048 (0.019) 0.084 (0.024) | 0.010(0.009)  0.048(0.019) 0.084(0.024)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Meétodo 1 de Hall y York (2001)
n=50 0(0) 0(0) 0.002 (0.004) | 0.030 (0.015) 0.118 (0.028) 0.178 (0.034) 0(0) 0.020 (0.012) __ 0.074 (0.023)
n=200 0 (0) 0 (0) 0.004 (0.006) | 0.044 (0.018) 0.116 (0.028) 0.188 (0.034) | 0.006 (0.007) 0.034 (0.016)  0.078 (0.024)
Gamma.) 055 | 1000 0 (0) 0 (0) 0.010 (0.009) | 0.062 (0.021) 0.152 (0.031) 0.238 (0.037) | 0.006 (0.007) 0.036 (0.016)  0.078 (0.024)
’ st ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
: n=50 |0.020 (0.012) 0.054 (0.020) 0.098 (0.026) | 0.016 (0.011) 0.048 (0.019) 0.102 (0.027) | 0.016(0.011) 0.046(0.018)  0.082(0.024)
n=200 | 0.008 (0.008) 0.054 (0.020) 0.086 (0.025) | 0.012 (0.010) 0.044 (0.018) 0.104 (0.027) | 0.010(0.009) 0.038(0.017) 0.086(0.025)
St n=1000 | 0.002 (0.004) 0.042 (0.018) 0.096 (0.026) | 0.004 (0.006) 0.058 (0.020) 0.108 (0.027) | 0.004(0.006) 0.026(0.014) 0.084(0.024)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Meétodo 1 de Hall y York (2001)
n-50 0(0) 0 (0) 0.002 (0.004) | 0.054 (0.020) 0.138 (0.030) 0.236 (0.037) 0(0) 0.004 (0.006) _ 0.030 (0.015)
n=200 0 (0) 0 (0) 0.034 (0.016) | 0.148 (0.031) 0.204 (0.040) 0.390 (0.043) | 0.002 (0.004) 0.014 (0.010)  0.032 (0.015)
N . L1515 | 21000 0 (0) 0.008 (0.008) 0.102 (0.027) | 0.316 (0.041) 0.454 (0.044) 0.554 (0.044) | 0.004 (0.006) 0.044 (0.018)  0.074 (0.023)
° . ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
. n=50 | 0.004 (0.006) 0.026 (0.014) 0.062 (0.021) 0 (0) 0.038 (0.017) 0.078 (0.024) 0(0) 0.032(0.015) 0.062(0.021)
. =200 0 (0) 0.016 (0.011)  0.054 (0.020) | 0.006 (0.007) 0.034 (0.016) 0.074 (0.023) | 0.004(0.006) 0.034(0.016) 0.072(0.023)
T 1n=1000 0 (0) 0.020 (0.012) 0.052 (0.019) | 0.006 (0.007) 0.026 (0.014) 0.072 (0.023) | 0.002(0.004) 0.024(0.013)  0.062(0.021)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Meétodo 1 de Hall y York (2001)
n=50 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0.076 (0.023) 0.242 (0.038) 0.366 (0.042) | 0.002 (0.004) 0.018 (0.012) _ 0.080 (0.024)
n=200 0 (0) 0(0) 0.004 (0.006) | 0.172 (0.033) 0.320 (0.041) 0.466 (0.044) | 0.018 (0.012) 0.060 (0.021) 0.114 (0.028)
2 3 g P00 0 (0) 0 (0) 0.010 (0.009) | 0.218 (0.036) 0.390 (0.043) 0.510 (0.044) | 0.006 (0.007) 0.042 (0.018)  0.096 (0.026)
A3 G ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
n=50 | 0.008 (0.008) 0.060 (0.021) 0.098 (0.026) | 0.010 (0.009) 0.062 (0.021) 0.122 (0.029) | 0.006(0.007)  0.048(0.019) 0.086(0.025)
. n=200 |0.018 (0.012) 0.070 (0.022) 0.116 (0.028) | 0.022 (0.013) 0.090 (0.025) 0.138 (0.030) | 0.014(0.010) ~ 0.066(0.022) 0.122(0.029)
ot n=1000 | 0.008 (0.008) 0.048 (0.019) 0.096 (0.026) | 0.012 (0.010) 0.066 (0.022) 0.126 (0.029) 0(0) 0.038(0.017) 0.084(0.024)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
n=50 0 (0) 0 (0) 0.002 (0.004) | 0.002 (0.004) 0.012 (0.010) 0.032 (0.015) 0 (0) 0.010 (0.009) _ 0.056 (0.020)
n=200 0 (0) 0.002 (0.004) 0.012 (0.010) | 0.004 (0.006) 0.018 (0.012) 0.042 (0.018) | 0.002 (0.004) 0.042 (0.018) 0.076 (0.023)
) . 1n=1000 0 (0) 0.004 (0.006) 0.010 (0.009) 0 (0) 0.006 (0.007) 0.024 (0.013) | 0.006 (0.007) 0.046 (0.018)  0.094 (0.026)
Weibull(5,1) [0.5,1.3] — =
s Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
3 /\ n=50 | 0.008 (0.008) 0.052 (0.019) 0.100 (0.026) | 0.002 (0.004) 0.042 (0.018) 0.076 (0.023) | 0.002(0.004) 0.038(0.017) 0.076(0.023)
B n=200 | 0.014 (0.010) 0.056 (0.020) 0.098 (0.026) | 0.004 (0.006) 0.044 (0.018) 0.100 (0.026) | 0.004(0.006) 0.042(0.018) 0.096(0.026)
N 11000 | 0.002 (0.004) 0.042 (0.018) 0.082 (0.024) 0 (0) 0.036 (0.016) 0.084 (0.024) 0(0) 0.034(0.016) 0.084(0.024)

Tabla 3.2: Porcentajes de rechazo (entre paréntesis aparece 1.96 veces su desviacion tipica aproximada), con niveles de signifi-
cacion « = 0.01,0.05,0.1, para los test de unimodalidad de: Silverman (1981), Fisher y Marron (2001), el Método 1 de Hall y
York (2001) para los intervalos especificados en la columna I, Cheng y Hall (1998) y para la nueva propuesta presentada en la
Seccion 3.2.4 usando la ventana critica y la ventana de Hall y York (2001) empleando los intervalos especificados en la columna
1. Estos han sido obtenidos tras realizar 500 réplicas bootstrap en 500 muestras de tamano n = 50, n = 200 y n = 1000

procedentes de las distribuciones: Beta(3,4), Gamma(3,1), t5, x3 y Weibull(5,1).
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I o 0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 0.10
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
n=50 0 (0) 0(0) 0.002 (0.004) 0(0) 0.016 (0.011) 0.060 (0.021) 0 (0) 0.020 (0.012)  0.052 (0.019)
1n-200 0 (0) 0 (0) 0.004 (0.006) 0 (0) 0.010 (0.009) 0.042 (0.018) | 0.006 (0.007) 0.038 (0.017)  0.074 (0.023)
il o) (21000 0 (0) 0.004 (0.006) 0.008 (0.008) 0 (0) 0.008 (0.008) 0.042 (0.018) | 0.008 (0.008) 0.066 (0.022)  0.102 (0.027)
Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
: n=50 |0.016 (0.011) 0.062 (0.021) 0.116 (0.028) | 0.004 (0.006) 0.044 (0.018) 0.098 (0.026) | 0.004(0.006) 0.044(0.018) 0.094(0.026)
NN n=200 | 0.008 (0.008) 0.044 (0.018) 0.086 (0.025) | 0.004 (0.006) 0.040 (0.017) 0.072 (0.023) | 0.004(0.006) 0.036(0.016) 0.070(0.022)
n=1000 | 0.004 (0.006) 0.032 (0.015) 0.064 (0.021) | 0.002 (0.004) 0.022 (0.013) 0.060 (0.021) | 0.002(0.004) 0.022(0.013) 0.058(0.020)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Meétodo 1 de Hall y York (2001)
n=50 0(0) 0(0) 0.004 (0.006) | 0.158 (0.032) 0.340 (0.042) 0.458 (0.044) | 0.038 (0.017) 0.074 (0.023)  0.200 (0.035)
. n-200 0 (0) 0 (0) 0.024 (0.013) | 0.240 (0.037) 0.452 (0.044) 0.602 (0.043) | 0.068 (0.022) 0.148 (0.031) 0.252 (0.038)
2| o) [n=1000 0 (0) 0.004 (0.006) 0.022 (0.013) | 0.184 (0.034) 0.350 (0.042) 0.464 (0.044) | 0.058 (0.020) 0.124 (0.029)  0.208 (0.036)
. ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
: n=50 |0.002 (0.004) 0.046 (0.018) 0.090 (0.025) | 0.006 (0.007) 0.060 (0.021) 0.102 (0.027) | 0.006(0.007) 0.060(0.021) 0.102(0.027)
SRR n=200 | 0.002 (0.004) 0.032 (0.015) 0.062 (0.021) | 0.014 (0.010) 0.052 (0.019) 0.092 (0.025) | 0.014(0.010)  0.052(0.019) 0.092(0.025)
n=1000 | 0.004 (0.006) 0.030 (0.015) 0.074 (0.023) | 0.004 (0.006) 0.048 (0.019) 0.110 (0.027) | 0.004(0.006)  0.050(0.019) 0.108(0.027)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Meétodo 1 de Hall y York (2001)
n=>50 0 (0) 0.002 (0.004) 0.016 (0.011) | 0.014 (0.010) 0.052 (0.019) 0.098 (0.026) | 0.002 (0.004) 0.052 (0.019) 0.104 (0.027)
n=200 0 (0) 0.034 (0.016) 0.116 (0.028) | 0.028 (0.014) 0.128 (0.029) 0.216 (0.036) | 0.052 (0.019) 0.174 (0.033) 0.274 (0.039)
s |+ 1] [P1000 | 0006 (0.007) 0054 (0.020) 0.108 (0.027) | 0.026 (0014) 0.090 (0.025) 0.154 (0.032) | 0072 (0.023) 0168 (0.033) _ 0.262 (0.038)
. ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
=50 | 0.034 (0.016) 0.128 (0.020) 0.196 (0.035) | 0.018 (0.012) 0.070 (0.022) 0.128 (0.029) | 0.018(0.012) _0.070(0.022) 0.128(0.029)
N n=200 | 0.092 (0.025) 0.208 (0.036) 0.280 (0.039) | 0.034 (0.016) 0.094 (0.026) 0.176 (0.033) | 0.034(0.016)  0.094(0.026) 0.176(0.033)
n=1000 | 0.066 (0.022) 0.178 (0.034) 0.258 (0.038) | 0.018 (0.012) 0.068 (0.022) 0.128 (0.029) | 0.018(0.012)  0.064(0.021) 0.128(0.029)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
n=50 0 (0) 0.002 (0.004) 0.008 (0.008) | 0.012 (0.010) 0.088 (0.025) 0.146 (0.031) | 0.002 (0.004) 0.026 (0.014)  0.090 (0.025)
: =200 0 (0) 0.020 (0.012) 0.080 (0.024) | 0.024 (0.013) 0.134 (0.030) 0.232 (0.037) | 0.020 (0.012) 0.124 (0.029)  0.222 (0.036)
Mg | L1525 | RE1000 0 (0) 0.026 (0.014) 0.086 (0.025) | 0.020 (0.012) 0.104 (0.027) 0.176 (0.033) | 0.054 (0.020) 0.172 (0.033)  0.248 (0.038)
Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
n=50 | 0.050 (0.019) 0.140 (0.030) 0.214 (0.036) | 0.024 (0.013) 0.066 (0.022) 0.134 (0.030) | 0.024(0.013)  0.066(0.022) 0.132(0.030)
Co n=200 | 0.098 (0.026) 0.224 (0.037) 0.314 (0.041) | 0.022 (0.013) 0.102 (0.027) 0.186 (0.034) | 0.022(0.013) 0.102(0.027) 0.184(0.034)
n=1000 | 0.048 (0.019) 0.140 (0.030) 0.216 (0.036) | 0.010 (0.009) 0.056 (0.020) 0.108 (0.027) | 0.010(0.009)  0.056(0.020) 0.102(0.027)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
n=50 0 (0) 0(0) 0.002 (0.004) | 0.002 (0.004) 0.012 (0.010) 0.040 (0.017) 0 (0) 0.008 (0.008) _ 0.032 (0.015)
; 1=200 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0.006 (0.007) 0.064 (0.021) 0.192 (0.035) | 0.002 (0.004) 0.020 (0.012)  0.062 (0.021)
Mo |+ Lsg 21000 0 (0) 0.002 (0.004) 0.004 (0.006) | 0.020 (0.012) 0.232 (0.037) 0.510 (0.044) | 0.006 (0.007) 0.070 (0.022)  0.140 (0.030)
’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
. n=50 |0.012 (0.010) 0.048 (0.019) 0.088 (0.025) | 0.004 (0.006) 0.034 (0.016) 0.064 (0.021) 0(0) 0.004(0.006) 0.006(0.007)
s E n=200 | 0.012 (0.010) 0.066 (0.022) 0.106 (0.027) | 0.012 (0.010) 0.074 (0.023) 0.148 (0.031) | 0.004(0.006) 0.032(0.015) 0.060(0.021)
n=1000 | 0.016 (0.011) 0.050 (0.019) 0.094 (0.026) | 0.022 (0.013) 0.098 (0.026) 0.180 (0.034) | 0.016(0.011)  0.058(0.020) 0.110(0.027)

Tabla 3.3: Porcentajes de rechazo (entre paréntesis aparece 1.96 veces su desviacién tipica
cacion a = 0.01,0.05,0.1, para los test de unimodalidad de: Silverman (1981), Fisher y Marron (2001), el Método 1 de Hall y
York (2001) para los intervalos especificados en la columna I, Cheng y Hall (1998) y para la nueva propuesta presentada en la
Seccion 3.2.4 usando la ventana critica y la ventana de Hall y York (2001) empleando los intervalos especificados en la columna
1. Estos han sido obtenidos tras realizar 500 réplicas bootstrap en 500 muestras de tamano n = 50, n = 200 y n = 1000
procedentes de las distribuciones: M1, M2, M3, M8 y M9.

aproximada), con niveles de signifi-



I « 0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 0.10 0.01 0.05 0.10
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
n=>50 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0.158 (0.032) 0.668 (0.041) 0.868 (0.030) | 0.002 (0.004) 0.096 (0.026) 0.550 (0.044)
- n=100 0 (0) 0.350 (0.042) 0.978 (0.013) | 0.976 (0.013) 1 (0) 1 (0) 0.780 (0.036) 1 (0) 1 (0)
M4 | [0.1] n=200 | 0.914 (0.025) 1 (0) 1 (0) 1 (0) 1 (0) 1 (0) 1 (0) 1(0) 1 (0)
. ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
) n=50 | 0.012 (0.010) 0.052 (0.019) 0.090 (0.025) | 0.016 (0.011) 0.060 (0.021) 0.116 (0.028) | 0.016(0.011) 0.060(0.021) 0.116(0.028)
T n=100 | 0.002 (0.004) 0.032 (0.015) 0.064 (0.021) | 0.004 (0.006) 0.048 (0.019) 0.094 (0.026) | 0.004(0.006) 0.044(0.018) 0.094(0.026)
n=200 | 0.006 (0.007) 0.042 (0.018) 0.152 (0.031) | 0.010 (0.009) 0.120 (0.028) 0.460 (0.044) | 0.010(0.009) 0.120(0.028) 0.460(0.044)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Meétodo 1 de Hall y York (2001)
, n=50 0 (0) 0.004 (0.006) 0.050 (0.019) | 0.086 (0.025) 0.256 (0.038) 0.406 (0.043) | 0.006 (0.007) 0.108 (0.027)  0.308 (0.040)
. n=100 | 0.006 (0.007) 0.188 (0.034) 0.582 (0.043) | 0.560 (0.044) 0.848 (0.031) 0.942 (0.020) | 0.224 (0.037) 0.754 (0.038) 0.902 (0.026)
s | j0.1] |2=200 | 0.070 (0.022) 0.720 (0.039) 0.936 (0.021) | 0.924 (0.023) 0.984 (0.011) 0.994 (0.007) | 0.768 (0.037) 0.972 (0.014)  0.986 (0.010)
. ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
| n=50 | 0.240 (0.037) 0.462 (0.044) 0.578 (0.043) | 0.116 (0.028) 0.316 (0.041) 0.448 (0.044) | 0.116(0.028) 0.316(0.041) 0.445(0.044)
N n=100 | 0.740 (0.038) 0.918 (0.024) 0.958 (0.018) | 0.522 (0.044) 0.778 (0.036) 0.868 (0.030) | 0.514(0.044) 0.774(0.037) 0.864(0.030)
n=200 | 0.940 (0.021) 0.988 (0.010) 0.996 (0.006) | 0.816 (0.034) 0.922 (0.024) 0.952 (0.019) | 0.816(0.034)  0.922(0.024) 0.952(0.019)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
. n=50 0 (0) 0.044 (0.018) 0.192 (0.035) | 0.134 (0.030) 0.290 (0.040) 0.418 (0.043) | 0.032 (0.015) 0.280 (0.039)  0.444 (0.044)
. n=100 | 0.004 (0.006) 0.120 (0.028) 0.208 (0.040) | 0.188 (0.034) 0.414 (0.043) 0.536 (0.044) | 0.120 (0.028) 0.386 (0.043)  0.560 (0.044)
M |- j0.1) | =200 | 0082 (0.024) 0.408 (0.043) 0624 (0.042) | 0464 (0.044) 0.700 (0.040) 0788 (0.036) | 0422 (0.043) 0.T00 (0.040) _0.820 (0.034)
. ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
. n=50 | 0.230 (0.037) 0.398 (0.043) 0.536 (0.044) | 0.112 (0.028) 0.254 (0.038) 0.360 (0.042) | 0.102(0.027) 0.250(0.038) 0.360(0.042)
oo n=100 | 0.292 (0.040) 0.522 (0.044) 0.616 (0.043) | 0.142 (0.031) 0.288 (0.040) 0.420 (0.043) | 0.140(0.030)  0.284(0.040) 0.418(0.043)
n=200 | 0.580 (0.043) 0.748 (0.038) 0.820 (0.034) | 0.288 (0.040) 0.520 (0.044) 0.638 (0.042) | 0.302(0.040) 0.510(0.044) 0.632(0.042)
Silverman (1981) Fisher y Marron (2001) Método 1 de Hall y York (2001)
. n=50 0 (0) 0.012 (0.010) 0.302 (0.040) | 0.192 (0.035) 0.628 (0.042) 0.844 (0.032) | 0.058 (0.020) 0.648 (0.042)  0.856 (0.031)
n=100 | 0.058 (0.020) 0.896 (0.027) 0.990 (0.009) | 0.884 (0.028) 0.994 (0.007) 0.998 (0.004) | 0.930 (0.022) 1 (0) 1 (0)
7| (0.1] | 2200 | 0978 (0.013) 1(0) 1(0) 1 (0) 1 (0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)
: ’ Cheng y Hall (1998) Nueva propuesta (ventana critica) Nueva propuesta (ventana de Hall y York (2001))
: n=50 | 0.014 (0.010) 0.180 (0.034) 0.436 (0.043) | 0.030 (0.015) 0.250 (0.038) 0.542 (0.044) | 0.030(0.015) 0.254(0.038) 0.526(0.044)
A n=100 | 0.796 (0.035) 0.990 (0.009) 0.998 (0.004) | 0.880 (0.028) 0.996 (0.006) 1 (0) 0.904(0.026)  0.998(0.004) 1(0)
n=200 1(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0) 1(0)

Tabla 3.4: Porcentajes de rechazo (entre paréntesis aparece 1.96 veces su desviacion tipica aproximada), con niveles de signi-
ficacién o = 0.01,0.05,0.1, para los test de unimodalidad de: Silverman (1981), Fisher y Marron (2001), el Método 1 de Hall
y York (2001) para los intervalos especificados en la columna I, Cheng y Hall (1998) y para la nueva propuesta presentada
en la Seccion 3.2.4 usando la ventana critica y la ventana de Hall y York (2001) empleando los intervalos especificados en la
columna I. Estos han sido obtenidos tras realizar 500 réplicas bootstrap en 500 muestras de tamano n = 50, n = 100 y n = 200

procedentes de las distribuciones bimodales: M4, M5, M6 y MT7.
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Capitulo 4

Test de multimodalidad para datos
circulares

Una vez revisados los distintos test presentes en la literatura para el caso lineal es el momento
de abordar el objetivo final de este TFM que es el de poder determinar si en la comarca de Vigo
hay una tnica temporada de incendios o mas de una. Para ello, en este capitulo se revisaran y se
propondran adaptaciones al caso circular de distintos test que permitan contrastar si la verdadera
distribucién circular asociada a una muestra aleatoria simple es unimodal. Con este fin, al igual que
en el contexto lineal, en las dos primeras secciones se estudiaran dos grandes bloques de test, los
basados en la concentracién critica y los basados en el exceso de masa. Todos estos test han sido
programados en el software estadistico R Core Team (2013). En la ultima seccion de este capitulo se
presentard un estudio de simulacién para comparar los distintos test analizados en las dos secciones
anteriores de este capitulo.

4.1. Test basados en la concentracion critica

En esta seccion, se analizaran los test basados en el pardmetro de concentracién critica para
realizar el contraste (1.7) cuando k¢ € ZT. Este parametro de concentracion critica, tal y como
se mencioné en la Introduccion, es el v méas grande, de forma que la estimacion de la funcion de
densidad circular dada en (1.5) posee a lo sumo k¢ modas en el intervalo [0,27). Esto es, se define
la concentracion critica como:

Vge = sup{v : flf tiene a lo sumo k° modas en el intervalo [0, 27)}. (4.1)

Aunque se puede usar el parametro vixe como estadistico para realizar el contraste dado en (1.7)
cuando k¢ € Z*, extendiendo las ideas de Hall y York (2001) solo se estudiara el caso k¢ = 1.
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También se revisara la adaptacion al caso circular del test de Fisher y Marron (2001), donde, en
lugar de emplear el estadistico de Cramér—von Mises, se emplearé un estadistico similar, en el sentido
de que permite contrastar si la verdadera distribucién circular es igual a una dada (el estadistico U?
propuesto por Watson, 1961).

4.1.1. Nueva propuesta: Test basado en la concentraciéon critica como
estadistico

En el caso circular al igual que ocurria en el caso lineal, se tiene que el nimero de modas
empleando fﬁ va a depender del parametro de concentraciéon v que se utilice. Mencionar que, aunque
se tiene que valores altos (bajos) de v proporcionan estimaciones de la densidad con més (menos)
modas, la monotonia en el nimero de modas en funcién de v solo esta garantizada en el caso de
emplear el nticleo de la normal enrollada (véase Huckemann et al, 2014)!.La idea serd la de emplear
el pardmetro de concentracion critica dado en (4.2) como estadistico de contraste para (1.7). Si bien,
ante el mal calibrado que se vio en la Seccion 3.3 para el test de Silverman (1981) y sabiendo que
en el caso circular se trabaja siempre en el soporte acotado [0,27) parece méas apropiado extender
las ideas de Hall y York (2001) a este contexto.

Teniendo en cuenta que, en este caso, se rechazard H, para valores bajos del pardametro de
concentracion, para realizar el contraste (1.7) cuando k¢ = 1, en el presente trabajo, se propone
realizar el test que, para un nivel de significacion «, rechace Hy si se verifica que P(vy > A\ov| @) >
(1 — @), donde v§ denotara la version bootstrap de la v; dada en (4.2), esto es:

vi =sup{v: fJ* tiene una moda en el intervalo [0,27)}, (4.2)

siendo fﬁ* la estimacion tipo mnicleo circular dada en (1.5) para una muestra bootstrap @* =
(071, ...,0;,) generada de la distribucion con densidad f .

Para poder determinar los valores de los A¢, el método que se propone es el de aproximar

su distribucion por técnicas de Monte Carlo, de forma anéloga a la que se realizaba en una de
las propuestas de Hall y York (2001) para el caso lineal (Seccion 3.1.2). Para ello, serd necesario
encontrar el 7¢, de forma que para la regla que rechaza Hy si P(vf > 11|@) > 1 — 75, se tenga
que el porcentaje de rechazos de Hj sea o cuando se toman muestras de tamano suficientemente
grande. De esta forma, tomando, por ejemplo, 1000 muestras de tamano n = 1000 procedentes de
una distribucion vM (0, 1) y realizando en cada una de ellas 500 réplicas bootstrap se han obtenido
los valores de 75 que se muestran en la Tabla 4.1 para niveles de significacion « tomando valores
entre 0.01 y 0.95.

L Aunque la monotonia no estid garantizada cuando se emplea el niicleo von Mises dado en (1.6), por motivos
computacionales, para calcular vic se realizard un algoritmo de basqueda dicotémica empleando este niicleo.
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o TS o TS o T o TS

0.01 0.002 | 0.11 0.050 | 0.21 0.112 | 0.35 0.264
0.02 0.002 | 0.12 0.064 | 0.22 0.124 | 0.40 0.306
0.03 0.002 | 0.13 0.066 | 0.23 0.134 | 0.45 0.352
0.04 0.008 | 0.14 0.080 | 0.24 0.144 | 0.50 0.412
0.05 0.008 | 0.15 0.084 | 0.25 0.152 | 0.55 0.448
0.06 0.016 | 0.16 0.088|0.26 0.156 | 0.60 0.514
0.07 0.022 | 0.17 0.096 | 0.27 0.166 | 0.65 0.584
0.08 0.028 | 0.18 0.104 | 0.28 0.178 | 0.75 0.678
0.09 0.038 | 0.19 0.106 | 0.29 0.188 | 0.85 0.822
0.10 0.042 | 0.20 0.112 | 0.30 0.194 | 0.95 0.940

Tabla 4.1: Aproximacion de los valores de 75 para distintos niveles de significacion «. Obtenidos tras
realizar 1000 réplicas en cada una de las 1000 muestras de tamano n = 1000 procedentes de una
distribucion vM (0, 1).

4.1.2. Test basado en el estadistico U? de Watson

Fisher y Marron (2001) proponen en su articulo la extension al caso circular del test basado en el
estadistico de Cramér—von Mises para contrastar la hipotesis nula de que la verdadera distribuciéon
posee a lo sumo k¢ modas frente a la hipdtesis alternativa de que posee mas de k¢ modas en el
circulo.

Anélogamente a lo que ocurria con el criterio de Cramér-von Mises, para una muestra @ =
(©1,...,0,), el criterio de Watson (1961) permite realizar el contraste de hipotesis:

Hy: F(9) = Fo(0) V0 € [0,27), frente a Hy : F(6) # Fy(0) para algan 6 € [0, 27), (4.3)

donde Fy es una funcién de distribucién circular dada. El estadistico U? de Watson (1961) para el
contraste (4.3) viene dado a través de la siguiente expresion:

n , 2
1 2i—1 1
U2 — § : N L
B (u(z) (u 2) 2n ) 12n’ (44)

i=1
donde u;y son los valores ordenados de u; = Fy(©;), con i € {1,...,n} y @ su promedio.

Para poder obtener los valores de u; cuando se quiere contrastar que la verdadera distribucion

posee a lo sumo k¢ modas, se propone tomar Fy = Fy“’kCQ, donde la estimacion de la funcién de

2 Aunque aqui se ha decidido tomar como parametro de concentraciéon vge para la estimacién de la funcion de
distribucioén circular por seguir las ideas que presentan Fisher y Marron (2001) en el caso lineal, en su articulo original
no se especifica nada acerca de como tomar el parametro de concentraciéon para obtener Fj.
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distribucion circular es la funcién verificando que kac (9) = f0¢ fe (0)df, y ademas, ﬁ',fkc (¢p+2m) —

Vic
Fg .(¢) = 1,V¢ € R. Siendo f; . la estimacion de la funcién de densidad circular con parametro de

concentracion vje.

Asi, tomando Fy = Fﬁkc, se tiene que la expresion del estadistico U2 de Watson (1961) dado en
(4.4) para este caso es:

- 1\ 2i—-1\* 1
Uz — Y 7 — 45
g ;(“” (“ 2) on ) 1o (45)
donde u ;) son los valores ordenados de u; = F¢ (), coni e {1,....n}.

Ve

Para obtener la distribucion del estadistico U2 bajo Hy se propone usar la metodologia boots-
trap®. Para un nivel de significacion «, se rechazara Hy si P(UZ." < UZ.|@) > 1 — «, donde
UZ." denota el valor que toma la U? de Watson (1961) dada en (4.5) para la muestra bootstrap
O = (01, ...,07) generada a partir de la distribuciéon que tiene como funcién de densidad f,fkc.

4.2. Nueva propuesta: Test basado en el exceso de masa

En este caso, la idea es la de extender el test basado en el exceso de masa de Miiller y Sawitzki
(1991) que se present6 en la Secciéon 3.2.4 para el caso circular. Para ello, serd preciso saber que es
un A—conglomerado en el caso circular. Estos seran todos los intervalos cerrados disjuntos [0, 62] C
[0, 27) verificando las siguientes condiciones para 0 < t < tg, con ty suficientemente pequefio:

n fc(g) > )\,VH S [91,92].
L] tlgl’(l)f (91 — t) <A

 lim fe(0y +t) < .
t—0

Ademas, por la periodicidad de f¢ también sera A—conglomerado el conjunto {[0, 5] U [0y, 27)}
si, para 0 < t < tg, con ty suficientemente pequeno, se verifica que:

n 0 <03 <0, <2m.

f(0) = A, v0 € {[0,05] U [04, 2m) }.

w lim fe(0y —t) < A.
t—0

= limfe(fs +1t) < .
t—0

3De nuevo, aunque en su articulo no se especifica nada de como obtener la distribucion del estadistico, se estan
siguiendo las ideas que emplean Fisher y Marron (2001) para el caso lineal.
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De nuevo, si una distribucion circular posee j¢ modas en el intervalo [0,27), entonces tiene j©
A—conglomerados, denotando a cada uno de ellos como Cf, ..., C;C, acudiendo a (3.17) se tiene que
la funcién exceso de masa circular para j¢ modas es:

o
ES.(f,A\) = sup {ZIP(C{‘)—AIICEII},
Cf,nCse isy

donde [|C¥¢]|| toma el valor (62 — 01) para los Cf de la forma [61,02] y el valor (27 — 64 + 03) para el
A—conglomerado {[0, 03] U [04, 27)}.

El exceso de masa empirico dado en (3.18) para una muestra @ = (01, ...,0,,), vendria dado de
la siguiente forma:

.
mke(PrsA) = sup {Z]P%(Cf) - AIICfII} ,

CrresCre |15
n

siendo k¢ un ntimero maximo de modas en [0, 27) prefijado y con P%(Cf) = L 3" 7(6; € Cf).
i=1

De nuevo, con el fin de obtener un estadistico para realizar el contraste (1.7) cuando k¢ € Z™,
dado un valor de A, se define como Dy, ;.. (A\) = Ej (P}, A) — By (P7, A). El estadistico que
se emplearéd para este contraste seré:

Af k1 = MAX{DL e 1 (A)}- (4.6)

Como el test de Miiller y Sawitzki (1991) proporcionaba un calibrado demasiado conservador en
el caso lineal, lo que se hara es extender la nueva propuesta presentada en el caso lineal (Seccion
3.2.4) para el contraste de unimodalidad frente a multimodalidad al caso circular. Para ello, se
realizarén los siguientes pasos:

1. Dada la muestra @ = (01, ...,0,,), obtener el valor del estadistico Af, 5 a partir de la ecuacion
(4.6) cuando k° = 1.

2. Calcular el parametro de concentracion critica dado en (4.2) cuando k¢ = 1. Se denotara a
esta concentraciéon como v;.

3. A partir de este v se tomard como funcién de densidad, bajo la hipotesis nula, la estimacion
tipo nticleo fS para generar B réplicas bootstrap ©* = (©7, ..., 0},).

4. A partir de cada una de las B réplicas bootstrap @*b, con b=1,..., B; se generan los estadis-
ticos basados en el exceso de masa asociados a cada una de estas réplicas, AS, ,*.

5. Para un nivel de significacion a se rechazara la hipotesis nula si P(Af, ,* < A 5|@) > 1 — a.
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4.3. Estudio de simulacién para datos circulares

A continuacion se presenta un estudio de simulacion para los test descritos en este capitulo, los
cuales han sido programados en el software estadistico R Core Team (2013). En todos los estudios
realizados, se han tomado los niveles de significacién « = 0.01,0.05, 0.1, tamanos muestrales n = 50,
n =200 y n = 1000 (n = 100 en lugar de n = 1000 en los estudios de potencia), se han usado 500
muestras distintas de cada distribuciéon y se han realizado B = 500 réplicas bootstrap para obtener
el p—valor asociado a cada muestra.

Con el fin de analizar el calibrado de los test presentados, en las Tablas 4.2 y 4.3, para el contraste
dado en (1.7) cuando k° = 1, se muestra el porcentaje de rechazos de los test de Fisher y Marron
(2001) (Seccion 4.1.2), de la nueva propuesta basada en la concentracion critica (Seccion 4.1.1) y
de la nueva propuesta basada en el exceso de masa (Seccion 4.2), en las siguientes distribuciones
circulares unimodales (para obtener sus expresiones véase Jammalamadaka y Sengupta (2001), Cap.
2): vM (m,10), WN (7, 0.9), WC(,0.8), C(r,0.5), Triangular(0.3) y las mixturas de von Mises M11
y M12 descritas en el Apéndice A.

En la Tabla 4.4 se ha realizado un estudio de potencia de los distintos test. Se ha calculado
el porcentaje de rechazos para las siguientes distribuciones multimodales (véase Apéndice A para
obtener sus expresiones): M13 (bimodal), M14 (bimodal), M16 (bimodal) y M15 (trimodal).

En las Tablas 4.2 y 4.3, se puede ver que el test basado en la U? de Watson propuesto por
Fisher y Marron (2001) no esté correctamente calibrado ya que, al igual que ocurria en el caso lineal
con el test basado en el estadistico de Cramér—von Mises, se observa que en ciertos modelos, como
son la W(C'(7,0.8) o la mixtura M12, el porcentaje de rechazos estd muy por encima del nivel de
significaciéon nominal incluso para tamano muestral n = 1000. Mientras que en otros modelos, como
son la WN(m,0.9), la C(r,0.5) o el Triangular(0.3), el porcentaje de rechazos esta por debajo del
nivel teorico.

El test basado en la concentracion critica presentado en la Seccion 4.1.1, tampoco presenta un
buen calibrado, especialmente para tamafios muestrales bajos (n = 50 y n = 200). Para n = 1000 el
calibrado de este test mejora, pero atn asi, se tiene que tanto en la WC'(7r,0.8) como en la mixtura
M12 el porcentaje de rechazos esta significativamente (a un nivel del 5%) por encima del nivel
nominal. Ademés, para la WN(m,0.9) y la Triangular(0.3) este porcentaje esta significativamente
por debajo del nivel tedrico.

Finalmente, para la nueva propuesta basada en el exceso de masa presentada en la Seccion 4.2, se
puede observar que, incluso para tamafos muestrales bajos (n = 50) el calibrado es bastante bueno,
obteniéndose un test ligeramente conservador, ya que para algunos modelos, como son la W N (7, 0.9),
la WC(7,0.8), el Triangular(0.3) o la mixtura M11 el porcentaje de rechazos esta ligeramente por
debajo del nivel nominal. El principal inconveniente en el calibrado es que no se logra mejorar, en
el sentido de que el porcentaje de rechazos se vaya aproximando cada vez mas al nivel tedrico «;, a
medida que se aumenta el tamano muestral.

Consecuentemente, como solo la nueva propuesta basada en el exceso de masa presenta un ca-
librado bastante bueno, la recomendacion para realizar el contraste (1.7) cuando k¢ = 1 es la de
emplear la propuesta presentada en la Seccion 4.2.
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En cuanto a la potencia, se puede observar en la Tabla 4.4, que la nueva propuesta basada en
el exceso de masa también funciona bien, en el sentido de que esta mejora con el tamano muestral
aproximandose a uno cuando n = 200. El tnico caso en el que se han encontrado problemas, en
cuanto a potencia, es en el modelo M16 ya que para n = 50 no es capaz de detectar que esta
distribucién es unimodal.
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« 0.01 0.05 0.10
Concentracion critica
n=>50 0(0) 0(0) 0(0)
n=200 0(0) 0(0) 0.004(0.006)

n=1000 | 0.038(0.017) 0.094(0.026) 0.108(0.027)
U? de Watson

( n=50 | 0.002(0.004) 0.016(0.011) 0.066(0.022)
1n—200 0(0) 0.016(0.011)  0.052(0.019)

n=1000 | 0.016(0.011) 0.040(0.017) 0.078(0.024)

vM (m,10)

00 02 o4 06 08 10 12

Exceso de masa

n=>50 | 0.008(0.008) 0.032(0.015) 0.084(0.024)
n=200 | 0.002(0.004) 0.024(0.013) 0.092(0.025)
n=1000 | 0.012(0.010) 0.044(0.018) 0.086(0.025)

Concentracion critica
n=>50 0(0) 0(0) 0.004(0.006)
n=200 0(0) 0.004(0.006)  0.050(0.019)

T % w &
: ﬂ n=1000 0(0) 0.032(0.015)  0.056(0.020)

U? de Watson

n=>50 | 0.004(0.006) 0.022(0.013) 0.062(0.021)
n=200 0(0) 0.018(0.012)  0.050(0.019)
n=1000 0(0) 0.012(0.010) 0.046(0.018)
21 ‘ ‘ ‘ ‘ Exceso de masa

’ ” I n=50 | 0.004(0.006) 0.048(0.019) 0.106(0.027)
n=200 | 0.010(0.009) 0.032(0.015) 0.068(0.022)
n=1000 | 0.002(0.004) 0.026(0.014) 0.062(0.021)
Concentracion critica

n=50 | 0.052(0.019) 0.176(0.033) 0.288(0.040)
n=200 | 0.076(0.023) 0.176(0.033) 0.306(0.040)
n=1000 | 0.092(0.025) 0.176(0.033) 0.248(0.038)
U? de Watson

n=>50 | 0.648(0.042) 0.814(0.034) 0.880(0.028)
n=200 | 0.696(0.040) 0.840(0.032) 0.886(0.028)
n=1000 | 0.568(0.043) 0.708(0.040) 0.798(0.035)
Exceso de masa

n=50 | 0.006(0.007) 0.028(0.014) 0.046(0.018)
n=200 0(0) 0.012(0.010) 0.036(0.016)
n=1000 | 0.002(0.004) 0.018(0.012) 0.042(0.018)
Concentracion critica
n=>50 0(0) 0(0) 0.038(0.017)
n=200 0(0) 0.030(0.015)  0.070(0.022)

] n=1000 | 0.030(0.015) 0.050(0.019) 0.088(0.025)
1 U? de Watson

| n=50 | 0.006(0.007) 0.020(0.012) 0.040(0.017)
] , n=200 | 0.002(0.004) 0.020(0.012) 0.042(0.018)
1 n=1000 | 0.006(0.007) 0.024(0.013) 0.048(0.019)

WN(7,09) | =

1

05 08 10

WC(r,0.8)

00 02 o4

C(m,0.5)

000 005 010 015 00 025 030

Exceso de masa

n=50 | 0.004(0.006) 0.042(0.018) 0.088(0.025)
n=200 | 0.008(0.008) 0.042(0.018) 0.080(0.024)
n=1000 | 0.004(0.006) 0.042(0.018) 0.078(0.024)

anf2

Tabla 4.2: Porcentajes de rechazo (entre paréntesis aparece 1.96 veces su desviacion tipica aproxi-
mada), con niveles de significaciéon o = 0.01,0.05,0.1, para el test basado en el estadistico U? de
Watson y para las nuevas propuestas presentadas basadas en la concentracion critica y en el exceso
de masa. Estos han sido obtenidos tras realizar 500 réplicas bootstrap en 500 muestras de tamano
n = 50, n = 200 y n = 1000 procedentes de las distribuciones: vM (0, 10), W N (x,0.9), WC(mw,0.8)
y C(0,0.5).
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« 0.01 0.05 0.10
Concentracion critica
n=>50 0(0) 0(0) 0.030(0.015)
n=200 0(0) 0(0) 0.004(0.006)
n—1000 0(0) 0.030(0.015)  0.054(0.020)

U? de Watson

n=50 | 0.012(0.010) 0.036(0.016) 0.066(0.022)
n=200 0(0) 0.008(0.008) 0.024(0.013)
n=1000 0(0) 0.010(0.009) 0.028(0.014)
Exceso de masa

n=50 | 0.010(0.009) 0.034(0.016) 0.062(0.021)
n=200 0(0) 0.020(0.012)  0.064(0.021)
n=1000 | 0.004(0.006) 0.028(0.014) 0.056(0.020)
Concentracion critica

Triangular(0.3)

n=50 0(0) 0(0) 0.030(0.015)
. n=200 0(0) 0.004(0.006) 0.070(0.022)
n=1000 0(0) 0.054(0.020)  0.108(0.027)

E U? de Watson

n=50 | 0.012(0.010) 0.034(0.016) 0.092(0.025)
n=200 | 0.006(0.007) 0.040(0.017) 0.114(0.028)
E ~ n=1000 | 0.004(0.006) 0.036(0.016) 0.092(0.025)
Exceso de masa

n=>50 | 0.004(0.006) 0.024(0.013) 0.074(0.023)
n=200 | 0.002(0.004) 0.030(0.015) 0.072(0.023)
n=1000 0(0) 0.034(0.016)  0.062(0.021)
Concentracion critica

n=50 | 0.062(0.021) 0.140(0.030) 0.234(0.037)
n=200 | 0.114(0.028) 0.234(0.037) 0.336(0.041)
n=1000 | 0.132(0.010) 0.232(0.037) 0.314(0.041)

U? de Watson
n=50 | 0.350(0.042) 0.512(0.044) 0.604(0.043)
n=200 | 0.636(0.042) 0.772(0.037) 0.854(0.031)

n=1000 | 0.516(0.044) 0.642(0.042) 0.710(0.040)
Exceso de masa

n=50 | 0.010(0.009) 0.044(0.018) 0.102(0.027)
n=200 | 0.012(0.010) 0.042(0.018) 0.080(0.024)
n=1000 | 0.010(0.009) 0.042(0.018) 0.080(0.024)

M11 8

12

M12

o0 0z o4 08 o8 10

Tabla 4.3: Porcentajes de rechazo (entre paréntesis aparece 1.96 veces su desviacion tipica aproxi-
mada), con niveles de significacion o = 0.01,0.05,0.1, para el test basado en el estadistico U? de
Watson y para las nuevas propuestas presentadas basadas en la concentracion critica y en el exceso
de masa. Estos han sido obtenidos tras realizar 500 réplicas bootstrap en 500 muestras de tamano
n =50, n = 200 y n = 1000 procedentes de las distribuciones: Triangular(0.3), M11 y M12.
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« 0.01 0.05 0.10
Concentracion critica

n=50 | 0.272(0.039) 0.668(0.041) 0.866(0.030)
n=100 | 0.396(0.043) 0.860(0.030) 0.986(0.010)
n=200 | 0.590(0.043) 0.954(0.018) 0.998(0.004)
U? de Watson

n=>50 1(0) 1(0) 1(0)
n=100 1(0) 1(0) 1(0)
n=200 1(0) 1(0) 1(0)
Exceso de masa

n=50 | 0.952(0.019) 0.990(0.009) 0.998(0.004)
n=100 1(0) 1(0) 1(0)
n=200 1(0) 1(0) 1(0)
Concentracion critica

n=>50 0(0) 0.104(0.027)  0.512(0.044)
n=100 | 0.070(0.022) 0.826(0.033) 0.964(0.016)
n—=200 | 0.748(0.038) 0.988(0.010) 0.998(0.004)
U? de Watson

n=50 | 0.776(0.037) 0.920(0.024) 0.954(0.018)
n=100 | 0.966(0.016) 0.996(0.006) 0.998(0.004)
n=200 1(0) 1(0) 1(0)
Exceso de masa

n=50 | 0.566(0.043) 0.758(0.038) 0.860(0.030)
n=100 | 0.912(0.025) 0.976(0.013) 0.984(0.011)
n—200 | 0.998(0.004) 1(0) 1(0)
Concentracion critica

n=>50 | 0.038(0.017) 0.094(0.026) 0.168(0.033)
n=100 | 0.062(0.021) 0.132(0.030) 0.226(0.037)
n=200 | 0.116(0.028) 0.284(0.040) 0.418(0.043)
U? de Watson

n=>50 | 0.090(0.025) 0.220(0.036) 0.340(0.042)
n=100 | 0.134(0.030) 0.330(0.041) 0.510(0.044)
n=200 | 0.284(0.040) 0.536(0.044) 0.690(0.041)
Exceso de masa

n=>50 | 0.010(0.009) 0.054(0.020) 0.122(0.029)
n=100 | 0.022(0.013) 0.122(0.029) 0.232(0.037)
n=200 | 0.240(0.037) 0.478(0.044) 0.614(0.043)
Concentracion critica

n=50 0(0) 0.032(0.015)  0.094(0.026)
n=100 | 0.030(0.015) 0.106(0.027) 0.182(0.034)
n=200 | 0.050(0.019) 0.128(0.029) 0.218(0.036)
U? de Watson

n=50 | 0.020(0.012) 0.120(0.028) 0.248(0.038)
n=100 | 0.064(0.021) 0.248(0.038) 0.448(0.044)
n=200 | 0.148(0.031) 0.430(0.043) 0.612(0.043)
Exceso de masa

n=50 | 0.062(0.021) 0.184(0.034) 0.294(0.040)
n=100 | 0.112(0.028) 0.372(0.042) 0.542(0.044)
n=200 | 0.404(0.043) 0.734(0.039) 0.844(0.032)

M13

M14

M16

6| ol ¢

M15

o1 02 03 o4  o0s 00 01 02 03 o4 05 06 o7 00 01 02 03 04 00 01 02 03
{? | > i; {g

Tabla 4.4: Porcentajes de rechazo (entre paréntesis aparece 1.96 veces su desviacion tipica aproxi-
mada), con niveles de significacion « = 0.01,0.05,0.1, para el test basado en el estadistico U? de
Watson y para las nuevas propuestas presentadas basadas en la concentracion critica y en el exceso
de masa. Estos han sido obtenidos tras realizar 500 réplicas bootstrap en 500 muestras de tamano
n = 50, n = 100 y n = 200 procedentes de las distribuciones: M13 (bimodal), M14 (bimodal), M16
(bimodal) y M15 (trimodal).



Capitulo 5

Aplicaciones a datos reales

A lo largo de este capitulo se analizaran distintos casos reales en los cuales es de interés determinar
si los datos presentan una estructura unimodal o multimodal. Aunque el ejemplo final, que ha
motivado gran parte de este estudio, es el de determinar si solo hay una temporada de incendios
o mas de una, se han encontrado numerosos ejemplos en los que determinar si los datos presentan
una estructura unimodal o multimodal es de gran interés. A continuacion, se estudiaran algunos de
estos casos.

En primer lugar, en el contexto lineal, se analizara el tiempo que transcurre entre el comienzo de
dos erupciones del géiser Old Faithful situado en el Parque Nacional de Yellowstone en Wyoming,
USA, con el objetivo de determinar si solo hay una duraciéon principal, donde lo mas probable es
que todos los tiempos de espera se agrupen en torno a los 80 minutos o si en cambio, estos tiempos
se agrupan en torno a, al menos, dos valores distintos.

En segundo lugar, también en el contexto lineal, se estudiara una muestra de los ingresos por
hogar en Galicia. El objetivo sera el de determinar si las rentas se agrupan en torno a un valor o si,
en cambio, estas se agrupan, al menos, en torno a dos valores y, por tanto, ninguno de los modelos
paramétricos unimodales clasicos empleados en el campo de la economfia son vélidos para modelizar
la situacion actual de la renta en Galicia.

Como tercer ejemplo, ya en el contexto circular, se estudiara la direcciéon media de la que procede
el viento, dada por un medidor situado en la localidad de Vilalba, cada vez que hay un exceso de
NOx en la atmosfera, con el fin de determinar si todas las alarmas que se producen por exceso de
este contaminante podrian ser relacionadas con la actividad de la central térmica de As Pontes de
Garcia Rodriguez.

Como ejemplo final, se analiza la muestra que ha motivado gran parte de este TFM, que es la
de la fecha en la que se producen los incendios en la comarca de Vigo, con el fin de determinar si en
esta region solo hay una temporada de incendios o més de una.

71
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Figura 5.1: Estimacién de la densidad con nicleo gaussiano empleando la muestra del tiempo que
transcurre, en minutos, entre el comienzo de dos erupciones del géiser Old Faithful. Izquierda: h = 1.
Centro: h = 6. Derecha: h = 11.

5.1. Duracién entre dos erupciones del géiser Old Faithful

El primer conjunto de datos que se estudiara es el de la muestra del tiempo que transcurre, en
minutos, entre el comienzo de dos erupciones del géiser Old Faithful situado en el Parque Nacional de
Yellowstone en Wyoming, USA. Esta muestra de 272 observaciones se puede encontrar en el paquete
base de R Core Team (2013) y es parte de la muestra de 299 observaciones, recogidas entre el 1y
el 15 de Agosto de 1985, tratadas en detalle por Azzalini y Bowman (1990).

Este conjunto de datos ha sido empleado tradicionalmente para mostrar un ejemplo donde la es-
tadistica no paramétrica es de utilidad, ya que parece que ninguna de las distribuciones paramétricas
clasicas, como puede ser la normal, sirven para modelizar estos tiempos de espera. En la Figura 5.1
se muestra la estimaciéon de la densidad, con niicleo gaussiano, obtenida a partir de la muestra del
tiempo que transcurre, en minutos, entre el comienzo de dos erupciones en el géiser Old Faithful.
En el Capitulo 1 se mostro la aplicacion de distintas herramientas graficas sobre esta base de datos
(véanse Figuras 1.1, 1.5, 1.6 y 1.7).

Observando tanto las estimaciones tipo ntcleo, como las distintas herramientas exploratorias
presentadas en el Capitulo 1 parece claro que hay una moda en torno a los 80 minutos. Lo que no
parece concluyente es si podria haber otro maximo relativo en torno al valor 55.

Para poder responder si todos los tiempos se agrupan en torno a una duracién o si, en cambio, se
agrupan al menos en torno a dos y por tanto, los modelos paramétricos unimodales clasicos no son
correctos para modelizar esta variable, se puede hacer uso de los test vistos en el Capitulo 3 de este
TFM. El problema que surge a la hora de realizar el test de Hall y York (2001) es que al desconocer
en qué intervalo se sitian los tiempos transcurridos entre dos erupciones, no se puede establecer cudl
es el intervalo cerrado I empleado en el calculo de la ventana dada en (3.3). Con el fin de obtener
un p—valor para el Método 1 de Hall y York (2001) se ha escogido el intervalo [45,90], ya que este



5.2. LA RENTA POR HOGAR EN GALICIA 73

posee todos los valores obtenidos de la muestra.

Se han calculado los p—valores obtenidos con los test de Silverman (1981) (Secciéon 3.1.1), el
Método 1 de Hall y York (2001) (Secciéon 3.1.2)%, la versién sencilla de Fisher y Marron (2001)
(Seccion 3.1.3), el de Cheng y Hall (1998) (Seccién 3.2.3) y la nueva propuesta presentada para este
trabajo utilizando la ventana critica (Seccion 3.2.4). En todos los casos el p—valor obtenido ha sido
0, excepto para el test de Silverman (1981) donde el p—valor asociado a este contraste es 0.004. A la
vista de estos resultados, con todos los test estudiados, incluso con el test conservador de Silverman
(1981), para un nivel de significacion del 5%, se rechazarfa la hipotesis de que la muestra procede
de una distribucién unimodal. Cabe destacar que el SiZer, ver Figura 1.6, no detecta esta segunda
moda.

5.2. La renta por hogar en Galicia

En el campo de la economia es habitual querer modelizar la distribucion de la renta en una region
durante un periodo de tiempo. Para ello, se han considerado numerosas distribuciones paramétricas
entre las que estarian la lognormal, la logt de Student, la gamma, la Singh—-Maddala o la Dagum
Tipo I entre otras (véase Kleiber y Kotz (2003) para obtener sus expresiones). Asi, por ejemplo, en
Bandourian et al. (2002) se realiza un estudio para ver cuél de entre estas y otras distribuciones
paramétricas se ajusta mejor a la renta por vivienda de 23 paises durante 5 periodos de tiempo
comprendidos ente el ano 1971 y el 1997. En Diez (2004) se realiza un estudio para ver cual de estas
distribuciones se adapta mejor a cada una de las 17 comunidades auténomas de Espana para los
ingresos por hogar con los datos recogidos entre Abril de 1990 y Marzo de 1991 para la Encuesta
de Presupuestos Familiares. En este caso, se llega a la conclusion de que las distribuciones que se
podian emplear para modelizar las rentas en Galicia durante este periodo era una logt de Student,
una Singh—-Maddala o una Dagum Tipo I.

El inconveniente de todos estos modelos paramétricos es que no admiten méas de una moda, con
lo que se estd asumiendo siempre que todas las rentas por hogar se agrupan en torno a un valor.
El objetivo de este estudio seria el de determinar si en Galicia, tras la crisis, todas las rentas por
hogar se siguen situando en torno a un valor o si, en cambio, estas se agrupan en torno a maés
de una cantidad y las distribuciones paramétricas empleadas hasta el momento para modelizar la
distribucién de la renta por hogar no son validas.

Para determinar si durante el ano 2012 en Galicia hubo solo una tendencia de ingresos o mas de
una, se analizaran los datos obtenidos por el Instituto Galego de Estatistica (2012) en la Encuesta
de Condiciones de Vida de las Familias. En esta encuesta, entre otros datos, se recoge la renta anual
que tiene cada uno de los individuos que conforma un hogar en funcion de la fuente de ingresos (por
trabajo por cuenta ajena o propia, por prestaciones, por subsidios de desempleo, por rentas o por otra
fuente de ingreso). A partir de esta encuesta, se han extraido las rentas anuales, independientemente
de la fuente de ingresos, de 9190 viviendas gallegas.

Con el objetivo de imitar los estudios realizados para modelizar la distribucion de la renta por

1En el caso del Método 1 de Hall y York (2001), tanto en esta base de datos como en la empleada en la Seccién
5.2, se ha calculado el porcentaje de veces que se tiene (Ao.05huy < hjy)-
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Figura 5.2: Izquierda: estimacion de la densidad con nucleo gaussiano y distintas ventanas obtenidas
a través de selectores automaticos (véase Wand y Jones (1995), Cap. 3): h = 0.068 (regla plug—in),
h = 0.109 (regla del pulgar) y h = 0.130 (validacion cruzada). Derecha: SiZer empleando parametros
de ventana h entre 0.01 y 0.23 (se presenta en el eje vertical). Ambos empleando la muestra del
ingreso equivalente per capita normalizado por hogar en Galicia.

hogar (véase Diez, 2004), se eliminaran a aquellas viviendas con ingresos nulos (en este caso no
hay ningin hogar en esta situacion) y se empleara el ingreso equivalente per capita normalizado
por hogar, esto es, si X; es la renta del hogar i-ésimo, se tomara la muestra formada por los X; =
X;/(v/N;X), con i = 1,...,9190, donde X es la media muestral y N; el niimero de miembros del
hogar i.

En la Figura 5.2 se muestra la estimacion tipo niicleo y el SiZer empleando la aproximacion ¢;
que se analiz6 en la Seccion 2.2 (mostrando de color gris los valores de espacio y escala para los que
ESS(xz,h) < 5) para la muestra de los ingresos equivalentes per capita normalizados de los 9190
hogares gallegos. Observando, tanto el SiZer como la estimacién tipo niicleo en la Figura 5.2, parece
claro que hay una moda entre el valor 1 y el 1.2. Lo que no parece tan claro es si el segundo méximo
relativo que aparece en las estimaciones tipo nicleo (con parametro h = 0.05 y A = 0.10) en torno
al valor 1.3 sera realmente una moda. De hecho, observando el grafico obtenido con el SiZer (Figura
5.2, derecha) se llegaria a la conclusion de que esta muestra es unimodal. Si bien, se debe recordar
que esta herramienta exploratoria no proporciona una manera formal de determinar si esta muestra
es realmente unimodal o multimodal.

Con el fin de determinar, de manera formal, si hay una moda o mas de una moda, se han calculado
los p—valores asociados a los distintos test de unimodalidad analizados en el Capitulo 3. Como se
desconoce el intervalo en el que se deberian situar las rentas por hogar en Galicia, para realizar el
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Método 1 propuesto por Hall y York (2001), se ha escogido el intervalo [0, 4] ya que es donde parece
que se sitiia gran parte de la muestra (en particular es donde se sitian el 97.58 % de los valores de
la muestra) y, aunque en esta ocasion la estimacion tipo nucleo permite ver que en los hogares con
rentas altas no se forma una nueva moda, la eleccién de este intervalo evitaria determinar que hay
una segunda moda ocasionada por un pequeno sector de la poblaciéon con rentas muy altas.

Se puede ver que, en este caso, en funcion del test empleado se llega a distintas conclusiones acerca
de si se debe rechazar o no la hipotesis nula de unimodalidad. Asi, para un nivel de significacion
del 5% se rechazaria la hipotesis nula con los test de Cheng y Hall (1998) (p—valor igual a 0) y
con la nueva propuesta empleando la ventana critica (p—valor igual a 0). Mientras que no habria
evidencias para rechazarla con el test de Silverman (1981) (p-valor 0.372), con el Método 1 de Hall
y York (2001) (p—valor igual a 0.074) y con la version sencilla de Fisher y Marron (2001) (p—valor
0.280). Tal y como se analizo en la Seccion 3.3, los tinicos test que parecian que podrian calibrar
correctamente, son los test de Cheng y Hall (1998) y la nueva propuesta presentada. Como con
ambos test se ha obtenido un p-valor igual a 0, para un nivel de significacion del 5%, se rechaza
la hipotesis nula de que la muestra procede de una distribuciéon unimodal. Consecuentemente, hay
evidencias significativas de que existen al menos dos tendencias en los ingresos equivalentes per
capita normalizados por hogar en Galicia y, por tanto, ninguna de las distribuciones unimodales
empleadas habitualmente para modelizar esta variable es valida.

5.3. Direccién de viento en los episodios de contaminacién por
NOx

Uno de los problemas a los que se enfrentan hoy en dia las empresas es el de respetar el medio
ambiente, controlando la cantidad nociva de productos contaminantes que envian a la atmosfera.
Con este fin, las empresas estan obligadas a colocar medidores para detectar cudndo se sobrepasan
de los limites que se imponen desde los érganos administrativos. Un ejemplo de este caso, se tiene
con las particulas de NOx que se pueden expulsar a la atmoésfera. El Real decreto 102/2011 relativo
a la mejora de la calidad del aire y la directiva europea 50,/2008/CE establecen que los valores limite
de proteccion de la salud para el NOx es de 200ug/m?3, que no podra superarse mas de 18 horas al
afio.

El problema surge en que, por ejemplo, el NOx no solo se produce por las actividades industriales.
También se puede generar por actividades agricolas, por la emisiéon de los vehiculos de gasolina y
diésel o por otras causas. Una de las formas de determinar si las alarmas por el exceso de NOx no
son solo producidas por la actividad de una empresa seria el estudiar la direccién media de la que
procede el viento en el tiempo en que se produce una alarma por exceso de NOx en el aire. Asi, si
hay més de una moda en la direccién de la que viene el viento cada vez que se produce una alarma
por exceso de este contaminante, significara que en ocasiones este contaminante llega de la empresa,
pero que esta no es el tnico factor a considerar.

Un ejemplo de este caso, se tiene en la tercera base de datos analizada, donde se ha estudiado
la direccién de la que procedia el viento en cada una de las 151 alarmas que se recogieron en un
medidor situado en la localidad de Vilalba en los datos recogidos minutalmente durante dos anos,
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Figura 5.3: Localizacion del medidor de NOx (circulo negro) y de la central térmica de As Pontes
(circulo naranja).

entre el 1 de Julio del 2011 y el 31 de Junio del 2013, para ver si toda la contaminacién de NOx se
puede atribuir a la central térmica de As Pontes de Garcia Rodriguez (se muestra en la Figura 5.3
la localizacion del medidor y de la central térmica?). Si todos los excesos de NOx fuesen provocados
por la central térmica, cada vez que surgiese una alarma, el viento deberia soplar procedente del
noroeste?, esto es, deberia haber una tinica tendencia en la direccién de la que procede el viento.

Dentro de los dos afios estudiados, ya sea por falta de datos o por estar soplando el viento de
forma constante durante todo el dia*, se han eliminado 33 dias de los 731 estudiados. Para los 698
dias restantes, el medidor de Vilalba ha recogido minutalmente la direcciéon de la que procedia el
viento y la cantidad de NOx en el aire. Entendiéndose que, mientras no se deje de sobrepasar el
umbral de 200ug/m?3, todas las observaciones recogidas formaran parte de una misma alarma, esto
es, se supone que nunca se producen dos alarmas distintas seguidas en el tiempo. Para aquellas
alarmas que duraron mas de un minuto se ha tomado la direcciéon media de la que procedia el viento
mientras se producia dicha alarma.

El tiempo total en el que se ha sobrepasado el umbral ha sido de 187 minutos durante estos
698 dias (muy por debajo del limite legal establecido). La duracion en minutos de cada una de las
alarmas producidas se muestra en el diagrama de barras de la Figura 5.4 (izquierda). Se representa
el diagrama de rosa para la hora media a la que se produjeron cada una de las 151 alarmas por

2Se ha obtenido este mapa y el que se muestra en la Figura 5.8 de la Seccién 5.4 de OpenStreetMap (2014).

3Debido a la poca distancia que hay entre la central y el medidor (aproximadamente 22 km), se esta suponiendo
que las emisiones de la central llegan a través de las corrientes de aire procedentes del noroeste.

4Se entiende que durante esos dias hubo un error de mediciéon del aparato y por eso se eliminan.
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Figura 5.4: Izquierda: diagrama de barras para la duracién en minutos de cada alarma por exceso
de NOx en el aire. Derecha: diagrama de rosa para la hora media en la que se produjeron cada una
de las alarmas por exceso de NOx.

exceso de NOx en la Figura 5.4 (derecha).

Observando la Figura 5.4 (derecha) parece que las alarmas se producen de forma uniforme a
lo largo de todo el dia. De hecho, aplicando el test de uniformidad en el circulo de Kuiper (véase
Jammalamadaka y Sengupta (2001), Seccién 7.2) para un nivel de significacion del 5% no existen
evidencias significativas para rechazar la hipotesis nula de uniformidad. Esto permitiria descartar,
por ejemplo, que una gran parte de las alarmas que se producen por exceso de NOx sean provocadas
por el trafico rodado durante las horas puntas. Mientras que no descartaria que estas sean ocasionadas
por la central térmica, ya que esta produce NOx a lo largo de todo el dia.

Continuando con el objetivo de analizar si gran parte de las alarmas son provocadas por la central
térmica de As Pontes, a partir de la muestra de la direccién media de la que procede el viento cada
vez que se produce una alarma, en la Figura 5.5 se ha realizado la estimacion circular tipo niucleo
(izquierda) y se representa el CircSiZer empleando la aproximacion ¢§ que se analizo en la Seccion
2.3.1 (derecha).

Este seria un ejemplo donde las herramientas exploratorias son de gran utilidad, ya que obser-
vando la Figura 5.5 se puede ver que lo méas probable es que haya dos modas una entre el oeste y
el noroeste, que es la direccion de la que deberia provenir el viento si la alarma es causada por la
central térmica, y otra en torno a la direccién este. Haciendo uso de la estimaciéon tipo nicleo para
parametros de concentracion bajos (v = 0.15), parece que si solo hubiese una moda esta se deberia
situar en torno a la direccién este. A partir de estos hechos, parece claro que no todo el exceso de
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Figura 5.5: Izquierda: estimacion circular de la densidad con nicleo von Mises y parametros de con-
centracion v = 0.15,v = 0.7 y v = 1.7. Derecha: CircSiZer empleando pardmetros de concentracion
v entre 0.7 y 1.7 (se presenta en el radio los valores de —log;(v)). Ambos empleando la muestra
de la direccién media de la que procede el viento cada vez que se produce una alarma. Con “Med”
se senala de donde deberia proceder el viento para que la alarma fuese provocada por la central
térmica.

NOx en aire puede ser atribuido a la actividad de la central térmica.

Con el fin de comprobar, de manera formal, que hay mas de una direccién principal de la que
procede el viento cada vez que se produce una alarma, se han realizado los test estudiados en el
Capitulo 4 para comprobar, a un nivel del 5%, si se rechaza la hipotesis nula de unimodalidad.
Aunque en este caso, para un nivel de significacion del 5%, se llega a la misma conclusién con el
test de Fisher y Marron (2001) (Seccion 4.1.2), con la nueva propuesta basada en la concentracion
critica (Seccion 4.1.1) y con la nueva propuesta basada en el exceso de masa (Seccion 4.2), ya que los
p—valores obtenidos son, respectivamente, 0, 0.002 y 0. Se debe recordar que el tinico test valido para
realizar este contraste es la del test basado en el exceso de masa, ya que es el tinico que presentaba un
calibrado correcto para el caso circular. En este caso, de acuerdo con las herramientas exploratorias,
a la vista del p—valor asociado al test basado en el exceso de masa, parece claro que no todas las
alarmas por exceso de NOx pueden ser atribuidas a la central térmica.

5.4. Los incendios en la comarca de Vigo

El dltimo ejemplo que se va a mostrar, y que ha motivado la realizacién de gran parte de este
TFM, es el de los incendios producidos en la comarca de Vigo con el fin de determinar si en esta
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comarca hay una temporada de incendios o méas de una.

La muestra de donde se produjeron los incendios y en que fecha, han sido proporcionados por
J. M. C. Pereira y su grupo de investigacion (para un anéalisis de estos datos véase Oom y Pereira
(2013) o Le Page et al. (2010), por ejemplo) tras procesar y depurar los datos obtenidos a partir del
Espectroradiometro de Imagenes de Media Resolucion (MODIS por sus siglas en inglés, Moderate
Resolution Imaging Spectroradiometer), situado en la orbita terrestre, a 705 km del suelo, por la
NASA, a bordo de los satélites Terra (EOS AM) y Aqua (EOS PM). Este instrumento cientifico
permite cartografiar toda la superficie del planeta, cada dos dias, detectando incendios a través de
un algoritmo implementado en el MODIS cuando estos se estan produciendo en el momento que
pasa alguno de los satélites (estos pasan tanto por la manana como por la tarde). E1 MODIS es
capaz de detectar incendios pequefios, en cuadriculas de 50 m?, bajo buenas condiciones (con poca
nubosidad, poco humo, ...) y en superficies de 900 m? bajo peores condiciones. Se muestra en la
Figura 5.6 una de las imagenes obtenidas por el MODIS en el satélite Terra de la NASA el dia 7 de
Agosto de 2006, donde se detectaron fuegos activos en la comarca de Vigo®. Para mas informacion
acerca del instrumento o del algoritmo empleado para detectar incendios véase MODIS (2014).

Con el fin de determinar si hay una temporada de incendios o méas de una en la comarca de Vigo,
se han recogido todos los incendios que se detectaron en dicha regiéon durante 10 anos, entre el 10
de Julio de 2002 y el 9 de Julio de 2012. De estos 10 anos, se ha decidido eliminar el afio 2006 ya
que, aunque a la comarca de Vigo no pareci6 afectarle en exceso, se sabe que este ano fue atipico en
Galicia, en el sentido de que se produjeron una cantidad muy elevada de incendios. Observando el
grafico de barras de la Figura 5.7, se puede ver el exceso de incendios que hubo en Galicia durante
el 2006. Mientras que en los anos 2003, 2004, 2005 y 2011 se detectaron alrededor de 1000 incendios
y del 2007 al 2010 en torno a los 250, en el 2006 se detectaron mas de 3500 incendios.

En el caso de la comarca de Vigo no parece tan claro el determinar si este afio resulto atipico,
en cuanto a la cantidad de incendios, ya que se detectaron casi los mismos incendios que durante
el 2005. Aun asi, se ha decidido eliminar a este ano del estudio ya que se tiene que, mientras que
en el resto de anos los incendios estédn repartidos desde Enero hasta Octubre, en el 2006 todos los
incendios se detectaron entre el 5 y el 10 de Agosto. Se obtienen asi, un total de 155 incendios
ocasionados entre los dias 10 de Julio de 2002 y el 31 de Diciembre de 2005 y el periodo que va desde
el 1 de Enero del 2007 al 9 de Julio de 2012.

En la Figura 5.8 se representan las localizaciones de los incendios detectados en la comarca de
Vigo desde el 10 de Julio de 2002 al 9 de Julio de 2012. No se representan los incendios ocurridos
en Noviembre y Diciembre, ya que durante estos 10 anos no se recogié ningtn incendio durante
estos meses en la comarca de Vigo. En la Figura 5.8 los incendios en color amarillo y marrén
corresponderian a la época en la que, normalmente, los organismos publicos permiten las quemas
controladas y de residuos forestales, que es fuera de lo que la Conselleria de Medio Rural e do Mar
(2014) denomina época de maximo peligro de incendios, comprendida entre el 15 de Junio y el 30
de Septiembre (aunque en ocasiones, tampoco se permite realizar quemas controladas en otros dias
por alto riesgo de incendios). La distincion realizada en la Figura 5.8 entre los incendios ocasionados

5Esta imagen ha sido realizada por Schmaltz (2006) para Visible Earth, el catalogo de imagenes y animaciones de
la NASA.
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Figura 5.6: Imagen del noroeste de la Peninsula Ibérica obtenida por el MODIS en el satélite Terra
de la NASA el dia 7 de Agosto de 2006. Se muestran los lugares donde el MODIS detecté incendios
activos en el interior del contorno rojo.
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Figura 5.7: Grafico de barras para el ntimero de incendios por ano. En rojo: incendios ocasionados
en Vigo (divididos por 100). En azul: incendios producidos en Galicia (divididos por 1000).
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Figura 5.8: Interior del contorno continuo grueso negro: comarca de Vigo. Interior del contorno dis-
continuo negro: delimitacion de los ayuntamientos de la comarca de Vigo.Triangulos rosas: incendios
del 2006. Tridngulos amarillos: incendios producidos entre el 1 de Enero y el 14 de Junio. Tridngulos
rojos: incendios ocasionados entre el 15 de Junio y el 15 de Agosto. Tridngulos puarpuras: incendios
originados entre el 16 de Agosto y el 30 de Septiembre. Tridngulos azules: incendios originados entre
el 1 de Octubre y el 31 de Octubre.

en Octubre y los producidos en el resto de meses situados fuera de la época de méaximo peligro de
incendios viene dada ya que se ha observado, en las distintas comarcas de Galicia, que la estimacion
de la temporada de incendios en la época estival suele ir desde finales de Junio hasta finales de
Octubre. Este hecho se puede observar en el grafico de barras de la Figura 5.9 (tanto para Galicia
como para la comarca de Vigo), y también en la estimacion circular tipo nucleo y en el CircSiZer
realizados para la muestra de 155 observaciones de la fecha en la que se detectaron los incendios en
la comarca de Vigo en la Figura 1.15.

Sabiendo que la ciudad de Vigo y sus alrededores se dedican principalmente a la actividad
industrial y pesquera, puede resultar extrano que se produzca una estaciéon de incendios ocasionada
por las quemas controladas y de residuos forestales asociada a la actividad agricola. Con el fin
de analizar si la moda que se estimé (para parametros de concentracion altos), en la Figura 1.15
del Capitulo 1, entre los meses de Enero y Abril, fue ocasionada por un ano atipico en el que se
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Figura 5.9: Grafico de barras para el nimero de incendios divididos por quincenas. En rojo: incendios
ocasionados en Vigo (divididos por 100). En azul: incendios producidos en Galicia (divididos por
1000).
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Figura 5.10: Grafico de barras para el nimero de incendios detectados, cada ano, entre el 1 de Enero
y el 30 de Abril.
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produjeron un exceso de quemas durante este periodo, se ha representado en el grafico de barras de
la Figura 5.10 el namero de incendios detectados, cada ano, entre el 1 de Enero y el 30 de Abril.
Observando la Figura 5.10, parece claro que esta posible moda no es un efecto provocado por un ano
atipico. La explicacion de esta posible moda se puede encontrar en la Figura 5.8, donde se puede
observar que los incendios producidos entre el 1 de Enero y el 14 de Junio no son ocasionados ni en la
ciudad de Vigo ni en sus alrededores, si no que casi todos (a excepcion de cuatro) se producen en el
ayuntamiento agricola de Fornelos de Montes (ayuntamiento situado méas al noreste de la comarca).

A través de las herramientas exploratorias no queda claro si la moda que aparece a finales de
Febrero es realmente una moda y por tanto se tienen dos modas o si, en cambio, solo hay una
temporada de incendios en la comarca de Vigo y esta se produce en torno a mediados de Agosto.
Con el objetivo de determinar si solo hay una moda en la época estival o, en cambio, hay mas de una
temporada de incendios en la comarca de Vigo, se pueden emplear los test de multimodalidad vistos
en el Capitulo 4. Como los datos obtenidos son una discretizacion de los datos originales (ya que
solo pueden tomar 366 valores), con el fin de recuperar la estructura continua, se va a suponer que
estos incendios pudieron ocurrir en cualquier momento del dia. Para ello, si en la muestra original
hay un incendio ocasionado el dia a, se generara un nimero aleatorio de la distribucion uniforme en
[27(a — 1)/366, 2ma/366).

Utilizando los 155 valores generados a partir de la muestra original se han realizado los distintos
test presentados en el Capitulo 4. Para los tres test se ha obtenido un p—valor igual a 0. Aunque al
igual que ocurria con el ejemplo de la Seccién 5.3, a un nivel del 5%, la conclusién seria la misma
con los tres test, el unico valido para realizar el contraste de unimodalidad frente a multimodalidad
es el presentado en la Seccién 4.2. Observando el p—valor obtenido para el test basado en el exceso
de masa, a un nivel del 5%, se puede concluir que se rechaza la hipotesis nula de que en la comarca
de Vigo solo hay una temporada de incendios.

Como no queda muy claro si 2006 ha sido un ano atipico en la comarca de Vigo, también se ha
realizado el test basado en el exceso de masa para los 246 datos generados a partir de la muestra
de los incendios detectados en esta comarca desde el 10 de Julio de 2002 al 9 de Julio de 2012. En
este caso, el p—valor obtenido es igual a 0, por tanto se seguirfa rechazando la hipétesis nula de
unimodalidad.

Otra de las dudas que pueden surgir es qué ocurre cuando se considera toda la comarca de Vigo
sin el ayuntamiento de Fornelos de Montes. Se puede ver que, aplicando el test basado en el exceso
de masa sobre los 112 valores generados a partir de la muestra de los incendios que se detectaron en
los ayuntamientos de la comarca de Vigo, excluyendo el de Fornelos de Montes, el p—valor obtenido
es igual a 0.136. Por tanto, a un nivel del 5%, no hay evidencias significativas para rechazar la
hipotesis nula de que solo se produzca una temporada de incendios en la comarca de Vigo cuando
se elimina el ayuntamiento de Fornelos de Montes.
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Apéndice A

Modelos empleados

A continuacién, se muestran las expresiones de las mixturas de normales empleadas a lo largo

de este TFM, para ello se ha usado la notacion Z pi - N(ui,0?), donde cada N (iu;,0?) representara

cada una de las componentes de la mixtura y 1os pL seran los pesos asociados a cada componente y

l

verificaran que > p; = 1.

= MI1:
= M2:
= M3:
= M4:
= M5:
= M6:
= MT:
= MS:

= MO:

i=1

N(0.5,1/36).

0.9+ N(0.5,1/324) +0.1- N(0.5,1/36).

0.2+ N(0.3,0.01) + 0.6 - N(0.5,0.024) + 0.2 - N(0.7,0.01).
0.95 - N(0.3,0.01) + 0.05 - N(0.8,0.0004).

0.75 - N(0.5,1/36) + 0.25 - N(0.85,0.0025).

0.5- N(0.3,0.01) + 0.5 - N(0.6,0.01).

0.86 - N(0.4,0.001) + 0.14 - N(0.74,0.0004).

0.5+ N(0,0.49) 4+ 0.5 - N(1.4,0.25).

0.95 - N(0,10) 4 0.05 - N (0, 0.02).

= M10: 0.45 - N(0.3,0.01) + 0.45 - N(0.6,0.01) + 0.1 - N(0.9,0.0004).

Las expresiones de las mixturas de von Mises empleadas a lo largo de este TFM, usando la

l

1
notacion Y p; - vM (pi, k), con Y p; = 1, serian las que siguen:

i=1
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« MI1: 0.25 - oM (0,2) + 0.75 - vM(7/v/3,2).
« M12: 0.9 - vM(m,10) + 0.1 - vM(x, 1).

= M13: 0.5-vM(0,4) + 0.5 - vM(7,4).

. M14: 0.5 - 0M(2,5) + 0.5 - vM(4,5).

= M15:1/6 - vM (7 —0.8,30) +1/2 - vM (7, 1)+ 1/6 - vM (7, 30) + 1/6 - vM (7 + 0.8, 30).
Las expresion de la mixtura de modelos circulares empleada en este TFM es la que sigue:
= M16: Mixtura de von Mises y Cauchy enrollada: 0.8 - vM(m,5) + 0.2 - WC(47/3,0.9).

Se muestra la representacion lineal de estos 16 modelos en la Figura A.1.
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Figura A.1: Modelos utilizados en este TFM. M1-M10: funciones de densidad lineales. M11-M16:
funciones de densidad circulares.






Apéndice B
Resumen de los test empleados.

En este anexo, en las Tablas B.1 y B.2, se presenta un resumen de todos los test presentados
a lo largo de este Trabajo Fin de Master, destacando los aspectos mas importantes de cada test,
esto es, el contraste que realizan, el estadistico usado para ello, el calibrado propuesto para tratar
de obtener un test que funcione correctamente (si lo hay) y por quién o quiénes fueron propuestos
dichos test y calibrados.

Ademas, en la Figura B.1, se presenta un diagrama cronolégico para analizar como fueron sur-
giendo en la literatura las distintas herramientas graficas y los distintos test. Se vera como surge
en el ano 1981 el primer test de multimodalidad por la via de la ventana critica desarrollado por
Silverman (1981) y en 1985 el primer test por la via del dip o el exceso de masa desarrollado por
Hartigan y Hartigan (1985). A partir de ese momento y hasta el afio 2001, se desarrollaran estas
dos tendencias para tratar de proporcionar un test de multimodalidad que calibre correctamente. La
estimacion del namero de modas y de su localizacion a través de las herramientas graficas comienza,
en el contexto lineal, en el afio 1993 con Minnotte y Scott (1993) estudiando directamente la locali-
zacion de las modas a través del arbol de modas. En el afio 2001 con Fisher y Marron (2001) surgira
el primer test de multimodalidad para el contexto circular y no es hasta el 2012 cuando aparece la
primera herramienta exploratoria en el contexto circular presentada por Oliveira et al. (2012b).
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1998 2001
Test de
Bosque de modas 2001 Cramér-von Mises
1991 Minnotte et al. 1998 )
Esceso de masa : Calibrado del Calibrado de la Fishery Marron
1981 Muller y Sawitzki N exceso de masa 1939 ventana critica g 2008
v iti 1983 y. 1998 h Chena v Hall SiZer Hall y York e Intervalos de
eglt‘a{na critica Dip N Arbol de modas . sy Chaudhuriy Marron - e crecimiento y decrecimiento
ilverman Hartigan y Hartigan . Minnotte y Scott . / P Diimbgen y Walther
L ]
2001 2012
Test de Watson FIlr(.:5|Zer
Oliveira et al.

Fisher y Marron

Figura B.1: Diagrama cronolégico de los distintos test de multimodalidad y herramientas graficas para la deteccion de modas.



Nombre Contraste Estadistico Calibrado Propuesto por
Hy:j<k hi, = min{h : f; tiene a lo sumo k modas} Silverman (1981)
Hy:j>k Se rechazard Hy si P(hj, < hi|X) > 1 -«

Ventana critica

Hy:j =1y no tiene
minimos locales
en el intervalo I
Hy:j>1enl

huy = min{h : f, tiene
exactamente una moda en I}

Meétodo 1:

Se rechazara Hy si P(hj, < Aahuy|X) >1—q,
donde los A, son los dados en (3.4)
””””””””” Método 2:
Se rechazara Hy si P(hj;y < hpy|X) >1— 74,
los 7, se obtienen a partir de las hyy para

una N(0,1) en el intervalo [-1.5,1.5]

Hall y York (2001)

Cramér-von Mises

HnJSk‘
Hy:j>k

. - 7
7= %2 (Fu(Xw) = %52) + o

Fou@) = [" fu.(t)dt

Se rechazara Hy si P(T} < Tp|X) > 1 -«

Ho:jrm < krm

Hy: jryv > kru

TR T\ 2
Ten = ; (Fhl-'l\’l (X(t)) - %) + %
hF‘i\( = sup {h/SkFi\f (h> > 0}
Frp (@) = 7 Freyi ()2

Se rechazara Hy si P(T}, < Tpu|X) >1—a

Fisher y Marron (2001)

Dip Hy:j= D(F,) = Cl;llﬁ} (sup\Fn(w) - G(JL)|) Hartigan y Hartigan (1985)

€ T

Hejs1 T S vechazard Ho s Pire < DE)) S 12w

los kq se obtienen a partir de los dip para una U(0,1)
Hy:j<k Ap g1 = InéX{EnJH»l(Fn: A) — Enk(Fn, N} Miiller y Sawitzki (1991)
k

1>k BuaFu ) = _sw {2 - Nl

1,..,Ck =1
Exceso de masa Hy:j=1 | Anp=2-D(F) Cheng y Hall (1998)
Hi:j>1 La distribucion se aproxima

por Monte Carlo a partir de 1(b)

Se rechazard Hy si P(A} 5 < Apo|X) >1—o.
Se toma X siguiendo una v.a. con densidad fhl

Nueva propuesta (2014)

Tabla B.1: Resumen de los test empleados para el caso lineal.
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Nombre Contraste Estadistico Propuesto por
Hy:jc=1 vy =sup{v: f¢* tiene una moda en el intervalo [0,27)} | Nueva propuesta (2014)
Concentracion critica Hy:jc>1 Se rechazara Hy si P(vf > 11|@) > 1 — 75,
los 75 se obtienen a partir de los 4 para una vM(0,1)
n .
Hy: j¢ < k¢ UZ. =3 (usy — (a—13) - 212;1)2 + = Fisher y Marron (2001)

U? de Watson

H11H12j6>k6

i=1

w = Fo (0:) = [ fe.. (0)do

Se rechazara Hy si P(UZ." <UZ|@)>1—a
Hy:j°=1 Af o= me{Efi,‘z(]Pfu)\) — E; (P, )} Nueva propuesta (2014)
e
Exceso demasa | pp; ;e > 1 BP0 = _sw {Specop - el
- C1,..,Cre_ll=1

Se rechazard Hg si P(Af 5" < A5 ,|0) > 1—a.
Se toma @* siguiendo una v.a. con densidad f,fl

Tabla B.2: Resumen de los test empleados para el caso circular.
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