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Resumo

Na actualidade é moi comin que os procesos observados a través do tempo
(series temporais) se plantexen como resultado de efectos de variables latentes,
é dicir, procesos que non poden ser observados directamente. Neste contexto faise
moi 1til a representacién destas series temporais en formato de espazo de estados

para o seu analise estatistico.

Esta representacion dos modelos de series temporais en formato de espazo de
estados, permite utilizar a metodoloxia do filtro de Kalman. Esta ferramenta é moi
adecuada para a estimacion desas variables latentes non observables presentes na

nosa serie de forma simple e directa.

Na primeira parte deste traballo, realizarase unha revision da derivacion das
ecuaciéns que conforman a algoritmo do filtro de Kalman asi como dunha intro-
duccion ao formato de espazo de estados. Na segunda parte do traballo preséntara-
se varios modelos de series de tempo en formato de espazo de estados, facilitando

asi a aplicacién do filtro de Kalman.

Ademais durante a presentacién dos modelos, iranse ilustrando os mesmos con
exemplos aplicando as funciéns programadas en R para cada un dos casos. Finali-
zando o traballo coa aplicacién do filtro de Kalman ao estudo dos tipos de interés
do mercado europeo (EURIBOR) a través do modelo CKLS con volatilidade es-

tocéastica.






Capitulo 1

Introducion

A diferenza do que ocorria no pasado, no mundo actual existe unha gran can-
tidade de datos e informacién obtidas da observacién de distintos procesos como
poden ser: investigacions cientificas, economia, meteoroloxia,... . Este fenémeno
é conecido como mineria de datos, onde o problema non esta tanto en conseguir
as observacions e a informacién senén que o problema esta en como facer o trata-
mento adecuado destes datos, que permita explicar e entender mellor os procesos

observados.

Ante esta gran cantidade de informacién, a estatistica proporciona unha fe-
rramenta para o estudo e o andlise das mostras de datos coa intencion de poder
explicar e entender o proceso do que provenen os datos. Distinguense dentro da

estadistica duas ramas:

» Estatistica desccriptiva: adicase a descripcion, visualizacion e resumo dos

datos obtidos a partir do fenémeno observado.

= Estatistica inferencial: adicase a xerar modelos, inferencias e prediccions

asociadas aos fendémenos.

Podese resumir, dicindo que o obxectivo da estatistica é o de dotar ao investi-
gador de métodos que lle permitan resumir e extraer informacion dun conxunto de

observaciéns dun proceso, xa sexa mediante unha visiéon descriptiva (a través de
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graficos) ou mediante unha visién inferencial, obtendo estimaciéns e predicciéns

do proceso.

Neste contexto de mineria de datos, € moi comin que as observacions obtidas
sexan tomadas ao longo do tempo de forma diaria, mensual,... Ténense moitos
exemplos disto en todos os ambitos, asi en economia os rendementos econdémi-
cos ou os prezos das accions son medidos diariamente. En meteoroloxia faise moi
importante levar unha observacién diaria das condiciéns ambientais como tempe-
ratura ou humidade para poder facer unha predicciéon éptima nos dias posteriores.
En agricultura, rexistranse cifras de produccion anual, exportacions... En resumo,
a lista de dreas onde se estudian datos secuenciais (tomados en diferentes puntos

do tempo) é interminable.

Este formato de datos que son tomados ao longo do tempo, conducen a proble-
mas novos de modelado estatistico e inferencia. A correlacién obvia introducida
pola mostraxe de puntos continuos no tempo pode restrinxir a aplicaciéon de moi-
tos métodos convencionais da estatistica, baseados no suposto que as observaciéns

son independientes e idénticamente distribuidas.

Dentro da estatistica, a estes conxuntos de observacions tomadas secuencial-
mente ao longo do tempo conecense como series de tempo. Dentro delas os
datos soen estar tomados en intervalos de tempo equiespaciados (cada hora, dia-
riamente,...), ainda que poden darse casos nos que os periodos sexan desiguais
como pode ser a medicién do peso dunha persoa, xa que nas sias primeiras eta-
pas o neno é pesado con maior frecuencia que cando este é adulto. Na Figura 1.1

representanse exemplos de series temporais.

Observando unicamente os graficos das series temporais xa se pode obter certa
informacion sobre a serie observada, como pode ser a tendencia ou unha posible
estacionalidade. Entendendo como tendencia a componente que reflexa a sta
evolucién a longo prazo, e estacionalidade a componente que reflexa posibles
ciclos dentro da serie. Observase nos exemplos da Figura 1.1, como a tendencia
do consumo de electricidade é ascendente co paso dos anos, mentres que na serie
que rexistra os valores sobre o turismo observase claramente un ciclo que se repite
todos os anos con maior ou menor diferenza. En canto a serie do Euribor parece

haber unha tendencia negativa, incrementada no ultimo tramo que coincide cos



anos da crise econémica. Neste tipo de series econdémicas é moi habitual estudar a
volatilidade presente na serie, sendo esta unha medida da frecuencia e intensidade

dos cambios do prezo dun activo financieiro con respeto a media histérica.

Euribor

1995 2000 2005 2010

100 150 200 250

Consumo de electricidad

T T
1980 1985 1980 1995 2000 2005

Turismao (en miles)

1996 1988 2000 2002 2004

Figura 1.1: 1° Serie dos valores do Euribor no periodo 1995-2010. 2° Serie cos
datos do consumo de electricidade no periodo 1970-2005. 3° Serie de datos sobre

o turismo no periodo 1996-2004.

O estudo e modelado das series de tempo é un tema moi actual abordado por
multitude de autores, estudos que se poden atopar en Pena (2005) ou Shumway e
Stoffer (2006), onde se trata a inferencia estatistica das series de tempo mediante
modelos como son os conecidos ARMA, GARCH,...

O enfoque clasico do modelado de series de tempo estd baseado no feito
de que un modelo xeral para calquera serie estacionaria non deterministica é o
autorregresivo-promedio mévil de orden(p,q) tamen conecido como ARMA(p,q),

que ven dado pola seguinte expresion:
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Y= P1Ye—1 + -+ OpY—p T &+ 0151 + -+ 0,8

onde &; é independente e idénticamente distribuido con media cero e varianza
o?. Ante este enfoque cldsico existe un modelo que engloba a estos modelos co-
nocido como modelos de espazo de estados, introducido en Kalman (1960) e
en Kalman e Bucy (1961). Este tipo de modelos presentan un enfoque unificado

para a analise de series de tempo, e poden ser aplicados a calquera modelo lineal.

Todos os modelos lineais de series de tempo tenien unha representaciéon no
formato de espazo de estados. Mediante esta representacion relacionase o vector
de erros, €;, co vector das observacions, y,, mediante un proceso de Markov, x;.
Un tratamento moderno sobre a andlise das series de tempo baseado nos modelos

de espazo de estados pode verse en Durbin e Koopman (2001).

Esta relacién proposta polos modelos de espazo de estados ven definida na sia

version mais basica polo seguinte sistema de ecuacions:

i = Axite €~ N(0,R) (1.1)
X, = dx0+m, my~ N(0,Q) (1.2)

Con t =1,..n e onde y, é un vector de orde p x 1 de observaciéns, e x; é un
vector de orden m x 1 inobservable, denominado vector de estados. Este modelo
bésico conecese como o Modelo Bdsico de Espazo de Estados (MBEE). A idea
subxacente no modelo é que o desenrolo do sistema no tempo estd determinado

por x; dacordo coa ecuaciéon 1.2.

O modelo escrito nas ecuaciéns 1.1 e 1.2 é un modelo lineal gaussiano en for-
mato de espazo de estados. Dentro deste modelo conecese ao vector x; como o
estado do sistema no momento ¢ e que non é observado directamente, como pode
ocorrer por exemplo coa volatilidade nas series de rendementos econémicos. Por
outro lado, a ecuacion 1.1 proporciona un enlace entre o vector de datos obser-
vados, y,, e o vector de estados, x;, e recibe o nome de ecuacion de observacions

con error de medida €;. A ecuacién 1.2 controla a evoluciéon no tempo do vector



de estados e recibe o nome de ecuacion de estados (ou ecuacion de transicion)

con innovacions 1,.

A posibilidade de estimar a serie observada a través da estimacion dun proceso
oculto dentro da serie en estudo é unha ferramenta de moita utilidade. En moitas
ocasiéns a serie observada non ten que ser exactamente o foco do estudo, asi ocorre
nas series de rendementos econémicos onde o que interesa é o estudo e estimacion

da volatilidade do proceso que non se pode observar directamente.

Plantexandoo dunha maneira xeral, tense que ante a imposibilidade de poder
observar directamente o vector de estados x;, o estudo deste proceso oculto basea-
rase nas observacion obtidas, y,. As matrices de parametros que definen o modelo,
A, D, R e (), tamén conecidas como hiperparametros do modelo para evitar con-
fusions cos elementos do vector de estados que se poden pensar como parametros,
suporanse nun principio conecidas e os términos de erro €; e 1, suponense serial-
mente independentes e independentes entre si todo o tempo. O estado inicial xg
suponse que é N(ag, Fy) e independente dos vectores de erros €; e 7, onde en

principio ag e Fy son conecidos.

O modelo exposto ata agora é o mais basico dos modelos de espazo de estados.
A partir desta version o modelo acepta modificacions segundo as necesidades do
problema a tratar. Asi por exemplo, poderiase considerar que tanto o vector de
estados como o de observaciéns esta afectado por unha variable eséxena. Neste

caso o modelos serd escrito como:

y, = Ax;+Tu+ ¢ €~ N(0,R)
X, = Px4 1 +Tu +m n, ~ N(0,Q)
onde u; é o vector de variables esoxenas e, T e I' as matrices asociadas. Este
tipo de variables estan determinadas por factores ou variables que non estan in-
cluidas no modelo que se esta utilizando. Por exemplo, é comin encontrar modelos

econémicos onde se pretende estudar como infliie o gasto publico do goberno nos

activos financieiros.

Unha vez que o modelo co que se estd a traballar foi escrito en formato de es-
pazo de estados, abrese a porta a aplicaciéon dun niimero importante de algoritmos

estatisticos dentro dos cales se atopa o filtro de Kalman. Este filtro consiste nun
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procedemento recursivo para computar o estimador éptimo do vector de estados
no momento t, baseado na informaciéon disponible ata ese tempo t. Esa informa-
cién consiste nas observaciéons disponibles ata o momento ¢, Y;. O obxectivo do
filtro de Kalman é actualizar o noso conecemento do sistema cada vez que se obten

unha nova observacién y,.

O filtro de Kalman é o principal algoritmo para estimar sistemas dinamicos
especificados en formato de espazo de estados. Tanto é asi que é frecuente que se
utilicen modelos espazo de estados e modelos de filtro de Kalman como sinénimos.
En esencia, os modelos de espazo de estados serfan unha notacién convinte para
o manexo dun amplio rango de modelos de series temporais, mentres que o filtro

de Kalman ¢é un algoritmo para o estudio estatistico dos citados modelos.

Este algoritmo ten a sia orixe en Kalman (1960) donde describe unha solu-
cién recursiva éptima para o problema do filtrado lineal de datos discretos. O filtro
é un procedemento matematico que opera por medio dun mecanismo de predic-
cién e correccion. En esencia, o algoritmo pronostica un novo estado a partir da
stia estimacion previa engadindo un termo de correccién proporcional ao erro de
prediccién, de tal forma que este 1ltimo é minimizado estatisticamente. A este

termo de correccién conecese como ganancia de Kalman.

O algoritmo do filtro de Kalman, ademais de permitir que as estimacions do
vector de estados sexan continuamente actualizadas cada vez que unha nova obser-
vacion estd disponible, tamén proporciona unha ferramenta 1til para a estimacién
dos parametros do modelo. Asi formulado o modelo en espazo de estados e para
un conxunto de parametros iniciais dados, os erros de prediccién do modelo son
xerados polo filtro, e estos son utilizados para avaliar recursivamente a funcion de

verosimilitude ata maximizala.

Mediante o filtro de Kalman evitase a influenza de cambios estructurais na
estimacion, entendendo como cambio estructural un cambio cara arriba ou cara
abaixo debido a algin evento especifico. A estimacion recursiva parte da mostra
inicial e actualiza as estimaciéns incorporando sucesivamente unha nova observa-
cién ata cubrir a totalidade dos datos. Isto leva a que a estimacién maéis recente
esté afectada pola historia lonxana da serie, o cal ante a presencia de cambios

estructurais podria sesgala. A diferenza do filtro de Kalman, ainda que empre-



ga toda a historia da serie, é que intenta estimar unha traxectoria estocastica
dos coeficientes en lugar de deterministica, co cal soluciona o posible sesgo nas

estimacions ante a presencia de cambios estructurais.

Por outro lado, o filtro de Kalman utiliza o método de minimos cadrados para
xerar recursivamente o estimador do estado no momento ¢, que ¢ lineal, insesgado

e de varianza minima.

Entre as desventaxas do filtro de Kalman cabe mencionar a necesidade de con-
dicions iniciais de media e varianza do vector de estados para iniciar o proceso
recursivo, tema sobre o que non existe un consenso. Ademais por outro lado, o
desenrolo do filtro de Kalman esta baseado na gausianidade das variables aleato-
rias, o cal pode orixinar un limitante para o seu estudo e aplicaciéon. Por tltimo
notar que para modelos autorregresivos os resultados estan condicionados, & in-
formacién do pasado da variable en cuestién. Neste sentido o prondstico con series
de tempo representa a forza ou inercia que actualmente presenta o sistema e son

eficientes iinicamente a corto prazo.

Este traballo centrarase na reformulacién de modelos de series de tempo ao
formato de espazo de estados e no estudo das ferramentas proporcionadas polo
filtro de Kalman, con vistas a aplicar dito algoritmo ao estudo de series de tempo

en modelos de espazo de estados.
A estructura do traballo serd a seguinte:

No capitulo 2 presentarase méis en profundidade o filtro de Kalman, mentres
que nos seguintes centrarase na reformulaciéon dos modelos de series de tempo ao

formato de espazo de estados, e presentacién de exemplos dos modelos vistos.

Ademais engadese ao final do traballo un anexo onde se describe o cédigo R
utilizado e programado neste traballo, baseado na libreria “astsa”, e modificado

convintemente para o caso dos modelos aqui especificados.






Capitulo 2

O Filtro de Kalman

Regresando ao modelo de espazo de estados especificado nas ecuaciéns 1.1 e
1.2, tense que o obxeto de andlise ¢ inferir propiedades do vector de estados x; a
partir do conxunto de datos {y;|t = 1,..., T} e o modelo. Os tres tipos de inferencia

abordados na literatura son:

» Filtrado: recuperar o valor da variable estado z; dado o conxunto {yi,..., y;},

é dicir, eliminar os errores de medida dos datos.

s Predicion: obter os valores de x;,, ou de y;1 para h > 0 dado o conxunto

{ylv"w yt}

» Suavizado: é estimar z; dado {y1,...,yr}, onde T > t.

Estes tres problemas son abordados polo filtro de Kalman, mediante o cal a
parte de facer o filtrado dos datos, proporciona ferramentas ttiles para a suaviza-

cién e prediccion sobre os nosos datos.

O algoritmo correspondente ao filtro de Kalman, consiste nun conxunto de
ecuacions matematicas que permiten computar un estimador insesgado e éptimo
do vector de estados no momento t en base a informacién disponible en ¢ — 1,
e actualizar estas estimacions cando se obtén a observacién no instante t. Deste
xeito proporciona unha ferramenta para a actualizacion de forma continua do

vector de estados cada vez que se obtén unha nova observacion.



12 CAPITULO 2. O FILTRO DE KALMAN

Un exemplo ilustrativo deste proceso seria a estimacién da hora de chegada a
unha cita. Suponase que se ten unha primeira cita cunha persoa pero non se sabe
se é ou non puntual. Para esta primeira cita necesitariase decidir entre ser pun-
tual ou non, o que entra en analoxia coa eleccién do estado inicial co cal iniciar o
proceso recursivo do filtro de Kalman. Despois desta primeira cita, obteriase nova
informacion persoa segin chegase cedo ou tarde. Con isto teriase unha “actuali-
zacion” da informacion coa que se realiza a estimacion. Polo que agora para unha
segunda cita, a “estimacion” da hora de chegada ao lugar indicado estard baseada
nesta nova informacion “actualizada”. Despois da cita volveriase “actualizar” a
informacion sobre a hora de chegada da outra persoa, de forma que coa sucesién
de citas a hora “estimada” de chegada tenderd a estar préxima a do acompanan-
te. Este procedemento recursivo de estimacién é a base da filosofia do filtro de

Kalman.

Neste capitulo pretendese facer unha introduccion do filtro de Kalman, descrito
en Kalman (1960), presentando a derivacién das ecuaciéns que o conforman. Notar
que dentro da notacién de espazo de estados, a derivacion do filtro de Kalman
descansa no suposto de normalidade do vector de estado inicial e das perturbacions
do sistema. De tal forma que é posible calcular a funcién de verosimilitude sobre o
erro de predicién co cal se leva a cabo a estimacion dos parametros non conecidos

do sistema.

2.1. Algoritmo

O principal obxectivo do filtro de Kalman é o de actualizar o conecemento
sobre o sistema cada vez que se ten unha nova observacién y, (o que se conece
como filtrado). Con este préposito, o filtro esta constituido por un conxunto de
ecuacions matematicas que se derivan baixo o suposto de normalidade do vector
de estado inicial e as perturbacions. A derivacion que se expon neste traballo
basease nos libros de Tsay (2012) e Hamilton (1994).

Como se expuso anteriormente, o filtro de Kalman é un algoritmo recursivo
que nos permite actualizar as nosas estimacions cada vez que se obtén unha nova

observacion. As ecuacions que conforman o filtro dividense en dous grupos:
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» Ecuacions de prediccion, mediante as cales se estima o estado no tempo

t baseandose no estado ata o instante ¢t — 1

= Ecuacidéns de actualizacion, que permiten a incorporacién da estimacion

da nova informacién obtida.

E no segundo conxunto de ecuacions, onde se xera un mellor pronodstico do
estado de forma que o erro é minimizado estatisticamente. Isto lograse incorpo-
rando un factor de correccion, conecido como ganancia de Kalman. Este factor
é seleccionado de tal forma que minimice a covarianza do erro da nosa estimacion

do estado.

Co sistema xeral para o espazo de estados exposto anteriormente, nas ecuacions
1.1 e 1.2, farase o estudo da obtencion das ecuacions de predicion e actualizacién
correspondentes ao filtro. Ainda que os hiperparametros do modelo non tenen
porque ser conecidos, aqui asumirase que tenen un valor numérico concreto e

conecido.

Antes de comenzar coa derivacién do filtro de Kalman, enunciarase un resul-

tado que se precisara nos céalculos posteriores:

= Teorema 2.1: Tendo que x, y e z son tres vectores aleatorios tales que
a sua distribucién é normal multivariante. Ademais, asumese que o bloque
diagonal da matriz de covarianzas ) ¢é non singular para w = z,y, 2, e

que »_,. = 0 entonces:
o Var(zly) = Yow — XaeXyy Lya-
o Var(zly,z) = Var(z|y) — 3.2 2.,

Tratarase este algoritmo motivado para o cédlculo de prediccions por minimos

cadrados do vector de estados en base aos datos observados ata o instante ¢,

fif = E(Xt|Ys)
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onde,

)/S:yla'" ' Ys-

Deste xeito, o filtro de Kalman ira calculando de forma recursiva as distintas
estimaciéns do vector de estados xerando %J,%y,%3,... Tendo asociada a cada

prediccién unha matriz do erro cadratico medio (MSE) dada por:

Ptt+1 = B[(x¢11 — X§+1>(Xt+1 - X§+1)/]~ (2.1)

O proceso recursivo comezara dende o punto f(?, que denota a prediccién de x4
no instante no que non se posue ningunha informacién. Isto é a media incondicional

de x,

con MSE asociado,

P} = E[(x1 —x)(x1 —x7)'].

O valor asignado a estes elementos vird dado mediante a estimacion dos mes-
mos cos datos cos que se esta a traballar. Utilizando algoritmos para a sta esti-
macién como o Newthon-Raphson ou o algoritmo EM (Esperanza-Maximizacion).
Por outra banda, en Hamilton (1994), propdnse que se os autovalores da matriz
® estan contidos dentro do circulo unidade, entén o proceso para X; ten media
constante. Polo tanto, para este caso inicializariase de forma xeral da seguinte

forma:

e sendo PP a matriz dada polos elementos expresados como o vector columna

seguinte:
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vec(PY) = [I — (A® A)]  vec(Q).

onde ® denota o producto de Kronecker, que consiste nunha operacién sobre
duas matrices que da como resultado unha matriz bloque. Asi se, se ten unha
matriz A de dimensiéns mxn e unha matriz B de dimensiéns p xq obteriase unha

matriz mpxngq.

Sexa:

a1 Q1n b1 blq
A — B —
aml e amn apl e apq
enton terase:
ayiby Clnblq e ppbyp a1nblq
ayibgr - a11bzq e appby e alanQ
anby v anbyy v o Qibp v Ginbyg
AR B =
amlbll amlblq amnbll amnblq
Amiba - amleq e Opboy a’manq
mibpr = Qmibpg v Gunbpr v Qg

Ademais considerase vec(Py) é o vector cos elementos correspondentes a matriz
0
Pl .

Dados uns valores inicias para o algoritmo do filtro de Kalman, o camino

natural do proceso é obter as ecuaciéns de prediccién e actualizacién. Mediante

as ecuaciéns de prediccién o que se pretende é calcular os valores de %: e P71

Seguindo a notacion, terase polo tanto que:
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%7 = B(x|Yio1) = B(®x,1 + Y1) = XT3

sendo entonces,

P = Bl =% (x — %
= B®(x; — %)) + 0y [P(x — %T1) + 1) (2.2)
= OPTY +Q.

A préxima consideracion a realizar é a prediccion do valor de y,. Notar que a
partir da primeira ecuacién do modelo exposto mediante as ecuacions 1.1 e 1.2,

tense:

E(Yt|xt) = Axy

polo tanto,

il = AB(x, | Vi) = AxIL (2.3)

Recordando a ecuacion 1.1 do MBEE, tense que o erro de prediccion:

Yi— 9 = Ax+m — AxT = A(x — XY +

con MSE,

Elly, =3 )y =3 )] = BIAGx —xi7) (xe —x7') AT + Elnym,].

Os productos cruzados tenen valor cero, debido a incorrelaciéon entre o vector
de estados, x; co vector de erros n,. Polo tanto agora, partindo da ecuacién 2.1 e

de que E[nm,| = R, p6dese expresar a anterior esperanza como segue:

Elly, =3 )y, =9 )] = AP A+ R. (2.4)
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O seguinte paso na inferencia do valor de x; é a actualizacién en base a obser-

vacion y,. Tendo en conta o Teorema 2.1 obtense que:

% = E(x|Y)
= X+ Bl —% )y -] % (2.5)
x Elly, — yi_l)(Yt - yi_l)]_l x (y; — S’i_l)'
Ademais por outro lado tense que dada a suposicién inicial do filtro de que
os erros son incorrelados e independentes, obtense que E[n,, (x; — % 1)] =0, e

recordando a férmula 2.1, chegase a que:

Bl =% )y, — 9 )] = Bl — %Al —x7) +n)f
= Bllx — %) (x — %) A (2.6)
— PttflAl.

Chegados a este punto, substituindo 2.3, 2.4 e 2.6 en 2.5 dediicese que

=%+ PTTAAPTTA + Ry, — ARTY).

Sendo o MSE asociado o dado por,

Pl = Bl(x —%})(x — &)
= Bl(x—%")(x — %))
— Bl — %y, - 9%
x Elly,— 97 )y, — 57 %
( 1]

— Ptt—l o Ptt_lAl<A_Ptt_1A, + R)flAPtt—l'

Isto pédese escribir de forma mais compacta como:

P =[I - KAP!
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onde a matriz K; se conece como ganancia de Kalman, que ten a seguinte

expresion:

Kt — Ptt—lA/(APtt—lA/ + R)—l

Esta matriz é a que corresponde ao factor de correccion do filtro de Kalman.
Existen varios caminos para a derivacion das ecuacions do filtro de Kalman, neste
traballo empregouse o Teorema 2.1 que describe algunhas propiedades da distribu-
ci6n normal multivariante. Esta derivacién podese ver en Tsay (2010) ou Hamilton
(1994).

Vista a derivacién das féormulas das que se compon o filtro de Kalman, pédense
resumir no seguinte esquema. Tendo en conta que o estado inicial xy segue unha
distribucién N (ag, Pp), o esquema resume o proceso recursivo do filtro de Kalman

e as ecuacions que se utilizan en cada paso.

Estimacion Inicial:

a07PO
| 3

Ecuacions de actualizacién:

Kt — PttflA/(APttflA/ T R)—l

Ecuacions de prediccion:

t t—1 t—1 ii_l - @f{ij

X, =% + Ky, — Ax)
Ptt_l _ ¢-Ptt:11¢/ + Q

Pl = (I - K,A)P

1 |

2.2. Estimacién dos Hiperparametros

No estudio estatistico dos datos é moi frecuente que se desconiezan todos os
parametros correspondente ao modelo empregado para a modelizacion do proce-
so en estudo. Deste xeito a parte do problema de andlise e estimacién sobre os
datos, deberase afrontar tamén o problema de ter que estimar os parametros ne-
cesarios para definir por completo o modelo a empregar. Para o caso dos MBEE,

referiremonos a estes parametros como hiperparametros para evitar confusions.
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Baseados nas propiedades do filtro de Kalman, este proporciona un camino
eficiente para avaliar a funcion de verosimilitude dos datos para as estimaciéns.

Ata este momento estabase considerando que os hiperparametros do modelo
son conecidos. Neste punto tratarase o tema da estimacién dos hiperparametros
do modelo cando estes son desconecidos. Mantense a suposicion de que o estado
inicial segue unha distribucién normal, z¢ ~ N(ag, Fy), € que o0s erros €; e 7, son
normais e incorrelados. Entonces, crearase a funciéon de méaxima verosimilitude e
a través da maximizacion por métodos numéricos da funcién de verosimilitude

obterase estimacions maximo verosimiles (MLE) dos hiperpardmetros do modelo.

Tense que:

P(y1s ) = p(Ye1)p(ye Y1)

para t = 2,...,n a funciéon de densidade conxunta para y,...,y, pode ser

expresada como:

n

p(y) = [ p(y.lYicr)-
t=1
Onde p(y,|Y;i—1) é a funcién de densidade de probabilidade da observacién y,
condicionada a todas as anteriores. Se as perturbaciéons e o estado inicial seguen
distribuciéns normais, p(y,|Y;—1) ~ N(a¢, P;), entén cada distribucién condicio-
nada é tamén normal. Ademais unha distribuciéon normal ven completamente
caracterizada pola sua media e a matriz de covarianzas e estas dias variables son
proporcionadas polo filtro de Kalman, visto nas férmulas 2.2 e 2.3. Tendo polo

tanto a funcién normal N(Ax!™!, &P/~ ® + Q), chegase a seguinte expresién:

p(y Y1) = (2m) PJAP/TTA 4 RV
1
X exp{—ﬁ(yt — Axi_l)(APtt_lA’ + R)_1 X
X (y,—Ax{ )}
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Para t = 1,2,...,n. Por un lado construirase o logaritmo da funcion de verosi-

militude da mostra como:

—log(L) = = log(p(w]Yi-1))-

Englébanse todos os hiperpardmetros nun vector da seguinte forma, @ =
{ag, Py, ®, @, R}. En modelos méis complexos, por exemplo onde se inclian outras
variables, este vector obviamente tamén contera eses hiperparametros engadidos
ao MBEE.

Expresando as matrices do sistema en funciéon do vector de hiperparametros
© desconecidos do modelo, a férmula anterior proporciona a funcién de verosimi-
litude da mostra en funcién dos hiperparametros, e poderdse minimizar numeéri-
camente o valor desta expresién. Se se ignora a constante, poderiase escribir a

verosimilitude como:

n

—In(L,(©)) = % D log[Su(©)] + > eu(©)'Ty(0)'er(O). (2.7)

t=1

Onde:

t—1
e =y — Ax,

Zt — AtPttilA;/ + R

Esta funcién non é linear ademais conta con moitos parametros desconecidos.
Polo que un procedemento habitual é a partir dun valor inicial adecuado e por
medio dun método numeérico e recursivo, ir actualizando o valor de forma que se
minimice o valor negativo da verosimilitude.

Ademais hai que ter en conta, que se os erros non son gausianos, a funcién de
verosimilitude sera s6 unha aproximacién a real. A continuacion introduciranse
dias posibles formas de minimizar este valor, mediante o método de Newton-

Raphson e o algoritmo EM.
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2.2.1. Meétodo de Newton-Raphson

Un problema co que se atopa nos modelos de espazo de estados ¢ a estima-
cion dos hiperparametros do mesmo. Dentro destes hiperparametros a estimar
encontranse a media e covarianza inicial (ag,Pp), a matriz de transiciéon ® e as
matrices de covarianzas do vector de estados e das observaciéns (@), R). En mo-
delos mais complexos nos que se engadan outras variables, os pardmetros que
acompanan a estas variables tamén deberan ser estimados. Como exemplo, péde-
se pensar en engadir ao modelo unha variable esoxena, no que se terian que estimar

as matrices I' e T incorporalas ao modelo como se observa na seguinte expresion:

Yy, = Axt+Fut+et EtNN<O,R>
Xy = stt—l + Tut + un . ~ N(O, Q)

Faranse as estimacions dos hiperparametros por maxima verosimilitude baixo
a asuncion inicial de que o estado inicial segue unha distribucion normal, xy ~
N(ag, Py), e os erros €; e m, son normais e incorrelados. Para o célculo empregarase

as innovaciéns €; e a matriz de covarianzas ¥;, definidas como segue:

€& =y, — Atx,'i_l —I'xy
Et = AtPttilA; + R

Entén sendo © o vector cos hiperparametros a estimar e tendo en conta a
funcién de verosimilitude definida en 2.7, un procedemento usual é a de fixar un
Xo e efectuar un conxunto de iteraccions para a funcion log-verosimilitude. Polo
tanto, para actualizar os valores dos pardmetros ata que se minimice —Iin(Ly (©))
un procedemento 1til pode ser empregar o algoritmo de Newton-Raphson. Este

algoritmo consta dos seguintes pasos:
1.- Seleccionar os valores iniciais dos parametros, ©g

2.- Aplicar o filtro de Kalman cos parametros ©;, para obter as innovaciéns e

a matriz de covarianzas.

3.- Calcular unha iteraccion co algoritmo de Newton-Raphson con —in(Ly (©))

como a funcién criterio para obter un novo conxunto de estimacion, ©;,4
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4.- Repetir dende o paso dous de forma recursiva ata que a verosimilitude se

estabilice.

2.2.2. Algoritmo EM

No lugar de estimar os hiperparametros mediante maximizacién numérica di-
recta do logaritmo da verosimilitude, outra alternativa pode ser usar o algoritmo
esperanza-maximacion, coniecido como algortimo EM que se engloba dentro dos
métodos de aprendizaxe non supervisado. Esto quere dicir que os datos que se

poseen son insuficientes para realizar unha estimacién directa da verosimilitude.

O algoritmo EM tsase en estatistica para encontrar estimadores de maxima
verosimilitude en modelos probabilisticos que dependen de variables non obser-
vables, polo que a sua aplicacion faise moi interesante no contexto deste traballo
onde se traballa con modelos que pretenden inferir datos sobre procesos ocul-
tos, como pode ser a volatilidade nas series econémicas. O que fai este algoritmo

é repartir o proceso en dias etapas:

= Etapa E: onde se computa a esperanza da verosimilitude mediante a inclu-

sion de variables latentes como se foran observables.

» Etapa M: onde se computan os estimadores de maxima verosimilitude dos

parametros mediante a maximizacién da verosimilitude esperada da etapa

anterior.
A idea bésica é que se se puidesen observar os estados X, = {xq, " ,X,}
ademais das observaciéns Y, = {y,, - ,y,}, poderiase considerar X,,Y, como

un conxunto de datos completos con funcién de densidade conxunta fo(X,,Y,).

E baixo a asuncion da gausaniedade obter a funcion de verosimilitude dada por:

—2n(Lxy(©)) = In|So| + (%0 — o) S (X0 — H10)
nin|Q| + > (x¢ — Pxp 1) Q' (% — Pxy_q)
t=1

nin| Rl + 3 (v, — A1) Ry, — Aixeen).
t=1

-
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Con isto poderianse obter os estimadores de maxima verosimilitude para os
parametros do modelo. Pero non soe ser posible ter un conxunto completo de
informacion. Ainda asi o algortimo EM proporciona un método iterativo para
conseguir estes estimadores. Baseandose no conxunto incompleto de informacién
{Y,} maximizase a esperanza condicional, asi tense para cada iteracién do algo-

ritmo que:

Q016" = E{—2In(Lxy(0))|Y,, &'}

O calculo deste paso corresponderiase a etapa-E do algoritmo EM, que propor-
cionaria uns valores para os parametros que a través da suavizacion utilizaranse

na segunda etapa do algoritmo, onde se realiza a maximacién da verosimilitude:

O’ = arg mein Q(ee’ ).

Esta forma de proceder non é mais que ir alternando recursivamente entre o
filtro de Kalman e o suavizado. A continuacién detallanse os pasos a seguir para

este algoritmo.

1.- Inicializar o proceso seleccionando os valores de inicio para os parametros,

@0 = {ao, Po}

2.- Calcular a verosimilitude dos datos incompletos, —In L, (©). Ver a ecuacién
2.7.

3.- Realizar a etapa-E. Usar o suavizado e o filtro cos pardmetros ©7~!, para

obter as esperanzas esperadas.

4.- Realiza a etapa-M. Actualizar as estimacions dos parametros para obter
o7,
5.- Repetir os pasos 2-4 ata obter converxencia.

Por 1ltimo notar, que outra opciéon é a combinaciéon de ambos métodos de
aproximacién. Utilizando o algoritmo EM nos primeiros pasos onde é relativa-
mente rapido, e despois pasandose a minimizacién numérica (método de Newton-

Raphson) onde se volve mais lento.






Capitulo 3

Modelos en formato espazo de

estados

Na actualidade existe unha enorme cantidade de informacion que se contibi-
liza e se almacena (mineria de datos). E dentro de toda esta informacién, é moi
frecuente que os datos sexan tomados en forma secuencial ao longo do tempo,
conecidas como series de tempo. O problema reside en ser capaces de inferir in-
formacion a partir deste gran volume de informacion actual. Para abordar este
problema, existen modelos, como os de Box-Jenkins, que proporcionan ferramen-

tas estatisticas para o estudo e prediccion de series de tempo.

Outra forma de abordar as series de tempo é mediante o formato de espazo de
estados. Este formato proporciona unha representacion unificada para un amplio
rango de modelos de series de tempo entre os que se pode mencionar os modelos da
familia ARMA, modelos dinamicos lineais,... Ademais permite aplicar de forma
simple e directa algoritmos importantes como o filtro de Kalman, asi como a

posibilidade de estimar procesos latentes ou ocultos que existan dentro das series.

Neste capitulo presentarase distintos modelos de estudo de series de tempo na
sta version en formato de espazo de estados, para facilitar o uso da metodoloxia
do filtro de Kalman para o seu estudo. Notar que a formulacién dos modelos que
se expon neste capitulo non ¢é unica, e para un mesmo modelo poden existir varias

formas de expresalo en espazo de estados.
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3.1. Modelos ARMA (p,q)

3.1.1. Modelo

Unha primeira aproximacion a modelizacién de series de tempo ven dada polos

modelos autorregresivos e de medias méviles ARMA (p,q).

Neste capitulo presentarase estos modelos na sia formulacién habitual, para
logo facer a adaptacion cara o formato de espazo de estados. Notar que a forma
de modelizar en formato de espazo de estados non é tunica, asi neste traballo

presentanse duas posibles formas de representacién do mesmo.

A un proceso estacionario Z; que admite a seguinte representacion:
Zy=c+ Qi1+ + Oplip+ap A 01—y A - 4 Ogai—g, (3.1)

onde ¢, ¢y, ..., ¢p, b1, ..., 0, son constantes e a; é un proceso de ruido branco, conéce-
se como un proceso ARMA(p,q). Unha apreciacién é que se ¢ = 0 o modelo AR-
MA pasa a ser un modelo autorregresivo de orden p, AR(p). Mentres que se o que

ocorre é que p = 0, tense un modelo de medias méviles de orden q, MA(q).

A ecuacién do modelo ARMA(p,q), 3.1, pédese rescribir doutra forma maéis

compacta da seguinte forma:

o(B)Zy = c+0(B)ay
onde

¢(B) = (1—¢1B— B -+ — ¢,B")
0(B) = (1+6,B—0,B" - +0,B9)

sendo B o operador de retardo, definido por BZ; = Z;_;.

3.1.2. Formato Espazo de Estados

Tendo presente a definicién do modelo, a continuacién expresanse dias visions

para adaptar a modelizacién dos modelos ARMA ao formato de espazo de estados.
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Os modelos AR(p) e MA(q) non son mdis que un modelo ARMA((p,q) onde
os parametros son ¢ = 0 ou p = 0 respectivamente. Como primeiro paso, farase
unha aproximacién aos modelos ARMA(p,q) comenzando por definir e formular

en formato de espazo de estados os modelos AR(p) e MA(q).

Tense que a un proceso estacionario Z; que admite a representacién seguinte:

Zt =c+ leZt_l + -+ ¢pZt—p + a;.

onde ¢, ¢y, ..., ¢, son constantes e a; ¢ un proceso de ruido branco, conecese
como un proceso AR(p). Entén para este modelo, unha representacion en espazo

de estados seguindo o modelo exposto en 1.1 e 1.2 pode ser a seguinte:

Ty
At:(l 0 - 0) Xy =
Lt—p
d, P, q)p,l <I>p
Mt
1 0 0 0
0
o = 0 1 0 0 n =
0
0 0 1 0

Onde 1, ~ N(0,Q), sendo

Os modelos MA(q), ou modelos de medias méviles, vefien definidos pola se-

guinte expresion:

Zt =c+a+ 01043_1 + -+ Qqat_q.
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onde ¢, 6, ...,0, son constantes e a; é un proceso de ruido branco. Para estes

modelos unha representacion en formato de espazo de estados pode ser a seguinte:

21t
At:(1o---0> z; =
Z(g+1)t
010 0
Ui
0 0 1 0
0
@: nt_
0 0 0 1
0
0 0 O 0

O vector de erros segue tamén unha N (0, @), pero neste caso ) tera en conta
os parametros ¢; do modelo MA(q). Deste xeito a matriz ) definese da seguinte

forma:

1 6, - 6,
2
e N
O, 0,00 ~ 02

Observase que a representacion en formato de espazo de estados para estes mo-
delos é moi intuitiva, e non xera demasiadas complicacions. En canto aos modelos
ARMA (p,q) presentanse a continuacién dias posibles formulaciéns en espazo de

estados.

Recordando o MBEE, formado polas ecuacions 1.1 e 1.2, e tomando r =
max(p,q + 1), Hamilton (1994) propén como unha posible definicién dos hiper-

pardmetros do modelo a formulacién seguinte:

yt = (17917"'767'71)}(1‘,

X, = Fxy1+w;
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onde se definen:

q)l (1)2 (I)r—l (I)r
1 0 0 0

F = W = (thOJ 70)
0 0 1 0

Mediante este plantexamento, o vector de estados coincide coa parte AR(p)
do modelo ARMA(p,q) correspondente. Na ecuacién de observacion, na que se lle

engade o efecto da parte MA(q).

Por outro lado Harvey (1993) propén outra definicién para os modelos AR~
MA(p,q). Nesta formulacién tanto a parte AR como a MA estan incluidas na

ecuacion de estados como se pode observar a continuacién:

x; = dxp 1 +wy

y, = (1,0,..,0)x;.

Nesta formulaciéon mantense a definicién do parametro r = max(p, ¢+ 1), pero
producense certas modificaciéns nos hiperparametros ® e (). Podese ver que a

formulacién da matriz ® é levemente diferente a que presentaba Hamilton (1994).

P, 1 0 0
P, 0 1 0
o =
$é.., 00 - 1
®. 00 - 0

En canto ao hiperpardametro ) estard afectado polos parametros # do modelo
ARMA debido a propia construccién do modelo. Tense no MBEE, w; ~ N(0, @),
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pero neste caso o vector de erros estd multiplicado polo vector de parametros 6.

Deste xeito tense que:

1 1
th 01
Wi ) NN(O, . Q(l,@h...,&_l))
Qr—l gr—l

1 61 91“71
o | 010,—1
97'71 07‘7191 91%—1

3.1.3. Exemplo

[lustrarase a continuacién un exemplo para os modelos ARMA tendo en conta
as duas representaciéns en formato de espazo de estados mostradas. Con este

efecto, simulouse un modelo ARMA(2,2) coa seguinte expresion:

v = 0,3ys—1 + 0,6y;—2 + a; + 0,4a;—1 + 0,6a;_. (3.2)

onde a; é un proceso de ruido branco. Na Figura 3.1 podese ver a serie xerada.
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Time

Figura 3.1: Valores da serie simulada a partir do modelo 3.2

Co propdsito de modelizar as series ARMA mediante as formulaciéns en espazo
de estados propostas por Hamilton (1994) e Harvey (1993), creouse a funcién “ar-
ma.kf.R”. Mediante a cal se podera escoller calquera dos dous modelos tratados.

Para o exemplo proposto, os comandos empregados son os seguintes:

#Modelo Hamilton

> muOH=rep (mean(x),3)

> SigmaOH=diag(1,3)

> modth<-arma.kf (x,mu0=muOH, SigmaO=SigmaOH,R=1,Q1=1,

+ ar=c(0.3,0.6) ,ma=c(0.4,0.6) ,mod="Hamilton")

#Modelo de Harvey

> muOHar=rep (mean(x),3)

> SigmaOHar=diag(1,3)

> modthar<-arma.kf (x,mu0=muOHar,SigmaO=SigmaOHar,R=1,Q1=1,
+ ar=c(0.3,0.6) ,ma=c(0.4,0.6) ,mod="Harvey")

Mediante os cales se modela a serie en estudo seguindo o formato de espazo
de estados e empregando o filtro de Kalman para as estimacions. Os resultados
da modelizacion se representan na Figura 3.2, mentras que na Figura 3.3 os co-

rrespondentes boxplots para as innovacions.
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Figura 3.2: Na grafica superior se presentan as estimaciéns co modelo de Hamilton,

e na grafica inferior co modelo de Harvey.

Figura 3.3: Boxplots das innovaciéns para os dous modelos, Hamilton e Harvey.
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3.2. Modelos Lineales Dinamicos

3.2.1. Modelo

No modelo de espazo de estados definido mediante as ecuaciéns 1.1 e 1.2, a
variable tempo non desempena un papel relevante dentro do modelo. Isto é debido
a que os hiperparametros do modelo non varian a través do tempo. Frente a esta
formulacién estatica onde o tempo non inflie realmente, encontranse os modelos
dindmicos que incorporan a posibilidade de que os parametros do MBEE varien
co paso do tempo. Este tipo de modelos, conecidos como DLM polas stas siglas
en inglés, Dynamic Linear Models, tenen a formulacién presentada nas ecuacions
3.3e34.

ye = Axite €~ N(0,R,) (3.3)
Xy = @txt_l + 7, n, ~ N(O, Qt) (34)

De igual forma que para o resto de modelos en formato de estados, para estos
modelos tamén se precisarda dunha distribucién inicial para o vector de estados,
polo que se asumird que xg ~ N(ag, Py). A pesar da simpleza da formulacién

destes modelos, os DLM abarcan unha amplia familia de modelos.

Unha das posibles variaciéns no tempo da matriz de medida, A, é que esta varie
en diferentes réximes dacordo a unha cadea de Markov, recordando que unha cadea
de Markov consiste nun proceso estocastico no que a probabilidade de que ocurra
un evento non depende do evento inmediatamente anterior. A modo de exemplo
ilustrativo, podese considerar unha situacién onde a ecuacién de observacions vena

dada polas seguintes expresions:

Y = Biye—1 + wy
Y = Bay—1 + wy.

Ante esta situacion, definese a ecuacién de observaciéns como y; = Tyy;—1 + wy,
de forma que P(r, = ;) = m;, j = 1,2; m +m, = 1 e tendo en conta a propiedade

de Markov:
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P(Tt = Bj‘thl = ﬁz‘,thz = 51‘2, ) = P(Tt = @"7}4 = @') = T,

sendo ¢ = 1,2. Desta forma conséguese que o modelo detecte en que réxime
esta en cada momento, aplicando en cada momento a matriz de medida corres-
pondente. Notar que a eleccién da matriz non s6 depende do momento actual,

senon tamén do tempo pasado.

Este simple exemplo é adecuado para a sia extension a un nimero m de
réximes. E da mesma forma terase 7;(t) = P(A; = M;) onde j = 1,..m e
t =1,...,n. O estado actual sera filtrado mediante a definicién de probabilidades

condicionais:

m(tle) = P(A, = Mj|Y,).

Sendo Y; = yq,...,y; o conxunto de observacions ata o instante actual. Neste
contexto as féormulas obtidas para o filtro de Kalman nos anteriores apartados
deben ser modificadas para incluir agora o factor probabilistico. Seguindo coa
notacién anterior, xt = E(x;|Y;) e P! = E{(x; — x!)(x; — x!)|Y;}, obténse que o

algoritmo do filtro de Kalman ven definido por:

x| = Px
-Ptt_l — (I)Ptt:llq)/-i-Q

xp = x4+ mtl) K€
=1

Pl o= ) () (I — Ky M;) P
j=1

t—1 -1
Ky = P MY,
€] = Yt_iji_l
Yy = M;P/”'M+R,

con j = 1,...,m. Desta forma, conséguese que o filtro tefia en conta os m

distintos réximes presentes no problema. Por outro lado considerando que m;; =
P(A; = M;|A;—1 = M;) para i,j = 1, ..., m denotarase:
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p(Ar = M;j,y,, Y1)
p(YUY;f—l)
p(Yie1)p(Ar = MY, )p(y,|Ae = M;, Yi0)
p(Yio1)p(y|Yi-1)
m(tlt — 1) f; (¢t — 1)
Yo me(tlt — 1) frtt — 1

mi(t)t) =

onde f;(t|t—1) denota a a funcién de densidade condicional para y, dada polas
observacions do pasado, Y;_1 =y, ...,y,_;. Neste proceso presentase a necesidade
de ser capaz de calcular m;(t|t — 1) e f;(t|t —1). Para o célculo da probabilidade,

faise uso da seguinte expresion:

mi(tlt —1) = P(A= M;|Y;1)
- Z;L P(A; = Mj, Ayy = M;|Y;-1)
= 2 P(A = MjlAiy = M) P(Aiy = M;|Yiy)
= ZZIW’LJW’L(t_llt_l)
A dificultade presentase coa funcion de densidade condicional, que non ten

porque ser a funcién de densidade dunha normal. O que contrasta coa filosofia

inicial do filtro de Kalman sobre a suposicion de normalidade.

O calculo desta funcién de densidade poderia realizarse mediante aproximacion
numeérica ou utilizar unha fixada polo investigador. Na seguinte seccién onde se
presenta a funcion en R creada para este modelo e un exemplo con datos, suporase

que a funcién de densidade condicional é a normal.

3.2.2. Exemplo

Nesta seccion ilustrarase o visto anteriormente a través do estudo dunha base
de datos sobre a mortalidade por pneumonia e gripe nos EE.UU. Onde a nosa

variable observada y;, denota a mortalidade causada pola pneumonia e a gripe.

O modelo consistira en tres partes.
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1.- Nunnha primeira parte corresponderase a un proceso AR(2) elixido para

representar a componente periddica (neste caso mensual):

Tyl = QL1171 + Q91 + Wy

2.- Nunnha segunda componente que consistird nun proceso AR(1) con unha
constante distinta de cero, que sera escollida para representar o aumento da mor-

talidade durante unha epidemia:

Ty = Bo + Bixi—12 + Wea.

3.- Por 1ultimo, unha terceira componente que fixara a tendencia:

T3 = Ty—1,3 + W3-

Deste xeito os periodos de influencia normal das enfermidades serdan mode-
lados contando tnicamente coa primeira e ultima componente. Mentres que se
esta nunha época de epidemia modelarase a situacion utilizando as tres com-

ponentes descritas anteriormente. Polo que o modelo quedaria da seguinte forma:

el a; oy 0 0 Te—1,1 0 w1
Tt 1,1 1 0 0 O Tg—21 0 0
= -~
T2 0 0 B 0 Ti_12 Bo w2
3 0 0 0 1 Ti-13 0 0

Mentres que a ecuaciéon de observacion vira dado por:

yr = Aixe + vy,

onde v; é ruido branco con Var(v;) = R = 02 e A; é a matriz de medida
que varia segundo se presente unha época de epidemia ou non. Para diferenciar
entre as dias situacions, denotarase M1 para cando non haxa epidemia e M2 para

cando si exista epidemia.
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A, =M1=11,0,0,1]
A= M2 =11,0,1,1].

Por tultimo, notar que para este caso en concreto empregouse que my; = oy =
0,75 como as probabilidades de transicion. Sendo por outro lado, as probabilida-
des iniciais para os dous escenarios iguais, m(1/0) = m(2|0) = 0,5. Na Figura
3.4 represéntase os valores estimados mediante o uso do filtro de Kalman (im-
plementado en R na funcién DLMS.Kalman de creacién propia) fronte aos datos

reais.

Datos reais

Datos estimados

07
|

06
L

04

02
L

0 20 40 60 80 100 120

Index

Figura 3.4: Representacion dos valores estimados fronte a serie de datos sobre a

mortalidade por pneumonia e gripe.
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3.3. Modelos de Umbral Autorregresivos

En xeneral, a investigacion sobre series temporais baseouse na metodoloxia
lineal. Sen embargo, a necesidade de modelar fenémenos non lineais como ocorre
na economia onde unha gran parte das series estan xeradas por procesos non
lineais, motivou nas ultimas décadas un crecente interese na andlise de series de

tempo mediante metodoloxia non lineal.

Dentro dos modelos non lineais, atopanse os modelos TAR ou modelos auto-
rregresivos por tramos propostos por Tong (1990). Estes modelos non son propia-
mente modelos lineais, pero asumen formas lineais dentro das distintas rexions
do espazo. Estos modelos trataran de modelizar cada un destes comportamentos
por separado facendo unha divisién do espazo. Esta divisién ven determinada por

unha variable denominada variable umbral, X;_; con d > 1.

A continuacién, presentarase o modelo TAR e a sta formulaciéon en espazo
de estados, onde seguindo coa idea dos modelos autorregresivos por tramos se
definird unha ecuacion de estados para cada tramo ou rexién presente no modelo.
Ademais, tratarase de modelizar unha serie temporal sobre a velocidade do vento.
Datos que foron obtidos da base de datos do AEMET e comprende dende o 1 de
novembro do 2003 ata o 1 de xaneiro de 2005.

3.3.1. Modelo

A definicién dun modelo TAR con k£ > 2 rexiéns, ven definido por:

k
Xp = [bio+ b Xim1 + oo + big, Xop, + 036 I (Xi—g € Ay) (3.5)
i=1
cone ~ II1D(0,1),d,p1,- , pi enteiros positivos desconecidos, o; e b;; pardme-
tros desconecidos e A; é unha particion da recta real tal que UA; = (—o00,00) e
AZmAJ:Q)COHZ;éj

Dado que o modelo non é propiamente lineal non se abordara da mesma forma

que se o fose. Neste caso aproveitarase que o modelo TAR asume diferentes formas
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lineais nas distintas rexions. Suponse que en cada rexion a serie é modelizada por

un modelo AR.

Por outra banda, o modelo ir4d cambiando de rexién segundo avanza. Isto
obriga a ir comprobando en onde se move a serie en estudio, para o cal mediante
a variable umbral decidirase en cada instante t que AR modeliza nese instante a

serie. Para nun tltimo paso, aplicarlle o filtro de Kalman.

Para os modelos TAR a formulacion en espazo de estados sera analogo que para
os modelos autorregresivos vistos na seccién correspondente aos modelos ARMA.
A diferenza radica en que se tera o mesmo numero de ecuaciéns de estados que de
rexions distintas no modelo, de modo que cada unha desas ecuacions represente
a unha das rexiéns do modelo TAR. Tendo que en cada rexién, os parametros
referentes a formulacion en formato de espazo de estados teran a mesma forma
que para os modelos autorregresivos correspondentes, xa que particularmente o
modelo TAR dentro dunha rexion concreta se comporta como tal. Tense asi que

a representacion en formato de estados vira dado por:

Ty
Ti—p
bir iz bi(pwl) bipi
Nit
1 0 0 0 0
o= 0 1 - 0 0 | I(Xia€A))  my=
0
0 O 1 0
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Notar que en cada rexion A; modelarase a serie seguindo un modelo AR concre-
to. Asi tense que os p; indican a orde do modelo AR na rexién A;, coni =1, , k.
En resumen, e tendo en conta a definicion dos hiperparametros vista, tense que o

modelo en espazo de estados quedaria expresado da seguinte maneira:

vy, = Ax + € €~ N(0,R) (3.6)
k

Xy = Z[@'Xt—l + ﬂit] Niy ~ N(07 Qz) (3-7)

i=1
Podese comprobar como a ecuacion de observacién, 3.6 non varia, mentres que

a ecuacion de estados, 3.7, varia segundo en que rexién do espazo se atope a serie.

3.3.2. Exemplo

[lustrarase o novo plantexamento mediante os datos de velocidade media diaria
do vento tomados na estaciéon meteoroldxica situada no aeroporto de Santiago de

Compostela, representados na Figura 3.5.

velocidade do vento

x[0:200]

T T T T T
0 50 100 150 200

Index

Figura 3.5: Representacién dos valores medios diarios da velocidade do vento na

estacién meteoroldxica do aeroporto de Santiago de Compostela.
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Para a modelizacion destes datos, suporase o seguinte modelo TAR especifi-

cado a continuacion:

11,5198 + 0,5613X,1  X,» < 2,315
f(n) = (3.8)
2,3688 + 0,3268X, 1 X; o > 2315

Onde as desviaciéns tipicas de cada unha das rexiéns vefien dadas por o7 =
1,677 e o5 = 1,323, mentres que a desviacién tipica residual total é o = 1,429.
Agora que esta definido o problema, vaise a comprobar o funcionamento da funcién
”TAR.Kalman.R”de creacién propia para modelos TAR (o cédigo pédese ver nun

apéndice final do documento).

> y<-x;mu0=0;Sigma0=1;Par=1ist(c(1.677,0.5613),c(1.323,0.3268))
> Const=c(1.5198,2.3688) ;R=1.429;th=2.315;d=2;A=1
> mod<-TAR.kalman(x,mu0,Sigma0,A,Par,Const,R,th=2.315,d=2)

Onde se observa que se toma como valores iniciais: ag = 0 e Py = 1. O resto

dos parametros son os correspondentes ao modelo descrito 3.8.

velocidade do vento

X[1:200]

T T T T
0 50 100 150 200

time{1:200]

Figura 3.6: Representacién das estimaciéns obtidas (cor vemello) frente a serie de

datos reais sobre a velocidade media do vento (cor negro).
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Na Figura 3.6 pédese comparar a serie real coas estimaciéns correspondentes

de utilizar o filtro de Kalman para o estudo deste modelo TAR en concreto.

3.4. Modelos de volatilidade

3.4.1. Modelo de volatilidade ARCH e GARCH

Os activos financieiros son activos intanxibles, dado que o seu valor ou benefi-
cio é unha obrigacién de dineiro a futuro. Por exemplo, un bono ¢ unha obligacion
financeira contraida polo inversionista; pode ser considerado como un certificado
de deuda, é dicir, unha promesa de pago futura documentada e na que se deter-
minan a cantidade, prazo, moeda e secuencia de pagos. Cando un inversionista
compra un bono, esta prestando o seu dineiro a un goberno, a unha axencia esta-
tal, a unha compania,... En contraprestacion a este préstamo, o emisor do bono
acorda pagar ao inversionista uns intereses durante a vida do bono, reembolsando

a cantidade prestada ao inversionista ao seu vencemento.

Se se considera que x; é o valor dun stock nun tempo ¢. Asumindo que o activo
non paga dividendos, o retorno simple ou a ganancia relativa do stock en tempo

dende ¢t — 1 a t vird definido como:

Ty — L1
Y= ———

L1
proporcionando unha serie de tempo financieira que mostra os retornos dos
activos financieiros ao longo do tempo. Polo xeral, o retorno y; non ten unha
varianza condicional constante e os periodos de volatilidade alta soen agruparse
xuntos. Existe unha forte dependencia entre estes aumentos de volatibilidade nos

retornos sobre o propio pasado da serie.

Nas series de tempo financieiras a volatilidade é unha caracteristica inherente
a elas. En xeral non é constante e en consecuencia os modelos de series de tempo
tradicionais que suponen a varianza constante non son os mais adecuados para a
modelizacién de series financieiras. Engle (1982) propuxo unha nova clase de mo-

delos estocésticos denominados modelos ARCH, nos cales a varianza condicionada
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a informacién non é constante, e depende do cadrado das innovaciéns pasadas.
Estes modelos foron xeralizados por Bollerslev (1986), proponendo os modelos
GARCH nos cales a varianza condicional non s6 depende dos cadrados das per-
turbaciéns, senén que tamén depende das varianzas condicionadas de periodos

anteriores.

Un simple modelo ARCH para modelar os retornos (ARCH(1)) expresariase

COImao:

Ye = Ot (3.9)
af = oz0+a1yt?_1, (3.10)

onde ¢ é ruido branco que sigue unha distribucién N(0,1). Ademds notar que

distribucién condicional de y; a y;_; é gaussiana:

Yelyy—1 ~ N(0, 0 + 0413/?—1)-

Este modelo ARCH(1) pddese extender a un modelo ARCH(m), onde a ecua-

cion 3.9 se conserva, y; = 0.6, mentras que se xeneraliza a ecuaciéon 3.10:

2 2 2
Oy = oo+ oy g+ Yy,

sendo agora a distribucién condicional:

Yelyers - Yrom ~ N (0,00 + aryiy + - + amyi,,)-
Outra extension dos modelos ARCH son os GARCH (ou ARCH xeralizado),

proposta por Bollerslev (1986). Nesta xeneralizacién tamén se conserva intacta a
ecuacion 3.9 e faise a xeneralizacion sobre a ecuacion 3.10, deste xeito obtense que

un modelo GARCH(m,r) ven definido polo seguinte par de ecuacidns.

Y = 06 (3.11)

Ut2 = O + Zajyf,j + Zﬁjo‘?*j' (312)
j=1 j=1
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Observando a ecuacion 3.12 e escribindoa como segue:

hy = oo+ Z ajy?_j + Z Bihi—;-
j=1 j=1

Onde h; = 2. Tendo en conta que se esta a traballar can GARCH(m,r), unha

posible formulacién en formato de espazo de estados poderia ser:

1
hy 2
At:<1 0 - 0) X; = w=|
Pi—(r—1)
Yim
61 52 : 6’/‘—1 67‘
1 0 0 0
=0 1 -~ 0 0 Y= (a ~ am ) (3.13)
0 O 1 0
Sendo o MBEE o seguinte:
ht = AXt + TUt + € € ~ N(O, R) (314)
x; = Px4 1+ M, n, ~ N(0,Q) (3.15)

Para os modelos ARCH seria un proceso analogo. Pero estes tipo de mode-
los presentan un problema que consiste en considerar a volatilidade como unha
funcién deterministica das observacions pasadas. Unha alternativa para resolver
esta falta de aleatoriedade serian os modelos de volatilidade estocastica que se

presentan no seguinte capitulo.
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3.4.2. Exemplo

A continuacion presentarase un pequeno exemplo simulado para os modelos de
volatilidade ARCH e GARCH. Neste caso simulouse un modelo GARCH definido

mediante a seguinte expresion:

Yy = Ot (3.16)
ol = 02y’ , +0,707 . (3.17)
O modelo simulado é un GARCH(1,1), modelo moi utilizado para modelar

as series de retornos financieiros. Podese ver na Figura 3.7 os valores da serie

simulada.

Figura 3.7: Serie Simulada a partir dun modelo GARCH(1,1)

Para a utilizacién do filtro de Kalman neste caso, como en capitulos anteriores,
deseniouse a funcién SVGarchK.R que se adapta ao formato que tenien os hiper-
parametros para a version en espazo de estados visto nas ecuacions 3.14 e 3.15. O

comando para executala e obter os resultados é o que se detalla a continuacion:

spec = garchSpec(model = list(alpha = 0.2, beta = 0.7))

modgar<-garchSim(spec, n = 900)

SVGarchK (y=modgar, muO=mean(modgar), Sigma0=2, beta=0.7, alpha=0.2,
+ alpha0=0, cQ=0.2, cR=1, var=5.5)
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Deste modo obtense unha estimacién da volatilidade ao cadrado, que se pode

ver representada na Figura 3.8.

Figura 3.8: Representacion dos valores estimados para o cadrado da volatilidade.

Por tltimo, pdédese ver na Figura 3.9 a representacion da serie estimada, en
cor vermello, sobre a serie simulada seguindo o modelo dado polas ecuaciéns 3.16

e 3.17.




Capitulo 4

Volatilidade Estocastica

4.1. Modelo de Volatilidade Estocastica, SV

Unha das principais preocupaciéns dentro do mundo financieiro é a de ter un
conecemento aproximado sobre o risco que presentan as inversions que se reali-
zan. De forma xeral entendese o risco como a probabilidade de que suceda unha
calamidade ou un evento negativo, en economia ten unha connotaciéon distinta.
Neste contexto entendese como risco a incertidumbre na obtencion dun resulta-
do nas diferentes actividades financieiras, polo que dentro desta definicién non
so se engloban os malos resultados senén que tamén as potenciais ganancias que
o mercado poida ofrecer. Un concepto moi importante que xurde neste contexto
é o concepto xa mencionado da volatilidade, xa que é unha forma simple de medir
o risco dun activo financieiro e mediante a volatilidade dos seus retornos, defini-
dos mediante a ecuacion 3.9. Se os retornos presentan unha alta volatilidade, o

resultado do activo tera maior incertidumbre.

Unha carateristica especial da volatilidade, a que Tsay (2010) se refire como a
varianza condicionada dunha serie, é que non pode ser observada directamente a
partir dos retornos debido a que normalmente s6 hai unha observacién por cada
dia de mercado. Esta caracteristica fai que sexa dificil a sta estimacién. Por outro
lado, ainda que a volatilidade non pode ser observada directamente, ten outras

que si se poden observar nas series dos retornos:
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= Existen agrupamentos de volatilidade.

= Evoluciona a través do tempo de maneira continua, os saltos bruscos soen

SEer raros.

» Varia dentro dun rango, non diverxe cara o infinito.

Para afrontar o estudio da volatilidade xurdiron distintos modelos que se poden

englobar en duas categorias:

s 12 Categoria: Aqueles modelos que usan unha funcién exacta para gober-

nar a evolucién da volatilidade ao cadrado, o?.

= 22 Categoria: Aqueles modelos que usan unha ecuacion estocastica para

describir a evolucién da volatilidade ao cadrado, o?.

Na primeira categoria cabe destacar os modelos ARCH e GARCH vistos no
capitulo anterior. Pero estes modelos ao utilizar unha funcion exacta, presentan
unha volatilidade que é condicionalmente non estocastica. E dicir, a varianza
condicionada mantense fixa e non ten en conta factores aleatorios, o que fai que

os modelos sexan ineficientes nunha etapa de prediccion.

Dentro da segunda categoria atopanse os modelos de volatilidade estocastica
(SV) que son parecidos aos modelos GARCH, pero neles engadese un termo de

ruido estocéstico & ecuacién para a volatilidade, o;.

Recordando a definicién do modelo GARCH, tinase que os retornos mantinan

unha relaciéon coa volatilidade seguindo a seguinte expresion:

Ty = O€q, €~ ZZdN(O, 1) (41)

Os modelos SV, especifican o algoritmo da volatilidade como un proceso lineal
estocastico. Onde se supén que os rendementos dependen dunha variable non
observable que sigue un proceso estocastico ARMA. Polo tanto, se se eleva ao

cadrado e avaliando o logaritmo na ecuacion 4.1 tense:

log(r?) = log(c?) + log(€?), e ~ 1idN(0,1), (4.2)
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ademais o modelo asumira que a volatilidade segue un proceso da forma:

log(af) =y + Bllog(af_l) + w, (4.3)

onde w; é un ruido branco gaussiano con varianza o2. Podese observar, que
para o caso dos modelos SV (a diferenza dos modelos ARCH) a volatilidade consi-
derase unha componente non observable da serie, modelada a través dun proceso
lineal autorregresivo. Ademais de incorporar o factor aleatorio a volatilidade, os
modelos SV son interesantes dende o punto de vista financieiro xa que constituen
unha aproximacién en tempo discreto a modelos en tempo continuo utilizados
en finanzas. Pero ten a desventaxa de que a sta estimacion é mais complexa xa
que non se pode construir de forma exacta a funcién de verosimilitude, polo que
hai que recorrer a outros métodos de estimacién como pode ser a aproximacion

numérica.

Regresando ao modelo SV:

log(r?) = log(a?) +log(er), e ~ 1idN(0,1) (4.4)
log(o) = o+ Bilog(oiy) +w, (4.5)

redefinense as seguintes variables:

y = log(r}) (4.6)
z, = log(o?) (4.7)
Ye = Ty + My, e ~ lOg(Etz) (4.8)

Tense na ecuacion 4.8 que o erro 7; non sigue unha distribucién normal, pero

. - , : . 2 . .
da que si se conece a sta media e varianza, 7, ~ (—1.27,7%), e a sta funcién
de densidade, dada pola féormula 4.9 e representada na Figura 4.1 fronte a unha

mixtura de normais:

f(z) = ea:p{—%(ex —x)}, —00 < T < 00 (4.9)
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Figura 4.1: Densidad do log dunha y? e unha mixtura de normais.

Retomando agora a ecuacién 4.5 e a redefinicion das variables dada en 4.6 e

4.7, podese reescribir a ecuacién 4.5 como segue:

Ty = fo + Sixe—1 + wi, W~ z'z'dN(O, Ui)~ (4-10)

Polo que o MBEE para este caso vira dado por:
v = Axy+ (4.11)
Xy = @Xt,1 + Wi (412)

onde as matrices se definen:

1 0
At:(() 1) Xt = Wy =

Ti—1 Wy
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1 0
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Un problema que se presenta é que o 7, desafortunadamente non sigue unha
distribucién normal. Unha opcién é utilizar o modelo dado por 4.11 e 4.12 facendo
a suposicién de que o erro n; si segue unha distribucién normal, e aplicar a ese
modelo o filtro de Kalman para as estimacions. Outro enfoque seria a utilizacién

dunha mixtura de normais para aproximar a funcién de densidade real.

Entén no caso de utilizar a mixtura de normais o erro 7, queda redefinido da

seguinte maneira:

Ne = Bizio + (1 — Bi)2u, (4.13)

onde B; é un proceso de Bernoulli independiente e idénticamente distribuido,
Pr(B;=0)=m e Pr(B; =1) = m sendo m + m = 1. Ademais 2,9 ~ N(0,02) e
2y ~ N(u1,0?), onde ambas son independientes e idénticamente distribuidas. A
ventaxa deste enfoque é que se traballa con distribucién normais. Para este caso,

as ecuaciéns do filtro de Kalman viran especificadas da seguinte maneira:

1
. = Po+ it + ) mKies
t+1 T 0 14 tjirtj €ty
j=0

1

t 2 pt—1 2 2 v

P, = BiF +Uw_§ WtJKtjEtJ
=0

t—1 —1

€0 = Yt — Ty €1 = Yt — Ty H1
S =P+ 0} Sn=P " +o]
Ky =P X Ky =P /5,

Sendo 7 = Pr(B; = 1|y, ,y:) para t = 1,---n; polo que mo = 1 — 7.
Se se denota a densidade condicional de y; ao pasado yi, - y,—1 por f;(t|t — 1),

entonces:
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. 7T1f1(t|t — 1)
T =)+ — 1) (4.14)

Se non hai preferencia por darlle méis peso a unha das normais presentes na

mixtura bastard con definir 79 = m; = 0,5.

4.1.1. Exemplo

Como exemplo de aplicacién das ecuacions vistas para os modelos de volatili-
dade estocéstica (SV), farase unha estimacion da log-volatilidade sobre os datos
correspondentes a retornos correspondentes a bolsa de Nova York. Estes datos

podense atopar na libreria astsa do software estatistico R.

log(cuadrado dos retornos do NYSE)

-10

log(NY SE~2)

-15

T T T T T
800 850 900 950 1000

Time

Estimacion da log-volatilidad

-15 10 05 00 05 10 15

800 850 900 950 1000

Figura 4.2: O gréfico superior mostra as observaciéns dos retornos da bolsa de
Nova York con ¢ € [800,1000]. No grafico inferior presentase a estimacién da

log-volatilidade correpondentes aos retornos da primeira grafica.
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Na Figura 4.2, no grafico superior tenense os valores dos retornos da bolsa de
Nova York, mentres que no grafico inferior representase os valores obtidos para a
log-volatilidade despois de aplicar o algoritmo do filtro de Kalman ao modelo SV

para os valores dos retornos da bolsa de Nova York.

Para a aplicacién do filtro de Kalman a estos casos, botouse man da funcién
SVfilter.R incluida na libreria astsa citada en Shumway e Stoffer (2010). Notar
que esta funcién asume que as probabilidades my e m; toman o valor 0.5, o que
indica que non se da mais preferencia por un estado que por outro. No ltimo
capitulo deste documento onde se presentan os codigos das funciéns empregadas,
exponse a funciéon SVfilter. R modificada levemente de forma que o investigador

poida modificar os valores das probabilidades asociadas ao modelo.

4.2. Modelo SV en tiempo continuo, CLKS

A volatilidade, como xa se comentou, ten unha especial relevancia nas series
temporais financieiras, influindo nos prezos e na xestién dos riscos entre outras
aplicacions. Isto fai que sexa realmente interesante a cuantificacién da volatilidade

presente nas series observadas, co fin de comprender mellor a serie.

Factores como decisions politicas, cambios de estratexias de empresas,... que
non se poden predecir poden afectar a volatilidade das series financieiras polo
que no estudo da mesma deberiase incluir componentes aleatorios que permitan
en certa medida captar estas caracteristicas. Estas componentes estocdsticas son

introducidas en modelos como os do tipo SV.

Un modelo moi utilizado para estudar a dindmica dos tipos de interés é o
modelo de difusién en tempo continuo, o cal ven definido polas seguintes

ecuacions diferenciais:

dT’t = My (Tt, Q)dt + oy (T’t, Q)dWLt
dg(or) = ma(g(or), 0)dt + va(g(os, 7)) dWay,

(4.15)

onde Wi, e dWW,; son procesos estocasticos continuos coniecidos como move-

mentos Brownianos, recibindo este nome en honor ao biélogo Robert Brown que
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descrubriu este fenémeno en 1827 ao observar o que as particulas de polen se
desprazaban en movementos aleatorios sen razon aparente. A estos movementos
tamén se coniecen polo nome de procesos de Wiener, en honor a Norbert Wiener

matematico americano centrado na teoria sobre o movimento Browniano.

Considerase neste documento o modelo de volatilidade estocastica 4.15, onde
as funcions g,mq,ms,v1, € v9 son funciéns reais, e onde os coeficientes asociados
ao modelo dependen dun vector de parametros desconecido dado por @ = (0, 9).
Dependendo das funciéns g,mq,ms,v1, € v2 que se tomen podense obter os distintos
modelos para a volatilidade estocastica en tempo continuo. Deste modo, se se

definen estas funciéns como segue:

g(o1) = log(cy)

mi(r,,0) = ki(p—r)
vi(ry,0) = 1]
ma(g(0:),9) = kaa —log(o7))
va(g(on, V) = &

Obtense unha extensién do modelo CKLS (Chan et al.(1992)) no que se incor-
pora a volatilidade como un factor estocéastico. Esta proposta supén unha rever-
sién & media do nivel do tipo de interés como tamén para a (log-) volatilidade. O

modelo quedaria definido como segue:

d = ki(p—r)dt + o] dW
Tt 1(/~L Tt) 0Ty 1,t (4.16)
dlog(o}) = ke(a —log(of))dt +EdWay,

onde Wi e dW,; son movementos Brownianos.

Este plantexamento esta feito dende o punto de vista continuo. Pero dende o
punto de vista da aplicacién a situacions reais os fenémenos en estudo solo poden
ser observados en intervalos de tempo discreto. Polo tanto, é moi frecuente en este

tipo de modelos recurrir a versién discretizada dos mesmos para o seu estudo.

Polo tanto suponendo que se observa r; en tempo discreto, a version discreti-

zada do modelo 4.16 ven dada por:
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Tt — Tt = k?1<M—Tt)A+O'tT2/\/Z8Lt

(4.17)
log(02,5) —log(0?) = Kala — log(o?)) A + €v/Aey,

onde €1, e €1, seguen unha distribucién N(0,1). E neste punto onde se fai in-
teresante a utilizacion do filtro de Kalman. Como se comentou, a volatilidade é un
proceso oculto que non se poderda observar directamente, polo que as propiedades
do filtro de Kalman seran moi ttiles xa que nos permiten estimar dunha forma

simple estos procesos ocultos dentro das series en estudo.

En primeiro lugar faise necesario expresar o modelo en formato de espazo de
estados, polo que se seguiran neste punto uns pasos analogos aos feitos para os

modelos SV. Se se observa a primeira ecuaciéon podese expresar como segue:

Y
O'ﬂ”t gl,t
VA

Co obxetivo de conseguir expresar esta ecuacién en funcién de log(c?), definese

T — T
%:%:kl(ﬂ—rtwr

€¢ COIMo segue:

v
O-t'rt gl’t

VA

enton agora elevando ao cadrado e evaluando os logaritmos chegase ao seguinte:

6t:%_kl(,u_rt):

2,.27 2
0Ty €14

A ) = log(a7) + 2log(ry) + log(et,) — log(A).

log(c?) = log(

Por outro lado, da segunda ecuaciéon do modelo 4.17 tense:

log(ot,s) = log(o}) + koo — log(a7))A + EVAey,
= ka4 (1 — kyA)log(o?) + €V Aey,.

Neste punto se se definen os seguintes parametros:



56 CAPITULO 4. VOLATILIDADE ESTOCASTICA

¢o = kA
¢ = 1—kA
ry = log(o})

v, = log(e})
& = log(el,) + 1,27

Ademais sumase e restase o valor 1.27 na ecuacién de observacions para centrar

a distribucién do erro. O modelo 4.17 teria a seguinte expresién:

vy = x+ 2vlog(ry) — log(A) — 1,27 + &
Tip1 = Qo+ ¢+ f\/zgz,t-

O modelo 4.18 podese englobar nos modelos en formato de espazo de estados. A

(4.18)

primeira ecuacién correspondese a ecuacién de observacions, notar que neste caso
os rendementos (os datos observados) son transformadas seguindo os pasos vistos
na reformulacién do modelo 4.17. A segunda ecuacién corresponderiase a ecuacién
de estados, mediante a cal se pretende estimar o proceso oculto da volatilidade
presente nas series de rendementos. Observase que a relacion non é directamente

coa volatilidade, senén co logaritmo da volatilidade ao cadrado.

No capitulo 1 definiuse o MBEE con parametros matriciais, mentres que o
modelo 4.18 os parametros non estan englobados en matrices. Para expresar o
modelo 4.18 no mesmo formato que no modelo formado polas ecuaciéns 1.1 e 1.2,

basta definir as seguintes matrices:

At:<0 1> Xy = !

Tt

1
1 0

= u; = 1
b0 1

1

T, = < 29log(ry) —log(A) —1,27 ) Ye = v
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Polo que o MBEE quedaria expresado da seguinte forma:

yt = AXt+Tut+€t GtNN(O,R)
x, = Px1+m, n,~ N(0,Q),

onde

€ = ¢ n, = f\/ZéfQ,t
¢

4.2.1. Exemplo

[lustrarase nesta seccién a utilizacién do filtro de Kalman para o modelo de
volatilidade estocastica descrito na secciéon anterior. Para elo aplicarase os resul-
tados vistos aos datos correspondentes aos tipos de interese do mercado Europeo,
o EURIBOR. Estos datos, de frecuencia diaria, representan a tasa a cal os depdsi-
tos interbancarios a distintos prazos en euros son ofertados entre os bancos dentro

da zona da Unién Europea. Os prazos de vencemento considerados para as series

EURIBOR son:

= 1,2 e 3 semanas

w 1.2,... e 12 meses

Evaluarase as series no periodo comprendido entre xaneiro de 2008 e novembro
de 2012. Para a modelizacién destas series empregarase o modelo CKLS incorpo-

randolle o factor de volatilidade estocéstica. Este modelo ven dado por:

dT’t = kl(u—rt)dt+atr?dW17t,
dlog(o?) = ko(a —log(o?))dt + EdWy,.

Discretizando e seguindo os pasos que foron vistos na secciéon anterior chegase

a seguinte expresion do modelo:
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vy = @+ 2vlog(ry) — log(A) — 1,27+ &,
Tip1 = Qo+ ¢+ f\/Zé"z,t

onde
" Qo = kpaA
= o1 =1— kA

z; = log(o?)

ve = log(ef)

& = log(sit) + 1,27, é unha variable aleatoria de media 0 e varianza %2

» €1, ¢ 9, son variables aleatorias de media 0 e varianza 1.

A partir deste modelo de espazo de estados, procederase a aplicar a metodo-
loxia do filtro de Kalman para facer unha estimacion das series presentadas. Os
parametros do modelo son estimados utilizando o método de méaxima verosimilitu-
de. Podese ver na Figura 4.3 a comparativa dos valores da serie real transformada
mediante o proceso descrito (en cor negro) e da serie estimada (en cor vermello)
para a os datos correspondentes aos tipos de interese para o prazo de 11 meses
para o periodo mencionado anteriormente. Mentras que na Figura 4.4 se mostran
as comparativas da serie real transformada e da serie estimada para o resto dos

prazos de vencemento.
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Serie-Trans-14

T T T T T
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Time

Figura 4.3: Series do Euribor periodo 2008-2012. Prazo de Vencemento 11 meses.
Sendo a lina de cor negra a dos valores da serie real transformada e a lina de cor

negra os valores da serie estimada.
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Figura 4.4: Series do Euribor periodo 2008-2012. Prazos de Vencemento 1,2 e 3
semanas e 1,2,... e 12 meses. En cor vermello as series estimadas fronte as series

reias en cor negra.



60 CAPITULO 4. VOLATILIDADE ESTOCASTICA

Serie-14

T T T T T
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Time

Figura 4.5: Series do Euribor periodo 2008-2012. Prazo de Vencemento 11 meses.

En cor vermello a estimacién, mentres que en cor negro a serie do EURIBOR.
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Figura 4.6: Series do Euribor periodo 2008-2012. Prazos de Vencemento 1,2 e 3
semanas e 1,2,... e 12 meses. En cor vermello as series estimadas fronte as series

reias en cor negra.
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Tanto na Figura 4.3 e 4.4 representanse as estimaciéns obtidas para a serie
transformada, é dicir representase os valores v; = log(e?) e a sias estimacions.
Mentres que nas Figuras 4.5 e 4.6 mostranse os valores da serie real e da sda
estimacién. Valores que se obtenien ao desfacer a tranformacion aplicada a serie

ao inicio do seu estudo.

Na Figura 4.5 mostranse os valores para a serie correspondente ao prazo de
vencemento de 11 meses, mentras que na Figura 4.6 mostranse todas as series

coas que se fixo o estudo.






Capitulo 5

Cdédigo Funciéns R

5.1. Modelos ARMA (p,q)

No capitulo 3 presentanse duas versién dos modelos ARMA(p,q) en formato
de espazo de estados, versions propostas por Hamilton e Harvey. Na funcion que
se expén a continuacién toma como base a libreria “astsa” do software estatistico
R, e permite aplicar o filtro de Kalman aos modelos ARMA (p,q) dando a escoller

entre as duas formulacions do espazo de estados vistas neste traballo.

Como argumentos ten os seguintes:
= : Vector das observaciéns da serie en estudo.

= mu0: Valor da media inicial para o vector de estados. Durante o documento

foi denominada como ag.

= Sigma0: Valor da varianza inicial para o vector de estados. No documento

denominase Fj.
= R Q1 e 2: Valor das varianzas correspondentes as innovaciéns €; e ;.

= ar e ma: Vectores cos pardmetros correspondentes a parte AR(p) e a parte
MA(1).

c: O valor da constante.
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= mod: Variable que indica o formato en espazo de estados a empregar

arma.kf<-function (y, muO, SigmaO, R, Q1, Q2=0, ar=FALSE,
+ ma=FALSE, c¢=0, mod="Hamilton"){

#Escollese o modelo

if (mod!="Hamilton" && mod!="Harvey"){

print ("0 modelo non estéd especificado")

break

}

y = as.matrix(y)

if (sum(ar)==0){

p=0

Yelsed{

p=length(ar)

}

if (sum(ma)==0){

q=0

Yelsed{

g=length(ma)

}

if (mod=="Hamilton" || mod=="Harvey"){r=max(p,q+1)}
#definicién das matrices

if (mod=="Hamilton"){
Phi=diag(0,r)
Phi[1,]=c(ar,rep(0, (r-p)))
Phi[2:r,1:r-1]=diag(1l, (r-1))
A=t (matrix(c(1,ma)))
Q=diag(0,r);Q[1,1]=Q1

telse if (mod=="Harvey"){
Phi=diag(0,r)
Phi[,1]=c(ar,rep(0, (r-p)))
Phi[1:(r-1),2:r]=diag(1l, (r-1))
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G=matrix(c(1,ma))
A=t (matrix(c(1,rep(0, (r-1)))))
Q = G %% Q1 %% t(G)

}
pdim = nrow(Phi)
qdim = ncol(y)

num=length (y)

#definicién dos elementos para o filtro de Kalman
xp = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

yp = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

Pp = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

xf = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

Pf = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

innov = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

sig = array(NA, dim = c(qdim, qdim, num))

#comienzo do algoritmo do filtro de kalman

x00 = as.matrix(muO, nrow = pdim, ncol = 1)

POO = as.matrix(SigmaO, nrow = pdim, ncol = pdim)
xpl, , 11 = Phi %x% x00

ypl, , 11 = c + A %) xpl, , 1]

Ppl, , 1] = Phi %x% P00 %x% t(Phi) + Q

sigtemp = A %x}% Pp[, , 1] %*% t(A) + R
sigl, , 1] = (t(sigtemp) + sigtemp)/2
siginv = solve(sigl, , 11)

K = Ppl, , 11 %% t(A) %* siginv
innov[, , 1] = y[1, 1 - A %% xp[, , 1]

xf[, , 11 = xpl[, , 11 + K %*% innov[, , 1]
Pf[’ ) 1] = Pp[, 1) 1] - K %*% A %*% Pp[, 1) 1]
sigmat = as.matrix(sigl, , 1], nrow = qdim, ncol = qdim)

like = log(det(sigmat)) + t(innov[, , 1]) %*% siginv %*} innov[, , 1]
for (i in 2:num) {
if (num < 2)

break
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xpl, , il = Phi %*% xf[, , i - 1]

ypl, ., il = c + A %% xp[, , il
Ppl, , il Phi %*% Pf[, , 1 - 1] %x% t(Phi) + Q
sigtemp = A Ux% Ppl, , il %*% t(A) + R
sigl, , i] = (t(sigtemp) + sigtemp)/2

siginv = solve(sigl, , il)

K =Ppl, , il %*% t(A) %*) siginv

innov(, , il = yl[i, 1 - A %*% xpl[, , il

xf[, , il xpl, , il + K %x% innov[, , i]

Pf[, , il = Ppl[, , il - K %x% A %xJ Pp[, , il

sigmat = as.matrix(sigl, , i], nrow = qdim, ncol = qdim)
like = like + log(det(sigmat)) + t(innov[, , il)

%*% siginv Y*% innov[, , i]
}
like = 0.5 * like
list(yp = yp, Phi = Phi, A=A, Q =Q, xp = xp, Pp = Pp, xf = xf, +
+ Pf = Pf, like = like, innov = innov,sig = sig, Kn = K)

H#fin do programa

5.2. Modelos Lineais Dinamicos

Con respecto aos modelos lineais dinamicos crearonse duas funciéns facendo
referencia ao capitulo correspondente deste documento.

1.- DLMS.Kalman: permite que a matriz A varie segundo certas probabilida-
des.

2.- DLMC.Kalman: permite definir a matriz A para cada instante ¢.

Os parametros para a funcién DLMS. Kalman son os seguintes:

= y: Vector das observacions da serie en estudo.

= mu0: Valor da media inicial para o vector de estados. Durante o documento

foi denominada como ayg.



5.2. MODELOS LINEAIS DINAMICOS 67

= Sigma0: Valor da varianza inicial para o vector de estados. No documento

denominase Fy.
= [A: Lista coas matrices A para os distintos escenarios.
= Pi: Vector coas probabilidades de transicién entre os escenarios.
= Pif: Vector coas probabilidades iniciais.
= Phi: Matriz ® do MBEE.
= () e R: Valor das varianzas correspondentes as innovacions €; e ;.
= input: Vector da variable eséxena.

= Ups e Gam: Matrices asociadas a variable eséxena seguindo o MBEE.

DLMS.kalman<-function(y,mu0,Sigma0,1A,Pi,Pif,Phi,Q,R,input,Ups=0,Gam=0){
#definicién das variables que nos fan falta para o programa

num = length(y)

nA = length(14)

Phi = as.matrix(Phi)

pdim = nrow(Phi)

y = as.matrix(y)

qdim = ncol(y)

rdim = ncol(as.matrix(input))

if (sum(Ups) == 0){Ups = matrix(0, pdim, rdim)}

if (sum(Gam) == 0){Gam = matrix(0, qdim, rdim)}

Ups = as.matrix(Ups)

Gam as.matrix(Gam)

ut = matrix(input, num, rdim)

xp = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

yp = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

Pp = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

xf = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

Pf = array(0, dim = c(pdim, pdim, num))
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x00 = as.matrix(muO, nrow = pdim, ncol = 1)
POO = as.matrix(SigmaO, nrow = pdim, ncol = pdim)
sig = array(NA, dim = c(qdim, gqdim, num,nA))

innov = array(NA, dim = c(qdim,qdim,num,nA))

K = array(NA, dim=c(pdim,qdim,nA))

Pip = rep(0,nA)

den = rep(0,nA)

prob = array(0,dim = c(1, nA, num))

#Filtro de Kalman (pag 368)

#para o elemnto 1

xpl, , 1] = Phi %x% x00 + Ups %*% ut[l, ] #primeiro paso
Pp[, , 1] = Phi %x% POO %x*% t(Phi) + Q #primeiro paso
#segundo paso, calculo das sigmas correspondentes

for(i in 1:nA){

sigl,,1,i] = as.numeric(1A[[i]]%*%Pp[,,1]1%*%t(1AL[i]]) + R)
K[,,i] = as.matrix(Ppl[,,1]1%*%t(1A[[i]])%*%solve(sigl,,1,1]))
innov[,,1,i] = as.numeric(y[1,]-1A[[i]]1%*%xpl[,,1] - Gam)*%ut[1,])

Pip[i] = Pi[,i]%*%Pif #quinto paso, calculo das probabilidades
den[i] = (1/sqrt(sigl,,1,i]))*exp(-0.5%innov[,,1,i]1"2/sigl,,1,1i])
}

denom = t(Pip)Jx*Y%den

Sum=0

for(i in 1:nA){

Pif[i]=as.numeric(den[i]*Pip[i]/denom)

Sum = Sum + Pif[i]*K[,,i]l*innov[,,1,1i]

}

xf[,,1] = as.matrix(xpl[,,1] + Sum)

eye = diag(1l,pdim)

sigmat = O;like = O;invs = 0

for(i in 1:nA){

Pf[,,1] = Pf[,,1] + Pif[il*(eye - K[,,i1%*%1A[[i11)%*%Pp[, ,1]
sigmat = sigmat + log(det(as.matrix(sigl,,1,i]1)))

invs = invs + t(innovl[,,1,i])%*%solve(sigl,,1,i])%*%innov[,,1,1i]
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}

aux<-which(Pip == max(Pip))

if (length(aux)>1){aux = sample(aux,1) }
ypl,,1] = 1A[[aux]]%*%xpl[,,1]

like = like + sigmat + invs

prob[,,1] = Pip

for(j in 2:num){

if (num<2) break

xpl, , jl = Phi %x% xf[,,j-1]1 + Ups %*% utlj, ] #primeiro paso
Pp[, , jl = Phi %x% Pf[,,j-1] %*% t(Phi) + Q #primeiro paso
for(i in 1:nA){

sigl,,j,i] = as.numeric(1A[[i]1]1%*%Pp(,,jl%*%kt(1AL[i1]) + R)
K[,,i] = Ppl,,j1%*%t (QA[[i]])%*%solve(sigl,,j,1])

innov[,,j,i] = as.numeric(y[j,]-1A[[i]]1%*%xpl[,,jl- Gam¥x%ut([j,])
Pip[i] = Pi[,i]%*%Pif #quinto paso, calculo das probabilidades
den[i] = (1/sqrt(sigl,,j,il))*exp(-.5*innov(,,j,i]l"2/sigl,,j,1i])
}

denom = t(Pip)%*lden

Sum=0

for(i in 1:nA){

Pif[i]=as.numeric(den[i]*Pip[i]/denom)

Sum = Sum + Pif [i]*K[,,il*innov[,,j,i]

}

xf[,,j] = xpl,,j] + Sum

eye = diag(1,pdim)

sigmat = 0;like = O;invs = 0

for(i in 1:nA){

Pf[,,j] = Pf[,,j]1 + Pifl[il*(eye - K[,,il%*%1AL[i11)%*%PpL,,j]
sigmat = sigmat + log(det(as.matrix(sigl,,j,1i1)))

invs = invs + t(innovl[,,j,il)%*%solve(sigl,,j,i])%*%innov[,,j,i]
}

aux<-which(Pip == max(Pip))

69
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if (length(aux)>1){aux = sample(aux,1) }

ypl,,j]l = 1A[[aux]]%*%xp[, ,j]

like = like + sigmat + invs

prob[,,j] = Pip

}

#fin do programa

like = 0.5%1like

return(list (y=y,yp=yp,xp=xp,Pp=Pp,xf=xf,Pf=Pf,like=1ike,
+ innov=innov,sig=sig,Kn=K, Prob=prob,(=0Q,R=R,

+ Ups=Ups,Gam=Gam,ut=ut,1A=1A,Phi=Phi,Pi=Pi,Pif=Pif))
}

Para a funcién DLMC.Kalman os parametros son os seguintes:

y: Vector das observacions da serie en estudo.

= mu0: Valor da media inicial para o vector de estados. Durante o documento

foi denominada como ag.

= Sigma0: Valor da varianza inicial para o vector de estados. No documento

denominase F,.
= [A: Lista coas matrices A para cada instante ¢.
= Phi: Matriz ® do MBEE.
= () e R: Valor das varianzas correspondentes as innovacions €; e 7;.
= nput: Vector da variable esoxena.
s Ups e Gam: Matrices asociadas a variable esoxena seguindo o MBEE.

= Pc: Puntos de corte, mediante o cal se indica ata que instante se utiliza a

matriz A;.

DLMC.kalman<-function(y,mu0,Sigma0,1A,Phi,Q,R,input,Ups=0,Gam=0,Pc=1){

#definicion das variables que nos fan falta para o programa
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num = length(y)

pcorte = length(Pc)

Pc=c(1,Pc,num)

Phi = as.matrix(Phi)

pdim = nrow(Phi)

y = as.matrix(y)

qdim = ncol(y)

rdim = ncol(as.matrix(input))

if (sum(Ups) == 0){Ups = matrix(0, pdim, rdim)}
if (sum(Gam) == 0){Gam = matrix(0, qdim, rdim)}

Ups = as.matrix(Ups)

Gam as.matrix(Gam)

ut = matrix(input, num, rdim)

xp = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))
yp = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))
Pp = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))
xf = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

Pf = array(0, dim = c(pdim, pdim, num))

innov = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

sig
x00
POO
K = array(NA, dim=c(pdim,qdim))
A
#definicion do array das matrices A que varian con tempo
if (length(1A)==1){

for(i in 1:num){

A[,,i] = 1A[[1]]

}

Yelse if{

for(i in 1:(pcorte+1)){

A[, ,Pcl[i]:Pc[i+1]] = 1A[[il]

}

array(NA, dim = c(qdim, qdim, num))

as.matrix(mu0, nrow = pdim, ncol = 1)

as.matrix(Sigmal, nrow = pdim, ncol = pdim)

array(NA,dim = c(qdim ,pdim, num))
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}

#Filtro de Kalman

xpl, , 1] = Phi %%}, x00 + Ups %*% ut[l, ] #primeiro paso
Pp[, , 1] = Phi %%}, POO %%*% t(Phi) + Q #primeiro paso

B = matrix(A[, , 1], nrow = qdim, ncol = pdim)

sigtemp = B %* Pp[, , 1] %*)% t(B) + R

sigl, , 1] = (t(sigtemp) + sigtemp)/2

siginv = solve(sigl, , 11)

K =Ppl, , 1] %*% t(B) %x% siginv

innov[, , 11 = y[1, 1 - B %% xp[, , 11 - Gam %*% ut[1, ]
xf[, , 11 = xpl[, , 1] + K %*% innov[, , 1]

Pf[, , 11 = Ppl, , 1] - K %% B %% Pp[, , 1]

sigmat = as.matrix(sigl, , 1], nrow = qdim, ncol = qdim)

like = log(det(sigmat)) + t(innov[, , 1]) %*% siginv %*J%innov[, , 1]
for (i in 2:num) {

if (num < 2){break}

xpl, , i] = Phi %% xf[, , i - 1] + Ups U%*% utl[i, ]

Pp[, , il Phi %*% Pf[, , i - 1] %*% t(Phi) + Q

B = matrix(A[, , i], nrow = qdim, ncol = pdim)

siginv = B %x% Ppl[, , i] %*% t(B) + R

sigl, , i] = (t(siginv) + siginv)/2

siginv = solve(sigl, , il)

K = Ppl, , il %% t(B) %*% siginv

innov[, , il = y[i, ] - B %% xpl[, , i] - Gam %x% utl[i,]
xf[, , il xpl, , il + K %x% innov[, , i]

Pf[, , il Ppl, , il - K %*% B %*% Pp[, , il

sigmat = matrix(sigl, , il], nrow = qdim, ncol = qdim)

like = like + log(det(sigmat)) + t(innov[, , i]) %*% siginv %*) innov[, , i]
}

#fin do programa

like = 0.5 x like

list(xp = xp, Pp Pp, xf = xf, Pf = Pf, like = like, innov = innov, +

K)}

+ sig = sig, Kn
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5.3. Modelos Umbral Autorregresivos

A diferenza principal deste modelo é que o algoritmo permite elaborar unha
ecuacion de estado distinta para cada rexion. Para elo, a esta funcién ademais de
indicarlle os valores iniciais para o filtro de Kalman, débense indicar os parametros
correspondentes ao modelo TAR a estudar. Iso faise mediante vectores correspon-

dentes para cada rexion.

y: Vector das observacions da serie en estudo.

= mu0: Valor da media inicial para o vector de estados. Durante o documento

foi denominada como ay.

= Sigma0: Valor da varianza inicial para o vector de estados. No documento

denominase F;.
s A: Matriz de medida A do MBEE.

= Par: Lista que contén os vectores cos parametros correspondentes a cada
AR(p) pertencente ao modelo TAR.

= R: Valor das varianzas correspondentes as innovacions ¢; e n;.

= input: Vector da variable eséxena.

» Ups e Gam: Matrices asociadas a variable eséxena seguindo o MBEE.
= th: Variable umbral do modelo.

= d: Numero de rexiéns no modelo TAR.

TAR.kalman<-function(y,mu0,Sigma0,A,Par,Const,R,input=0,Ups=0,Gam=0,th,d){
#definicién dos parametros

length(y)

length(Par)

num
nAR
orde = numeric(nAR)

for(i in 1:nAR){orde[i] = length(Par[[i]])-1}
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pdim = max(orde)

qdim = ncol(y)

rdim = ncol(as.matrix(input))

if (sum(Ups) == 0){Ups = matrix(0, pdim, rdim)}
if (sum(Gam) == 0){Gam = matrix(0, qdim, rdim)}
Ups = as.matrix(Ups)

Gam = as.matrix(Gam)

ut = matrix(input, num, rdim)

yp = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

xp = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

yp = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

Pp = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

xf = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))
Pf = array(0, dim = c(pdim, pdim, num))

innov = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

sig = array(NA, dim = c(qdim, gqdim, num))
x00 = as.matrix(muO, nrow = pdim, ncol = 1)
POO = as.matrix(SigmaO, nrow = pdim, ncol = pdim)

1Phi=1list ()

for(i in 1:nAR){

1Phi[[i]]= diag(0,pdim)

1Phi[[i]]1[1,] = c(Par[[i]l] [-1],rep(0,pdim-orde[i]))

if (pdim>1){1Phi[[i]] [2:pdim,1: (pdim-1)]=diag(1l, (pdim-1))}
}

Phi = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

Q
C = array(NA, dim
for (i in 1:d){
aux = sample(seq(l:nAR),size = 1)
Phi[,,i] = 1Phil[[aux]]

Ql,,i] = diag(0,pdim)

Q[1,1,i]l= Par[[aux]][1]

C[,,i] = matrix(0,nrow = pdim, ncol = 1)

array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

c(pdim, 1, num))
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C[1,1,i] = Comnst[[aux]]

}

for(i in (1+d) :num){

if (is.na(y[i-d]1)){

aux = sample(l:(length(th)+1),size=1)

Yelsed{

aux = (y[i-d] > th)

}

Phi[,,i] = 1Phi[[sum(aux == "TRUE")+1]]

Ql,,i] = diag(0,pdim)

Q[1,1,i]= Par[[sum(aux == "TRUE")+1]][1]
C[,,i] = matrix(0,nrow = pdim, ncol = 1)
C[1,1,i] = Const[[sum(aux == "TRUE")+1]]
}

#filtro de kalman

xpl,,1] = Phil[,,1] %*% x00 + Ups %x*% ut[1,] + C[,,1]
Ppl,,1] = Phi[,,1] %x% POO %*% t(Phil,,1]) + Q[,,1]
sigtemp = A %*} Pp[,,1] %*% t(A) + R

sigl,,1] = (t(sigtemp) + sigtemp)/2

siginv = solve(sigl,,1])

K = Ppl,,1] %*% t(A) %x% siginv

innovl[,,1] = y[1,]1 - A %*% xp[,,1] - Gam %*% ut[1,]
xf[,,1] = xpl,,1] + K %*% innov[,,1]

Pf[,,1] = Pp[,,1] - K %% A %% Pp[,,1]

sigmat = as.matrix(sigl,,1], nrow = qdim, ncol = gdim)
like = log(det(sigmat)) + t(innovl[,,1]) %*}% siginv %*% innov[,,1]
for(i in 2:num){

if (num < 2)break

xpl,,i] = Phil,,i] %*% xf[,, i-1] + Ups %x% ut[i,] +C[,,i]
Ppl,,i] = Phil,,i] %*% Pf[,, i-1] %*% t(Phil[,,i]) + Q[,,i]
siginv = A %x% Ppl[,,i] %% t(A) + R

sigl,,i] = (t(siginv) + siginv)/2

siginv = solve(sigl,,il)
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K = Ppl,,i] %x% t(A) %x% siginv
if(is.na(y[i,]1)){
innov[,,i] = yl[i-1,] - A %*% xpl,,i] - Gam %%’ utl[i,]

Yelse{

innov[,,i] = y[i,] - A %*% xp[,,i] - Gam %x% utl[i,]
}

xf[,,i] = xpl,,i] + K %*% innov[,,i]

Pf[,,i] = Ppl,,i] - K %x% A %x% Ppl[,,il

sigmat = matrix(sigl,,i], nrow = qdim, ncol = gdim)
}
for(i in 1:num){

YP[: :1] = A %*% Xp[, ,1]

}
like = like + log(det(sigmat)) + t(innov[,,il) %*% siginv %*), innovl[,,i]
like = 0.5 *x like

list (yp=yp, xp=xp,Pp=Pp,xf=xf ,Pf=Pf,like=1ike,innov=innov,
+ sig=sig,Kn=K,1Phi=1Phi)}

5.4. Modelo GARCH

Fronte aos modelos clasicos de estudio de series de tempo como o ARMA,
no contexto de series de tempo financieiras autores como Engel (1982) e Bollers-
lev (1986) propuxeron os modelos ARCH e GARCH que permiten o estudio da
volatilidade presente neste tipo de series temporais. Nesta seccion presentase a
funcion mediante a cal se pode aplicar o filtro de Kalman a este tipo de modelos.

Os parametros necesarios para a funcién detallanse a continuacion:
= : Vector das observaciéns da serie en estudo.

= mu0: Valor da media inicial para o vector de estados. Durante o documento

foi denominada como ag.

= Sigma0: Valor da varianza inicial para o vector de estados. No documento

denominase F,.
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s beta: Vector cos parametros 5 do modelo GARCH.

= alpha: Vector cos parametros a do modelo GARCH.

= alpha0: Valor do elemento oy do modelo GARCH.

= () e cR: Valor das varianzas correspondentes as innovaciéns.

s Var: Varianza dos erros €; do modelo GARCH.

SVGarchK<-function (y, muO, SigmaO, beta, alpha, alpha0O=0, cQ, cR, var){
#Datos

num<-length (y)

Q=t (cQ) %*%cQ

R=t (cR) %*%cR

m=1length(alpha)

r=length(beta)

rti=y~2
el=rnorm((num-m) ,mean(y) ,var)
#definicidén dos hiperparametros
if (r==1){

Phi=beta

pdim=1

Yelsed{

Phi=diag(0,r)

Phi[1,]=beta
Phi[2:r,1:(r-1)]=diag(l, (r-1))
pdim=nrow(Phi)-1

}

Q=diag(Q[1,1],pdim)

Gama=c (alphaO,alpha)

A = t(as.matrix(c(1,rep(0,(r-1)))))
yl = as.matrix(y)

ncol(y1l)
1

qdim

rdim
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xp = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

Pp = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

xf = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

Pf

array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

innov = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

sig = array(NA, dim = c(qdim, qdim, num))

x00 = as.matrix(rep(mu0,pdim), nrow = pdim, ncol = 1)
POO = as.matrix(SigmaO, nrow = pdim, ncol = pdim)

Kn = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

yf = cO

#Ecuaciones para o filtro de Kalman
xpl, , 1] as.matrix(Phi %x*% x00)
Pp[, , 1] = Phi JxJ% P00 %x% t(Phi) + Q
sigtemp = A %x}% Pp[, , 1] %*% t(A) + R
sigl, , 1] = (t(sigtemp) + sigtemp)/2

siginv = solve(sigl, , 1]1)

K = Ppl, , 11 %*% t(&) %*% siginv

Kn[, , 1] =K

innov[, , 1] = y[1] - A %% xp[, , 1] - Gama %*%, as.matrix(c(1,rtilm:1]))
xf[, , 11 = xpl[, , 11 + K %%% innov[, , 1]

Pf[, , 11 = Ppl, , 11 - K %*% A %*% Pp[, , 1]

sigmat = as.matrix(sigl, , 1], nrow

qdim, ncol = qdim)

like = log(det(sigmat)) + t(innov[, , 1]) %*% siginv %%} innov[, , 1]
yf[1] = xp[,,1] * abs(el[1])

for (i in 2:(num-m)) {

if (num < 2){break}

xp[, , il = Phi %*% xf[, , i - 1]

Ppl, , i] = Phi %% Pf[, , i - 11 %% t(Phi) + Q

siginv = A %x% Pp[, , 1] %*)% t(A) + R

sigl, , i] = (t(siginv) + siginv)/2

siginv = solve(sig[, , il)
K = Ppl, , il %*% t(A) %*% siginv
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Kn[, , i] =K

innov([, , i] = y[i] - A %*% xp[, , i] -

+ Gama %*% as.matrix(c(1l,rtil[(m+i-1):1]))
xf[, , il = xp[, , il + K %% innov[, , i]
Pf[, , i] = Ppl, , il - K %*% A %% Pp[, , il

sigmat = matrix(sigl, , il], nrow = qdim, ncol = qdim)

like = like + log(det(sigmat)) + t(innov[, , il) %x*% siginv %%’ innov[, , 1il]

yf[i] = xpl,,i]l*abs(el[i])
}

like = 0.5 * like

Pf, like = like,

+ innov = innov, sig = sig, Kn = Kn,yf=yf)

list(xp = xp, Pp = Pp, xf = xf, Pf

5.5. Modelo volatilidade estocastica, SV

Como se comentou no capitulo de volatilidade estocastica, a funcién SVfilter. R
do paquete astsa implementa as ecuaciéns para aplicar o filtro de Kalman aos
modelos SV, aqui so se presenta unha leve modificaciéon que permite definir as
probabilidades asociadas ao modelo SV e se adapta a formulaciéon exposta neste

documento. Os parametros da funcién serian:

= y: Vector das observacions da serie en estudo.
= phi0 e phil: Parametros ¢y e ¢; do modelo SV.
= s(): Varianza asociada a ecuacion de estado.

= sR0 e sR1: Varianzas asociadas a cada unha das normais presentes na mix-

tura

» mul: Media da normal asociada a varianza sR1. A normal asociada a sR0

ten media cero.
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SVfilteri<-function (y, phiO, phil, sQ, sRO, mul, sR1
+ pil,pi0,pitl,pit2){
num = length(y)

y = as.matrix(y)

Q=sQ°2

RO = sR0O"2

R1 = sR172

xp = matrix(0, num, 1)
Pp = matrix(0, num, 1)
xp[1] =0

Pp[1] = phil~2 + Q
like = 0

for (i in 2:num) {
sigl = Pp[i - 1] + R1
sig0 = Pp[i - 1] + RO
k1 = phil * Pp[i - 1]/sigl
kO = phil * Pp[i - 1]/sig0
el = y[i] - xp[i - 1] - mul
e0 = y[i] - xpl[i - 1] - alpha
denl = (1/sqrt(sigl)) * exp(-0.5 * el"2/sigl)
den0 = (1/sqrt(sig0)) * exp(-0.5 * e0~2/sig0)

denom = pil * denl + piO * denO

pitl = pil * denl/denom

pit0 = pi0O * denO/denom

xpli] = phiO + phil * xp[i - 1] + pit0 * kO * e0 + pitl *
k1l *x el

Pp[i] = (phi1~2) * Pp[i - 1] + Q - pit0 * (k0"2) * sig0d -
pitl * (k1°2) * sigl
like = like - 0.5 * log(pil * denl + piO * denO)
+
list(xp = xp, Pp = Pp, like = like)
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5.6. Modelo CKLS

E frecuente o interese pola estimacién da volatilidade presente nas series de
activos financieiros, un modelo 1til a tal efecto é o modelo CKLS presentado neste
traballo, e para o cal se definiu a seguinte funciéon mediante a cal se lle aplica o
filtro de Kalman unha vez expresado en formato de espazo de estados. Notar que
non se estima directamente a volatilidade, senén que a relacién ven dada polo

logaritmo do cadrado da volatilidade presente na serie.

Os parametros da funcion son:
= y: Vector cos elementos wu;, ¢ dicir os valores da serie transformada.

= mu0: Valor da media inicial para o vector de estados. Durante o documento

foi denominada como ag.

= Sigma0: Valor da varianza inicial para o vector de estados. No documento

denominase F;.
= rti: Vector coas observacions correspondentes a serie.
= Phi0 e Phil: Pardametros do modelo.
= ¢() e cR: Valor das varianzas correspondentes as innovacions ¢; e ;.
= Dti: O incremento utilizado na diferenciacién.
» gama: Pardmetro v do modelo CKLS en formato de espazo de estados.
SVK<-function (y, muO, SigmaO, PhiO, Phil, rti, Dti, gama, cQ, cR){

#definicién dos parédmetros

num<-length(y)

Q = t(cQ) %*% cQ
Q = matrix(c(0,0,0,Q) ,nrow=2)
R = t(cR) %*% cR

Phi = matrix(c(1,Phi0,0,Phil) ,nrow=2)
A = t(as.matrix(c(0,1)))
pdim = nrow(Phi)
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y = as.matrix(y)
qdim = ncol(y)

rdim = 1

ut as.matrix(c(1,1,1))

Gam = array(NA, dim = c(1, 3, num))

xp = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))
Pp = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))
xf = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))
Pf = array(NA, dim = c(pdim, pdim, num))

innov = array(NA, dim = c(qdim, 1, num))

sig = array(NA, dim = c(qdim, qdim, num))
x00 = as.matrix(c(1,mu0), nrow = pdim, ncol = 1)
POO = as.matrix(SigmaO, nrow = pdim, ncol = pdim)

Kn = array(NA, dim = c(pdim, 1, num))

u = array(NA, dim = c(1, 1, num))

#iniciase o filtro de Kalman

xpl, , 1] as.matrix(Phi %x% x00)
Pp[, , 11 = Phi %*% POO %x% t(Phi) + Q
sigtemp = A %*% Ppl, , 1] %*) t(A) + R
sigl, , 1] = (t(sigtemp) + sigtemp)/2

siginv = solve(sigl, , 11)

K = Ppl, , 11 %% t(A) %x*) siginv

Kn[, , 1] =K

Gam[, , 1] = t(as.matrix(c(2*gama*log(rtil[1]),-log(Dti),-1.27)))
innov([, , 11 = y[11 - A %*% xp[, , 11 - Gam[, , 11 %*% ut

xf[, , 11 = xpl[, , 11 + K %*% innov[, , 1]
PE[, , 11 = Ppl, , 11 - K %% A %*% Pp[, , 1]
sigmat = as.matrix(sigl, , 1], nrow = qdim, ncol = qdim)

like = log(det(sigmat)) + t(innov[, , 1]) %*% siginv %*} innov[, , 1]
ul, , 11 = A %% xp[, , 1] + Gam[, ,1] %*% ut

for (i in 2:num) {
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if (num < 2){break}

xpl, , i] = Phi %} xf[, , i - 1]

Pp[, , i] = Phi %} Pf[, , i - 1] %*% t(Phi) + Q
siginv = A %% Pp[, , 1] %*% t(A) + R

sigl, , i] = (t(siginv) + siginv)/2

siginv = solve(sigl, , il)

K = Ppl, , il %%k t(A) %*) siginv

Kn[, , i] =K

Gam[, , i] = t(as.matrix(c(2*gama*xlog(rtil[i]),-log(Dti),-1.27)))
innov[, , il = y[i] - A %*% xp[, , il - Gam[, , i] %*% ut

xf[, , il xpl, , il + K %*% innov[, , il

Pf[, , il = Pp[, , il - K %*% A %*% Pp[, , il

sigmat = matrix(sigl, , il], nrow = qdim, ncol = qdim)

like = 1like + log(det(sigmat)) + t(innov[, , il) %x*% siginv %#*’ innov[, , il
ul, , i1 = A %% xpl[, , il + Gam[, ,i] %*% ut
}

like = 0.5 * like
list(xp = xp, Pp = Pp, xf = xf, Pf = Pf, like = like, +
+ innov = innov, sig = sig, Kn = Kn, u = u)

}
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