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INTRODUCCION

La teoria de juegos estudia situaciones de tipo
conflictivo en las que participan varios agentes que han de
tomar decisiones que daran lugar a un resultado, dependiendo
éste de las decisiones de todos. Normalmente se llama juego a
una situacién de este tipo y jugadores a los agentes que
intervienen. Cuando los jugadores no son capaces de renunciar
a sus Iintereses particulares en busca del bien comun porque
no pueden tomar acuerdos vinculantes, diremos dJue nos

hallamos ante un juego no cooperativo.

En el contexto no cooperativo el concepto de solucién
mas importante es el equilibrio de Nash introducido por éste
en 1951. Béasicamente un equilibrio de Nash consiste en un
vector que asigna una estrategia a cada jugador, de modo que
ninguno de ellos ganaria mas si se desviase unilateralmente
de la estrategia asignada. La propiedad mas importante del
concepto de Nash es el hecho de que nos proporciona
combinaciones de estrategias que se autoimponen, en el
sentido de que ningun jugador tendria motivos racionales para
separarse de ellas en caso de que los demas no lo hicieran.

Esta es la propiedad que convierte la condicién de equilibrio



de Nash en algo a exigir a cualquier punto que aspire a ser

considerado solucién valida en el contexto no cooperativo.

Sin embargo, en 1975 Selten observé que algunos
equilibrios de Nash perdian esa capacidad de autoimponerse en
contextos en los que los jugadores podian cometer errores
aunque fuera con una probabilidad infima. FEn consecuencia
introdujo el equilibrio perfecto que nos proporciona
equilibrios de Nash que son estables, en el sentido de que no
de jan de autoimponerse, ante al menos una tendencia al error

por parte de los jugadores.

En 1978 Myerson fue mas lejos y pensdé que, ya due los
Jjugadores actuan racionalmente, también debe haber una cierta
racionalidad en sus errores. En este sentido coincidié con
Selten en considerar aceptables sélo aquellos equilibrios de
Nash que fueran estables ante alguna tendencia al error por
parte de los jugadores, pero ademas exigié que esa tendencia
al error fuera de algun modo razonable. ;Qué entendidé Myerson
por errores razonables o racionales? Aquellos que reflejan el
hecho de que cada jugador debe tender a equivocarse mas hacia

lo que le cuesta menos.

A fijar un campo de accidén, los Jjuegos n-personales
finitos no cooperativos en forma normal, e Iintroducir
formalmente todos estos conceptos y 1los resultados mas

importantes relativos a ellos dedicamos los tres primeros



capitulos de esta memoria.

En el capitulo cuarto matizamos el sentido de
racionalidad de Myerson y consideramos no sdélo que los
Jjugadores deben tender a equivocarse mas hacia lo dque les
cuesta menos sino que ademas deben tender a equivocarse con
la misma probabilidad hacia lo que les cuesta igual. En base
a esta idea proponemos dos conceptos diferentes para los
cuales, ademas de dar ejemplos que Jjustifican intuitivamente
su introduccidén, demostramos, entre otras cosas, que son
refinamientos estrictos del concepto de Myerson y que existen
en cualquier juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal.

En el capitulo quinto completamos la racionalidad segun
Myerson desde otro punto de vista y consideramos no sélo que
los Jjugadores tienden a equivocarse mas hacia lo que les
cuesta menos sino que ademas deben tender a equivocarse mas
aquellos Jjugadores a los que les cuesta menos. Introducimos
entonces dos nuevos conceptos, de modo que uno compara pagos
normalizados y el otro los compara sin normalizar, que
discriminan aquellos equilibrios de Nash que son no-estables
ante cualquier tendencia racional al error por parte de los
Jjugadores, entendiendo la racionalidad en el ultimo sentido
mencionado. También probamos su existencia y el hecho de que
constituyen refinamientos estrictos del concepto de Myerson y

comentamos su conveniencia en base a algunos e jemplos.



En el capitulo sexto conciliamos los dos puntos de vista
diferentes adoptados en los capitulos cuatro y cinco y vamos
un poco mas alla considerando que, para que un equilibrio de
Nash sea aceptable, debe ser estable ante alguna tendencia
racional al error por parte de los jugadores, entendiendo por

racionales aquellas tendencias en las que:

- Cada jugador tiende a equivocarse mas hacia lo que le
cuesta menos

- Cada jugador tiende a equivocarse con la misma

probabilidad hacia todos los errores que le resulten
indiferentes

- Fn general tienden a equivocarse mas aquellos jugadores a
los que les cuesta menos equivocarse

- En general, si ciertos jugadores sufren idénticas
consecuencias al cometer ciertos errores, tenderan a

cometerlos con la misma probabilidad

En base a todo esto introducimos dos nuevos conceptos, uno
que compara pagos normalizados y el otro que los compara sin
normalizar, para los cuales probamos la existencia y otras
propiedades. FEn este capitulo también se incluye wuna
clasificacién de los equilibrios estables ante tendencias al

error.

En el capitulo siete estudiamos las relaciones de todos

estos nuevos conceptos con el equilibrio estrictamente propio



introducido por van Damme en 1983 y en el ocho hacemos 1lo
mismo con el equilibrio persistente introducido por Kalai y

Samet en 1984.
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CAPITULO 1 PRELIMINARES

Traba jaremos en el contexto de juegos n-personales
finitos no cooperativos en forma normal. Diremos que T es uno
de tales juegos si

r=1(.,...,  H,...,H)
donde cada @i es el conjunto finito no vacio de estrategias

puras del Jjugador i y cada H es la funcién de pago al
1

Jjugador i definida

H :9=0 x«...xd >R
i 1

n

Llamaremos combinacién de estrategias puras a cualquier

¢€d, es decir, a cualquier ¢:(¢1,...,¢ ) tal que ¢ € & Vi.
n 1 1

Para cada i, el conjunto S de estrategias mixtas del
1

Jjugador i sera
®
S={seR /)N sT(p )=1, s (¢ )>0 V¢ € o }
1 1 1 1 1 1 1 1
$ €0
1 1

Llamaremos combinacién de estrategias mixtas ( o simplemente

combinacién de estrategias ) a cualquier s=(s ,...,s )
1 n

perteneciente a stlx...XS .
n



Para cada jugador 1 se puede extender H a S del
1

siguiente modo:

n
H (s)= z H_(¢1,...,¢ ) s (¢ )
1 1 n
(¢ ,...,p )e & 5=1 7
1 n
*
Si s=(s ,...,8 )€ Sy s € S denotaremos:
1 n i i
* *
s\s =(s ,...,s ,S ,S s ...,5 )
i 1 i-1" 717 Ti+1 n

En estos momentos ya estamos en condiciones de dar el
concepto mas importante de la teoria de  juegos no
cooperativos. Es, claro esta, el concepto de punto de

equilibrio de Nash introducido por éste en 1951.

DEFINICION 1.1
Diremos que s€S es un equilibrio de Nash de T si y sélo

si H (s)> H (s\s ) Vs e S, vie{1,...,n}.
1 1 1 1 1

Nash no s6lo introdujo el concepto sino que ademas probd
que todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio de Nash.

A continuacién enunciaremos algunos resultados generales
de sencilla demostracién que pueden resultar de interés mas
adelante. En primer lugar reunimos en forma de teorema

algunas caracterizaciones del concepto de Nash.

TEOREMA 1.2.



Las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:
(1) s es un equilibrio de Nash.
* *
(2) H (s)> H (s\¢ ) Vp € & , Vie{1l,...,n}.
1 1 1 1 1
(3) s es tal que, V¢ ,¢>€ @ y Vie{l,...,n}, se verifica que
1 1 1

H (s\¢ )< Ho(s\¢’) = s (¢ )=0.

Fijado s€S definamos los siguientes conjuntos:

* B (s)={¢p € & / H (s\¢ )> H)(s\¢’) Vo' & }
1 1 1 1 1 1 1 1 1
n
* B(g)=T1] B (=)
i=1
Si ¢ € B (g) diremos que ¢ es una respuesta optima pura del
1 1 1
Jjugador i a s. Si é_e S es tal que
1 1
H (s\s )> H)(s\s') Vs € S
1 1 1 1 1 1

entonces se dira que s_ es una respuesta 6ptima del jugador i
1

a s. Por ultimo s es una respuesta 6ptima a s si s es una
1

respuesta 6ptima del jugador i a s Vie{l,...,n}.

FEnunciemos también el siguiente resultado de gran

utilidad:

TEOREMA 1.3

En un juego n-personal finito en forma normal I', s € S
1 1

es una respuesta o6ptima a s€5 si y s6lo si, V¢ ,¢’€ & , se
1 1 1

verifica

H (s\¢ )< H (s\¢’) > s (¢ )=0.

Sea ahora s € S . La carrera de s sera el conjunto

1 1 1

Cls )={ ¢ € ®/ s (¢ ) > 0 } Anadlogamente, fijado se€S, la
1 1 1 1 1



carrera de s sera C(s)={¢ed/s(¢p)=T] s (¢ )>0}.

i=1

Introducidos estos conceptos podemos completar el

teorema 1.2. con el siguiente

TEOREMA 1.4

Las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:
(1) s es un equilibrio de Nash.
(4) s es una respuesta Optima a si mismo.

(5) C(s)c B(s).

A la vista de la definicidén del concepto de equilibrio
de Nash se aprecia que éste ultimo nos proporciona
combinaciones de estrategias que se autoimponen en el sentido

1 - . . .
de que, una vez acordadas , ningun jugador tiene motivos
racionales para separarse de ellas. Esta es 1la propiedad
esencial del concepto de Nash, la propiedad que lo convierte
en solucién valida en el contexto no cooperativo en el que
los jugadores no son capaces de renunciar a sus intereses
particulares en busca del bien comun. Sin embargo, a mediados
de los afios 70 se observdé que, en contextos en los que los
Jjugadores pueden cometer errores aunque sea con una

probabilidad infima, algunos equilibrios de Nash podian

Cuando escribamos ”los jugadores acuerdan Jjugar segun un

25

cierto = en realidad querremos decir el conse jo del
teorico de juegos es que los Jjugadores deben Jjugar segun s’ .
Por simplicidad usaremos la primera expresion a pesar de que

quiza es menos adecuada.

10



perder esa capacidad de autoimponerse. En consecuencia habia
que dar un nuevo concepto de equilibrio que refinara el de
Nash y nos proporcionara combinaciones que no dejasen de
autoimponerse ante perturbaciones de las estrategias
(tendencias al error) arbitrariamente pequefias. Todas estas
ideas vamos a comentarlas y desarrollarlas en el capitulo

siguiente.

11
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CAPITULO 2 EL EQUILIBRIO PERFECTO DE SELTEN

Consideremos el juego Fl en el que en la casilla
correspondiente a la combinacién (ai,Bj) figura el pago al
jugador 1 en la parte superior izquierda y el pago al jugador
2 en la inferior derecha. Las a_ son las estrategias puras de

1

1 y las B 1las de 2.
3

En Fl (al,Bl) y (aZ,BZ) son equilibrios de Nash.
Quedémonos con el segundo. jEs cierto que se autoimpone?
Obsérvese que J1 (el jugador 1) no pierde nada por jugar o
en vez de a, e incluso podria llegar a ganar si por cualquier
circunstancia J2 jugase B1 en vez de BZ. Un razonamiento
analogo podria hacerse para J2; en consecuencia, aun en el

caso de que los jugadores hubieran acordado jugar (aZ,BZ),

13



probablemente acabarian haciéndolo segin (al,Bl) y eso es
debido a que (aZ,BZ) de algun modo no posee la propiedad de
autoimponerse. Para paliar, entre otras, esta imperfeccién
del concepto de Nash, ©Selten introdujo en un articulo
publicado en 1975 un nuevo concepto de solucién en el
contexto no cooperativo al que 1llamdé equilibrio perfecto.
Este concepto refina el de Nash discriminando aquellos
equilibrios que son no-estables (que dejan de autoimponerse)
ante cualquier tendencia al error por parte de los jugadores.
Al 1llegar a este punto, nos parece de interés hacer un
comentario sobre la naturaleza de estos errores. En realidad
Selten introdujo su concepto en juegos en forma extensiva. En
dicho contexto queria evitar aquellos equilibrios de Nash que
se basaran en conductas irracionales en algun conjunto de
informacién inalcanzable. Para ello exigié a sus equilibrios
perfectos que se pudieran obtener como limite de soluciones
de juegos perturbados en los que todos 1los conjuntos de
informacién del juego fuesen alcanzables (porque todos los
Jjugadores eligen con ©probabilidad positiva todas sus
estrategias puras, es decir, se equivocan). Por eso algunos
autores tienden a considerar que los errores sobre los que
escribe Selten sélo son una forma de hablar con vistas a
dotar de interpretacién intuitiva al concepto, el cual trata
de dar forma matematica a la racionalidad total y por tanto,
segun tales autores, nunca podria aceptar la posibilidad
real de que los jugadores se equivocasen. Esta no es sin

embargo la idea que subyacia en el articulo de Selten como se

14



deduce del siguiente fragmento del mismo: ”A satisfactory
interpretation of equilibrium points in extensive games seems
to require that the possibility of mistakes is not completely
excluded”. A nosotros este planteamiento nos parece
perfectamente acertado puesto que en realidad se basa en
considerar que la conducta completamente racional sélo se
obtiene como limite de conductas parcialmente irracionales,
consideracién que se acopla perfectamente a la idea que von
Neuman y Morgenstern expresaban en su libro pionero de que
”the rules of rational behavior must definitely provide for
the possibility of irrational conduct on the part of the
others”. Por todo lo dicho, nosotros, a lo largo de este
traba jo, asumiremos estos planteamientos, al igual que
autores tan ilustres como por ejemplo R. Myerson o A. Okada.
Hecha esta observacién veamos con detalle el concepto de
Selten, no sin antes comentar que las demostraciones de todos
los resultados dque aparecen en este capitulo pueden

encontrarse por ejemplo en van Damme (1983).

Sea I'=(é ,...,® ,H,...,H ) un juego n-personal finito
1 n 1 n

no cooperativo en forma normal. Para cada ie{l,...,n} sean 7.
y S (n_ ) dados por:
Q.
* n € R "y es tal que n (¢ )>0 V¢ € &, z n (¢ )1
1 1 1 1 1 ¢.€ Q.l 1
*S (m)={s €S /s (¢ )>n (¢ ) Yp e }

En general denotaremos n=(n1,...,n ), SM=T S (n) vy

i=1

15



diremos que m es una perturbacién de T.

Dados T y m en las condiciones anteriores, el juego
perturbado (I',n) es el juego infinito en forma normal
(Sl(nl),...,Sn(nn),Hl,...,Hn).

Aunque el concepto de equilibrio de Nash 1lo hemos
introducido en el contexto de juegos finitos puede extenderse
de modo obvio a juegos cuyos Jjugadores tienen infinitas
estrategias puras. Dicho esto enunciemos 1los resultados

siguientes.

TEOREMA 2.1
Todo juego perturbado (T,n) posee al menos un punto de

equilibrio de Nash.

TEOREMA 2.2
Una combinacién de estrategias s € S(7n) es un equilibrio
de Nash de (T',7n) si y s6lo si verifica que

H (s\¢ )< H (s\¢>) > s (¢ )=n_() Vo ,ple O
vie{1,...,n}

Teniendo en cuenta todo esto introduzcamos el concepto

de Selten:

DEFINICION 2.3

Dado T' un juego n-personal finito no cooperativo en

16



forma normal, diremos que s€S es un equilibrio perfecto de T

o
si existen sucesiones {s“} _ con sk:(sk,...,sk)e S Vk y
k=1 1 n
o
{nk}k_l, siendo nkZ(nT,...,nk) una perturbacién de T Vk, de
- n
modo que:

a) s° sea un equilibrio de Nash en (F,nk) vk.

b) lim s (¢ )=s (¢ ) V¢ € & , vie{1,...,n}.
k}(I) 1 1 1 1 1 1

c) 1im 7°(¢ )=0 V¢ € & , Vie{1,...,n}.
k}(I) 1 1 1 1

De la misma definicién y el teorema 2.2 se obtiene que
todo equilibrio perfecto también es de Nash. Sin embargo el
reciproco no es cierto lo cual se deduce, por ejemplo, de
comprobar que (aZ,BZ) no es perfecto en Fl. Por otro lado,
teniendo en cuenta el teorema 2.1, es inmediato el siguiente

resultado de existencia.

TEOREMA 2.4
Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio perfecto.

Myerson y Selten nos proporcionan las siguientes

caracterizaciones del equilibrio perfecto:
DEFINICION 2.5

Diremos que s€5 es una combinacién de estrategias de T

completamente mixta si y s6lo si C(s)=6.

17



DEFINICION 2.6
Dado €>0, diremos que s€S es un equilibrio g£-perfecto de
I' si s es completamente mixta y verifica que

H (s\¢ )< H (s\¢’) > s (¢ )< € Vo ,p € &
vie{1,...,n}

TEOREMA 2.7
Sea I'=(® ,...,® ,H,...H ) un juego n-personal finito no
1 n 1 n
cooperativo en forma normal y sea s€5. lLas tres afirmaciones

siguientes son equivalentes:

(1) s es un equilibrio perfecto de T

W

(2) Existe un par de sucesiones {sk}k_1 y
{sk}m_ ={(Sk,...,sk)}m_ tales que:
k=1 1 n’ k=1
* £ >0 Vk, lim & =0.
K
k> ®
* s es ek—perfecto Vk.
% 1im s (¢ )=s (¢ ) V¢ € & ,Vie{1,...,n}.
1 1 1 1 1 1
k> ®
(3) Existe una sucesidn {sk}m_ :{(sk,...,sk)}m_ de
k=1 1 n’ k=1

combinaciones de estrategias completamente mixtas tal que:
oy k
% s es una respuesta o6ptima a s Vk

% 1im s (¢ )=s (¢ ) V¢ € & ,vie{1,...,n}
k}(I) 1 1 1 1 1 1

LLa caracterizaciéon dada por (2) nos serda de gran
utilidad en lo sucesivo. lLa caracterizacién (3) se usa para

probar el teorema 2.9. que enunciaremos mas adelante.

DEFINICION 2.8

18



En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal I' decimos que la estrategia s del jugador 1 estéa
1
dominada por s’ si
1
H (s\s )< H (s\g’) VseS (2.1)
1 1 1 1
H (s\s )< H (s\s’) para algun s€S (2.2)
1 1 1 1
Para que (2.1) sea cierto es necesario y suficiente que lo
sea para cualquier ¢€d. Para que (2.2) sea cierto es
necesario y suficiente que lo sea para algun &G@. Si todas

~

las desigualdades (2.1) son estrictas diremos que s esta
1

~

estrictamente dominada por s’. Diremos que s € S es no
1 1

1

dominada si no existe ningin elemento de S que la domine.
1

~ ~

Por ultimo, s€S es no dominada si todas sus componentes s
1

son no dominadas.

Como ya habiamos indicado, a consecuencia del teorema
2.7(3) se obtiene el siguiente resultado cuyo reciproco en

general no es cierto.

TEOREMA 2.9

Todo equilibrio perfecto es no dominado.

Obsérvese que para que un cierto s€S sea un equilibrio
perfecto de TI' basta que exista una sucesién de juegos
perturbados tales que cuando la perturbacién es préxima a
cero tienen un equilibrio de Nash préximo a s, es decir,
basta que s sea estable (se siga autoimponiendo) frente a una

tendencia al error por parte de los jugadores, con lo que los

19



equilibrios de Nash discriminados por el concepto de Selten

son francamente inestables.

En 1978 Myerson fue mas lejos y pensdé que ya que los
Jjugadores actuan racionalmente también debe haber una cierta
racionalidad en sus errores. En este sentido coincidié con
Selten en considerar aceptables sélo aquellos equilibrios de
Nash que fueran estables ante al menos una tendencia al error
por parte de los Jjugadores pero exigidé ademas dque esa
tendencia al error fuera racional. ;Qué entendié Myerson por
racional en este contexto? Muy sencillo, los jugadores debian
tender a equivocarse mas hacia lo que menos les costase. lLa
justificacién intuitiva de esta suposicién es clara. Los
Jjugadores, dque son inteligentes, pueden cometer errores pero
son conscientes de ello. Por eso seguramente pondran los
medios para evitarlos y, ldégicamente, trataran de evitar con
mas ahinco los errores que les resulten mas costosos por lo
que, aun cuando la probabilidad de tender a cometer cualquier
error sea positiva, tenderan a cometer 1los errores mas
costosos con menor probabilidad. Obsérvese que detras de este
planteamiento se esconde 1la filosofia de Selten de los
errores posibles, filosofia que nosotros compartimos, como ya

hemos comentado.

Estas consideraciones indujeron a Myerson a introducir

un refinamiento del concepto de Selten (y por tanto del de

Nash) que comentaremos en el capitulo siguiente.

20



CAPITULO 3

Para ilustrar

siguiente juego:

Es inmediato
equilibrio perfecto.
perderia nada por Jjugar o« en vez de « e incluso

1 2

llegar a ganar si J2 se equivoca hacia Bl, también

EL EQUILIBRIO PROPIO DE MYERSON

las ideas de Myerson
33
1 0 -1
1 =2
0 0 0
0 =2
-2 -2 -2
-1 =2
comprobar que en
Ello debe a

consideremos el

es un
J1 no
podria

podria

llegar a perder si J2 se equivoca hacia 8 . Un razonamiento
3

analogo seria valido para J2.

estable frente a cualquier

tendencia de

En consecuencia («a ,B ) es
2’2

los jugadores al

error que considere para J2 mas probable el error 33 que el



B1 y para Jl1 mas probable el equivocarse hacia a_ que hacia
a , Ppero s6lo ante este tipo de tendencias que son poco
intuitivas: jpor qué va a tender J2 hacia el error 33 con mas
fuerza que hacia el B1 si éste ultimo es mucho menos costoso

para J2 que aquél?

Todo esto da pie a Myerson (1978) para introducir el
concepto de equilibrio propio, que desecha los equilibrios de
Nash que son no-estables (que dejan de autoimponerse) ante
cualquier tendencia racional al error por parte de los
Jjugadores, entendiendo por racionales aquellas tendencias que

consideran mas probables los errores menos costosos.
Veamos en qué consiste exactamente dicho refinamiento.

DEFINICION 3.1
Dado €>0, diremos que s€S es un equilibrio e£-propio de T
si s es completamente mixta y verifica que:

H (s\¢ )< H (s\¢)) > s (p )< &5 (91) Vg 90
vie{1,...,n}

DEFINICION 3.2
Diremos que s€5 es un equilibrio propio de T' si existe
un par de sucesiones {& }m_ y {sk}m_ :{(sk,...,sk)}m_ tales
k k=1 k=1 1 n k=1
que:

* £ >0 Yk, lim & =0
k
k> ©

* s es sk—propio Vk.

22



% 1im s (¢ )=s (¢ ) V¢ € & ,vie{1,...,n}
k}(I) 1 1 1 1 1 1

Es inmediato que si s es un equilibrio e€-propio también
es g-perfecto de donde todo equilibrio propio es perfecto
(luego de Nash). FEl1 reciproco no es cierto como se puede
comprobar, por ejemplo, viendo que en FZ (aZ,BZ) es perfecto
pero no es propio. Myerson ademas de introducir el concepto

probd el siguiente teorema de existencia:

TEOREMA 3.3
Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio propio.

De la demostracién del teorema 2.7 se obtiene también el

siguiente resultado que sera de utilidad mas adelante:

TEOREMA 3.4
s ilibri io de T {e 1” {37
ea s un equilibrio propio de y sean {e } _ vy {s'} _
un par de sucesiones en las condiciones de la definicidén 3.2.
Entonces 3 NelN tal que s es una respuesta o6ptima a s VK>N.

Hagamos alguna observacidén a este concepto de Myerson:

En primer lugar digamos que la hipdétesis de racionalidad
en los errores nos parece absolutamente valida en la mayoria
de los casos aunque probablemente habra situaciones en las

que no lo sea. En esas situaciones un equilibrio propio en
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principio no sera mas estable que uno que sélo sea perfecto
aunque tampoco menos. De cualquier manera el concepto de
Myerson nos parece totalmente valido porque refina el
concepto de Selten en base a supuestos muy intuitivos que
seran aceptables en la mayoria de los casos, lo cual supone
un paso adelante en la busqueda de equilibrios mas estables
cuya existencia tengamos garantizada en cualquier juego

n-personal finito no cooperativo en forma normal.

En segundo lugar indiquemos que el concepto de Myerson
es mucho mas fuerte de lo que en principio podria parecer
puesto que para aceptar como racional el error reflejado por
la sucesidén de e-equilibrios que converge al punto propio
utiliza esa misma sucesidén, con lo que posee una cierta
recurrencia por definicidén, una especie de 1llamada a los
teoremas de punto fijo para cualquier razonamiento que se
quiera hacer con el concepto. Esa simplicidad aparente del
equilibrio propio lleva por ejemplo a Okada a afirmar en el
articulo en el que introduce su equilibrio estrictamente
perfecto (que basicamente es el que es estable ante cualquier
tendencia al error por parte de los jugadores) que todo punto
estrictamente perfecto es propio. Aunque intuitivamente esto
deberia ser cierto no esta comprobado que lo sea y parece que
sera dificil de comprobar y ello porque, insistimos, el
concepto de Myerson es mucho mas complejo de lo que parece.
Quiza todo lo que estamos comentando quede mas patente a la

vista de la siguiente caracterizacidén que hemos obtenido para

24



el equilibrio propio.

TEOREMA 3.5
Dado T' un juego n-personal finito no cooperativo en
forma normal, s€5 es un equilibrio propio si y sélo si
existen sucesiones {sk}m_ , con skZ(Sk,...,sk)e S, vy {nk}m_ ,
k=1 1 n k=1

siendo nk:(nj,...,nk) una perturbacién de I Vk, de modo que:
n

a) s° sea un equilibrio de Nash en (F,nk) vk.

b) H (s\¢ )<H (s\¢’) >

(¢ )< max{n (¢ )/ € & ,ie{1,...,nt}-n"(¢7)
Vo .¢2< o, vie{1,...,n}, Vk
c) lim s (¢ )=s (¢ ) Vo € o3, vie{1,...,n}
k}(I) 1 1
d) lim n; (¢ )=0 V¢ <€, vie{1,...,n}
k> ©
DEMOSTRACION
” > ” (necesidad)

Estamos suponiendo que s€S es propio, con lo que existen

o Kk, © < RN
{¢ } _y {8} _ en las condiciones de 1la definicién 3.2.
k k=1 k=1

s (¢ ) si ¢ £ C(s)

i

1/2

. (
Tomemos 7 (¢ )=4
R | (s ) en otro caso

vkeN, V¢ € & , Vie{1,...,n}
1 1

Como lim s (¢ )= 0 para cualquier ¢ £ C(s ) y para
k>m i 1 1

cualquier ie{l,...,n} y como lim € = 0 podemos afirmar que
k> ®

3 N1 tal que nk es una perturbacién de TI' Vk2 N1 y {nk}k>N

verifica d).

25



Comprobemos ahora que 3 N2 tal que {sk}k>N verifica a).

2
Efectivamente, sea k2 N1
. k k .
-si ¢ £C(s ), s (¢ )=7m (¢ ) Vi
1 1 1 1 1 1
si ¢ € C(s ), como lim s%(¢_)= s (¢ )> 0y lim & = 0,
1 1 1 1 1 1
k> O k> ®
_9. _9.
IN T tal que Vk> N ' (¢ 1> 7%= 05(4 ) Vi
1 I ] K 174

- El1 teorema 3.4 nos asegura que 13 Nz tal que s es una

respuesta o6ptima a s k> Nz' Sea k> Nz' Entonces

Vo ¢ v Vi, H (s\¢ )< H (s\¢’) > ¢ £ C(s ) con lo
que S?(¢i): n?(¢i)

Teniendo en cuenta lo anterior y el teorema 2.2 y tomando

N :max{ﬁ i/¢ e C(s ),ie{1,...,n} U 4N N b queda comprobado
2 i i i 1’ 2
lo que queriamos.
Como {sk}z_1 esta en las condiciones de la definicidén
3.2 verifica c).
Comprobemos por ultimo que 3 N3 tal que Vk> N3 g«
verifica b). En efecto, sea N3 tal que Vk2 N3 sk< 1. Sea
= k k k
N :max{N ,N }. Entonces H (s \¢ )< H (s \¢’) > s (¢ )<
3 2’ 3 i i i i i Ti
£ -sk(¢’) pues {e }m_ y {sk}m_ estan en las condiciones de
k i i k k=1 k=1
la definicidén 3.2. Pero como ya sabemos que Vk> N2 sk es un
equilibrio de Nash en (F,nk), por verificarse H_(sk\¢_)<
1 1
k . k k k
H (¢ \¢’) ha de ocurrir que s (¢ )= (¢ ), con lo que i (¢ )<
1 1 1 1 1 1 1 1
£ -sk(¢’). Pero ahora
k i i
k k
e -s (¢1)=In;(¢2)17 5" (¢7)<
k i i 1 i i i
K, ,, k. o .
n. (¢’ ) max{n (¢ )/¢ €d ,ie{1,...,n}}
1 i i i i i
si ¢’e C(s )
1 1

/

k k 1/2 k
. > y= . ’ < . s <
8k Si(¢i) 8k ni(¢i) 8k ni(¢i)
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max{n?(éi)/éieéi,ie{l,...,n}}-n?(¢;)
si ¢’# C(s )

con lo que, en cualquier caso, si H_(sk\¢_)< H_(sk\¢i)
1 1 1 1

entonces n- (¢ )< max{n%(¢_)/¢_e®_,ie{1,___,n}}.n%(¢i) y esto
i i i i i i N N
V¢ &, Vie{1,...,n}.
1 1 i
En resumen {s"} , {nk} es el par de sucesiones
k>N3 k>N3

que buscabamos.
» & ” (suficiencia)

Sean {sk}z_ y {nk}z_1 verificando a), b), c) y d).

1
Definimos Vke N €= max{n%(¢_)/¢_€ ® ,ie{1,...,n}}. Entonces
1 1 1 1
. o k, @ <
tenemos un par de sucesiones {¢ } y {s } _ verificando
k k=1 k=1

que:

* £ >0 Vk, lim £ = 0 (pues {nk}m_ verifica d))
K o k=1

% 1im s (¢ )= s (p ) Vo € & , Vie{l,...,n} (véase c))
k}(I) 1 1 1 1 1 1

% Para un i arbitrario supongamos que
H (s \¢ )< H (s"\¢’)
1 1 1 1
en tal caso b) nos asegura que
(¢ )< maxdn (¢ )/¢ € & ,ie{l,...,n}}-0"(¢).
1 1 1 1 1 1 1 1
. k k k s
Ademas s (¢ )= n (¢ ) por ser s -equilibrio de Nash de
1 1 1 1
(F,nk). En consecuencia
s<(¢ )= (¢ )< £ ()< & -s€(¢7)
i i i i k i i k i i
k, @ o
luego {s} vy {e } _ son un par de sucesiones en las
k=1 k k=1
condiciones de la definicién 3.2, con lo que queda probado el

teorema.

A la vista de esta caracterizacién del concepto de
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Myerson queda patente su complejidad. Para que un s€S sea un
equilibrio propio ha de existir una sucesién de juegos
perturbados racionalmente de modo que cuando la perturbacién
es proxima a cero tienen equilibrios de Nash préximos a s. El
problema es que la racionalidad o no de la sucesién de
perturbaciones se decide en base a los equilibrios de los

Jjuegos perturbados que se van obteniendo.

Para terminar el capitulo hagamos la siguiente
observacién. E1 concepto de Myerson sélo considera aceptables
aquellos equilibrios de Nash que son estables ante alguna
tendencia racional al error por parte de los jugadores. FEl
problema es cémo definir dicha racionalidad. Myerson entendid
por tendencias racionales al error aquellas que consideran
que cada jugador se equivoca mas hacia lo que le cuesta
menos, pero gspor qué no dar un concepto mas matizado de
racionalidad? A hacerlo nos dedicamos en los capitulos

siguientes.
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CAPITULO 4 EL EQUILIBRIO FUERTEMENTE PROPIO

La idea que motivara la introduccién de este concepto es
la siguiente: aceptamos que los jugadores racionales deben
tender a equivocarse con mas probabilidad hacia lo que les
cueste menos, pero en tal caso también parece légico suponer
que deben tender a equivocarse con la misma probabilidad
hacia lo que les cueste igual. Esto es totalmente coherente
con los planteamientos que nos hemos hecho hasta el momento;
si un jugador racional sabe que hay ciertos errores que son
igualmente costosos para ¢él1 pondra el mismo empefio en
evitarlos con lo que, a la larga, tendera a “elegir” el mismo
numero de veces cada uno de esos errores idénticamente
costosos, es decir, tenderd a caer en ellos con la misma

probabilidad.

La idea es razonable, pero ;por qué nos parece necesario

tenerla en cuenta? Consideremos los tres ejemplos siguientes:
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1 2 3
o 2 1 1
' 2 1 1
o« |2 0 2
2 1 1
o« |1 1 1 T,
2 300 2
o 1 1 1
4 2 1 3
Bl BZ {33
o« |2 |3oo 0 |
2 0 0 | .
o« | 2 0 1 | 4
2
| 2 0 0
Bl BZ
“1 6 0
3 0 .
o 6 0 >
Z 0 2
o 5 5
= 5 5

Obsérvese que si buscamos equilibrios de Nash que sean
estables frente a algun error racional de los jugadores, nos
interesa un concepto que no considere estable a (aZ,Bl)
en F3 puesto que a J2 le va a costar menos equivocarse hacia
BZ que hacia 33 (con lo que (al,Bl) seria preferible a
(aZ,Bl) y éste dejaria de autoimponerse) a no ser que J1
tenga claros motivos para tender a equivocarse mas hacia o,
que hacia a_ cosa que es evidente que no ocurre sin mas que

observar los pagos del juego. Sin embargo, segun vamos a
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comprobar, (aZ,Bl) es un equilibrio propio de F3.

Por otro lado, en F4, (al,Bl) y (aZ,Bl) son equilibrios
de Nash. Ahora bien, como para J2 es indiferente cometer el
error BZ o el 33, en buena légica J1 siempre preferiria jugar
a que Jjugar o . Sin embargo, segun comprobaremos, (aZ,Bl) es

propio en F4.

Por ultimo, en FS, (a3,32) y (al,Bl) son equilibrios de
Nash. Consideremos el primero. Obsérvese que si los jugadores
han sido aconsejados para dque jueguen segun él, J2 podria
pensar: “ya que para Jl es indiferente equivocarse hacia a o
«_, en realidad yo deberia jugar Bl”; y entonces J1, que
puede pensar que J2 pensara lo anterior, jugaria a . Sin

embargo, (a3,32) es propio en FS.

A consecuencia de todo esto, se hace necesario
introducir un refinamiento del concepto de Myerson que

permita evitar problemas como los de los e jemplos.

En seguida daremos el nuevo concepto (al que 1lamaremos
equilibrio fuertemente propio) pero antes comprobemos que

(aZ,Bl) es propio en T vy F4 y (a3,32) lo es en T .

3 5

Efectivamente, para T , consideremos {e }m_ siendo € =

3 k k=1 k

1/(k+2) Wk v {s3° ={(s, 61" con sN(a )= 1/(k+2)7,
k=1 1’ 2" k=1 101

sll((ocz): 1-[300 (k+2)+1511/[300 (k+2)°1, sll((oc3): 1/1300 (k+2)°1,
s¥(a )= 1/12(k+2)71, (B )= 1-11+2(k+2)1/12(k+2)71, s“(B )=
1 4 2 1 2 2
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/12(k+2)1°, 82(33): 1/(k+2)% para cualquier keN. Es evidente

que se 5wk y que lim £ =0, lim s = (aZ,Bl) (en el sentido

wo K> O
de que lim s5(a )= lim s“(a )= lim s“(a )= lim sk(B J= 1im
k> ® k> ® k> ® k> ® k> ®

52(83)20, lim s (a )= lim s (B )=1). Por otro lado, s es una
k> ® k> ®

combinacién de estrategias completamente mixta Vk. Teniendo
L1y s k
en cuenta esto ultimo, acabemos de comprobar dque s es

sk—propio Vk. Sea keN arbitrario

K { 1 + 2(k+2) 1 1
H (87N )= 20| 1 - s g o ] e
2(k+2) 2 (k+2) (k+2)
K { 1 + 2(k+2) 1 1
H (87N )= 20| 1 - e g Qe 2
2(k+2) 2 (k+2) (k+2)

H (s )= H (s« )= 1
1 3 1 a
. . k K Kk B
Es inmediato que H (s N\« )= H (s \a )< H (s \a ). Ademas
1 3 1 a 1 1
H (sk\a )< H (sk\a ) puesto que H (sk\a ) - H (sk\a )=
1 1 1 2 1 2 1 1

1/(k+2)” - 1/[2(k+2)7] > 0. Por todo esto ha de ocurrir que

k(a < e k(a )
1 1
k(a < e k(a )
1 1
k(a < e k(a )
1 1

lo cual es cierto puesto que

s“(a )= 1/0300(k+2)71= & /[300(k+2)71< & -s5(a )
1 3 k k 1 1
(0 )= 1/12(k+2)71= & /[2(k+2)°1< & -s“(a )

1 4 k k 1 1
s“(a )= 1/(k+2)%= & /(k+2)< & /3

1 1 k k

T(a )= 1 - [300(k+2)+1511/[300(k+2)>1> 7049,/8100

(téngase en cuenta que estas dos tltimas expresiones implican

que (e )< e -8 ).
11 Kk 12
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Por otro lado:
k —
H_(s“\B )= 2
Hz(sk\82)= 1-[1/(k+2)7] + 1-{1—[3oo(k+2)+151]/[3oo(k+2)3]]+
300-{1/[300(k+2)3]} + 1-{1/[2(k+2)3]]

Hz(sk\B3)= 1-[1/(k+2)7] + 1-{1—[3oo(k+2)+151]/[3oo(k+2)3]]+

2-{1/[300(k+2)3]] + 3-{1/[2(k+2)3]}

Pero entonces Hz(sk\B3) - Hz(sk\BZ) =2 / [300(k+2)°1 > o0,
k. k. k. k.

< . 5 < .

luego HZ(S \{32) HZ(S \{33) Ademas HZ(S \{33) HZ(S \{31)

Efectivamente, Hz(sk\33): 1 + 301/[300(k+2)°1< 2 = Hz(sk\Bl).

A consecuencia de todo esto ha de ocurrir que

(B )< e (B )

(B )< e (B )

NWNW

k
2
k
2

lo cual es cierto puesto que

k(B )= 1/[2(k+2) 1= & /[2(k+2)71< & -s“(B )
2 k k 2 3
k(B )= 1/(k+2)"= & /(k+2)< & /3

2 k k

Z(B )= 1 - [1+2(k+2)1/[2(k+2)>1> 47/54 > 1/3

(téngase en cuenta que de estas dos ultimas expresiones se
. k Kk
< : .
obtiene que 82(83) €, Sz(Bl))
De todo lo dicho, hemos obtenido que s es sk—propio vk, lo

cual concluye que (aZ,Bl) es propio en F3.

De modo analogo se probaria que (aZ,Bl) es propio en F4
[49] k.,
tomando para ello {e }  con £ = 1/(k+1) Vk y {s }  con
k k=1 k k=1
(e )= 1/(k+1)7, s5(a )= 1 - 1/(k+1)7, s@BI)= 1 -
11 12 2 "1

302/1301 (k+1)*1, s<(B )= 1/1301 (k+1)*1 y (B )= 1/(k+1)*
2 2 2 3
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Por ultimo, (a3,32) es propio en FS como Sse comprueba
© k,0 k
tomando {e } _ con £ = 1/(k+2) Vk y {s}  con s (a )=
k k=1 k k=1 101
1/12+2)°1, s )= 1/(k+2)7, sTla )= 1 - 1/12+2)71 -

1/(k+2)7, s(B )= 1/(k+2)7, (B ) = 1 - 1/(k+2)".
2 1 2 2

Por 1lo tanto, tal como habiamos indicado, <se hace
preciso introducir el equilibrio fuertemente propio, cosa que

vamos a hacer a continuacién.

DEFINICION 4.1

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal T diremos que si,s;e Si son equivalentes en pago para
el jugador i si Hi(s*\si): Hi(s*\s;) vV s7e€ S. Para que esta
condicién sea cilerta es necesario y suficiente que se

verifique H (¢ \s )= H (¢"\8’) V ¢ € &.
1 1 1 1

DEFINICION 4.2
Dado €>0 diremos que s€S es un equilibrio g£-fuertemente
propio de T si
% s es g-propio
* Si ¢i y ¢; son equivalentes en pago para el jugador 1
entonces s (¢ )= s (¢’) vy esto para cualquier ¢ ,¢’ €
i i i i i’

® \B (s) y para cualquier ie{l,...,n}.
1 1

DEFINICION 4.3

Diremos que s€S es un equilibrio fuertemente propio de
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r si existe un par de sucesiones {e } y

k}m_ :{(Sk,---,Sk)}m_ tales que:
k=1 1 n’ k=1

{s

* g >0 vk, lim £ =0
k
k> ©

* s es ek—fuertemente propio Vk.

% 1im s (¢ )=s (¢ ) V¢ € & ,vie{1,...,n}
k}(I) 1 1 1 1 1 1

TEOREMA 4.4
En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal I' cualquier equilibrio fuertemente propio es propio. El

reciproco en general no se verifica.

DEMOSTRACION

Como todo equilibrio e-fuertemente propio es e€-propio se
obtiene de modo inmediato que todo equilibrio fuertemente
propio es propio.

Veamos que el reciproco no se verifica. Consideremos por
ejemplo el juego F3. Ya hemos probado que en dicho juego
(aZ,Bl) es propio. Sin embargo no es fuertemente propio.
Efectivamente, si lo fuera podriamos encontrar un par de

. © k, ® .
sucesiones {e } y A{s} _ en las condiciones de la

k k=1 k=1
definicién 4.3. En tal caso, como s seria completamente
mixta, a3,a4¢ Bl(sk) Vk pues claramente estan dominadas por
a . Entonces, ya que s seria ek—fuertemente propio Yk y como
a_,o son equivalentes en pago para J1, habria de ocurrir que
k k k k
= <
sl(a3) sl(a4) Yk, en cuyo caso HZ(S \33) HZ(S \BZ) y

entonces tendria que ser sk(B )X & -sk(B ) con lo que
2 "3 k 22
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H (s )< H (s\a ) y entonces (e )< & -s¥(a ) y esto Vk;
1 2 1 1 12 k 11

. PR . . k
en consecuencia, seria imposible que 1im s = (a« ,8 ) lo cual
2’7
k> ®

es una contradiccién. Con esto queda demostrado el teorema.
(Digamos como comentario que, en F4, (aZ,Bl) tampoco es
fuertemente propio y que lo mismo ocurre con (a3,32) en FS ,
lo cual se comprueba de modo analogo al que utilizamos para

comprobarlo en F3). o

OBSERVACION 4.5

En F3 (al,Bl) es fuertemente propio. Para comprobarlo

[e0]
basta tomar {e } _ con e = 1/ (k+6) vk y
k k=1 k
(3% =65, 61" con sS(a )= 1 - (k+7)/(k+6)°, §(a )=
k=1 1 2 k=1 1 1 1 2
1/(k+6)7,  s5(a )= s )= 1/[2(k+6)71, s )= 1 -
1 3 1 4 2 1

[1+2(k+6)1/[2(k+6)°1, sZ(BZ): 1/(k+6)7, sz(33): 1/12(k+6)°1.
Es evidente que se s vk y que lim € = 0, lim = (a ,B ).
k> ® K k> ® ot

JEs s & —fuertemente propio Vk? Por un lado esta claro que
k

s es completamente mixta Vk. Ademas, si fijamos keN
cualquiera
Hl(sk\al):2{1—[1+2(k+6)]/[2(k+6)3]}+1{(k+6)2}+1{1/[2(k+6)3]}
H (8 )=2[1-11+2.(c46)1/ 12 (k+6)°1 | 0 [ (kv6) 7| +2{1/ 12 (k46171

1 I\ ) ) )
H (8N )= H (s"\a )= 1

1 3 1 a

Obsérvese que Hl(sk\az): 2-[2(k+6)1/(k+6)°>1. En

consecuencia H (s\a )= H (s\a )< H (s ) (de 1lo que se
1 3 1 a 1 2
deduce que a3,a4¢ Bl(sk)). Por otro lado es inmediato que

Hl(sk\a2)< Hl(sk\al). De todo lo dicho deberia ocurrir que
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(a )= s, (a )< € sk(a )
12

HWHW

(a )< € s “la )
1 1

lo cual ciertamente ocurre puesto que

k(a )= s (a )= 1/12(k+6)°1= & /[2(k+6)71< & -5 (o )
1 k k 1 2
T(a )= 1/(k+6)°= & L/ (k+6)< & /7

T(a )= 1-(k+7)/(k+6)°> 335,343

(téngase en cuenta que estas dos tltimas expresiones implican
que (e )< e -8 (a ).
1 2 ko101
Por otro lado:
k —_—
HZ(S \Bl)— 2
H (s \B )= 1[1-(k+7)/(k+6)"1+1[1/ (k+6) ]+3OO{1/[2(k+6)3]}+
1112046071
L J
H (s \B )= 111-(k+7)/(k+6) 1+1[1/(k+6)71+ { /[2(k+6)3]}+
a[1/12 (k06171
L J
. . k Kk . k _
Es inmediato que HZ(S \B3)< HZ(S \BZ). Ademas HZ(S \BZ)—

14299/ [2(k+6)"1< 2= Hz(sk\Bl), con lo que deberia ocurrir que

(B )< e (B )

(B )< e (B )

NWNW
NWNW

lo cual es cierto puesto que
ST(B )= 1/12(k+6)°1= & /[2(k+6)"1< & _-s"(B_)
k k 2 2

(B )= 1/(k+6)°= & /(k+6)< & /7
k k

s-(B )= 1- [1+2 (k+6)1/[2(k+6)°1> 671/686

NWNWNW

(de estas dos ultimas expresiones se deduce que SZ(BZ)<
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k

Cx SZ(B1))'

Como consecuencia de todo lo anterior, podemos afirmar que
(al,Bl) es un equilibrio fuertemente propio de F3. También en

F4 (al,Bl) es fuertemente propio como se deduce tomando, por

W

k=1

ejemplo, {e }00 con £ = 1/(k+1) Vk vy {sk}m_ :{(sk,sk)}
K K k=1 1’727 k=1

con s (a )= 1-1/(k+1)7, s(a )= 1/(k+1)7, s“(B )= 1-1/(k+1)7,
1 1 1 2 2 1

s“(B )= 1/12(k+1)71, s°(B )= 1/12(k+1)”]. Por utimo, en T

2 2 2 3 5

(al,Bl) es asimismo fuertemente propio (témese por ejemplo

e = 1/(k+2), s(ax )= 1 - 1/(k+2)7- 1/[2(k+2)71, s"(a )=
k 1 1 2

N & = &

1/(k+2)7, s5(a )= 1/[2(k+2)°1, s5(B )= 1- 1/(k+2)7, s“(g )=
13 2 71 2
2
1/ (k+2)7).

No es una casualidad que en los tres ejemplos anteriores
podamos encontrar equilibrios fuertemente propios sino que se
puede probar que todo juego n—-personal finito no cooperativo
en forma normal posee al menos un equilibrio fuertemente

propio. La demostracién de este resultado la obtendremos como

consecuencia de un teorema mas general en el capitulo 6.

OBSERVACION 4.6

Seguin hemos visto, el refinamiento que hemos introducido
nos sirve para elegir en F3 Y% F4 entre (al,Bl) y (aZ,Blh
equilibrios que, en ambos casos, conceden el mismo pago a los
Jjugadores. Modificando levemente FS (véase el juego F; que
incluimos a continuacién), obtenemos un ejemplo en el que el
equilibrio fuertemente propio domina en pago (en el sentido
de que ofrece un pago mejor o igual para todos los jugadores

y estrictamente me jor para al menos uno) al que no lo es.
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1 2
o 6 0
' 13 0
o« |6 0 r.
0 2
a3 5 5
5 5

En efecto, en T’, (a ,B ) es propio. Para comprobarlo
5 3’72
basta tener en cuenta que se puede encontrar una sucesidén de
S as . k@ . . .

equilibrios e-propios {s } que converja a (« ,B ) sin mas

k=1 3’72

. k . . o~
que cuidar de que s (a ) sea suficientemente mas pequefio que
101

k . . .

s (e ). Sin embargo no es fuertemente propio. Efectivamente,
1 2

©
si lo fuera existiria un par de sucesiones {e } y

kK k=1
Kk, ® k k,,® . . e s a2
{s} ={(s,s )} en las condiciones de la definicién 4. 3.
k=1 1”727 k=1

Como H (s\a )= H (s\a )= 6-sk(B ), H (s« )=5, 1im sk(B )=
1 1 1 2 2 7 1 3 oo 21

0, habria de existir MeN tal que al,azé Bl(sk) para todo k >
M. En consecuencia, por ser @ vy o equivalentes en pago
para el jugador 1, habria de ocurrir que ST(“1): s?(az) Yk >M
con lo que H (sk\B )> H (sk\B ) Vk>M entonces sk(B )<

k! 2 1 2 2 Y 2 P’

£ -sk(B ) Vk>M lo cual es imposible pues lim sk(B J= 1, con
k 2z 1 oo 2 2

lo que estariamos ante wuna contradiccién; por 1lo tanto
(a3,32) no es fuertemente propio.

Sin embargo, se puede comprobar que el otro equilibrio
en estrategias puras de F;, (al,Bl), es fuertemente propio (y
obsérvese que domina en pago a (a3,32)).

Por lo tanto hemos observado con este ejemplo que el

concepto de equilibrio fuertemente propio a veces nos ayuda a
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rechazar equilibrios dominados en pago. En cualquier caso, a
pesar de ser algo deseable, no es esa nuestra meta sino la de
encontrar puntos de equilibrio que sean cada vez mas estables
(que se autoimpongan cada vez mas) sin importarnos si son o

no dominados en pago. Van Damme da el siguiente juego

en el que (al,Bl), que es perfecto, esta dominado en pago por
(aZ,BZ) que no lo es. Se puede comprobar, ademas, que (al,Bl)
y (aZ,BZ) son los Unicos equilibrios de Nash de F6 con lo
que, teniendo en cuenta el teorema 4.4, que todo equilibrio
propio es perfecto, 1luego de Nash, y que todo juego
n-personal finito no cooperativo en forma normal posee al
menos un equilibrio fuertemente propio, cosa que probaremos
mas adelante, se obtiene que (al,Bl) ha de ser fuertemente
propio y esta dominado en pago por (aZ,BZ) que no lo es. Sin
embargo éste ultimo es mucho menos estable que aquél; de
hecho o domina a o,y B1 a BZ con lo que, aun habiendo
acordado jugar (aZ,BZ), un par de Jjugadores racionales

siempre jugarian (al,Bl).
OBSERVACION 4.7

Pudimos haber planteado de otro modo el concepto que

hemos introducido y haberlo definido como un s€S que sea
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P . 2 k,® k k,,0
limite de una sucesién {s } ={(s,...,s )} de puntos de
k=1 1 n k=1
S que verifiquen:
k . ® ny
* g es g -propio Vk (donde {e } es una sucesion de
k k k=1
numeros reales positivos que converge a cero)
¥ Si ¢ y ¢ son equivalentes en pago para el jugador 1
1 1
entonces s (¢ )= s (¢’ ), y esto para cualquier ¢ ,¢p’€ @
i i i i i’ i
y para cualquier i € {1,...,n}.
Diremos que un s€S en tales condiciones es un equilibrio
fuertemente propio modificado, y 1llamaremos equilibrios
. R k s e
g—fuertemente propios modificados a los s de la definicién.
Este nuevo concepto constituye un refinamiento estricto
de nuestro equilibrio fuertemente propio y ademas también
genera un subconjunto no vacio del conjunto de equilibrios de
Nash en cualquier juego n-personal finito no cooperativo en
forma normal.
En cuanto a 1la primera de estas afirmaciones, es
evidente que este concepto es mas fuerte que el introducido
en la definicidén 4.3. Para comprobar que lo es estrictamente

basta considerar el siguiente juego F7

Se obtiene que los equilibrios de Nash de F7 son todas

las combinaciones de estrategias del conjunto {(sl,Bl)/sle
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Sl}. Es mas, es claro que todos estos equilibrios son

fuertemente propios (es trivial comprobar que cualquier

. k,0 . . .
sucesion {s} de combinaciones de estrategias
k=1
completamente mixtas convergiendo a uno de estos equilibrios

o
es tal que 3 N € N, 3 {sk}k_1 con 1lim £ = 0, de modo que g«
- k> ®

es ek—fuertemente propio Vk>N). Sin embargo, como @ y a son
equivalentes en pago para J1, el uUnico equilibrio fuertemente
propio modificado seria (s;,Bl) con s;: (1/2,1/2).

En cuanto a la segunda de las afirmaciones dque hemos
hecho de que todo juego n-personal finito no cooperativo en
forma normal T posee al menos un equilibrio fuertemente
propio modificado, la demostracidén es practicamente la misma
que da Myerson en su articulo para probar la existencia del
equilibrio propio.

Veamosla, probaremos primero que V ske (0,1) existe un
equilibrio ek—fuertemente propio modificado. Consideremos

€ € (0,1). Si denotamos max |®_| por m, definamos para todo i
1

1

v=2(e)"m y S (w)=4{seS/s (¢ )>v Vped }
k i i i i Ti i i
Entonces tomemos S(v)= Sl(v)x...XS (v) y definamos para todo
n
s € S(v)
F (s)=4{ 0 €S (v) /H (s\¢’)<H (s\¢p ) >0 (¢’)< e -0 (¢ )
i i i i i i i i Ti k i i
para cualquier ¢ ,¢> de & ; o (¢ )= o (¢) para
1 1 1 1 1 1 1
cualquiler par de estrategias ¢ ,¢’ equivalentes en
1 1
pago para i}
S(v) es convexo, compacto y no vacio y F (s) es convexo y
1

compacto V s € S(v) y V 1. Para ver que, para todo s € S(v) y
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para todo i, F (g) es también no vacio definamos, para todo
1

$, <o

i i

o (¢)= (e M50, 7 (o)A ()
i i k k
pc

siendo A (s,¢ )=|{¢’e & / H (s\¢ )< H (s\¢’)}|.

Entonces o € F (sg) para todo i. Como las F  son semicontinuas
1 1 1

superiormente, F:(F1""’Fn) verifica las condiciones del
teorema del punto fijo de Kakutani y el punto fijo que, en
consecuencia, posee es un equilibrio ek—fuertemente propio
modificado de TI. Consideremos ahora una sucesién {sk}zz1
convergente a cero. Entonces, en vista de todo lo anterior,
existe una sucesidén {Sk}zz1 de equilibrios ek—fuertemente
propios modificados que, como S es compacto, contiene una
subsucesién convergente a un cierto s € S que, por lo tanto,
es un equilibrio fuertemente propio modificado de I'. Con esto
queda concluida la demostracién.

Obsérvese que, asi definido, un equilibrio g£-fuertemente
propio modificado s verifica que, para cualquier jugador i y
cualquier par de estrategias puras ¢j y ¢;€ ¢i,

si H (¢\¢ )< H (¢\¢’) V¢ € & entonces s (¢ )< s (¢°)
i i i i i i i i
la cual es wuna condicién muy intuitiva. (Y, como un
equilibrio fuertemente propio modificado es 1limite de
e—fuertemente propios modificados, la condicién sigue siendo
valida si s es fuertemente propio modificado).
A pesar de todo esto, para el desarrollo del capitulo 6

nos hemos quedado con el concepto en la forma débil porque

asi como nos parece razonable pedir que cada jugador piense
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de los demas que a la larga tienden a cometer el mismo numero
de veces los errores que les cuestan 1igual (idea que
reflejamos en la definicién 4.3) nos parece que quiza es
demasiado fuerte exigir a los Jjugadores que siempre usen con
la misma probabilidad todas sus estrategias equivalentes en
pago (que es algo que ciertamente hacemos en el concepto
modificado). Ademas, este ultimo concepto va mas alla de
proporcionarnos equilibrios estables ante al menos wuna
tendencia racional al error por parte de los jugadores. De
hecho, segun probaremos en el capitulo 7, no todo equilibrio
estrictamente propio es fuertemente propio modificado (véase
el capitulo 7 para mas detalles sobre el tema). FEn cualquier
caso, las dos versiones del equilibrio fuertemente propio nos
parecen de interés y por eso las exponemos aquil y las

seguiremos tratando mas adelante.

OBSERVACION 4.8

Por ultimo hagamos la siguiente observacioén.
Nuestra idea de tratar a las estrategias equivalentes en pago
para un cierto jugador como si fueran de algin modo
indiferentes para éste puede presentar ciertas pegas. En

efecto, consideremos, por ejemplo, el juego Fg
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1 2
“1 300 0
0 0
“2 0 1 FS
0 0
a3 2 2
2 2

Aunque B1 y BZ son estrategias equivalentes en pago para
J2, ;podemos de verdad afirmar que son indiferentes para éste
teniendo en cuenta que, en tal caso, el equilibrio (a3,32),
que concede pago positivo a J2 y ademas es propio, quedaria
automaticamente excluido y sélo el (al,Bl), que le concede
pago 0, seria aceptable?. FEsta pregunta es ciertamente
dificil de contestar. Como ya indicamos en la observacién
anterior, nos parece un poco fuerte limitar a (1/2,1/2) el
conjunto de estrategias razonables para J2, aunque es cierto
que sea lo que sea lo que elija Jl1, en realidad J2 ganara lo
mismo juegue lo que juegue.

Obsérvese que este ejemplo s6lo afecta al concepto
modificado. Sin embargo una observacién analoga se podria
hacer para el equilibrio fuertemente propio. Consideremos el
Jjuego F9 que 1incluimos en 1la pagina siguiente. En é1 Jl
siempre elegira a . Sin embargo la eleccidén de J2 dependera
de la tendencia al error de Jl1. Si éste tiende a equivocarse
hacia o, (respectivamente “3) mas que hacia o
(respectivamente az), J2 preferira BZ (respectivamente Bl).

Entonces, como a y « son equivalentes en pago para Jl, se
2 3
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pueden encontrar sucesiones de equilibrios e-propios que

Bl BZ
“1 2 1
2 2
o 0 0 r
Z 0 100 2
a3 0 0
1 0

conver jan a (al,Bl) o a (al,BZ) sin mas que buscarlas entre
las que dan mas peso a @, 0 a o respectivamente, por lo que
(al,Bl) y (al,BZ) son propios. Sin embargo sbélo (al,BZ) es
fuertemente propio porque @, Yy @ SOn errores equivalentes en
pago para Jl1 con lo que éste ha de tender a ellos con la
misma fuerza, a consecuencia de lo cual J2 prefiere BZ.
Entonces ,;podemos de verdad afirmar que @, y a_ Son errores
igualmente costosos para J1? En realidad no podemos pues,
aunque lo son si J2 juega segun lo inicialmente previsto, el
tender a uno u otro con mas fuerza puede hacer cambiar el
comportamiento de J2 influyendo negativa o positivamente en
J1, situacién analoga a la que se planteaba en FS. Pero, a
pesar de ser analoga, es diferente. Aqui, una vez que los
Jjugadores han acordado el equilibrio (al,Bl), J2 se dice,
Jhacia dénde puede tender a equivocarse mas J1? Segun lo
acordado, para é1 es indiferente uno u otro error. Como yo
salgo ganando mas de las equivocaciones de J1 si elijo BZ que
si elijo B1 en caso de que aquellas sean equiprobables, debo

Jjugar BZ porque jpor qué va a pensar J1 que, salvo por error,
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voy a desviarme de lo acordado? En Fg no teniamos esa
situacidén; no es sb6lo que J1 eligiese o pensando que J2
jugaria (1/2,1/2) aun cuando hubiesen acordado (a3,32), sino
ademas que J2 estaba obligado a jugar (1/2,1/2), quiza en
contra de sus intereses (de nuevo, pues, nos parece un pPoOco
fuerte el concepto modificado).

Por tanto, en general, cuando aceptemos que cada jugador
tiende con la misma probabilidad hacia los errores igualmente
costosos no consideraremos la posibilidad de que ese jugador
piense, a la hora de decidir el coste de los errores, que los
demas pueden separarse, salvo equivocacién, de lo
inicialmente acordado en funcién de los errores que él1 vaya a
tender a cometer. Este criterio nos parece el dque mejor
funciona. (Obsérvese que, en caso de no adoptarlo, en nuestro
e jemplo F9 caeriamos en una especie de ”circulo vicioso” pues
si J2 piensa que J1 puede decidir tender mas hacia el error
a_ que hacia el @ por no considerarlos igualmente costosos y
,en consecuencia, se siente obligado a jugar B1 en vez de BZ,
inmediatamente o,y e vuelven a ser indiferentes para Jl1 y
J2 puede volver a preferir BZ). Por otro lado queremos hacer
notar que también Myerson lo utilizé al definir su concepto.

En efecto, consideremos el juego r1o
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1 2
“1 2 1
2 2
o 1 0 r
Z 0 100 o
a3 0 0
1 0
En r1o (al,Bl) no es propio porque, una vez acordado,

como a es Menos costoso que a, J1 tendera a este error con
menos fuerza que a aquel, en cuyo caso J2 jugara BZ y Ji
saldra perdiendo. En consecuencia, o ©S Menos costoso que o
si J2 juega, salvo error, segun lo acordado, pero no si
consideramos que la tendencia al error de Jl1 puede venir

influenciada por el comportamiento de J2 en funcién de ella.

48



CAPITULO 5 EL EQUILIBRIO PERFECTAMENTE PROPIO

En este capitulo seguiremos en la linea de buscar otras
formas mas matizadas de entender la racionalidad en el error
de los jugadores, pero lo haremos en un sentido diferente al
del capitulo anterior. En concreto, Myerson suponia que los
Jjugadores racionales deben tender a equivocarse mas hacia lo
que menos les cuesta. Nosotros iremos mas lejos y supondremos
no sélo eso sino ademas que tenderan a equivocarse con mas
probabilidad aquellos jugadores a los que les cuesta menos.
De nuevo esta suposicién es coherente con los planteamientos
que nos hemos hecho hasta el momento: es légico que cuanto
mas pierda un jugador al equivocarse, mas empefio ponga en
evitar 1los errores y, en consecuencia, menos tienda a
cometerlos. Este nuevo planteamiento nos obliga a hacer, en
principio, la suposicién de que los pagos a los jugadores son
comparables, en el sentido de que vienen dados en las mismas
unidades (cémo si no podemos ponderar cuando un jugador
pierde mas que otro al cometer un cierto error). Al final del

capitulo abordaremos 1la cuestién de qué ocurre cuando tal
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suposicién sea inaceptable, pero hasta entonces asumiremos su

validez.

Consideremos el juego T (en el que & :{ai,ai} con

11 i 1’ 2
ie{1,2,3} y en 1la casilla correspondiente a cada «€d
indicamos de izquierda a derecha y de arriba a abajo el pago

a J1, J2 y J3 respectivamente, correspondiente a «)

2 2 2 2
o o o o
1 2 1 2
o 1 0 o 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
“1 0 0 “1 0 1
2 0 0 2 0 1
1 1 0 0
3 3
o o
1 2
JUEGO T
11
P . . . 1 2 3
En r11’ segin comprobaremos a continuacién, (az,az,al)

es propio aunque para ello necesitamos considerar que el
. . . 3 .
jugador 3 va a tender a equivocarse hacia « con mas
2
1 . . 1 2
probabilidad que los jugadores 1 y 2 hacia « y
1 1
respectivamente, consideracién muy  poco intuitiva si
observamos las funciones de pago, ya que J3 tiene mucho mas
que perder que J1 y J2 al cometer su error. En consecuencia,
se hace necesario introducir un refinamiento del concepto de
Myerson en el sentido que indicabamos al principio de este

capitulo. Antes de dar el nuevo refinamiento (al que

llamaremos equilibrio perfectamente propio) comprobemos que
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(al o aS) es propio
2’2" T propio.

Consideremos, por ejemplo, {sk}z_1 con € = 1/(k+3) vy

("0 ={(s", 85,6 )1°_ con s¥(a1)= s¥(07)= 1/(k+3)°, s¥(a))=
k=1 1 2 3 k=1 1 1 2 1 1 2
s ™)z 1-1/(k+3)7, s5(a)= 1-1/(k+3)7, s“(a«’)= 1/(k+3)”. Es
2 2 3 1 3 2

evidente que se s vk y que lim £ = 0, lim s“=(a',a”,a”). Por
K 2’2" T
k> ® K> O

Kk . . :
otro lado s es una combinacién de estrategias completamente
mixta Vk. Teniendo en cuenta esto Ultimo acabemos de

comprobar que s es sk—propio Vk. Sea keN arbitrario.

Hl(sk\a )= [1-1/(k+3)%1/ (k+3)°

)= [1-1/(k+3)°1/(k+3)"

N B B R

H (sk\a
1
. ko 1 ko 1 B} .
Evidentemente H1(S \a1)< H1(S \az) con lo que deberia ocurrir

que s“(a')< & -8(a') 1o cual ciertamente ocurre pues s“(a')=
11 Kk 12 1

a a 5 K
Sk/(k+3) v 1/(k+3) < 1/256< 1023/1024< 1-1/(k+3) = Sl(a

N B B R

).

También se verifica que

H_(sNo7)= [1-1/(k+3)71/(k+3)°
)= 11-1/(k+3) %1/ (k+3)”
. k, 2 k, 2
De nuevo evidentemente HZ(S \a1)< HZ(S \az) con lo que
. . k, 2 kK, 2
deberia ocurrir que s («¢ )< e -5 («°) lo cual en verdad
2 1 k 2 2
ocurre como se comprueba de modo analogo a como hicimos en el
caso anterior.
s k3 k., 3 )
Por tltimo H3(s \al): 1> H3(s \az): 0 con lo que deberiamos
tener que s“(a’)< e -s¥(0”) 1o cual es cierto pues s ()=
3 2 k 3 1 3 2

e /(k+3) y 1/(k+3)< 1/4< 15/16< 1-1/(k+3)7= si(a?).
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. 1 2 3 . .
En consecuencia (o ,o ,o ) es propio en T (obsérvese
2’ 2’ 11
que como resultado de considerar para J3 una tendencia al
error mayor que la asignada a Jl o J2, a pesar de que estos
ultimos tienen menos que perder). Notese también que, como en
r ningin jugador es tal que sus estrategias puras son
11
. 1 2 3 .
equivalentes en pago, (a ,a ,a ) también es fuertemente
2’ 2’
roplo en I' .
prop 11
Demos ahora, tal como habiamos anunciado, el concepto de

equilibrio perfectamente propio.

DEFINICION 5.1

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal T, dado €>0 diremos que s€5 es un equilibrio
e-perfectamente propio si s es completamente mixta y verifica

que

y esto Vg € & V¢ e @j,Vi,je{l,...,n}[

DEFINICION 5.2
Diremos que s€S es un equilibrio perfectamente propio de
r si existe un par de sucesiones {e } y
{sk}m_ ={(Sk,...,sk)}m_ tales que:
k=1 1 n k=1

* £ >0 Vk, lim & = 0
k k
k> ©

* s es sk—perfectamente propio Vk.
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% 1im s (¢ )= s (¢ ) V¢ € & ,vie{1,...,n}
k}(I) 1 1 1 1 1 1

Obsérvese que es inmediato que la definicién 5.1 es

equivalente a la siguiente:

DEFINICION 5.3

Dado >0 diremos que S€S es un equilibrio
g-perfectamente propio de T si s es completamente mixta y
verifica:

a) s es e-propio

y esto Vg'< @ Vg < @j,Vi,je{l,...,n} con i#j

con lo que obviamente todo equilibrio perfectamente propio es

propio. Sin embargo el reciproco no se verifica. En efecto,
1 2 3 .

ya hemos probado que (az,az,al) es propio en r11' Por el

contrario no es perfectamente propio. Supongamos dque lo

k.,

o
fuera. En tal caso existirian {¢ } y {s } _ tales que:
k k=1 k=1

* 0<eg <1 Vk, lim e =0
k k
k> ©

* s es sk—perfectamente propio Vk.

% 1lim s (o )= 0, lim s )= 1 (5.a)
11 1 2
k> © k> ©
% lim s5(a”)= 0, lim s“(a”)= 1 (5.b)
2 1 2 2
k> © k> ©
% lim s (a”)= 1, lim €)= 0 (5.¢)
3 1 3 2
k> © k> ©

53



En virtud del teorema 3.4, y teniendo en cuenta que si s es

sk—perfectamente propio es sk—propio, existiria N1€ N tal que
1 2 3 . oy s k

Vk?N1 (az,az,al) seria una respuesta o6ptima a s . Por otro

lado obsérvese que:

H (s )= s(«”) - " (™)
1 1 2 1 3 1
H (s )= s(«”) " (™)
1 2 2 2 3 2
H (s\a”)= (") " (™)
2 1 1 1 3 1
H (s )= (") -s"(a”)
2 2 1 2 3 2
H (s\a’)= 1

3 1
H (s\’)= 0
3 2

y que entonces, en virtud de (5.a), (5.b), (5.c¢)

lim H (ea')= 1im H (s\a')= 1im H (sM\a7)= 1lim H (s\a”)=
Ko e 2 o 7 ' o Z
lim H3(sk\a2): 0

K> @

lim H3(sk\a?): 1

K> @

y por lo tanto existiria NZG N tal que \-/k?N2 tendriamos

Yo H (sMah) < H (8MaP) - H (sMaD) (5.d)
2 1 1 3 1 3 2

H (sk\az) - H (sk\az) < H (sk\a3) - H (sk\a3) (5.e)
2 2 2 1 3 1 3 2

Tomando N = max {Nl,NZ}, para todo k>N serian ciertas (5.d) y

(5.e) y ademas o€ B (sk), o«“e B (sk), o«’c B (sk), en cuyo
2 1 2 2 1 3

caso, por ser g« sk—perfectamente propio, habria de ser

cierto que

s ()< & -5 (a)
K

s (« (o)

Wr WK
N W NW
N & = &
BN R R

)X £ -s
Kk

. kK, 3 kK, 1 kK, 3
y, en consecuencia, que s3(a2)< sl(al) (y por tanto s3(a1)>
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(') y que s€(a”)< 5 () (y por tanto s“a?)> ).
12 3 2 2 1 3 1 2 2

Pero entonces Vk2N

H (sNa )= s(«”) s ()< s5(a7) 5 ()< () -6 (a”)=
1 2 2 2 3 2 2 2 21 3 1 21

H (sk\al)
1 1

H (s\a”)= (") -s"(a”)< s5(a") 5" )< () -6 (a")=
2 2 12 3 2 12 101 3 1 101

H (sk\az)
2 1

lo cual contradiria el hecho de que a;é Bl(sk), aie BZ(Sk)

Vk?Nl. En consecuencia (a;,ai,af) no es perfectamente propio.
Todo esto prueba el siguiente resultado.

TEOREMA 5.4
En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal [, cualquier equilibrio perfectamente propio es
propio. El reciproco, en general, no se verifica.
OBSERVACION 5.5
, . 1 2 3 . .
Notese que teniamos que (az,az,al) ademas de propio era
fuertemente propio en r11' Como, sin embargo, no es
perfectamente propio podemos concluir que, en general, no
todo equilibrio fuertemente propio 1lo es perfectamente.
Reciprocamente no todo equilibrio perfectamente propio lo es
fuertemente, como se comprueba, por ejemplo, considerando el
. . . © k,0
juego T . lLas mismas sucesiones {£ } vy {s } _ que usamos
4 Kk k=1 k=1
para probar que (aZ,Bl) era propio nos sirven para probar que
lo es perfectamente. Sin embargo ya habiamos comprobado que

no era fuertemente propio.
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OBSERVACION 5.6

Cabria para el equilibrio perfectamente propio una
observacién analoga a la 4.6, pero lo dicho en aquella
ocasiéon  (que no es nuestra meta buscar equilibrios no
dominados en pago, sino equilibrios que se autoimpongan)
podemos hacerlo extensible a todo este trabajo.

Podriamos asimismo llevar a cabo una discusién analoga a
la planteada en 4.7, pero también el criterio que alli
adoptabamos, con las modificaciones adecuadas en cada caso,

sera el que asumiremos a lo largo de este traba jo.

OBSERVACION 5.7

En T (ai,a?,a?) es perfectamente propio. Para

comprobarlo basta tomar {e }m_ con £ = 1/(k+3) y {Sk}m_ =
kK k=1 K k=1

{(sk,sk,sk)}m_ con sk(al): sk(az): 1—1/(k+3)2, sk(al):
1’72’73 k=1 1 2 1 12

s(a®)= 1/(k+3)%, s<(a’)= 1-1/(k+3)°, s (a’)= 1/(k+3)°. Es
2 2 3 3 2

evidente que e s vk y que lim sk:(ai,af,a?). JEs g«
k> o

sk—perfectamente propio VYk? Por un lado, esta claro que s es

completamente mixta Vk. Ademas, si fijamos keN

Hl(sk\ai): Hz(sk\af): [1-1/(k+3)71 - [1-1/(k+3)"]
H (s\a')= H ()= 1/(k+3)"
1 2 2 2
H (s )= 1
3 1
H (s\a«’)= 0
3 2
Como Hl(sk\a;) = Hz(sk\ai) = 1/(k+3)> < 1/1024 < 945/1024
< [1-1/(k+3)71-[1-1/(k+3)7] = Hl(sk\ai) = Hz(sk\af) v
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ademas H3(sk\a2)< H3(sk\a?), debe ocurrir que

k 1 k 1
(o™ )< €, (o)
1 2 1 1
k 2 k 2
(o)< €, (o)
2 2 2 1
k 3 k 3
(o)< €, (o)
3 2 3 1

lo cual es cierto puesto que

sk(al)— sk(az): e /(k+3)< £ /4 < ¢
2 k k

e k(a )= € 8" (a?)

K 1 2 1

s, “la¥)= e /(k+3)7 < £ /16 < e
2 k k k

e _-s.(a))
3

Por otro lado aie B(s*) con ie{1,2,3} y ademas

H (s\a') - H (s\a') =
1 1 1 2

H
2

[1-1/(k+3)71- [1-1/(k+3)°1-1/ (k+3)°=

1 =H () - H ()
3 1 3 2

con lo que debe ocurrir que

st(e))< e s ()
3 2 1 2z
st(a))< & s (o)
3 2 2 2
lo cual ocurre evidentemente.
Por ultimo
0=H (sa’)- H (s
3 1 3 1
H (sk\az)— H (sk\az)
2 1 2

(sk\az) -
1

1 - 1/(k+3)

con lo que también deberiamos tener que

(o™ )< €, (o)

k
3
k
3

NWHW
N NN P
[ VI R W]

(o)< €, (o)

. . 1
Procediendo analogamente para «
1
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115/16 < & -[1-1/(k+3)7]=
k k

63/64 < sk-[l—l/(k+3)3]=

H (sk\az):
2 2

7 1/(k+3)°<

)< H (sk\al)— H (sk\al):
1 1 1 2

también deberia ocurrir



que

s ()< & g (a)
K

s ()< & -5 (a)
K

s (¢ )< & -5 (a7)
K

s (« (o)

WA P RQAFNFK
N WNRPRNWNN
N NAR R, R =K
BN R N R R R R

)< £ -8

k
y estas seis desigualdades se verifican como se puede
comprobar de modo inmediato.

Por lo tanto, hemos encontrado un equilibrio
perfectamente propio de r11' De nuevo podemos afirmar que
esto no es una casualidad puesto que, en general, todo juego
n-personal finito no cooperativo en forma normal posee al
menos un equilibrio perfectamente propio. La veracidad de
este resultado, al igual que ocurria con la del analogo para
el equilibrio fuertemente propio, se obtendra como
consecuencia de un teorema mas general que probaremos en el

capitulo siguiente.

Una vez hechas estas observaciones vamos a retomar un
tema cuyo interés ya habiamos anunciado. ,;Qué ocurre cuando
los pagos a los jugadores no son comparables? En tal caso no
tiene sentido comparar el “coste de los errores” entre
Jjugadores distintos a no ser que normalicemos esos costes de
alguna manera. Ello da pie a introducir un nuevo concepto que
resulta de modificar el equilibrio perfectamente propio para
que pueda usarse con propiedad en el contexto en el que ahora

nos hallamos.
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DEFINICION 5.8

Dado un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal T, llamaremos oscilacién del jugador 1 (y lo
denotaremos por Oi) a:

O =max H (¢) - min H_(¢)
toged ged

DEFINICION 5.9

Diremos que i es un jugador indiferente de T si Oi: 0.

De aqui en adelante, aunque no estaremos especificandolo
continuamente, vamos a considerar juegos n-personales finitos
no cooperativos en forma normal sin jugadores indiferentes.
En realidad considerar que este tipo de jugadores podrian
existir no haria diferente el analisis aunque si lo
complicaria desde el punto de vista formal. Por otro lado es
l6gico pensar de los  jugadores indiferentes que se
comportaran como tales, es decir, dque elegiran entre sus
estrategias puras de acuerdo a una cierta distribucién de
probabilidad, que en principio sera la uniforme discreta, y
que sera independiente del comportamiento de los demas
decisores. Es por ello que los jugadores indiferentes no
actian de modo estratégico y sus jugadas ©pueden ser
consideradas movimientos del azar, pudiendo entonces ser
eliminados del Jjuego en forma normal. Dicho esto, pasemos a

introducir el nuevo concepto.
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DEFINICION 5.10

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal T, dado €>0 diremos que s€5 es un equilibrio
g-perfectamente propio normalizado si:

* s es completamente mixta
¥ 51 se verifica
H (s\¢ ) - H (s\¢) Hj(s\¢j) - Hj(s\éj)

<
0 0

i J

,eiendo ¢ € B (s),¢ € B (s), entonces ha de ocurrir que:
i i 33

y esto Vg € & V¢ e @j,Vi,je{l,...,n}[

DEFINICION 5.11

Diremos que s€S es un equilibrio perfectamente propio

©
normalizado de T si existe un par de sucesiones {e } y
k k=1
k,0 k k,,®
{s} _={(s,...,8 )} tales que:
k=1 1 n k=1

* g >0 vk, 1lim e =0
k
k> ©

* s es sk—perfectamente propio normalizado Vk.

% 1im s (¢ )= s (¢ ) V¢ € & ,vie{1,...,n}
k}(I) 1 1 1 1 1 1

Analogamente a como ocurria con el equilibrio

perfectamente propio, se verifica el siguiente resultado:

TEOREMA 5.12
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Todo equilibrio perfectamente propio normalizado es

propio. El reciproco, en general, no se verifica.

DEMOSTRACION

Para probar 1la primera de 1las afirmaciones basta
demostrar que todo equilibrio g-perfectamente propio
normalizado es eg-propio. Sea s e-perfectamente propio
normalizado. Entonces s, por definicién, es completamente
mixto. Supongamos ahora que, para un cierto i, existen ¢i,¢;€
® tales que

1

H (s\¢ ) < H (s\¢’) (5.1)
Sea ¢ € B (s). En tal caso (5.f) implica que
H (s\¢ ) - H (s\¢>) <H (s\¢) - H (s\¢ ) (5.¢e)

y entonces, como O > 0, tenemos
1

H (s\¢ ) - H (s\¢) H (s\¢ ) - H (s\¢ )
1 1 1 1 < 1 1 1 1
0 0

i i

y en tal caso, por ser s e-perfectamente propio normalizado,
se debe verificar que s (¢ )< e-s (¢). Con esto queda
1 1 1 1

probado que s es e-propio y, por tanto, la primera parte del

resultado.
En cuanto a la segunda, obsérvese que, enT" , 0 =0 =
11 1 2
1 2 3 .. . .
0 =1, luego (a ,a ,a ) también nos sirve como ejemplo de
3 2’ 2’ T

equilibrio propio que no es perfectamente propio normalizado.
o

OBSERVACION 5.13
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) 1 2 3 .

Notese que (a ,a ,a ) en T era fuertemente propio; por
2’ 2’ 11

lo tanto también podemos afirmar que no todo equilibrio
fuertemente propio es perfectamente propio normalizado.

. . . © k,0
Reciprocamente, las mismas sucesiones {e } y {s} que

k k=1 k=1
usamos para concluir en T que (« ,B ) era propio son validas
4 2’71

para probar que es perfectamente propio normalizado. Como no
era fuertemente ©propio, podemos afirmar que no todo
equilibrio perfectamente propio normalizado es fuertemente

propio.

OBSERVACION 5.14

Antes de finalizar el —capitulo hagamos un Dbreve
comentario sobre la relacioén entre los equilibrios
perfectamente propio y perfectamente propio normalizado. En
primer lugar digamos que son conceptos definidos para usar en
contextos diferentes (mads aun, en contextos incompatibles)
por lo que no tiene mucho sentido hablar de una supuesta
relacién entre ellos. En cualquier caso, a pesar de que por
lo dicho anteriormente no lo haremos mas que de pasada, vamos
a entrar en el tema. En concreto daremos dos e jemplos que nos
permitiran afirmar, como era de esperar, dque no todo
equilibrio perfectamente propio es perfectamente propio
normalizado vy, reciprocamente, que no todo equilibrio
perfectamente propio normalizado es perfectamente propio.

En el juego r12 que se incluye a continuacidén se puede
comprobar que (ai,a?,af) es un equilibrio perfectamente

propio normalizado que no es perfectamente propio. (No es
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perfectamente propio porque J2 pierde 2 si se desvia de a?,
mientras que J3 sdélo pierde 1 si se desvia de a?, con lo que
J3 tendera al error mas que J2 y entonces J1 preferira a;. En
el caso normalizado J2 y J3 perderan lo mismo al equivocarse,

. . . 1 1 2 3
una unidad, y entonces J1 podra elegir o - Por eso (al,al,al)

es perfectamente propio normalizado).

2 2 2 2
o o o o
1 2 1 2
“1 1 1 “1 0 0
2 0 1 2 0
1 1 0 0
“1 1 0 “1 1 0
2 2 0 2 2 0
1 1 0 0
3 3
o o
' JUEGO T 2
12

Consideremos ahora el siguiente juego I'
13

2 2 2 2
o o o o
1 2 1 2
“1 1 1 “1 0 0
2 0 1 2 0
1 1 0 0
“1 1 0 “1 1 0
2 2 0 2 10 0
1 1 0 0
3 3
o« o«
1 2
JUEGO T
13
En T (al o aS) es perfectamente propio pero no es
13 2’71’ T p prop p

perfectamente propio normalizado (es perfectamente propio

porque J2, en principio, siempre pierde mas que J3 al
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equivocarse, con lo que tendera menos a hacerlo y Jl
preferira a;. Sin embargo, al considerar pagos normalizados,
J3 pierde mas que J2 al equivocarse, con lo que J1 preferira
ai, por lo que no es perfectamente propio normalizado. Nétese
que, en términos relativos, efectivamente pierde mas al
equivocarse J3, que siempre pasa del “todo” al ”“nada”, que
J2, que pasa del ”algo” al ”nada”). Obsérvese por uUltimo que
(ai,a?,af) también es un ejemplo de equilibrio perfectamente
propio normalizado que no es perfectamente propio; si damos,
de todas maneras, el ejemplo r12 es porque nos parece mas

intuitivo.

OBSERVACION 5. 15

Por ultimo incluimos esta observacién relativa a la
conveniencia de mantener los dos conceptos introducidos en
este capitulo. En efecto, ya que el equilibrio perfectamente
propio normalizado es un concepto invariante ante cambios de
escala que conserva la filosofia del perfectamente propio,
podria parecer que éste ultimo es innecesario. Sin embargo
nosotros no opinamos asi. Piénsese por ejemplo en el juego
r que incluimos en la pagina siguiente. En él, el concepto

14
de equilibrio perfectamente propio normalizado, que compara
- . . 1 2 3
costes normalizados, no discrimina entre (o, 0,0 ) y
17717 1
1 2 3 . . .
(¢ ,,a¢”). Sin embargo, si 1los pagos a los jugadores
2”71’
representan pesetas, J1 deberia pensar que J3 pierde mas que

J2 al equivocarse con lo que éste tiende a hacerlo mas que

aquél. Esta forma de pensar de J1 se refleja en el concepto
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de equilibrio perfectamente propio que sbélo acepta la
combinacién (a;,a?,ai). Por eso en este contexto en el que
los pagos a los jugadores son comparables (en el sentido de
que lo son directamente por venir dados en las mismas
unidades) nos parece mas adecuado el concepto que compara
pagos sin normalizar. No obstante también es necesario el
equilibrio que compara pagos normalizados para el caso en que
estos no sean comparables sin normalizar (en el sentido de
que no vienen dados en las mismas unidades o no tenemos

certeza de ello).

2 2 2 2
o o o o
1 2 1 2
o 1 0 o 1 0
1 0 1 0
200 200 0 0
“1 1 1 “1 0 0
2 1 0 2 1 0
200 200 0 0
3 3
o o
1 2
JUEGO T
14

Este criterio, relativo a definir conceptos que comparen
pagos normalizados y conceptos que los comparen sin
normalizar cuando hayan de realizarse comparaciones entre
pagos a distintos jugadores, lo mantendremos a lo largo de

todo este trabajo por las razones que ya hemos apuntado.
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Rectángulo


CAPITULO 6 EL EQUILIBRIO COMPLETO

En los capitulos anteriores hemos tratado de matizar de
dos modos diferentes el concepto de racionalidad en los
errores aportado por Myerson y, en base a ello, hemos dado
dos refinamientos del equilibrio propio. Como las ideas que
subyacen en tales refinamientos no son en absoluto
incompatibles, inmediatamente nos planteamos refundirlos y
dar un nuevo concepto que los englobe y que seleccione entre
los equilibrios de Nash aquellos que sean estables frente a
alguna tendencia racional al error por parte de los
Jjugadores, entendiendo por tendencias racionales al error

aquellas en las que:

H1. Cada jugador tiende a equivocarse mas hacia lo que le
cuesta menos.

H2. Cada jugador tiende a equivocarse con la misma
probabilidad hacia todos los errores que 1le resultan
indiferentes.

H3. En general tienden a equivocarse mas aquellos
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Jjugadores a los que les cuesta menos equivocarse.

Pero, ya que hacemos estas tres hipétesis sobre las
tendencias al error de los jugadores, podriamos introducir
una cuarta que viniera a “completar” el equilibrio
perfectamente propio de modo analogo a como el fuertemente
propio ”“completa” el propio. Dicha cuarta hipdtesis podria

formularse asi:

HA4. En general, si ciertos jugadores sufren idénticas
consecuencias al cometer ciertos errores, tenderan a

cometerlos con la misma probabilidad.

Como ya ocurria en el capitulo anterior, para construir
un concepto que refleje las hipétesis H3 y H4, hemos de
distinguir el caso en el que los pagos a los jugadores son
comparables del caso en el que no 1lo son. De nuevo
supondremos en principio que estamos en la primera de las

situaciones y abordaremos la segunda al final del capitulo.

Es importante comentar también que estas cuatro
hipétesis pueden no ser aceptables en algunos casos, aunque
si parecen intuitivas y wvalidas en una amplia gama de
problemas reales vy, desde luego, responden al criterio
general que alienta este trabajo y dque, como ya habiamos
comentado, esta inspirado en los planteamientos de Selten

(que introduce su equilibrio perfecto “which looks at
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complete racionality as a 1limiting case of incomplete

rationality”) y en los de Myerson.

Veamos a continuacién un ejemplo que sugiere Ila

introduccién de la hipétesis H4. Sea el siguiente juego.

2 2 2 2
o o o o
1 2 1 2
o 1 0 o 300 0
1 1 0 1 1 0
1 1 0 0
“1 1 2 “1 0 0
2 1 0 2 1 0
1 1 0 0
3 3
o o
1 2
JUEGO T
15

Si buscamos en T un equilibrio tal que cada jugador
15

aproveche al maximo los errores racionales” de sus
contrincantes, nos 1interesa un concepto que, entre el

1 2 3 1 2 3 s s 2 L1y s
(¢ ,,) v el (o, ,7), elija éste tltimo pues, en tal

2”71’ 17717 1

. . . s 1 1 .
situacidén, J1 siempre preferira ¢ que a salvo que J2 tienda

1 2
. . 2 . .
a equivocarse hacia a claramente mas de lo que J3 tiende a
2
. . 3 . . .
equivocarse hacia « , cosa que no tiene por qué ocurrir
2

puesto que, a la vista de las funciones de pago, J2 y J3 se
verian idénticamente afectados por sus errores respectivos.

. 1 2 3 .
Sin embargo (o ,oa ,o ) es perfectamente propio (y, por tanto,

2”71’

propio y, por no tener ningin jugador estrategias puras
equivalentes en pago, fuertemente propio). FEfectivamente,

o
tomemos, por ejemplo, {sk} con £ = 1/(k+2) vy

k=1 k
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(3% =((65,65, 61 con (@M= 1/(k+2)%,  §S(a')=
k=1 1 2 3 k=1 1 1 1 2
1-1/(k+2)7, sk(af)— 1-1/12(k+2)°1, sz(ai)Z 1/12(k+2)°1,
si(af): 1-1/1400(k+2)°1, si(a2)= 1/1400(k+2)>]. Es evidente
que se s vk y que lim £ = 0, lim s “=(a’, a S %). Sea keN
k 2
k> © k> o

. . k . .

arbitrario. Claramente s es completamente mixta. Teniendo
L1y s k

esto Ultimo en cuenta, acabemos de comprobar dque s es

sk—perfectamente propio.

H (s\a')= r1—1/[2(k+2)3 1121/ [400 (k+2) ]] +
1 17| Jl )

300{1 1/12(k+2) ]} /1400 (k+2)7]

H (s\a')= (1 1/12(xk+2)°1 1121/ [400 (k+2) ]] +
1 2" | Jl )
i

2|1-1/ [400 (k+2) ]]-1/[2(k+2)3]

H ()= H (s« )= 1
2 3

)= 10

N N P N
N QR

H (sk\a )= H (sk\a
2 3
Obsérvese que
H (s\a') - H (\a')= {1—1/[400(k+2)3]]-1/(k+2)3 -
1 2 1 1 L J

{1—1/[2(k+2)3]}-3/[4(k+2)3] >0

y que, a la vista de todo lo dicho, es inmediato que a;G
B (Sk), o’ B (sk), a’e B (s5) y que 0< H ("N’ )- H (s\a')<
1 1 2 1 3 1 2 1 1
H (sa”)- H (8= H (s"\’) - H (sk\a3), con lo que debe

2 1 2 2 3 1 3 2

ocurrir que:

k 3 k 3
(o)< €, (o)
3 2 3 1
k 2 k 2
(o)< €, (o)
2 2 2 1
k 1 k 1
(o™ )< €, (o)
1 1 1 2
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X (o2 <X (ot
(™)< €, (e )
S, %, S1t%
Ko <X (ot
()< €, (e )
S5t%, S1t%
<X (ot X (o2
()< €, ()
S1t% S, %
<X (ot Ko
()< €, ()
S1t% S31%
X (o2 Ko
(™)< €, ()
S, %, S31%
Ko X (o2
()< €, ()
S5t%, S, %
todo 1lo cual es evidente que ocurre. En consecuencia

1 2z 3 .
(¢ ,a,a”) es perfectamente propio.
2”71 T

Por todo lo dicho vamos a introducir un nuevo concepto
de equilibrio que sera estable ante alguna tendencia racional

al error, entendiendo la racionalidad segun H1, H2, H3 y H4.

DEFINICION 6.1
En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal T diremos que sie Si, S;G Sj son equivalentes en pago
para iy j si y s6lo si, para cualquier s'e S,
H(s\¢ ) -H(s\s)=H(s\¢p)-H(s\s)
i i i i J J 3 J

siendo ¢ € B (s ),¢ € B (s7).
i i J J

Obsérvese que cuando hacemos 1i=] en la definicién 6.1

obtenemos la 4.1, luego ésta es generalizada por aquella.

DEFINICION 6.2

Dado €>0 diremos que s€S es un equilibrio e€-completo de
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* s es g-perfectamente propio
¥ 51 ¢ y ¢ son equivalentes en pago para 1 y J
i 3
entonces s (¢ )= s (¢’) y esto para cualquier ¢ €
i i J J i

® \B (s),¢’€ & \B (s) y para cualquier i, je{1,...,n}.
i i J J J

DEFINICION 6.3
Diremos que s€S es un equilibrio completo de I' si existe
un par de sucesiones {& }m_ y {sk}m_ :{(sk,...,sk)}m_ tales
k k=1 k=1 1 n =

que:

* g >0 vk, 1lim e =0
k k
k> ©

* s es ek—completo Vk.

% 1im s (¢ )= s (¢ ) V¢ € & ,¥ie{1,...,n}.
k}(I) 1 1 1 1 1 1

TEOREMA 6.4

a) En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal [' cualquier equilibrio completo es perfectamente
propio. El reciproco, en general, no se verifica.

b) En un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal I' cualquier equilibrio completo es fuertemente propio.

El reciproco, en general, no se verifica.

DEMOSTRACION

De la definicidén 6.2 se obtiene inmediatamente que todo
equilibrio e-completo es también e-perfectamente propio y
e—fuertemente propio (téngase en cuenta que la definicidén 6.1

generaliza la 4.1). En consecuencia, si s€S es completo,
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también sera perfectamente propio y fuertemente propio.
El reciproco, en general, no se verifica. Efectivamente,

., 1 2 3
en T , segin hemos probado, (a ,o ,a”) es perfecta vy
15 2”71’

fuertemente propio. Sin embargo no es completo. Comprobemos

esta Ultima afirmacidén por reduccién al absurdo. Supongamos,
1 2 3 s ops ok

pues, que (o ,o ,a°) es completo. FEn tal caso existirian
2”71’

© k,®© o s e a2
{¢} vy {8} _ en las condiciones de la definicién 6.3.
k k=1 k=1

. 2 . . 2 3
Obsérvese que, puesto que a domina estrictamente a a y «
1 2 1

. . 3 . .
domina estrictamente a o« , se tendria para cualquier k que
2

o g B (sk), o’ B (s5). Por otro lado o y o’  son
2 2 2 3 2 2

equivalentes en pago para J2 y J3 en r15’ como se deduce de
2 3 2
tener en cuenta que H (s\a ) = H (s\a ) = 0 Vs, H (s\a )=
2 2 3 2 2 1
3 2 3 .
H(s\e )= 1 Vs y «€ B (s), € B (s) Vs. En consecuencia
3 1 1 2 1 3

deberia ocurrir que ()= ) (y por tanto s ()=
2 2 3 2 2 1

si(a?)) VkeN. Pero entonces, como

)= s (%) s (7)) + 300-8"(a7) s ()
1 2 1 3 1 2 1 3 2
H (s\a )= s5(«7) s (a)) + 2-85(a”) s (a7)
1 2 2 1 3 1 22" Tz
se tendria H (s\a')< H (s\a') Yk, luego )< e -s"(ah)
1 2 1 1 12 k 11

Yk, con lo que seria imposible que 1lim sk(al):1, lim s“(a')=0
12
k> o k> ®

[49] k.,
lo cual contradice el hecho de que {¢ } vy {8}  son
k k=1 k=1

sucesiones en las condiciones de la definicidén 6. 3. O

Sin embargo (ai,a?,af) es completo en r15' En efecto,
téngase en cuenta que ningun jugador posee un par de
estrategias puras que sean equivalentes en pago y que afe

BZ(S), a?e B3(s) para cualquier s€S con lo que, a la hora de
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buscar estrategias equivalentes en pago para jugadores
diferentes, s6lo entraran en 1liza ai, “2’ “2 y “2' Sin
embargo, es inmediato comprobar que la uUnica equivalencia en
pago que existe involucrando pares de estrategias puras de
diferentes jugadores entre estas cuatro es 1la que ya
conocemos referente a ai y az (de las cuales podemos también
asegurar que aié BZ(S) y azé B3(s) Vs€S). Como consecuencia
de todo lo dicho, para probar que (ai,a?,af) es completo
basta encontrar {e }m_ y {sk}m_ :{(sk,sk,sk)}m_ tales que
k=1 k=1 1’72 T3 k=1

sk>0 Vk, lim s —(al a o ) s es sk—perfectamente propio Yk

k> o
y s“(a”)= s"(a”) Vk. Témese entonces, por ejemplo, {e }m_
2 2 3 2 k k=1
con € = 1/(k+5) vy (€37 —{(sk, ,Sk)}m_ con s<(a')=
k k= 1 2 3 k=1 1 1
1-1/(k+5)%, (' )= 1/(k+5)7, s5(a”)= 1-1/[2(k+5)°1, s (a”)=
1 2 2 1 2 2
/12.(k+5)°1, si(af): 1-1/12(k+5)°1, Sk(a3)= 1/12(x+5)>1. Es

evidente que se s vk y que lim £ = 0, lim s “=(a’, a S %). Sea
K
k> o k> ®

keN arbitrario. Teniendo en cuenta que s es completamente
mixto comprobemos que es &€ -perfectamente propio:
k

2
Hl(sk\ai)Z {1—1/[2(k+5)3]} + 300{1—1/[2(k+5)3]}-1/[2(k+5)3]

2
Hl(sk\a;)Z {1—1/[2(k+5)3]} + 2{1 1/12.(k+5) ]}-1/[2(k+5)3]

H ()= H (s« )= 1
2 3

2 3
1 1
Y= H (s« )= 0
2 3 2

y a la vista de todo lo dicho es inmediato que aie Bl(sk),
2 K 3 K
o € BZ(S ), o € B3(s ) vy que

0< H, (s \a - H (s \a )= 288{1 1/12(k+5) ]}-1/[2(k+5)3] < 1=

T4



H (sk\az)— H (sk\az): H (sk\a3)— H (sk\a3)
2 1 2 2 3 1 3 2

con lo que debe ocurrir que

k 1 k 1
(o™ )< €, (o)
1 2 1 1
k 2 k 2
(o)< €, (o)
2 2 2 1
k 3 k 3
()< € (o)
3 2 3 1
k 2 k 1
(o)< €, (o)
2 2 1 2
k 3 k 1
(o)< €, (o)
3 2 1 2
k 1 k 2
()< € (o)
1 2 2 1
k 1 k 3
(o™ )< €, (o)
1 2 3 1
k 2 k 3
(o)< €, (o)
2 2 3 1
k 3 k 2
()< € (o)
3 2 2 1

todo 1lo cual ocurre, segun se puede comprobar de modo
. . . 1 2 3
inmediato. En consecuencia, hemos probado que («a ,a ,a ) es
17717 1
completo en I' . En general se verifica el siguiente
15

resultado:

TEOREMA 6.5
Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal I' posee al menos un equilibrio completo.

DEMOSTRACION
Probaremos que V & € (0,1) existe s(g) un equilibrio
e—completo. Tomando entonces una sucesién {Sk}$—1c (0,1) tal

©
ue lim € = 0, encontraremos una sucesién {s(e )} de
kK Tk=1
k> ©

equilibrios € -completos. Como ésta uUltima es una sucesidén en
k
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n
S, el cual es un subconjunto compacto de R' con 1= Y ole I,
1

i=1

©

podemos afirmar que existird una subsucesion de {s(e )}
kK1

que convergera a un clerto s€S que, en consecuencia, sera un

equilibrio completo de T.

Sea, pues, & € (0,1). Denotaremos m =[d |. Sean
1 1
entonces:

n
Zlm_ n

y=¢e =/ Sm

i=1 i
S(y)=4s €S /s (¢ )>y VYoo } vi=1,...,n
1 1 1 1 1 1 1

S(’J): Sl(’J)x . xSn('J)

Definimos ahora F de S(y) en P(S(y)) (Partes de S(y))

del siguiente modo:

F(s)=40 € S(y)/ si H (s\¢ )- H (s\¢’ )< H (s\¢ )- H (s\¢ )
i i i i J J J J
con ¢ € B (s),¢ € B (s) entonces o (¢ )< g-0 (¢’) vy
i i J J J g i1
esto V¢’'e & ,Vp € & , Vi,j; o (¢ )= o (¢ ) para
1 1 J J 1 1 J J
cualquiler par ¢ ,¢’ de estrategias equivalentes en
i3
pago para iy j con ¢ € & \B (s), ¢ & \B (s)
1 1 1 J J J
Vi, je{1,...,n}t}

para cualquier s € S(y)

Es evidente que S(y) es convexo, compacto y no vacio y
que F(s) es convexo y compacto Vs€S(y). Comprobemos ahora
que, para cualquier s€S(y), F(s) es no vacio. En efecto, sea

s€S(y) y definamos

* A(s,¢’)=Y [{¢p € & / H (s\¢ )-H (s\¢ )< H (s\¢ )-H (s\¢’)
1 5=1 J J J J J J i i i i

con ¢ € B (s),¢ € B (s)}l
J J 1 1
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Ve e & ,Vie{1,...,n}
1 1
* o:(ol,... ,o00 ) tal que, para cada ie{l,...,n},
n

SA(S’¢1)

oi(¢i): V¢i£ BQ(S)

z z SA(S’¢1’<)

k=1 ¢’ €d
¢k k

1 - ) o (¢’)
¢ #B (s) =

o (¢ )= V¢ € B)(s)
' IB_(s)1 o

Entonces o€F(s). Comprobémoslo:
- En primer lugar, es evidente que o (¢ )> 0 V¢ € & ,Vi y que
1 1 1 1

Y o (¢ )= 1 Vi. Ademas se verifica que o (¢ )> y V¢ € & ,Vi.
6 <o iTi iTi i i
ii

Efectivamente,

> m n

si ¢ £ B (s), como et g SA(S’¢1) y como Y v 8A(S,¢k)
1 i
k=1 ¢’ €da
k k

<

k

I ™13

(mk-l), entonces o (¢ )> 7.
1

si ¢ € B (s)

z z SA(S’¢1’<)
k=1 ¢’ €d
k#i k

1 -y o (¢) = +

n

¢ #B_(s) v v Als )
k=1 ¢;€®

k

k
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(5.9

)

¢’ B (s) 8A(s,¢’_)
>
z z SA(S’¢k) ¢i€Bi(S) z z SA(S’¢k)
k=1 ¢k€®k k=1 ¢k€®k
3 .g m.
Como SA(S’¢1)> = (es mas, en este caso, como ¢’
B (s), SA(S’¢1): 1) vy Y Y Als, 6 ) Y (m -1) es
T k=1 ¢’ €d k=1
k k
claro que 1 - z o (¢>) > IB (s)]l-y y en consecuencia
¢’¢B(S)l i i

oi(¢i)> 7.

De todo lo dicho queda probado que o € S(y).

Veamos que o verifica
pedidas:
Sean @_G @_,&_G ® cualesquie
i i3 3
H (s\¢ )- H (s\¢_
1 1 1 1

siendo ¢ € B (s),
1 1

la

primera de 1las condiciones

ra de modo que
)< H (s\¢ )- H (s\¢ )
3 3 3 3

¢ € B (g)
J 3

En tal caso es seguro que ¢ £ B (s) y que A(s,¢ )> Als,¢ )+1.
J 3 3 i

Consideremos ahora dos casos:

- ¢ £ B (s). Entonces
1 1

Als, ¢ ) Als,$ )+1
_ € J i R
Uj(¢j): n < n - € Ui(¢i)
z z SA(S’¢k) z z A(S,¢ )
k=1 ¢;€®k k=1 ¢’€®k

- ¢ € B (s). Entonces
1 1
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SR Y SA(S’¢;)
k=1 ¢;€®

R 1 { k#i K
s-oi(¢i): g - : +
lBi(S)l |_ z z 8A(S,¢k)
k=1 ¢;€®k
z 8A(s,¢’i)+1

¢’ €B (s) 1
i1 | ,

E z 8A(s,¢l’() j

k=1 ¢’ €d
¢k k

8A(s,¢’i)+1

IB_(s)I ¢’eB_(s) E y Als,9)

k=1 ¢’ €d
¢k k

Obsérvese que ¢ € B (s), luego A(s,¢ )= 0 =A(s,¢’) V¢’'e B (s),

en cuyo caso A(s,¢ )> A(s,d )+1 = A(s,¢’)+1 V¢'e B (s), con
J i i i i

Als, ¢’ )+1 Als, ¢ )
i e J

lo que ¢ > V¢’e B (s) y entonces
1 1

1
g0 (¢ )» -IB (g)l-0 (¢ ). Con todo lo dicho queda
i i 1 J J
IB (s)]
1

probado que o verifica la primera de las condiciones.

— Veamos que o verifica la segunda condicién.

Sean ¢ € & \B (g),¢’€ & \B (g) equivalentes en pago para i y

i i i J J J
j. En tal caso, H (s\¢ )- H (s\¢ )= H (s\¢ )- H (s\¢’) con
i i i i J J J J
¢ € B (s),¢ € B (s), luego A(s,¢ )= A(s,¢’). Como ademis ¢ £
i i J J i J 1

B (g),¢ £ B (s) se tiene que
i 33
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SA(S’¢1) 8A(s,¢;)
oi(¢i)= = = 0_(¢;)

n R n ) J
A I

k=1 ¢’ €d k=1 ¢’ €d
¢k k ¢k k

con lo que queda probado que o verifica la segunda de las
condiciones.

Por todo lo dicho podemos afirmar que o € F(s) y, en
consecuencia, que F(s)#8 Vs € S(y).

Comprobemos ahora que F es semicontinua superiormente.

Sean {s }m_ c S(y) y Ao }m_ con ¢ € F(s ) V¥neN tales que
n n= n n=1 n n

lim s = g, lim o = 0. Se trata de probar que o € F(s). Como

n> © " n> © "

S(y) es cerrado y o € S(y) ¥n esta claro que o € S(y).

1

- Sean ¢’€ & y ¢ € & tales que, si ¢ € B (s),¢ € B (s),
i J J 1 1 J J
H (s\¢ )- H (s\¢’)< H (s\¢ )- H (s\¢ )
i i i i J J J J
Fijados ¢ € B (s), ¢ € B (g) y, como H (s\¢ )- H (s\¢’ )-
i i J J i i i i
H (s\¢ )+ H (s\¢ ) es continua en s, 3 N(¢ ,¢ ) tal que
3 3 3 3 it
Vn>N(¢ ,¢ ) H (s \¢ )- H (s \¢’)< H (s \¢ )- H (s \¢ ). Como
i J i n i i n i 3 n o j J n o j
IB (¢)I y IB (s)] son finitos, ©puedo considerar le
i 3

max{N(¢i,¢j)/ ¢i€ Bi(s),¢j€ Bj(s)} y entonces Vn?N1

H (s \¢ )- H (s \¢’)< H (s \¢p )- H(s\¢p ) Vp e B (s),Vp €
i n i i n i J n J J n J i i J

B (s). Obsérvese por otro lado que, si ¢ £ B (s), 3 ¢ € B (s)
J i i

i i

tal que H (s\¢ )< H (s\¢ ), con lo que, ya que H (s\¢ )-

H (s\¢ ) es continua en s, 13 N¢i € N tal que H (s \¢ )<
i i 2 i n i

H (s \¢ ) Vn> N¢i en cuyo caso ¢ £ B (s ) Vn> N¢i. Como
i n T4 2 i i n 2

[® \B (s)| es finito puedo considerar N;: max{Nzi/ ¢ €
1 1 1

® \B (s)} y asegurar que B (s ) € B (s) vneN". Analogamente 3
id i n i 2
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NY tal que B (s ) < B (s) vn>N’. Tomando N = maxq{ N ,Ni,Nj}
2 J n J 2 12 2
obtenemos que, Vn>2N, H (s \¢ ) - H (s \¢’) < H (s \¢ )-

i n i i n i J n J
H (s \¢ ) yestoV ¢ eB (s),V ¢ €B (s) (luego también V¢ €
g n 3 i i 3 3 i
B (g ),V¢p € B (s )). FEntonces, como o € F(s ) V¥n, se tiene
i n J J n n n
que
o (¢ )< g0 (¢) Vn2>N
con lo que, tomando limites, obtenemos
o (¢ )< g0 (¢) vn>N
33 i1
Con esto queda probado que o verifica la primera propiedad.

- Sean ¢ € ® \B (g),¢’€ ® \B (8) equivalentes en pago para i
i i i J J J

s

v j. Ya sabemos que 3 N¢i,N¢j tales que ¢ € & \B (s ), ¢’€
1 2 i i i n 3

@j\Bj(sn) vn > N:max{Nfi,NZ;}. Teniendo en cuenta esto, que
la propiedad “”equivalencia en pago” no depende de s y que one
F(sn) ¥n, se concluye que oni(¢i): onj(¢;) ¥n>N. Tomando
limites obtenemos oi(¢i): oj(¢;). Con esto queda probado que
o verifica la segunda propiedad.
Por lo tanto hemos demostrado que o € F(s) y, entonces, que F
es semicontinua superiormente.

De todo lo dicho se deduce que estamos en condiciones de
aplicar el teorema del punto fijo de Kakutani y, por lo
tanto, F tendra un punto fijo que, evidentemente, es el

equilibrio e€-completo Dbuscado. El1 teorema queda, pues,

probado. O

Los teoremas 6.4 y 6.5 nos permiten enunciar el

siguiente resultado.
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COROLARIO 6.6

a) Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal I' posee al menos un equilibrio perfectamente propio.
b) Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal I' posee al menos un equilibrio fuertemente propio.

Retomemos ahora el problema en el que los pagos a los
Jjugadores no son comparables. En tal caso hemos de definir un
nuevo concepto que atrape las ideas incluidas por el
equilibrio completo y que funcione en el contexto en el que
ahora nos hallamos. Asi surge el equilibrio completo

normalizado cuya definicién detallamos a continuacién.

DEFINICION 6.7
En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal T diremos que s € S, s’€ S son equivalentes en pago
1 1

3 3
normalizado para i y j si y s6lo si , para cualquier s'e S,
H (s\¢ ) - H (s\s) H (s\¢ ) - H (s\s’)
1 1 1 1 _ J J J J
0. 0
i 3

siendo ¢ € B (s ),¢ € B (s7).
i i J J

Obsérvese que cuando hacemos i=j en la definicién 6.7

obtenemos la 4.1 luego ésta es generalizada por aquélla.

DEFINICION 6.8
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Dado €>0 diremos que s€5S es un equilibrio e-completo
normalizado de T si

* s es g-perfectamente propio normalizado

* Si ¢i y ¢; son equivalentes en pago normalizado para i
y j entonces si(¢i): sj(¢;) y esto para cualquier ¢i€

® \B (s),¢’€ & \B (s) y para cualquier i,j € {1,...,n}.
i i J J J

DEFINICION 6.9

Diremos que s€S es un equilibrio completo normalizado de

o
r si existe un par de sucesiones {e } y
k k=1
k., 0 K Ky, 0
{s} _={(s,...,8 )} tales que:
k=1 1 n’ k=1

* g >0 vk, 1lim e =0
k
k> ©

k .
% s es g€ —-completo normalizado Vk.
k

% 1im s (¢ )= s (¢ ) V¢ € & ,¥ie{1,...,n}
k}(I) 1 1 1 1 1 1

Analogamente a como ocurria con el equilibrio completo,

se verifica el siguiente resultado:

TEOREMA 6.10
a) Todo equilibrio completo normalizado es perfectamente
propio normalizado. El1 reciproco, en general, no se verifica.
b) Todo equilibrio completo normalizado es fuertemente

propio. El reciproco, en general, no se verifica.

DEMOSTRACION

De la definicién 6.8 se obtiene inmediatamente que todo
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equilibrio e€-completo normalizado es también e-perfectamente
propio normalizado y e-fuertemente propio (esto ultimo es
consecuencia de la observacidédn que sigue a la definicién 6.7
relativa a que tal definicién generaliza 1la 4.1). En
consecuencia, si s€S es completo normalizado también sera
perfectamente propio normalizado y fuertemente propio.
El reciproco, en general, no se verifica. En efecto, ya
. 1 2 3
habiamos probado que en T (¢ ,a,0”) es fuerte vy
15 2”71’
perfectamente propio pero no es completo. Mas aun es
perfectamente propio normalizado segin se obtiene de
considerar el mismo par de sucesiones que wusabamos para
probar que era perfectamente propio y de tener en cuenta que
. 1 2 3 .
02203: 1. Sin embargo (az,al,al) no es completo normalizado.
. . . - . [00] k., O
Efectivamente, si lo fuera existirian {¢ } vy {s} _ en
k k=1 k=1
las condiciones de la definicién 6.9. Obsérvese que, puesto
2 . . 2 3 . .
que o domina estrictamente a oy o domina estrictamente a
a3, se tendria para cualquier k que o g B (sk), g B (s).
2 2 2 2 3
Por otro lado ai y az son equivalentes en pago normalizado
para J2 y J3 en r15’ como se deduce de tener en cuenta que
H (s\a”) = H (s\&’) =0 Vs, H (s\a7)= H (s\a’)= 1 Vs, o’e
2 2 3 2 2 1 3 1 1
B (s),aSG B (s) V8 y O = 0 = 1. En consecuencia deberia
2 1 3 2 3

ocurrir que ()= () (y por tanto s“(a”)= () vkeN.
2 2 3 2 2 1 3 1

Pero entonces, como

)= () - s5(>) + 300-55(”) - s¥ (™)
2 1 3 1 2 1 3 2
)= §5(a”) -85 (>) + 2-85(a”) -5 ()

2 1 3 1 2 2 3 1

se tendria H (s\a')< H (s\a') Yk, luego )< e -s"(ah)
1 2 1 1 12 k 11
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Yk, con lo que seria imposible que 1lim sk(al):1, lim s“(a')=0
12
k> o k> ®

. [00] k. O©
lo cual contradice el hecho de que {sk}k_ y {s }k_1 son
sucesiones en las condiciones de 1la definicién 6.9. En

consecuencia el teorema queda demostrado. O

Sin embargo (ai,a?,af) es completo normalizado en r15
Para probarlo basta considerar el par de sucesiones dque
usabamos para probar que era completo y 1llevar a cabo un
razonamiento analogo (casi idéntico) al que haciamos
entonces. En general se puede demostrar el siguiente

resultado:

TEOREMA 6.11
Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal I' posee al menos un equilibrio completo normalizado.

DEMOSTRACION

La demostracién de este teorema es esencialmente la
misma que la del 6.5. Por eso nos remitiremos a ésta ultima
continuamente.

Se tratara también aqui de demostrar que existe un
equilibrio e-completo normalizado para cualquier £ € (0,1).
Para ello definimos 7, Si(y), S(y) como en 6.5 y F(s) del
siguiente modo:

F(s)= {0 € S(y)/ si para unos ciertos i NN
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H (s\¢ )- H (s\¢’) H (s\¢ )- H (s\¢ )
i i i i < J J J J

0. 0.
i J

con ¢ € B (s),¢ € B (sg) entonces ha de ocurrir que:
i i J J
o (¢ )< g0 (¢)
J g i1
y esto V¢'e & V¢ € & , Vi, j; o (¢ )= o (¢’ ) para
1 1 J J i 1 J J
cualquiler par ¢ ,¢’ de estrategias equivalentes en
i3
pago normalizado para i y j con ¢ € & \B (s), ¢’ €
i i i J
® \B (s) Vi, je{1,...,n}}
J g
y esto para cualquier s € S(y).

Es evidente que S(y) es convexo, compacto y no vacio y
que F(s) es convexo y compacto para todo s € S(y). lLa
demostraciéon de que F(s) es no vacio para cualquier s € S(y)
es completamente analoga a la que haciamos en 6.5 definiendo
como entonces o pero siendo ahora

n _ H . (s\¢ )-H (s\¢ ) H (s\¢ )-H (s\¢’)
Als, ¢ )= ) ¢ /o e |
i J

=1 0. 0,
J i

siendo ¢ € B (s),¢ € B (s).
J J i i
Por ultimo se puede probar como en 6.5 (las variaciones
en la demostracién son minimas) que F es semicontinua
superiormente. En consecuencia podemos aplicar el teorema de
Kakutani que nos garantiza que F posee al menos un punto fijo
que es evidentemente el equilibrio €-completo normalizado que

buscabamos. O

Es consecuencia inmediata de este teorema y del 6.10 el

siguiente resultado.
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COROLARIO 6.12

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal posee al menos un equilibrio perfectamente propio

normalizado.

OBSERVACION 6.13

Al igual que haciamos al final del capitulo anterior
comentaremos brevemente la ausencia de relacién entre el
equilibrio completo y el equilibrio completo normalizado tal
como cabia esperar del hecho de que son conceptos disefiados
para ser usados en contextos distintos (por 1lo que, atn
cuando existiera alguna relacién entre ellos, no tendria

. . . . ‘ 2
ningin interés). En efecto, obsérvese que en T « € B (s) Vs
13 1 2

3 . . . .

, ¢ € B (s8) ¥s y no existe ninguna pareja de estrategias
1 3

. 1 1 2 3 .

involucrando a « ,a ,& o « de la que se pueda decir que sus

1’ 2’ 2 2

componentes son equivalentes en pago o equivalentes en pago

. . 1 2 3

normalizado. En consecuencia (a0, 0,07 ), que era
2”71’

perfectamente propio, es completo pero no es completo

normalizado pues ya sabiamos que ni siquiera era

. . 1 2 3

perfectamente propio normalizado. Por otro lado (o ,a ,a ),
17717 1

que era perfectamente propio normalizado, sera completo

normalizado pero no completo pues ni siquiera era

perfectamente propio.

Por ultimo hagamos la siguiente observacién.
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OBSERVACION 6.14

Comentabamos al principio del capitulo que las hipdbtesis
H1, H2, H3 y H4 pueden no ser aceptables en alguna situacién.
Puede incluso que en algunos casos algunas de estas hipétesis
sean aceptables y otras no. Por eso puede resultar
conveniente introducir un concepto para cada una de las
combinaciones de uno, dos, tres y cuatro de estas hipdtesis
(convenientemente modificadas para que sean complementarias).
Asi pues diremos que s€S es un equilibrio NP/A/B/C/D (donde A
vale 0 o 1, B vale 0,1 o Ml y C y D valen 0,1 o N1) si

©
verifica que existe un par de sucesiones {e } y

k k=1

{sk}$_1={(sj,...,sk)}$_1 tales que:
= n k=

* s es completamente mixta Vk.

% & >0 Vk, lim € = 0
k k
k> ©
% 1im s (¢ )= s (¢ ) V¢ € & ,¥ie{1,...,n}
1 1 1 1 1 1

k> ©

% Si H (s\¢ )< H (s\¢’) > s“(¢ )< & Vo ¢ o
i i i i i i k i’ i
Vi, Vk
y ademas, para todo k € N
. k Kk Kk
* Si A=1 y H (s \¢ )< H (s \¢’) entonces s (¢ )<
1 1 1 1 1 1
k .
e s (¢’) y esto V¢ ,9p’€ & , Vle{l,...,n}.
ki i i’ i
¥ 51 B=1 y ¢ ,¢’ son equivalentes en pago para el jugador
1 1
. k k k
i entonces s (¢ )= s (¢) y esto Vo ,¢’e & \B (s),
1 1 1 1 1 1 1 1
vie{1,...,n}.
¥ 51 B=M1 y ¢ ,¢’ son equivalentes en pago para el
1 1
jugador i entonces s%(¢_): s%(¢i) y esto V¢ ,¢p’e o |
1 1 1 1 1 1 1

vie{1,...,n}.
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% Si C=1 y si H (s\¢ )- H (s8¢’ )< H (s\¢ )- H (s'\¢ )
1 1 1 1 J J J J
con ¢ € B (sk),¢ e B (s) entonces sk(i )< ¢ -sk(¢’) y esto
i i 3 3 373 k i i
Ve e & ¥y € d , Vi#j.
1 1 J J
% Si C=N1 y si se verifica que:

H (s \¢ )- H (s\¢*) H (s \¢ )- H (s\¢ )
i i i i J J J J

0 0,
i J
con ¢ € B_(sk),¢_€ B_(sk) entonces ha de ocurrir que:
i i J J

K
S =
J

(¢ )< e -s5(¢)
J k i i
y esto V¢'e & V¢ € & , Vi#j.
i i J J
¥ 51 D=1 y ¢ y ¢ son equivalentes en pago para i y
i J
k k . k
entonces s (¢ )= s (¢’ ) y esto para cualquier ¢ € & \B (s,
i i J J i i i
NI @_\B_(sk) y para cualquier i#j.
J J g
¥ 51 D=N1 y ¢ vy ¢’ son equivalentes en pago normalizado
i J
para i y j entonces s%(¢_): s%(¢ﬂ) y esto para cualquier ¢ €
i i J J i

@_\B_(sk),¢ie @_\B_(sk) y para cualquier i#j.
i i J J J

Siguiendo 1la notacién empleada en esta definicién
llamariamos NP/1/1/1/1 al equilibrio completo, NP/1/1/N1/N1
al completo normalizado, NP/1/0/1/0 al perfectamente propio,
NP/1/0/N1/0 al perfectamente propio normalizado, NP/1/1/0/0
al fuertemente propio, NP/1/M1/0/0 al fuertemente propio
modificado, NP/1/0/0/0 al propio y NP/0/0/0/0 al perfecto.
Esta notacién, ademas de ser muy simple, nos permite disponer
de otros equilibrios como por ejemplo el NP/0/0/1/1 o el

NP/1/1/1/0 que podrian tener interés en algunas situaciones.
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CAPITULO 7 EL EQUILIBRIO ESTRICTAMENTE PROPIO

Todos los conceptos que hemos introducido hasta ahora
recogen la idea de que un equilibrio de Nash, para ser
aceptable, debiera ser estable ante al menos una tendencia
racional al error por parte de los jugadores. Los distintos
refinamientos a los que nos hemos referido han ido matizando
de diversas maneras el sentido en el que se debe entender esa

racionalidad.

Sin embargo, pareceria légico proponer como propiedad
deseable para una solucién la de que fuera estable no ante
una sino ante cualquier tendencia al error por parte de los
jugadores. Esta es la idea que inspird a Okada su equilibrio
estrictamente perfecto introducido en 1981. El1 problema es
que, segun veremos, esta idea no conduce a un concepto que
exista en todo juego n-personal finito en forma normal. Por
eso hemos de conformarnos con conceptos que busquen
equilibrios estables ante alguna perturbacién de las

estrategias y, en ese caso, parece conveniente no admitir que
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esa perturbacidén pueda ser increible: debe ser de algun modo
razonable. Esta es la consideracién que ha dado lugar a los

capitulos anteriores.
Pero entremos en el concepto de Okada.

DEFINICION 7.1

Dado un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal ' diremos que s€S5 es un equilibrio estrictamente
perfecto si, para cualquier sucesién de perturbaciones {nk}zz1

. k . o s k,®©
con lim i (¢ )=0 V¢ € & vy Vi, se verifica que I {s } una
oo L1 i i k=1

sucesioén en S verificando que:

a) lim s5(¢ )= s (¢ ) Vg € & ,vie{1,...,n}.
k}m 1 1 1 1 1 1

b) s° es un equilibrio de (F,nk) vk.

Como ya habiamos indicado, este concepto no conduce a
una solucidén en cada juego. En efecto, es inmediato comprobar
que el juego T que incluimos a continuacién no posee

16

equilibrios estrictamente perfectos.

16

)
—

)

Okada también introdujo en su articulo las tres
siguientes condiciones suficientes para que un cierto

equilibrio de Nash sea estrictamente perfecto.
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TEOREMA 7.2
sS€S es un equilibrio estrictamente perfecto de un juego
n-personal finito no cooperativo en forma normal T' si al
menos una de las tres condiciones siguientes se cumple:
a) s es el Unico equilibrio de Nash de T.
b) s es un equilibrio de Nash completamente mixto.
c) s es un equilibrio estricto, es decir, verifica

H (s) > H (s\s’) Vs’e S ,vie{1,...,n}.
1 1 1 1 1

A la vista de la definicién 2.3 es inmediato que todo
equilibrio estrictamente perfecto es perfecto (puesto que
siempre es posible encontrar una sucesién de perturbaciones
que tienda a cero). Okada también afirmé en su articulo (un
poco a la ligera) que todo equilibrio estrictamente perfecto
es también propio. Este hecho aparentemente es inmediato
(pues el equilibrio estrictamente perfecto esta concebido
para ser un equilibrio de Nash estable ante cualquier
tendencia al error por parte de los jugadores y el propio
para ser un equilibrio de Nash estable ante alguna tendencia
racional, en un cierto sentido, al error de los jugadores).
Sin embargo, por ahora no pasa de ser una conjetura, puesto
que no se ha probado su veracidad aunque tampoco se ha
encontrado un ejemplo que demuestre su falsedad. Como ya
hemos comentado en el tercer capitulo de esta memoria, todo
esto es debido al hecho de que el concepto de Myerson va mas
alla de los presupuestos que motivaron su introduccién: es

mas fuerte de lo que parece.
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Para evitar estos problemas, van Damme introduce en su
tesis doctoral el equilibrio estrictamente propio que resulta
de afiadir una condicién de regularidad al concepto de Okada.

Formalmente:

Sea un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal I' y sea h una perturbacién de T'. Denotaremos
U .= {n perturbacién de I'V/ 0 (¢ )< h (¢ ) V¢ € & ,Vi}
h i i i i i i
E(T,h)= {equilibrios del juego perturbado (F,h)}.

Entonces podemos dar la siguiente definicién.

DEFINICION 7.3

Diremos que s€ S es un equilibrio estrictamente propio
de T si existe una perturbacién h y una aplicacién continua s
de Uh en S, con s(n)e E(T,n) Vn € Uh y tal que cualquier

. 2 k,® s . k .
sucesion {n } c U verificando que 1im i (¢ )=0 V¢ € & ,Vi,
k=1 h Wweo L1 i i

cumple que lim [s(nk)]_(¢_): s (¢ ) Vo € ® ,Vi.
k}m 1 1 1 1 1 1

Es evidente que todo equilibrio estrictamente propio es
estrictamente perfecto. Si el reciproco se verifica o no es
un tema que hoy continta abierto. En cualquier caso, van

Damme (1983) probd el siguiente resultado.

TEOREMA 7.4

Todo equilibrio estrictamente propio es propio.
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En consecuencia el equilibrio estrictamente propio
constituye un refinamiento estricto del de Myerson. Nosotros,

yendo mas lejos, probaremos los resultados siguientes.

TEOREMA 7.5

Todo equilibrio estrictamente propio es completo.

DEMOSTRACION
Sea I' un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal y sea s’ un equilibrio estrictamente propio de I'. Sean

h y s como en la definicién 7.3. Sean € y V8 dados por:

0<e<mindh (¢ )/¢p € & ,ie{1,...,n}t}

> m_+1

v={mneu s el 't <n(p)<e Vped vie{l,...,n}}

y definamos la aplicacién F de S en P(Vs) del siguiente modo:

F(s)=4{n € V_/ si H (s\¢ )- H (s\¢’)< H (s\¢ )- H (s\¢ )
€ i i i i 3 3 3 3
con ¢ € B (s),¢ € B (s) entonces 1 (¢ )< e (¢’) vy
i i 3 3 J 3 i i
esto V¢’e ® V¢ € & , Vi, j; =7 (¢ )= n (¢ ) para
i i J J i 1 J J
cualquiler par ¢ ,¢’ de estrategias equivalentes en
i3
pago para iy j con ¢ € & \B (s), ¢ € & \B (s)
i i i J J J
Vi, je{1,...,n}t}
para cualquier s€S. Podemos entonces definir la aplicacién G

de V8 en P(VS) por G(n)= F(s(n)).
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(S

TN
Lo que vamos a probar a continuacién es que G esta en
las condiciones del teorema del punto fijo de Kakutani. En
efecto, es inmediato que V8 es convexo, compacto y no vacio y
que G(n) es convexo y compacto VnGVS. Basta, pues, probar que

G(n) es no vacio ¥n y que G es semicontinua superiormente.
Sea 1 € Vs' Probemos que G(n) = F(s(n)) es no vacio.

Definimos, para todo ¢ € & y para todo i
1 1

~

n (¢ )=

A(S(M), P r+1
£ i

donde por A(s(n),¢ ) entendemos lo mismo que en el teorema
. n
g m_+1

6.5. En tal caso es evidente que et < n(p ) < ¢
1 1

~

~

para todo ¢i de @i y para todo i, y que m verifica las
demas condiciones para estar en F(s(n)), con lo que G(n) es
no vacio.

La demostracién de que G es semicontinua superiormente es
absolutamente analoga a la que realizamos en el teorema 6.5
teniendo en cuenta que s es continua con lo que Hi(s(n)\¢i)
es continua en 7 para todo ¢i de @i y para todo i.

De todo lo dicho obtenemos que, segun el teorema del
punto fijo de Kakutani, G tiene al menos un punto fijo. Sea
ns ese punto fijo y denotemos sszs(ns). En tal caso tenemos:

Para cualesquiera ¢;€ @i, &je @j, para todo 1i,]j, si
€

H (s\¢ ) - H (s™\¢’)< H(s™Ng) - H (s™Ng) con ¢ e
i i i i J J J J 1
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B_(SS) , ¢ € B_(SS) entonces n?(&_) < s-n?(¢i). Pero
1 J J J J i i
. € e e
obsérvese que s = s(n )€ E(I',n ) con lo que, como en tales
e . " e , e - e -
condiciones ¢ £ B (s), se tendrd que s (¢ )= nn (¢ ). Por
J J T3 J T3

otro lado es claro que S?(¢i)> n?(¢i). En consecuencia
s9(¢ )= 1°(¢ )< et (¢ )< e85 (92).
33 33 it iTi

Ademas para cualquier par ¢ ,¢’ de estrategias equivalentes
i3
en pago para i y j con ¢ € @_\B_(SS), NI @_\B_(SS), para
1 1 1 J J J
cualquier i,j € {1,...,n}, se verifica que n?(¢_): n?(¢ﬂ).
i1 J g
. € € . € €
Obsérvese que ¢ £ B (¢) v ¢’2 B () y ademas s € E(I,n )
1 1 J J
con lo que S?(¢_): n?(¢_) y s§(¢i): n?(¢i) y por lo tanto
1 1 1 1 J J J J
s%(p )= ().
i1 J g
En consecuencia s° es g—completo. En tal caso, si

©
elegimos una sucesioén {sk}k_1 de modo que, para todo k, 0 <

e < min {h (¢ )/¢ € & ,ie{1,...,n}} y tal que lim & = O,
k i Ti i i k
k> o
€
K [49]
encontraremos una sucesién { 7 }k_lc Uh (que, por ser
“x
n € V y por tenerse dque lim € = 0, verifica que 1lim
€ k
k k> o k> o
€ €
n = 0) que es tal que s( 7 ) es ek—completo Vk. Pero, por

la definicién de equilibrio estrictamente propio, en tales

€
condiciones, 1im [s( 7 k )1 (¢ )= s?(¢_) para todo ¢ € 9 |,
k}m 1 1 1 1 1 1

para todo i. Este ultimo hecho garantiza que s'es completo.
TEOREMA 7.6

Todo equilibrio estrictamente propio es completo

normalizado.
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DEMOSTRACION
La demostracién es completamente analoga a 1la del
teorema anterior sin mas que definir

F(s)= { n € V8 / si se verifica que
H (s\¢ )- H (s\¢’) H (s\¢ )- H (s\¢ )
i i i i < J J J J

0. 0.
i J

con ¢ € B (s),¢ € B (sg) entonces ha de ocurrir que:
i i J J
n (¢ )< £-_(¢)
J g i1
y esto V¢'e & V¢ € & , Vi, j; n (¢ )= n (¢’ ) para
i i J J i 1 J J
cualquiler par ¢ ,¢’ de estrategias equivalentes en
i3
pago normalizado para i y j con ¢ € & \B (s), ¢’ €
i i i J
® \B (s) Vi, je{1,...,n}}
J g

para cualquier s € S, y A(s(n),¢ ) como en el teorema 6.11. O
1

En consecuencia tenemos que el equilibrio estrictamente
propio es un refinamiento estricto de 1los -equilibrios
completo y completo normalizado (ndtese que es evidente que
no todo equilibrio completo (normalizado) es estrictamente
propio, ni siquiera estrictamente perfecto, como se deduce de
tener en cuenta que F16 no posee equilibrios estrictamente

perfectos).

Sin  embargo no es cierto que todo equilibrio
estrictamente propio sea fuertemente propio modificado.
Efectivamente, téngase en cuenta para empezar que se verifica

el siguiente teorema.
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TEOREMA 7.7
Si s€5 es un equilibrio de Nash completamente mixto

entonces es estrictamente propio.

DEMOSTRACION
La demostracién es inmediata sin mas que tomar
h (¢ )< s (¢ ) VYo € & ,¥Yie{1l,...,n}
1 1 1 1 1 1

s(n)= s vn € Uh o

Por otro lado téngase en cuenta que, por ejemplo en FS,

(s ,8 ) con s («a )=2/10, s («a )=3/10, s (a )=1/2, s (B )=5/6,
1’2 101 1 2 13 2 71

52(32)21/6 es un equilibrio de Nash completamente mixto (y

por tanto estrictamente propio segin el teorema 7.7). Sin

embargo no es fuertemente propio modificado puesto que @y

a son estrategias equivalentes en pago para el primer

Jjugador y s, no les asigna la misma probabilidad.
Para acabar este capitulo incluimos una tabla con todos

los conceptos introducidos hasta el momento y las relaciones

existentes entre ellos.
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ESTRICTAMENTE

PROPIO e
\\\\\\\\ e ESTRICTAMENTE
- " PERFECTO
S
L
/ \2’?&. N—
COMPLETO COMPLETO
NORMALIZADO
‘///
\ /”/ \\
T e PERFECTANENTE
PERFECTAMENTE FUERTEMENTE
oRp 1o . PRoPIC oo
T AN e
‘.\\\‘N.mv \\\ /_,,/ // P
/ Tl Ny e
PROPTO rd
FUERTEMENTE e
PROPIO e
MODIFICADO e
PERFECTO #
NASH NO
DOMINADO
NASH

Nota: Todas estas flechas indican refinamientos estrictos
excepto, quiza, la que va del estrictamente propio al
estrictamente perfecto. Los conceptos por debajo de la linea

de puntos existen en cualquier juego.
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CAPITULO 8 EL EQUILIBRIO PERSISTENTE

Hasta ahora hemos estudiado refinamientos del concepto
de equilibrio de Nash via perturbacién de las estrategias.
Hemos repasado algunos conceptos ya clasicos y hemos
introducido otros nuevos. Todos ellos responden a la idea de
que un equilibrio de Nash deberia ser estable ante cualquier
tendencia al error por parte de los jugadores pero que, como
esto no conduce a un concepto de solucién para el que se
verifique la existencia en cualquier Jjuego n-personal finito
en forma normal, nos debemos conformar con buscar equilibrios
de Nash estables ante al menos una tendencia al error por
parte de los jugadores, pero aceptando solamente tendencias

”creibles” de acuerdo a determinados criterios.

Obsérvese, sin embargo, que en el teorema 7.7 probamos
que todo equilibrio de Nash completamente mixto es
estrictamente propio, con lo que los tales equilibrios
completamente mixtos son automaticamente considerados

estables por cualquiera de los conceptos vistos hasta el
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momento, excepto por el fuertemente propio modificado que, en

cualquier caso, posee la siguiente propiedad.

TEOREMA 8.1

Sea I' un juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal y sea s€S un equilibrio de Nash completamente mixto de
I'. Entonces una condicidén necesaria y suficiente para que s
sea fuertemente propio modificado es que, para todo i,
si(¢i)= Si(¢;) para cualesquiera ¢i,¢; equivalentes en pago

para el jugador i.

DEMOSTRACION
” 3 ” (necesidad)

Si s es fuertemente propio modificado, es limite de una
sucesion {Sk}zz1 de equilibrios ek—fuertemente propios

modificados (con 1lim € = 0). En tal caso, para todo i, para
k> ®

cualesquiera ¢ ,¢’ equivalentes en pago para i, S%(¢_):
1 1 1 1
s%(¢i) Yk, con lo que s (¢ )= s (¢ ).
1 1 1 1 1 1
» & » (suficiencia)
Por hipétesis s es completamente mixto y s (¢ )= s (¢’)
1 1 1 1
V¢ ,¢’ equivalentes en pago para i, Vi. Ademds, por ser s un
1 1

equilibrio de Nash, para todo i, V¢ ,¢’€ & ,
1 1 1
H (s\¢ J<H (s\¢’) s (¢ )=0>5s (¢ )< -5 (¢) (V e>0).
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

A consecuencia de todo esto, s es eg-fuertemente propio
modificado para cualquier €>0, con lo que s es fuertemente

propio modificado. O
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Por lo tanto todos los conceptos vistos hasta el momento
conceden de alguna manera un trato especial a los equilibrios
de Nash completamente mixtos, dque son automaticamente
aceptados en todos los casos (salvo por el concepto
fuertemente propio modificado que les exige la condicién
indicada en el teorema 8.1). Sin embargo, ies esto
razonable?, ;son siempre estables los equilibrios de Nash

completamente mixtos?. La respuesta a estas preguntas es

negativa. En efecto, considérese por ejemplo el juego
siguiente.
B1 Bz
o 1 | 0
1 0 F17
o | o 1
ol 1
F17 posee tres equilibrios de Nash: (al,Bl), (aZ,BZ) y
s=(s ,s ) siendo s (¢ )= s (a )= s (B)= s (B )= 1/2.
1’2 101 1 2 2 71 2 "2

Obsérvese que s es un equilibrio completamente mixto y que en
F17 ningin jugador tiene estrategias equivalentes en pago
entre las puras. En consecuencia s es estrictamente propio y
fuertemente propio modificado. Sin embargo s es altamente
inestable. En efecto, en cuanto un jugador tiende a separarse
de su estrategia (1/2,1/2), el otro inmediatamente preferira
una de sus estrategias puras. Por el —contrario los

equilibrios puros del Jjuego son estables ante cualquier
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tendencia al error por parte de los jugadores. A la vista de
esto, F17 nos proporciona un ejemplo de un equilibrio de Nash
completamente mixto que es francamente malo desde el punto de
vista de la estabilidad y que, sin embargo, es aceptado por
todos los conceptos que se obtienen de refinar el de Nash

mediante la perturbacién de las estrategias.

Este problema se lo plantearon Kalal y Samet en 1984 y
llegaron a la conclusién de que se hacia preciso buscar un
nuevo modo de formalizar la estabilidad de manera que fuese
posible dar un concepto capaz de rechazar -equilibrios
completamente mixtos que sean inestables. Kalai y Samet
también observaron que la busqueda de ese nuevo concepto se
ha de realizar con cautela como demuestra el ejemplo

siguiente.

18

El Unico equilibrio de Nash de este juego es s con

s (¢ )= 8 (¢ )= 8 (B )=8s (B )= 1/2. Este equilibrio también
101 1 2 2 71 2 "2

es altamente inestable, pues cualquier jugador preferira una

de sus estrategias puras en cuanto el otro tienda a separarse

de su estrategia (1/2,1/2). E1 problema es que, asi como

cualquier desviacién del equilibrio completamente mixto iba a

acabar conduciendo a un equilibrio puro en I' , en T una
17 18
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desviacién del equilibrio no conduce a ninguna parte puesto
que no hay mas equilibrios en el juego. Por tanto s en Flg, a
pesar de ser altamente inestable, es aceptable por ser el
unico punto admisible en el contexto no cooperativo, al ser
el Unico que verifica la condicién de Nash. Es por esto que
Kalai vy Samet advirtieron 1la necesidad de obrar con
precaucién, pues se trata de definir un nuevo concepto que
sea capaz de rechazar equilibrios completamente mixtos que
sean inestables pero que, al mismo tiempo, conduzca a al
menos una solucién en todo juego n-personal finito en forma
normal. Asi introducen su equilibrio persistente que pasamos
a definir formalmente a continuacioén. Todas las

demostraciones que se omiten en este capitulo pueden

encontrarse en Kalai-Samet (1984).

Sea un juego n-personal finito no cooperativo en forma
n
normal I'. Llamaremos retracto de I' a un R = [ R_ tal que cada
1

i=1

R es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio del

1

correspondiente S . Dado A < S, diremos que el retracto R
1
absorbe a A si, para cada s € A, 3 s’€ R tal que s’ es una

respuesta 6ptima a s.

Diremos que un retracto R es de Nash si se absorbe a si
mismo. Obsérvese que la nocién de retracto de Nash puede
entenderse como un nuevo concepto de solucién ”set-valued” en

el contexto no cooperativo, pues posee la propiedad que debe
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tener cualquier solucidén en dicho contexto: se autoimpone, en
el sentido de que, una vez que se propone a los jugadores que
jueguen en R, ninguno de ellos tiene motivos para elegir
estrategias fuera de su Ri. Sin embargo, como concepto no es
demasiado bueno pues téngase en cuenta, por ejemplo, que S
siempre es un retracto de Nash. Por ello, para que tenga

interés, parece que hemos de imponerle una condicién de

minimalidad.

Diremos entonces que R es un retracto de Nash minimal si
no contiene propiamente otro retracto de Nash. Usando el
teorema del punto fijo de Kakutani se puede probar el

resultado siguiente.

TEOREMA 8.2

Todo retracto de Nash contiene un equilibrio de Nash.

Del teorema 8.2, de la definiciétn de retracto de Nash
minimal y del hecho inmediato de que si s es un equilibrio de
Nash entonces {s} es un retracto de Nash, se obtiene la

propiedad siguiente.

TEOREMA 8.3

Un retracto de Nash R es minimal si y sélo si R = {s}

siendo s un equilibrio de Nash.

Hemos obtenido asi una nueva caracterizaciéon del
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concepto de Nash. Kalal y Samet se propusieron entonces
refinarlo siguiendo una trayectoria analoga a la que hemos

descrito hasta llegar a esta caracterizacidn.

Diremos pues que un retracto R es absorbente si, para

algin entorno T de R (en la topologia inducida en S como

= lo|

subespacio del espacio euclideo R'” "), R absorbe a T.
Siguiendo la misma filosofia que con los retractos de Nash,
seria deseable “reducir” los retractos absorbentes tanto como
sea posible. Se dice entonces que un retracto R es
persistente si es un retracto absorbente minimal (que no

contiene propiamente otro retracto absorbente). Se demuestra

el siguiente resultado.

TEOREMA 8.4

Todo juego posee un retracto persistente.

Ahora estamos en condiciones, por fin, de dar Ila

definicidén de equilibrio persistente.
DEFINICION 8.5
Diremos que s€S es un equilibrio persistente si es un

equilibrio de Nash y pertenece a algun retracto persistente.

Obsérvese que todo retracto persistente es absorbente,

luego de Nash. Este hecho, junto con los teoremas 8.2 y 8.4 y
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teniendo en cuenta la definicién 8.5, nos permite afirmar lo

siguiente.

TEOREMA 8.6

Todo Jjuego posee un equilibrio persistente.

Kalai y Samet probaron que en F17 sélo (al,Bl) y (aZ,BZ)
son persistentes, con lo que hay equilibrios estrictamente
propios y fuertemente propios modificados que no son
persistentes. Por otro lado, encontraron un ejemplo de un
equilibrio persistente que ni siquiera es perfecto (en un
juego en el que el Unico retracto absorbente es todo S). Sin
embargo también demostraron el teorema siguiente, que permite
conciliar los dos enfoques expuestos en esta memoria en la
busqueda de refinamientos del equilibrio de Nash vy
seleccionar puntos que sean considerados estables desde los

dos puntos de vista.

TEOREMA 8.7
Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal posee al menos un equilibrio propio que también es

persistente.

Nosotros hemos ido mas lejos y hemos probado los

siguientes resultados.

LEMA 8.8
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Sea R un retracto absorbente. Entonces, para cualquier
€>0 suficientemente pequefio, existe un equilibrio e-completo

s tal que, para algin s € R, |s (¢ )- s (¢ )|< & V¢ € & ,Vi.
1 1 1 1 1 1

DEMOSTRACION
n
_glm_+1 n
Sea & € (0,1). Consideremos & = & /_Zlm_ y
1= 1
entonces:
S(8)=4s €S /s (¢ )>8 VYp o } vVi=1,...,n
1 1 1 1 1 1 1

S(s8)= Sl(é)x...XS (8).

n
Definamos el conjunto W =[] W dado por:
1
i=1

W={seS/3seR con |s (¢ )-s (¢ )|< & Vp € & }.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Es evidente que W es convexo y cerrado para todo i. Ademas
1

claramente R < W vy, por ser R absorbente, si & es
suficientemente pequefio, R absorbe a W.

Definamos ahora F de S(8)N W en P(S(8)N W) del siguiente

modo:
F(s)= {0 € S(8)NW/ si H (s\¢ )-H (s\¢’)< H (s\¢ )-H (s\¢ )
1 1 1 1 J J J J
con ¢ € B (s),¢ € B (s) entonces o (¢ )< g0 (¢’) vy
1 1 J J J J 1 1

esto V¢’e ® V¢ € & , Vi,j; o (¢ )= o (¢’ ) para
i i J J i 1 J J
cualquiler par ¢ ,¢’ de estrategias equivalentes en
i3
pago para iy j con ¢ € & \B (s), ¢ € & \B (s)
i i i J J J
Vi, je{1,...,n}t}

y esto para cualquier s € S(8)N W.

Es evidente que S(8)N W es convexo, compacto y no vacio

y que F(s) es convexo y compacto V s € S(8)N W. Comprobemos
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ahora que, para cualquier s € S(8)N W, F(s) es no vacio. En
efecto, sea s € S(8)N W. Como R absorbe a W existira un s*e R
tal que s* es una respuesta 6ptima a s. Por otro lado, dado s
podemos construir o como en el teorema 6.5, es decir, para
cada ie{l,...,n}

SA(S’¢1)

oi(¢i): V¢i£ BQ(S)

n

z z SA(S’¢1’<)

k=1 ¢’ €d
¢k k

1 - ) o (¢’)
¢ #B (s) =

o (¢ )= V¢ € B)(s)
1 1 |Bi(s)| 1 1

donde A(s,¢;):_21|{¢je @j/Hj(s\¢j)—Hj(s\¢j)<Hk(s\¢k)—Hk(s\¢;)
5=

con ¢j€ Bj(s),¢k€ Bk(s)}l
Vg: € @k,Vke{l,...,n}.
Consideremos ahora o :(51,...,5 ) dado por:
n
- *
o (¢ )=(1-e):s (¢ )+ g0 (¢ ) V¢ € & ,Vie {1,...,n}.
1 1 1 1 1 1 1 1
Veamos que o € F(s).
- *
o € S(8) puesto que, V¢ ,Vi, (1-g£)-s (¢ )> 0 y, segin
1 1 1

n

> m n
habiamos probado en el teorema 6.5, o (¢ )> et VR
1 1

con lo que g0 (¢ )> 8.
1 1

cewW puesto que, V¢ ,Vi,
lo (¢.)- 57 (9 )|=]e- (0 (9 )-" (s N]< &.

Si H (s\¢ )- H (s\¢’)< H (s\¢ )- H (s\¢ ) con ¢ € B (s),
i i i i J J J J 1 1

¢ € B (g) (y para cualquier i,j € {1,...,n}) entonces:
J J
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% Segun habiamos probado en el teorema 6.5, en tal caso
ocurrira que o (¢ )< -0 (¢’).
J J 1 1
% Por otro lado téngase en cuenta que s* es una
respuesta o6ptima a s con lo que el teorema 1.3 nos
*_
asegura que s (¢ )= 0 (pues si H (s\¢ )- H (s\¢’ )<
J J i i i i
H (s\¢ )- H (s\¢ ) con ¢ € B (s), ¢ € B (s) entonces
3 3 3 3 i i 3 3
¢ £ B (s)).
3 3
Por lo tanto o (¢ )= (1—8)'S%($_)+ g0 (¢ )= e-0 (¢ )<
J 3 J 3 3 J 3

*
eeo ()< e [(1-e)s (¢ )+ g0 (¢ )]= -0 (¢).
1 1 1 1 1 1 1 1
Sean ¢ € & \B (g), ¢ € & \B (s) equivalentes en pago para i
1 1 1 J J J
vy j (siendo i, je{1,...,n} cualesquiera). En tal caso, segun
habiamos probado en el teorema 6.5, o (¢ )= o (¢’). Por
i i J 3
otro lado, como ¢ £ B (s) y ¢’£ B (s), el teorema 1.3 y el
i i J J
hecho de que s* es una respuesta o6ptima a s nos permiten
* * .
asegurar que s (¢ )= s (¢’ )= 0 con lo que es evidente que
1 1 J J
o (¢ )=0o (¢ ).
1 1 J J
Por ultimo indiquemos que ya en el teorema 6.5 habiamos
probado que F era semicontinua superiormente como aplicacién
de S(8) en P(S(8)) (en realidad en dicho teorema no se
probaba para 8 sino para &/g, pero el valor exacto de este
parametro no intervenia en la demostracién). Entonces, como W
es cerrado, se sigue de modo inmediato que F es semicontinua
superiormente de S(8)N W en P(S(8)N W).
De +todo 1lo dicho queda patente que estamos en
condiciones de aplicar el teorema del punto fijo de Kakutani
el cual nos asegura que 3 s € F(s), con lo que el lema queda

demostrado. O
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TEOREMA 8.9

Todo retracto absorbente contiene un equilibrio
completo.
DEMOSTRACION

Sea R un retracto absorbente. El1 lema anterior nos

- . ) Kk, 0 )

permite asegurar que existen {e } , {s} _ tales que 1lim
k k=1 k=1

k> o

€ = 0, s es ek—completo Vk y, también para cualquier k,

existe s‘€ R tal que |s (¢ )- s<(p )|< = V¢ € & , Vie

i i i i k i i

{1,...,n}. Teniendo en cuenta esto y que S es compacto,
©

existira una subsucesidén convergente de {sk}k_1 que , puesto

que R también es compacto, convergera a un punto de R el

cual, en consecuencia, sera un equilibrio completo. O

COROLARIO 8.10

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal posee al menos un equilibrio completo que también es

persistente.

DEMOSTRACION

Es inmediato sin mas que tener en cuenta

el teorema 8.9, la definicién 8.5 y el hecho de que todo

retracto persistente es absorbente. O

Analogamente podrian probarse los siguientes resultados.
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LEMA 8.11

Sea R un retracto absorbente. Entonces, para cualquier
€>0 suficientemente pequefio, existe un equilibrio e-completo
normalizado s tal que, para algun s € R, |§i(¢i)— si(¢i)|< £

Vg € Vi

DEMOSTRACION
Es la misma que la del lema 8.8 tomando:
F(s)={ ¢ € S8 NW / si se verifica  que
H (s\¢ )- H (s\¢’) H (s\¢ )- H (s\¢ )
i i i i J J J J

<

0. 0.
i J

con ¢ € B (s),¢ € B (g) entonces ha de ocurrir que
i i J J
o (¢ )< g0 (¢)
J J 1 1
y esto V¢’e & ,YVp € & , Vi, j; o (¢ )= o (¢’ ) para
i i J J i 1 J J
cualquiler par ¢ ,¢’ de estrategias equivalentes en
iy
pago normalizado para i y j con ¢ € & \B (s), ¢’ €
i i i J

® \B (s) Vi, je{1,...,n}}
J 3
para cualquier s € S(8)N W y definiendo

n H (s\¢ )- H (s\¢ ) H (s\¢ )- H (s\¢’)
Als, ¢ )= ¥ |{¢je @j/ J J J i .k K Kk K

J=1 0] 0
3 k

con ¢j€ Bj(s), ¢k€ Bk(s)}l o

Del mismo modo que del lema 8.8 se obtenian el teorema

8.9 y el corolario 8.10, de 8.11 se obtienen:

TEOREMA 8.12
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Todo retracto absorbente contiene un equilibrio completo

normalizado.

COROLARIO 8.13

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal posee al menos un equilibrio completo normalizado que

también es persistente.

Por ultimo, nos proponemos estudiar si existen
resultados de este estilo para el equilibrio fuertemente
propio modificado. Para ello hemos de profundizar un poco mas
en el concepto de retracto persistente.

’3

Consideremos en cada & la relacidén de equivalencia ”ser
1

equivalente en pago para i” (segun la definicién 4.1) y la

1
i
particién a que ésta da lugar: & = U @?. Denotaremos por
1 1
j=1

J J
conv(®’) la envoltura convexa de & .
1 1

Diremos que F_ es una seleccidén de estrategias del
1

Jjugador i si:

a) F es un subconjunto no vacio de S .
1 1

b) Si s € F entonces 3 je{1,...,1 } tal que s € conv(@?).
1 1 1 1 1

c) Si s ,82€ F entonces s y g no son equivalentes en
1 1 1 1 1

pago para 1i.

n
Diremos que un retracto R =] R. es selectivo si, para
1

i=1
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cada i, R = conv(F ) siendo F_ una seleccién de estrategias
1 1 1

del jugador i.

Kalai y Samet probaron en su articulo de 1984 el

siguiente resultado.

TEOREMA 8.14
Todo retracto absorbente contiene un retracto absorbente

selectivo.

Es consecuencia directa de este teorema la siguiente

propiedad.

TEOREMA 8. 15
Un retracto es persistente si y sé6lo si es absorbente
selectivo minimal (en el sentido de que no contiene

propiamente otro retracto absorbente selectivo).

DEMOSTRACION
Si R es un retracto persistente ha de ser también

absorbente selectivo minimal pues, si no lo fuera, contendria

propiamente otro retracto absorbente selectivo que, en
particular, seria absorbente en cuyo caso R no seria
persistente.

Reciprocamente, si R es un retracto absorbente selectivo
minimal ha de ser persistente pues, si no 1lo fuera,

contendria propiamente otro retracto absorbente que a su vez,
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segun el teorema 8.14, contendria un retracto absorbente
selectivo en cuyo caso R no seria absorbente selectivo

minimal. O

n
Si R =17]] conv(F ) es un retracto selectivo, llamaremos
1
i=1

cardinalidad de R a la suma de los cardinales de los F .
1

Usaremos este concepto para probar el siguiente resultado.

TEOREMA 8.16
Todo retracto absorbente contiene un retracto

persistente.

DEMOSTRACION

El teorema 8.14 nos permite asegurar que todo retracto
absorbente contiene un retracto absorbente selectivo, el cual
tendra cardinalidad n siendo n un numero entero. En tal caso
es evidente que todo retracto absorbente contiene uno
absorbente selectivo minimal (cualquiera con cardinalidad
minima contenido en é1) que, segin el teorema 8.15, es

persistente. O

Ahora ya estamos en condiciones de probar los resultados

siguientes:

LEMA 8.17

Existe al menos un retracto persistente R para el cual,
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dado cualquier €>0 suficientemente pequefio, existe un
equilibrio e-fuertemente propio modificado s tal que, para

algin s € R, |s (¢ )-s (¢ )| < & Vo € & , Vi.
1 1 1 1 1 1

DEMOSTRACION
Considérese para cada jugador i la siguiente seleccién
de estrategias F :
1

s € F siy sblo si existe je{1,...,1 } tal que
1 1 1

s (¢ )= 17|87 si ped’, s (¢ )=0si ¢ £ .

i i i i

n
Es evidente entonces que el retracto R =[] conv(F ) es
1
i=1

absorbente selectivo (es absorbente puesto que absorbe a todo
S) y, por el teorema 8.16, contendrad un retracto absorbente
selectivo minimal (persistente) R. Obsérvese que cualquier
s€R verifica que si(¢i): si(¢;) V¢i,¢; equivalentes en pago
para el jugador i.

Sea € € (0,1). Consideremos entonces:

m+1

8 = ¢ /m, siendo m=max{m =|® |/ie{1,...,n}}
1 1
S(8)=4s €S /s (¢ )>8 VYp o }
1 1 1 1 1 1 1
S(8)= S (8)x...x S (8).
1 n
n
Definamos el conjunto W =[] W dado por:
1

i=1

W={seS/3seR con|s (¢ )-5s (¢ )|< e V¢p € d }
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Es evidente que W es convexo y cerrado para todo i, que RcW
1
y que, si £ es suficientemente pequefio, R absorbe a W (puesto

que R es persistente, luego absorbente).
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Definamos ahora F de S(8) N W en P( S(8) N W ) del siguiente

modo:

F(s)=(F1(s),...,Fn(s)), siendo

F_(s)= {Eie S (8)NW / H_ (s\¢’)< H (s\¢ ) = Ei(¢;)< s-&i(¢i)
para cualquier ¢i,¢; de @i; ;i(¢i)= Ei(¢;) para
cualquier par de estrategias ¢i,¢; equivalentes en
pago para i}

y esto para todo s € S(8)N W.

Es evidente que S(8)N W es convexo, compacto y no vacio y que
F(s) es convexo y compacto V s € S(8)N W.

Comprobemos ahora que, para cualquier s € S(8)N W, F(s)
es no vacio. En efecto, sea s € S(8)N W. Como R absorbe a W
existira un s € R tal que s es una respuesta 6ptima a s. Por
otro lado, dado s podemos construir o como en la observacién

4.7, es decir, para cada i € {1,...,n}

o (9= ()50 7 (@S9

V¢ € o
¢,€ ® i i
i i

siendo A (s,¢ )=|{¢’e & / H (s\¢ )< H (s\¢’)}|.

Consideremos ahora o = (o0 ,...,0 ) dada por:
1 n

o (¢ )= (1-g)-s (¢ J+e-0 (¢ ) Vo € & , Vi.

Veamos que o € F(s).
o € S(8) puesto que, para todo ¢ y para todo 1,
(1-€)'s (¢ )> 0y o (¢ )> & /m.

o € W puesto que |Ei(¢i)—si(¢i)|:s-|oi(¢i)—si(¢i)|< E.

Si H (s\¢’ )< H (s\¢ ) entonces es claro que o (¢’ )<e-0 (¢ )
1 1 1 1 1 1 1 1
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y ademds s (¢’ )= 0 por ser s una respuesta éptima a s. En
1 1
tal caso o (¢’ )= €0 (¢’) < e-e:0 (¢ ) < -0 (¢ ). (Y esto
1 1 1 1 1 1 1 1
para cualquier 1).
Si ¢ y ¢ son equivalentes en pago para 1, entonces es
1 1
inmediato que o (¢ )= o (¢>). Por otro lado, como s € R,
1 1 1 1
s (¢ )= s (¢’). En consecuencia o (¢ )= o (¢’). (Y esto
1 1 1 1 1 1 1 1
para todo i)
Por ultimo téngase en cuenta que ya en la observacién
4.7 habiamos probado que F era semicontinua superiormente
como aplicacién de S(8) en P(S(8)). Entonces, como W es
cerrado, también lo tenemos para F de S(8)N W en P(S(8)N W).
En consecuencia, aplicando el teorema del punto fijo de
Kakutani, podemos asegurar que existe un s tal que s € F(s)

con lo que el lema queda demostrado. O

TEOREMA 8.18
Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma
normal posee un equilibrio fuertemente propio modificado que

ademas es persistente.

DEMOSTRACION

Por 1la definicién de equilibrio persistente, basta
comprobar dque en cualquier juego n-personal finito no
cooperativo en forma normal existe un retracto persistente
que contiene un equilibrio fuertemente propio modificado, 1lo

cual se deduce inmediatamente del lema anterior. O
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Con esto hemos acabado de conciliar el enfoque de Kalai
y Samet y el que habiamos adoptado en 1los capitulos
anteriores. A continuacién incluimos wuna tabla-resumen

general.
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