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INTRODUCCION

La teorha de juegos estudia situaciones de tipo

conflictivo en las que participan varios agentes que han de

tomar decisiones que darsn lugar a un resultado, dependiendo

wste de las decisiones de todos. Normalmente se llama juego a

una situacipn de este tipo y jugadores a los agentes que

intervienen. Cuando los jugadores no son capaces de renunciar

a sus intereses particulares en busca del bien comyn porque

no pueden tomar acuerdos vinculantes, diremos que nos

hallamos ante un juego no cooperativo.

En el contexto no cooperativo el concepto de solucipn

mss importante es el equilibrio de Nash introducido por wste

en 1951. Bssicamente un equilibrio de Nash consiste en un

vector que asigna una estrategia a cada jugador, de modo que

ninguno de ellos ganarha mss si se desviase unilateralmente

de la estrategia asignada. La propiedad mss importante del

concepto de Nash es el hecho de que nos proporciona

combinaciones de estrategias que se autoimponen, en el

sentido de que ningyn jugador tendrha motivos racionales para

separarse de ellas en caso de que los demss no lo hicieran.

Esta es la propiedad que convierte la condicipn de equilibrio
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de Nash en algo a exigir a cualquier punto que aspire a ser

considerado solucipn vslida en el contexto no cooperativo.

Sin embargo, en 1975 Selten observp que algunos

equilibrios de Nash perdhan esa capacidad de autoimponerse en

contextos en los que los jugadores podhan cometer errores

aunque fuera con una probabilidad hnfima. En consecuencia

introdujo el equilibrio perfecto que nos proporciona

equilibrios de Nash que son estables, en el sentido de que no

dejan de autoimponerse, ante al menos una tendencia al error

por parte de los jugadores.

En 1978 Myerson fue mss lejos y pensp que, ya que los

jugadores actyan racionalmente, tambiwn debe haber una cierta

racionalidad en sus errores. En este sentido coincidip con

Selten en considerar aceptables splo aquellos equilibrios de

Nash que fueran estables ante alguna tendencia al error por

parte de los jugadores, pero ademss exigip que esa tendencia

al error fuera de algyn modo razonable. ?Quw entendip Myerson

por errores razonables o racionales? Aquellos que reflejan el

hecho de que cada jugador debe tender a equivocarse mss hacia

lo que le cuesta menos.

A fijar un campo de accipn, los juegos n-personales

finitos no cooperativos en forma normal, e introducir

formalmente todos estos conceptos y los resultados mss

importantes relativos a ellos dedicamos los tres primeros
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caphtulos de esta memoria.

En el caphtulo cuarto matizamos el sentido de

racionalidad de Myerson y consideramos no splo que los

jugadores deben tender a equivocarse mss hacia lo que les

cuesta menos sino que ademss deben tender a equivocarse con

la misma probabilidad hacia lo que les cuesta igual. En base

a esta idea proponemos dos conceptos diferentes para los

cuales, ademss de dar ejemplos que justifican intuitivamente

su introduccipn, demostramos, entre otras cosas, que son

refinamientos estrictos del concepto de Myerson y que existen

en cualquier juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal.

En el caphtulo quinto completamos la racionalidad segyn

Myerson desde otro punto de vista y consideramos no splo que

los jugadores tienden a equivocarse mss hacia lo que les

cuesta menos sino que ademss deben tender a equivocarse mss

aquellos jugadores a los que les cuesta menos. Introducimos

entonces dos nuevos conceptos, de modo que uno compara pagos

normalizados y el otro los compara sin normalizar, que

discriminan aquellos equilibrios de Nash que son no-estables

ante cualquier tendencia racional al error por parte de los

jugadores, entendiendo la racionalidad en el yltimo sentido

mencionado. Tambiwn probamos su existencia y el hecho de que

constituyen refinamientos estrictos del concepto de Myerson y

comentamos su conveniencia en base a algunos ejemplos.
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En el caphtulo sexto conciliamos los dos puntos de vista

diferentes adoptados en los caphtulos cuatro y cinco y vamos

un poco mss alls considerando que, para que un equilibrio de

Nash sea aceptable, debe ser estable ante alguna tendencia

racional al error por parte de los jugadores, entendiendo por

racionales aquellas tendencias en las que:

- Cada jugador tiende a equivocarse mss hacia lo que le

cuesta menos

- Cada jugador tiende a equivocarse con la misma

probabilidad hacia todos los errores que le resulten

indiferentes

- En general tienden a equivocarse mss aquellos jugadores a

los que les cuesta menos equivocarse

- En general, si ciertos jugadores sufren idwnticas

consecuencias al cometer ciertos errores, tendersn a

cometerlos con la misma probabilidad

En base a todo esto introducimos dos nuevos conceptos, uno

que compara pagos normalizados y el otro que los compara sin

normalizar, para los cuales probamos la existencia y otras

propiedades. En este caphtulo tambiwn se incluye una

clasificacipn de los equilibrios estables ante tendencias al

error.

En el caphtulo siete estudiamos las relaciones de todos

estos nuevos conceptos con el equilibrio estrictamente propio
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introducido por van Damme en 1983 y en el ocho hacemos lo

mismo con el equilibrio persistente introducido por Kalai y

Samet en 1984.
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CAPITULO 1 PRELIMINARES

Trabajaremos en el contexto de juegos n-personales

finitos no cooperativos en forma normal. Diremos que G es uno

de tales juegos si

G = (F ,...,F ,H ,...,H )
1 n 1 n

donde cada F es el conjunto finito no vacho de estrategias
i

puras del jugador i y cada H es la funcipn de pago al
i

jugador i definida

--------------------------------------------------------------------------------H :F=F x...xF > R
i 1 n

Llamaremos combinacipn de estrategias puras a cualquier

feF, es decir, a cualquier f=(f ,...,f ) tal que f e F Ai.
1 n i i

Para cada i, el conjunto S de estrategias mixtas del
i

jugador i sers
F
iS ={s e R / S? s/(f )= 1, s (f )> 0 Af e F }

i i i i i i i if e F
i i

Llamaremos combinacipn de estrategias mixtas ( o simplemente

combinacipn de estrategias ) a cualquier s=(s ,...,s )
1 n

perteneciente a S=S x...xS .
1 n
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Para cada jugador i se puede extender H a S del
i

siguiente modo:
n

H (s)= S H (f ,...,f )Wp s (f )
i i 1 n j j(f ,...,f )e F j=1

1 n

*Si s=(s ,...,s )e S y s e S denotaremos:
1 n i i

* *s\s =(s ,...,s ,s ,s ,...,s )
i 1 i-1 i i+1 n

En estos momentos ya estamos en condiciones de dar el

concepto mss importante de la teorha de juegos no

cooperativos. Es, claro ests, el concepto de punto de

equilibrio de Nash introducido por wste en 1951.

DEFINICION 1.1

Diremos que seS es un equilibrio de Nash de G si y splo

* *si H (s)> H (s\s ) As e S , Aie{1,...,n}.
i i i i i

Nash no splo introdujo el concepto sino que ademss probp

que todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio de Nash.

A continuacipn enunciaremos algunos resultados generales

de sencilla demostracipn que pueden resultar de interws mss

adelante. En primer lugar reunimos en forma de teorema

algunas caracterizaciones del concepto de Nash.

TEOREMA 1.2.
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Las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

(1) s es un equilibrio de Nash.

* *(2) H (s)> H (s\f ) Af e F , Aie{1,...,n}.
i i i i i

(3) s es tal que, Af ,f’e F y Aie{1,...,n}, se verifica que
i i i

H (s\f )< H,(s\f’) 6 s (f )=0.
i i i i i i

Fijado seS definamos los siguientes conjuntos:

* B (s)={f e F / H (s\f )> H>(s\f’) Af’e F }
i i i i i i i i i

n

* B(s)= p B (s)
i

i=1

Si f e B (s) diremos que f es una respuesta pptima pura del
i i i

-jugador i a s. Si s e S es tal que
i i

- * *H (s\s )> H>(s\s ) As e S
i i i i i i

-entonces se dirs que s es una respuesta pptima del jugador i
i

- -a s. Por yltimo s es una respuesta pptima a s si s es una
i

respuesta pptima del jugador i a s Aie{1,...,n}.

Enunciemos tambiwn el siguiente resultado de gran

utilidad:

TEOREMA 1.3

-En un juego n-personal finito en forma normal G, s e S
i i

es una respuesta pptima a seS si y splo si, Af ,f’e F , se
i i i

verifica

-H (s\f )< H (s\f’) 6 s (f )=0.
i i i i i i

Sea ahora s e S . La carrera de s sers el conjunto
i i i

C(s )={ f e F / s (f ) > 0 }. Anslogamente, fijado seS, la
i i i i i
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n

carrera de s sers C(s)={feF/s(f)= p s (f )>0}.
i i

i=1

Introducidos estos conceptos podemos completar el

teorema 1.2. con el siguiente

TEOREMA 1.4

Las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

(1) s es un equilibrio de Nash.

(4) s es una respuesta pptima a sh mismo.

(5) C(s)C B(s).

A la vista de la definicipn del concepto de equilibrio

de Nash se aprecia que wste yltimo nos proporciona

combinaciones de estrategias que se autoimponen en el sentido

1de que, una vez acordadas , ningyn jugador tiene motivos

racionales para separarse de ellas. Esta es la propiedad

esencial del concepto de Nash, la propiedad que lo convierte

en solucipn vslida en el contexto no cooperativo en el que

los jugadores no son capaces de renunciar a sus intereses

particulares en busca del bien comyn. Sin embargo, a mediados

de los anos 70 se observp que, en contextos en los que los

jugadores pueden cometer errores aunque sea con una

probabilidad hnfima, algunos equilibrios de Nash podhan

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
1

Cuando escribamos "los jugadores acuerdan jugar segun un

cierto s", en realidad querremos decir "el consejo del

teorico de juegos es que los jugadores deben jugar segun s".

Por simplicidad usaremos la primera expresion a pesar de que

quiza es menos adecuada.
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perder esa capacidad de autoimponerse. En consecuencia habha

que dar un nuevo concepto de equilibrio que refinara el de

Nash y nos proporcionara combinaciones que no dejasen de

autoimponerse ante perturbaciones de las estrategias

(tendencias al error) arbitrariamente pequenas. Todas estas

ideas vamos a comentarlas y desarrollarlas en el caphtulo

siguiente.
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CAPITULO 2 EL EQUILIBRIO PERFECTO DE SELTEN

Consideremos el juego G en el que en la casilla
1

correspondiente a la combinacipn (a ,b ) figura el pago al
i j

jugador 1 en la parte superior izquierda y el pago al jugador

2 en la inferior derecha. Las a son las estrategias puras de
i

1 y las b las de 2.
j

b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 1 0 ?
1 ? ? ?? 1 ? 0 ?? ? G________________________________________?________________________________________? 1a ? 0 0 ?
2 ? ?? 0 ? 0 ?

________________________________________ ________________________________________

En G (a ,b ) y (a ,b ) son equilibrios de Nash.
1 1 1 2 2

Quedwmonos con el segundo. ?Es cierto que se autoimpone?

Obswrvese que J1 (el jugador 1) no pierde nada por jugar a
1

en vez de a e incluso podrha llegar a ganar si por cualquier
2

circunstancia J2 jugase b en vez de b . Un razonamiento
1 2

anslogo podrha hacerse para J2; en consecuencia, ayn en el

caso de que los jugadores hubieran acordado jugar (a ,b ),
2 2
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probablemente acabarhan haciwndolo segyn (a ,b ) y eso es
1 1

debido a que (a ,b ) de algyn modo no posee la propiedad de
2 2

autoimponerse. Para paliar, entre otras, esta imperfeccipn

del concepto de Nash, Selten introdujo en un arthculo

publicado en 1975 un nuevo concepto de solucipn en el

contexto no cooperativo al que llamp equilibrio perfecto.

Este concepto refina el de Nash discriminando aquellos

equilibrios que son no-estables (que dejan de autoimponerse)

ante cualquier tendencia al error por parte de los jugadores.

Al llegar a este punto, nos parece de interws hacer un

comentario sobre la naturaleza de estos errores. En realidad

Selten introdujo su concepto en juegos en forma extensiva. En

dicho contexto querha evitar aquellos equilibrios de Nash que

se basaran en conductas irracionales en algyn conjunto de

informacipn inalcanzable. Para ello exigip a sus equilibrios

perfectos que se pudieran obtener como lhmite de soluciones

de juegos perturbados en los que todos los conjuntos de

informacipn del juego fuesen alcanzables (porque todos los

jugadores eligen con probabilidad positiva todas sus

estrategias puras, es decir, se equivocan). Por eso algunos

autores tienden a considerar que los errores sobre los que

escribe Selten splo son una forma de hablar con vistas a

dotar de interpretacipn intuitiva al concepto, el cual trata

de dar forma matemstica a la racionalidad total y por tanto,

segyn tales autores, nunca podrha aceptar la posibilidad

real de que los jugadores se equivocasen. Esta no es sin

embargo la idea que subyacha en el arthculo de Selten como se

14



deduce del siguiente fragmento del mismo: "A satisfactory

interpretation of equilibrium points in extensive games seems

to require that the possibility of mistakes is not completely

excluded". A nosotros este planteamiento nos parece

perfectamente acertado puesto que en realidad se basa en

considerar que la conducta completamente racional splo se

obtiene como lhmite de conductas parcialmente irracionales,

consideracipn que se acopla perfectamente a la idea que von

Neuman y Morgenstern expresaban en su libro pionero de que

"the rules of rational behavior must definitely provide for

the possibility of irrational conduct on the part of the

others". Por todo lo dicho, nosotros, a lo largo de este

trabajo, asumiremos estos planteamientos, al igual que

autores tan ilustres como por ejemplo R. Myerson o A. Okada.

Hecha esta observacipn veamos con detalle el concepto de

Selten, no sin antes comentar que las demostraciones de todos

los resultados que aparecen en este caphtulo pueden

encontrarse por ejemplo en van Damme (1983).

Sea G=(F ,...,F ,H ,...,H ) un juego n-personal finito
1 n 1 n

no cooperativo en forma normal. Para cada ie{1,...,n} sean h
i

y S (h ) dados por:
i i

F
i* h e R y es tal que h (f )>0 Af e F , S h (f )<1

i i i i i i if e F
i i

* S (h )={s e S / s (f )> h (f ) Af e F }
i i i i i i i i i i

n

En general denotaremos h=(h ,...,h ), S(h)= p S (h ) y
1 n i i

i=1

15



diremos que h es una perturbacipn de G.

Dados G y h en las condiciones anteriores, el juego

perturbado (G,h) es el juego infinito en forma normal

(S (h ),...,S (h ),H ,...,H ).
1 1 n n 1 n

Aunque el concepto de equilibrio de Nash lo hemos

introducido en el contexto de juegos finitos puede extenderse

de modo obvio a juegos cuyos jugadores tienen infinitas

estrategias puras. Dicho esto enunciemos los resultados

siguientes.

TEOREMA 2.1

Todo juego perturbado (G,h) posee al menos un punto de

equilibrio de Nash.

TEOREMA 2.2

Una combinacipn de estrategias s e S(h) es un equilibrio

de Nash de (G,h) si y splo si verifica que

H (s\f )< H (s\f’) 6 s (f )=h (f ) Af ,f’e F
i i i i i i i i i i i

Aie{1,...,n}

Teniendo en cuenta todo esto introduzcamos el concepto

de Selten:

DEFINICION 2.3

Dado G un juego n-personal finito no cooperativo en

16



forma normal, diremos que seS es un equilibrio perfecto de G

k 8 k k ksi existen sucesiones {s } con s =(s ,...,s )e S Ak y
k=1 1 n

k 8 k k k{h } , siendo h =(h ,...,h ) una perturbacipn de G Ak, de
k=1 1 n

modo que:

k ka) s sea un equilibrio de Nash en (G,h ) Ak.

kb) lim s (f )=s (f ) Af e F , Aie{1,...,n}.
i i i i i i

kL8
kc) lim h (f )=0 Af e F , Aie{1,...,n}.
i i i i

kL8

De la misma definicipn y el teorema 2.2 se obtiene que

todo equilibrio perfecto tambiwn es de Nash. Sin embargo el

rechproco no es cierto lo cual se deduce, por ejemplo, de

comprobar que (a ,b ) no es perfecto en G . Por otro lado,
2 2 1

teniendo en cuenta el teorema 2.1, es inmediato el siguiente

resultado de existencia.

TEOREMA 2.4

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio perfecto.

Myerson y Selten nos proporcionan las siguientes

caracterizaciones del equilibrio perfecto:

DEFINICION 2.5

Diremos que seS es una combinacipn de estrategias de G

completamente mixta si y splo si C(s)=F.

17



DEFINICION 2.6

Dado e>0, diremos que seS es un equilibrio e-perfecto de

G si s es completamente mixta y verifica que

H (s\f )< H (s\f’) 6 s (f )< e Af ,f’e F
i i i i i i i i i

Aie{1,...,n}

TEOREMA 2.7

Sea G=(F ,...,F ,H ,...H ) un juego n-personal finito no
1 n 1 n

cooperativo en forma normal y sea seS. Las tres afirmaciones

siguientes son equivalentes:

(1) s es un equilibrio perfecto de G

8(2) Existe un par de sucesiones {e } y
k k=1

k 8 k k 8{s } ={(s ,...,s )} tales que:
k=1 1 n k=1

* e >0 Ak, lim e =0.
k k

kL8
k* s es e -perfecto Ak.

k

k* lim s (f )=s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}.
i i i i i i

kL8
k 8 k k 8(3) Existe una sucesipn {s } ={(s ,...,s )} de
k=1 1 n k=1

combinaciones de estrategias completamente mixtas tal que:

k* s es una respuesta pptima a s Ak

k* lim s (f )=s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8

La caracterizacipn dada por (2) nos sers de gran

utilidad en lo sucesivo. La caracterizacipn (3) se usa para

probar el teorema 2.9. que enunciaremos mss adelante.

DEFINICION 2.8

18



En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

^normal G decimos que la estrategia s del jugador i ests
i

dominada por s’ si
i

^H (s\s )< H (s\s’) AseS (2.1)
i i i i

- ^ - -H (s\s )< H (s\s’) para algyn seS (2.2)
i i i i

Para que (2.1) sea cierto es necesario y suficiente que lo

sea para cualquier feF. Para que (2.2) sea cierto es

-necesario y suficiente que lo sea para algyn feF. Si todas

^las desigualdades (2.1) son estrictas diremos que s ests
i

^estrictamente dominada por s’. Diremos que s e S es no
i i i

dominada si no existe ningyn elemento de S que la domine.
i

^ ^Por yltimo, seS es no dominada si todas sus componentes s
i

son no dominadas.

Como ya habhamos indicado, a consecuencia del teorema

2.7(3) se obtiene el siguiente resultado cuyo rechproco en

general no es cierto.

TEOREMA 2.9

Todo equilibrio perfecto es no dominado.

Obswrvese que para que un cierto seS sea un equilibrio

perfecto de G basta que exista una sucesipn de juegos

perturbados tales que cuando la perturbacipn es prpxima a

cero tienen un equilibrio de Nash prpximo a s, es decir,

basta que s sea estable (se siga autoimponiendo) frente a una

tendencia al error por parte de los jugadores, con lo que los

19



equilibrios de Nash discriminados por el concepto de Selten

son francamente inestables.

En 1978 Myerson fue mss lejos y pensp que ya que los

jugadores actyan racionalmente tambiwn debe haber una cierta

racionalidad en sus errores. En este sentido coincidip con

Selten en considerar aceptables splo aquellos equilibrios de

Nash que fueran estables ante al menos una tendencia al error

por parte de los jugadores pero exigip ademss que esa

tendencia al error fuera racional. ?Quw entendip Myerson por

racional en este contexto? Muy sencillo, los jugadores debhan

tender a equivocarse mss hacia lo que menos les costase. La

justificacipn intuitiva de esta suposicipn es clara. Los

jugadores, que son inteligentes, pueden cometer errores pero

son conscientes de ello. Por eso seguramente pondrsn los

medios para evitarlos y, lpgicamente, tratarsn de evitar con

mss ahhnco los errores que les resulten mss costosos por lo

que, ayn cuando la probabilidad de tender a cometer cualquier

error sea positiva, tendersn a cometer los errores mss

costosos con menor probabilidad. Obswrvese que detrss de este

planteamiento se esconde la filosofha de Selten de los

errores posibles, filosofha que nosotros compartimos, como ya

hemos comentado.

Estas consideraciones indujeron a Myerson a introducir

un refinamiento del concepto de Selten (y por tanto del de

Nash) que comentaremos en el caphtulo siguiente.

20



CAPITULO 3 EL EQUILIBRIO PROPIO DE MYERSON

Para ilustrar las ideas de Myerson consideremos el

siguiente juego:

b b b
1 2 3

?________________________________________?________________________________________?________________________________________?a ? 1 0 ?-1 ?
1 ? ? ?? 1 ? 0 ? -2 ?? ?________________________________________?________________________________________?________________________________________?a ? 0 0 ? 0 G
2 ? ? ? 2? 0 ? 0 ? -2? ??________________________________________?________________________________________?________________________________________a -2 -2 -2 ?
3 ? ? ?? -1 ? 0 ? -2 ?

________________________________________ ________________________________________ ________________________________________

Es inmediato comprobar que en G (a ,b ) es un
2 2 2

equilibrio perfecto. Ello se debe a que, aunque J1 no

perderha nada por jugar a en vez de a e incluso podrha
1 2

llegar a ganar si J2 se equivoca hacia b , tambiwn podrha
1

llegar a perder si J2 se equivoca hacia b . Un razonamiento
3

anslogo serha vslido para J2. En consecuencia (a ,b ) es
2 2

estable frente a cualquier tendencia de los jugadores al

error que considere para J2 mss probable el error b que el
3

21



b y para J1 mss probable el equivocarse hacia a que hacia
1 3

a , pero splo ante este tipo de tendencias que son poco
1

intuitivas:?por quw va a tender J2 hacia el error b con mss
3

fuerza que hacia el b si wste yltimo es mucho menos costoso
1

para J2 que aquwl?

Todo esto da pie a Myerson (1978) para introducir el

concepto de equilibrio propio, que desecha los equilibrios de

Nash que son no-estables (que dejan de autoimponerse) ante

cualquier tendencia racional al error por parte de los

jugadores, entendiendo por racionales aquellas tendencias que

consideran mss probables los errores menos costosos.

Veamos en quw consiste exactamente dicho refinamiento.

DEFINICION 3.1

Dado e>0, diremos que seS es un equilibrio e-propio de G

si s es completamente mixta y verifica que:

H (s\f )< H (s\f’) 6 s (f )< eWs (f’) Af ,f’e F
i i i i i i i i i i i

Aie{1,...,n}

DEFINICION 3.2

Diremos que seS es un equilibrio propio de G si existe

8 k 8 k k 8un par de sucesiones {e } y {s } ={(s ,...,s )} tales
k k=1 k=1 1 n k=1

que:

* e >0 Ak, lim e =0
k k

kL8
k* s es e -propio Ak.

k
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k* lim s (f )=s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8

Es inmediato que si s es un equilibrio e-propio tambiwn

es e-perfecto de donde todo equilibrio propio es perfecto

(luego de Nash). El rechproco no es cierto como se puede

comprobar, por ejemplo, viendo que en G (a ,b ) es perfecto
2 2 2

pero no es propio. Myerson ademss de introducir el concepto

probp el siguiente teorema de existencia:

TEOREMA 3.3

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio propio.

De la demostracipn del teorema 2.7 se obtiene tambiwn el

siguiente resultado que sers de utilidad mss adelante:

TEOREMA 3.4

8 k 8Sea s un equilibrio propio de G y sean {e } y {s }
k k=1 k=1

un par de sucesiones en las condiciones de la definicipn 3.2.

kEntonces E NeN tal que s es una respuesta pptima a s Ak>N.

Hagamos alguna observacipn a este concepto de Myerson:

En primer lugar digamos que la hipptesis de racionalidad

en los errores nos parece absolutamente vslida en la mayorha

de los casos aunque probablemente habrs situaciones en las

que no lo sea. En esas situaciones un equilibrio propio en

23



principio no sers mss estable que uno que splo sea perfecto

aunque tampoco menos. De cualquier manera el concepto de

Myerson nos parece totalmente vslido porque refina el

concepto de Selten en base a supuestos muy intuitivos que

sersn aceptables en la mayorha de los casos, lo cual supone

un paso adelante en la bysqueda de equilibrios mss estables

cuya existencia tengamos garantizada en cualquier juego

n-personal finito no cooperativo en forma normal.

En segundo lugar indiquemos que el concepto de Myerson

es mucho mss fuerte de lo que en principio podrha parecer

puesto que para aceptar como racional el error reflejado por

la sucesipn de e-equilibrios que converge al punto propio

utiliza esa misma sucesipn, con lo que posee una cierta

recurrencia por definicipn, una especie de llamada a los

teoremas de punto fijo para cualquier razonamiento que se

quiera hacer con el concepto. Esa simplicidad aparente del

equilibrio propio lleva por ejemplo a Okada a afirmar en el

arthculo en el que introduce su equilibrio estrictamente

perfecto (que bssicamente es el que es estable ante cualquier

tendencia al error por parte de los jugadores) que todo punto

estrictamente perfecto es propio. Aunque intuitivamente esto

deberha ser cierto no ests comprobado que lo sea y parece que

sers difhcil de comprobar y ello porque, insistimos, el

concepto de Myerson es mucho mss complejo de lo que parece.

Quizs todo lo que estamos comentando quede mss patente a la

vista de la siguiente caracterizacipn que hemos obtenido para
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el equilibrio propio.

TEOREMA 3.5

Dado G un juego n-personal finito no cooperativo en

forma normal, seS es un equilibrio propio si y splo si

k 8 k k k k 8existen sucesiones {s } , con s =(s ,...,s )e S, y {h } ,
k=1 1 n k=1

k k ksiendo h =(h ,...,h ) una perturbacipn de G Ak, de modo que:
1 n

k ka) s sea un equilibrio de Nash en (G,h ) Ak.

k kb) H (s \f )<H (s \f’) 6
i i i i

k k ^ ^ kh (f )< max{h (f )/f e F ,ie{1,...,n}}Wh (f’)
i i i i i i i i

Af ,f’e F , Aie{1,...,n}, Ak
i i i

kc) lim s (f )= s (f ) Af e FF, Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8
kd) lim h (f )= 0 Af e F , Aie{1,...,n}
i i i i

kL8

DEMOSTRACION

" 6 " (necesidad)

Estamos suponiendo que seS es propio, con lo que existen

8 k 8{e } y {s } en las condiciones de la definicipn 3.2.
k k=1 k=1

k& s (f ) si f m C(s )
k i i i iTomemos h (f )={
i i 1/27 (e ) en otro caso

k

AkeN, Af e F , Aie{1,...,n}
i i

kComo lim s (f )= 0 para cualquier f m C(s ) y para
i i i i

kL8

cualquier ie{1,...,n} y como lim e = 0 podemos afirmar que
k

kL8
k kE N tal que h es una perturbacipn de G Ak> N y {h }

1 1 k>N
1

verifica d).
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kComprobemos ahora que E N tal que {s } verifica a).
2 k>N

2

Efectivamente, sea k> N
1

k k- si f m C(s ), s (f )= h (f ) Ai
i i i i i i

ksi f e C(s ), como lim s (f )= s (f )> 0 y lim e = 0,
i i i i i i k

kL8 kL8
_f _f
i i k 1/2 kE N tal que Ak> N s (f )> e = h (f ) Ai
i i i i k i i_

- El teorema 3.4 nos asegura que E N tal que s es una
2_ _

krespuesta pptima a s Ak> N . Sea k> N . Entonces
2 2

k k,Af ,f’ y Ai, H (s \f )< H (s \f’) 6 f m C(s ) con lo
i i i i i i i i

k kque s (f )= h (f )
i i i i

Teniendo en cuenta lo anterior y el teorema 2.2 y tomando

_f _
iN =max{N /f e C(s ),ie{1,...,n}} u {N ,N } queda comprobado

2 i i i 1 2

lo que querhamos.

k 8Como {s } ests en las condiciones de la definicipn
k=1

3.2 verifica c).

kComprobemos por yltimo que E N tal que Ak> N s
3 3_ _

verifica b). En efecto, sea N tal que Ak> N e < 1. Sea
3 3 k_
k k kN =max{N ,N }. Entonces H (s \f )< H (s \f’) 6 s (f )<

3 2 3 i i i i i i

k 8 k 8e Ws (f’) pues {e } y {s } estsn en las condiciones de
k i i k k=1 k=1

kla definicipn 3.2. Pero como ya sabemos que Ak> N s es un
2

k kequilibrio de Nash en (G,h ), por verificarse H (s \f )<
i i

k k k kH (s \f’) ha de ocurrir que s (f )=h (f ), con lo que h (f )<
i i i i i i i i

ke Ws (f’). Pero ahora
k i i

k k 2 ke Ws (f’)=[h (f’)] Ws (f’)<
k i i i i i i

k k ^ ^h (f’)Wmax{h (f )/f eF ,ie{1,...,n}}i i i i i i

si f’e C(s )
i i

k k 1/2 ke Ws (f’)=e Wh (f’)< e Wh (f’)<
k i i k i i k i i
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k ^ ^ kmax{h (f )/f eF ,ie{1,...,n}}Wh (f’)
i i i i i i

si f’m C(s )
i i

k kcon lo que, en cualquier caso, si H (s \f )< H (s \f’)
i i i i

k k ^ ^ kentonces h (f )< max{h (f )/f eF ,ie{1,...,n}}Wh (f’) y esto
i i i i i i i i

Af ,f’e F , Aie{1,...,n}.
i i i

k kEn resumen {s } , {h } es el par de sucesiones
k>N k>N

3 3

que buscsbamos.

" 4 " (suficiencia)

k 8 k 8Sean {s } y {h } verificando a), b), c) y d).
k=1 k=1

k ^ ^Definimos Ake N e = max{h (f )/f e F ,ie{1,...,n}}. Entonces
k i i i i

8 k 8tenemos un par de sucesiones {e } y {s } verificando
k k=1 k=1

que:

k 8* e > 0 Ak, lim e = 0 (pues {h } verifica d))
k k k=1

kL8
k* lim s (f )= s (f ) Af e F , Aie{1,...,n} (vwase c))
i i i i i i

kL8

* Para un i arbitrario supongamos que

k kH (s \f )< H (s \f’)
i i i i

en tal caso b) nos asegura que

k k ^ ^ kh (f )< max{h (f )/f e F ,ie{1,...,n}}Wh (f’).
i i i i i i i i

k k kAdemss s (f )= h (f ) por ser s equilibrio de Nash de
i i i i

k(G,h ). En consecuencia

k k k ks (f )= h (f )< e Wh (f’)< e Ws (f’)
i i i i k i i k i i

k 8 8luego {s } y {e } son un par de sucesiones en las
k=1 k k=1

condiciones de la definicipn 3.2, con lo que queda probado el

teorema. p

A la vista de esta caracterizacipn del concepto de
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Myerson queda patente su complejidad. Para que un seS sea un

equilibrio propio ha de existir una sucesipn de juegos

perturbados racionalmente de modo que cuando la perturbacipn

es prpxima a cero tienen equilibrios de Nash prpximos a s. El

problema es que la racionalidad o no de la sucesipn de

perturbaciones se decide en base a los equilibrios de los

juegos perturbados que se van obteniendo.

Para terminar el caphtulo hagamos la siguiente

observacipn. El concepto de Myerson splo considera aceptables

aquellos equilibrios de Nash que son estables ante alguna

tendencia racional al error por parte de los jugadores. El

problema es cpmo definir dicha racionalidad. Myerson entendip

por tendencias racionales al error aquellas que consideran

que cada jugador se equivoca mss hacia lo que le cuesta

menos, pero ?por quw no dar un concepto mss matizado de

racionalidad? A hacerlo nos dedicamos en los caphtulos

siguientes.
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CAPITULO 4 EL EQUILIBRIO FUERTEMENTE PROPIO

La idea que motivars la introduccipn de este concepto es

la siguiente: aceptamos que los jugadores racionales deben

tender a equivocarse con mss probabilidad hacia lo que les

cueste menos, pero en tal caso tambiwn parece lpgico suponer

que deben tender a equivocarse con la misma probabilidad

hacia lo que les cueste igual. Esto es totalmente coherente

con los planteamientos que nos hemos hecho hasta el momento;

si un jugador racional sabe que hay ciertos errores que son

igualmente costosos para wl pondrs el mismo empeno en

evitarlos con lo que, a la larga, tenders a "elegir" el mismo

nymero de veces cada uno de esos errores idwnticamente

costosos, es decir, tenders a caer en ellos con la misma

probabilidad.

La idea es razonable, pero ?por quw nos parece necesario

tenerla en cuenta? Consideremos los tres ejemplos siguientes:
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b b b
1 2 3

?________________________________________?________________________________________?________________________________________?a ? 2 1 ? 1 ?
1 ? ? ?? 2 ? 1 ? 1 ?? ?________________________________________?________________________________________?________________________________________?a ? 2 0 ? 2
2 ? ? ?? 2 ? 1 ? 1? ??________________________________________?________________________________________?________________________________________ Ga 1 1 1 ? 3
3 ? ? ?? 2 300 ? 2 ???________________________________________?________________________________________?________________________________________?a 1 1 1
4 ? ? ? ?? 2 ? 1 ? 3 ?

________________________________________ ________________________________________ ________________________________________

b b b
1 2 3

?________________________________________?________________________________________?________________________________________?a ? 2 300 ? 0
1 ? ? ? ?? 2 ? 0 ? 0 ?? ? G________________________________________?________________________________________?________________________________________? 4a ? 2 0 ? 1
2 ? ? ?? 2 ? 0 ? 0 ?

________________________________________ ________________________________________ ________________________________________

b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 6 0 ?
1 ? ? ?? 3 ? 0 ?? ? G________________________________________?________________________________________? 5a ? 6 0 ?
2 ? ?? 0 ? 2 ???________________________________________?________________________________________?a 5 5
3 ? ? ?? 5 ? 5 ?

________________________________________ ________________________________________

Obswrvese que si buscamos equilibrios de Nash que sean

estables frente a algyn error racional de los jugadores, nos

interesa un concepto que no considere estable a (a ,b )
2 1

en G puesto que a J2 le va a costar menos equivocarse hacia
3

b que hacia b (con lo que (a ,b ) serha preferible a
2 3 1 1

(a ,b ) y wste dejarha de autoimponerse) a no ser que J1
2 1

tenga claros motivos para tender a equivocarse mss hacia a
4

que hacia a cosa que es evidente que no ocurre sin mss que
3

observar los pagos del juego. Sin embargo, segyn vamos a
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comprobar, (a ,b ) es un equilibrio propio de G .
2 1 3

Por otro lado, en G , (a ,b ) y (a ,b ) son equilibrios
4 1 1 2 1

de Nash. Ahora bien, como para J2 es indiferente cometer el

error b o el b , en buena lpgica J1 siempre preferirha jugar
2 3

a que jugar a . Sin embargo, segyn comprobaremos, (a ,b ) es
1 2 2 1

propio en G .
4

Por yltimo, en G , (a ,b ) y (a ,b ) son equilibrios de
5 3 2 1 1

Nash. Consideremos el primero. Obswrvese que si los jugadores

han sido aconsejados para que jueguen segyn wl, J2 podrha

pensar: "ya que para J1 es indiferente equivocarse hacia a o
1

a , en realidad yo deberha jugar b "; y entonces J1, que
2 1

puede pensar que J2 pensars lo anterior, jugarha a . Sin
1

embargo, (a ,b ) es propio en G .
3 2 5

A consecuencia de todo esto, se hace necesario

introducir un refinamiento del concepto de Myerson que

permita evitar problemas como los de los ejemplos.

En seguida daremos el nuevo concepto (al que llamaremos

equilibrio fuertemente propio) pero antes comprobemos que

(a ,b ) es propio en G y G y (a ,b ) lo es en G .
2 1 3 4 3 2 5

8Efectivamente, para G , consideremos {e } siendo e =
3 k k=1 k

k 8 k k 8 k 21/(k+2) Ak y {s } ={(s ,s )} con s (a )= 1/(k+2) ,
k=1 1 2 k=1 1 1

k 3 k 3s (a )= 1-[300(k+2)+151]/[300(k+2) ], s (a )= 1/[300(k+2) ],
1 2 1 3

k 3 k 3 ks (a )= 1/[2(k+2) ], s (b )= 1-[1+2(k+2)]/[2(k+2) ], s (b )=
1 4 2 1 2 2
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3 k 21/[2(k+2)] , s (b )= 1/(k+2) para cualquier keN. Es evidente
2 3

k kque s e S Ak y que lim e =0, lim s = (a ,b ) (en el sentido
k 2 1

kL8 kL8
k k k kde que lim s (a )= lim s (a )= lim s (a )= lim s (b )= lim
1 1 1 3 1 4 2 2

kL8 kL8 kL8 kL8 kL8
k k k ks (b )=0, lim s (a )= lim s (b )=1). Por otro lado, s es una
2 3 1 2 2 1

kL8 kL8

combinacipn de estrategias completamente mixta Ak. Teniendo

ken cuenta esto yltimo, acabemos de comprobar que s es

e -propio Ak. Sea keN arbitrario
k

1 + 2(k+2) 1 1k & ------------------------------------------------------- * ---------------------------------------- -----------------------------------H (s \a )= 2W 1 - + 1W + 1W
1 1 7 3 8 3 22(k+2) 2(k+2) (k+2)

1 + 2(k+2) 1 1k & ------------------------------------------------------- * ---------------------------------------- -----------------------------------H (s \a )= 2W 1 - + 0W + 2W
1 2 7 3 8 3 22(k+2) 2(k+2) (k+2)

k kH (s \a )= H (s \a )= 1
1 3 1 4

k k kEs inmediato que H (s \a )= H (s \a )< H (s \a ). Ademss
1 3 1 4 1 1

k k k kH (s \a )< H (s \a ) puesto que H (s \a ) - H (s \a )=
1 1 1 2 1 2 1 1

2 31/(k+2) - 1/[2(k+2) ] > 0. Por todo esto ha de ocurrir que

k ks (a )< e Ws (a )
1 3 k 1 1

k ks (a )< e Ws (a )
1 4 k 1 1

k ks (a )< e Ws (a )
1 1 k 1 2

lo cual es cierto puesto que

k 3 2 ks (a )= 1/[300(k+2) ]= e /[300(k+2) ]< e Ws (a )
1 3 k k 1 1

k 3 2 ks (a )= 1/[2(k+2) ]= e /[2(k+2) ]< e Ws (a )
1 4 k k 1 1

k 2s (a )= 1/(k+2) = e /(k+2)< e /3
1 1 k k

k 3s (a )= 1 - [300(k+2)+151]/[300(k+2) ]> 7049/8100
1 2

(twngase en cuenta que estas dos yltimas expresiones implican

k kque s (a )< e Ws (a )).
1 1 k 1 2
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Por otro lado:

kH (s \b )= 2
2 1

k 2 & 3 *H (s \b )= 1W[1/(k+2) ] + 1W 1-[300(k+2)+151]/[300(k+2) ] +
2 2 7 8

& 3 * & 3 *300W 1/[300(k+2) ] + 1W 1/[2(k+2) ]7 8 7 8

k 2 & 3 *H (s \b )= 1W[1/(k+2) ] + 1W 1-[300(k+2)+151]/[300(k+2) ] +
2 3 7 8

& 3 * & 3 *2W 1/[300(k+2) ] + 3W 1/[2(k+2) ]7 8 7 8

k k 3Pero entonces H (s \b ) - H (s \b ) = 2 / [300(k+2) ] > 0,
2 3 2 2

k k k kluego H (s \b ) < H (s \b ). Ademss H (s \b ) < H (s \b ).
2 2 2 3 2 3 2 1

k 3 kEfectivamente, H (s \b )= 1 + 301/[300(k+2) ]< 2 = H (s \b ).
2 3 2 1

A consecuencia de todo esto ha de ocurrir que

k ks (b )< e Ws (b )
2 2 k 2 3

k ks (b )< e Ws (b )
2 3 k 2 1

lo cual es cierto puesto que

k 3 2 ks (b )= 1/[2(k+2) ]= e /[2(k+2) ]< e Ws (b )
2 2 k k 2 3

k 2s (b )= 1/(k+2) = e /(k+2)< e /3
2 3 k k

k 3s (b )= 1 - [1+2(k+2)]/[2(k+2) ]> 47/54 > 1/3
2 1

(twngase en cuenta que de estas dos yltimas expresiones se

k kobtiene que s (b )< e Ws (b )).
2 3 k 2 1

kDe todo lo dicho, hemos obtenido que s es e -propio Ak, lo
k

cual concluye que (a ,b ) es propio en G .
2 1 3

De modo anslogo se probarha que (a ,b ) es propio en G
2 1 4

8 k 8tomando para ello {e } con e = 1/(k+1) Ak y {s } con
k k=1 k k=1

k 2 k 2 ks (a )= 1/(k+1) , s (a )= 1 - 1/(k+1) , s (b )= 1 -
1 1 1 2 2 1

4 k 4 k 4302/[301(k+1) ], s (b )= 1/[301(k+1) ] y s (b )= 1/(k+1) .
2 2 2 3
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Por yltimo, (a ,b ) es propio en G como se comprueba
3 2 5

8 k 8 ktomando {e } con e = 1/(k+2) Ak y {s } con s (a )=
k k=1 k k=1 1 1

3 k 2 k 31/[2(k+2) ], s (a )= 1/(k+2) , s (a )= 1 - 1/[2(k+2) ] -
1 2 1 3

2 k 2 k 21/(k+2) , s (b )= 1/(k+2) , s (b ) = 1 - 1/(k+2) .
2 1 2 2

Por lo tanto, tal como habhamos indicado, se hace

preciso introducir el equilibrio fuertemente propio, cosa que

vamos a hacer a continuacipn.

DEFINICION 4.1

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G diremos que s ,s’e S son equivalentes en pago para
i i i

* * *el jugador i si H (s \s )= H (s \s’) A s e S. Para que esta
i i i i

condicipn sea cierta es necesario y suficiente que se

* * *verifique H (f \s )= H (f \s’) A f e F.
i i i i

DEFINICION 4.2

Dado e>0 diremos que seS es un equilibrio e-fuertemente

propio de G si

* s es e-propio

* Si f y f’ son equivalentes en pago para el jugador i
i i

entonces s (f )= s (f’) y esto para cualquier f ,f’e
i i i i i i

F \B (s) y para cualquier ie{1,...,n}.
i i

DEFINICION 4.3

Diremos que seS es un equilibrio fuertemente propio de
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8G si existe un par de sucesiones {e } y
k k=1

k 8 k k 8{s } ={(s ,...,s )} tales que:
k=1 1 n k=1

* e >0 Ak, lim e =0
k k

kL8
k* s es e -fuertemente propio Ak.

k

k* lim s (f )=s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8

TEOREMA 4.4

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G cualquier equilibrio fuertemente propio es propio. El

rechproco en general no se verifica.

DEMOSTRACION

Como todo equilibrio e-fuertemente propio es e-propio se

obtiene de modo inmediato que todo equilibrio fuertemente

propio es propio.

Veamos que el rechproco no se verifica. Consideremos por

ejemplo el juego G . Ya hemos probado que en dicho juego
3

(a ,b ) es propio. Sin embargo no es fuertemente propio.
2 1

Efectivamente, si lo fuera podrhamos encontrar un par de

8 k 8sucesiones {e } y {s } en las condiciones de la
k k=1 k=1

kdefinicipn 4.3. En tal caso, como s serha completamente

kmixta, a ,a m B (s ) Ak pues claramente estsn dominadas por
3 4 1

ka . Entonces, ya que s serha e -fuertemente propio Ak y como
1 k

a ,a son equivalentes en pago para J1, habrha de ocurrir que
3 4

k k k ks (a )= s (a ) Ak, en cuyo caso H (s \b )< H (s \b ) y
1 3 1 4 2 3 2 2

k kentonces tendrha que ser s (b )< e Ws (b ) con lo que
2 3 k 2 2
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k k k kH (s \a )< H (s \a ) y entonces s (a )< e Ws (a ) y esto Ak;
1 2 1 1 1 2 k 1 1

ken consecuencia, serha imposible que lim s = (a ,b ) lo cual
2 1

kL8

es una contradiccipn. Con esto queda demostrado el teorema.

(Digamos como comentario que, en G , (a ,b ) tampoco es
4 2 1

fuertemente propio y que lo mismo ocurre con (a ,b ) en G ,
3 2 5

lo cual se comprueba de modo anslogo al que utilizamos para

comprobarlo en G ). p
3

OBSERVACION 4.5

En G (a ,b ) es fuertemente propio. Para comprobarlo
3 1 1

8basta tomar {e } con e = 1/(k+6) Ak y
k k=1 k

k 8 k k 8 k 3 k{s } ={(s ,s )} con s (a )= 1 - (k+7)/(k+6) , s (a )=
k=1 1 2 k=1 1 1 1 2

2 k k 3 k1/(k+6) , s (a )= s (a )= 1/[2(k+6) ], s (b )= 1 -
1 3 1 4 2 1

3 k 2 k 3[1+2(k+6)]/[2(k+6) ], s (b )= 1/(k+6) , s (b )= 1/[2(k+6) ].
2 2 2 3

k kEs evidente que s e S Ak y que lim e = 0, lim s = (a ,b ).
k 1 1

kL8 kL8
k?Es s e -fuertemente propio Ak? Por un lado ests claro que

k

ks es completamente mixta Ak. Ademss, si fijamos keN

cualquiera

k & 3 * & -2* & 3 *H (s \a )=2 1-[1+2(k+6)]/[2(k+6) ] +1 (k+6) +1 1/[2(k+6) ]
1 1 7 8 7 8 7 8

k & 3 * & -2* & 3 *H (s \a )=2 1-[1+2(k+6)]/[2(k+6) ] +0 (k+6) +2 1/[2(k+6) ]
1 2 7 8 7 8 7 8

k kH (s \a )= H (s \a )= 1
1 3 1 4

k 3Obswrvese que H (s \a )= 2-[2(k+6)]/(k+6) >1. En
1 2

k k kconsecuencia H (s \a )= H (s \a )< H (s \a ) (de lo que se
1 3 1 4 1 2

kdeduce que a ,a m B (s )). Por otro lado es inmediato que
3 4 1

k kH (s \a )< H (s \a ). De todo lo dicho deberha ocurrir que
1 2 1 1
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k k ks (a )= s (a )< e Ws (a )
1 3 1 4 k 1 2

k ks (a )< e Ws (a )
1 2 k 1 1

lo cual ciertamente ocurre puesto que

k k 3 2 ks (a )= s (a )= 1/[2(k+6) ]= e /[2(k+6) ]< e Ws (a )
1 3 1 4 k k 1 2

k 2s (a )= 1/(k+6) = e /(k+6)< e /7
1 2 k k

k 3s (a )= 1-(k+7)/(k+6) > 335/343
1 1

(twngase en cuenta que estas dos yltimas expresiones implican

k kque s (a )< e Ws (a )).
1 2 k 1 1

Por otro lado:

kH (s \b )= 2
2 1

k 3 2 & 3 *H (s \b )= 1[1-(k+7)/(k+6) ]+1[1/(k+6) ]+300 1/[2(k+6) ] +
2 2 7 8

& 3 *1 1/[2(k+6) ]7 8

k 3 2 & 3 *H (s \b )= 1[1-(k+7)/(k+6) ]+1[1/(k+6) ]+2 1/[2(k+6) ] +
2 3 7 8

& 3 *3 1/[2(k+6) ]7 8

k k kEs inmediato que H (s \b )< H (s \b ). Ademss H (s \b )=
2 3 2 2 2 2

3 k1+299/[2(k+6) ]< 2= H (s \b ), con lo que deberha ocurrir que
2 1

k ks (b )< e Ws (b )
2 3 k 2 2

k ks (b )< e Ws (b )
2 2 k 2 1

lo cual es cierto puesto que

k 3 2 ks (b )= 1/[2(k+6) ]= e /[2(k+6) ]< e Ws (b )
2 3 k k 2 2

k 2s (b )= 1/(k+6) = e /(k+6)< e /7
2 2 k k

k 3s (b )= 1-[1+2(k+6)]/[2(k+6) ]> 671/686
2 1

k(de estas dos yltimas expresiones se deduce que s (b )<
2 2
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ke Ws (b )).
k 2 1

Como consecuencia de todo lo anterior, podemos afirmar que

(a ,b ) es un equilibrio fuertemente propio de G . Tambiwn en
1 1 3

G (a ,b ) es fuertemente propio como se deduce tomando, por
4 1 1

8 k 8 k k 8ejemplo, {e } con e = 1/(k+1) Ak y {s } ={(s ,s )}
k k=1 k k=1 1 2 k=1

k 2 k 2 k 2con s (a )= 1-1/(k+1) , s (a )= 1/(k+1) , s (b )= 1-1/(k+1) ,
1 1 1 2 2 1

k 2 k 2s (b )= 1/[2(k+1) ], s (b )= 1/[2(k+1) ]. Por ytimo, en G
2 2 2 3 5

(a ,b ) es asimismo fuertemente propio (tpmese por ejemplo
1 1

k 2 3 ke = 1/(k+2), s (a )= 1 - 1/(k+2) - 1/[2(k+2) ], s (a )=
k 1 1 1 2

2 k 3 k 2 k1/(k+2) , s (a )= 1/[2(k+2) ], s (b )= 1- 1/(k+2) , s (b )=
1 3 2 1 2 2

21/(k+2) ).

No es una casualidad que en los tres ejemplos anteriores

podamos encontrar equilibrios fuertemente propios sino que se

puede probar que todo juego n-personal finito no cooperativo

en forma normal posee al menos un equilibrio fuertemente

propio. La demostracipn de este resultado la obtendremos como

consecuencia de un teorema mss general en el caphtulo 6.

OBSERVACION 4.6

Segyn hemos visto, el refinamiento que hemos introducido

nos sirve para elegir en G y G entre (a ,b ) y (a ,b ),
3 4 1 1 2 1

equilibrios que, en ambos casos, conceden el mismo pago a los

jugadores. Modificando levemente G (vwase el juego G’ que
5 5

incluimos a continuacipn), obtenemos un ejemplo en el que el

equilibrio fuertemente propio domina en pago (en el sentido

de que ofrece un pago mejor o igual para todos los jugadores

y estrictamente mejor para al menos uno) al que no lo es.
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b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 6 0 ?
1 ? ? ?? 13 ? 0 ?? ?________________________________________?________________________________________?a ? 6 0 ? G’
2 ? ? 5? 0 ? 2 ???________________________________________?________________________________________?a 5 5
3 ? ? ?? 5 ? 5 ?

________________________________________ ________________________________________

En efecto, en G’, (a ,b ) es propio. Para comprobarlo
5 3 2

basta tener en cuenta que se puede encontrar una sucesipn de

k 8equilibrios e-propios {s } que converja a (a ,b ) sin mss
k=1 3 2

kque cuidar de que s (a ) sea suficientemente mss pequeno que
1 1

ks (a ). Sin embargo no es fuertemente propio. Efectivamente,
1 2

8si lo fuera existirha un par de sucesiones {e } y
k k=1

k 8 k k 8{s } ={(s ,s )} en las condiciones de la definicipn 4.3.
k=1 1 2 k=1

k k k k kComo H (s \a )= H (s \a )= 6Ws (b ), H (s \a )=5, lim s (b )=
1 1 1 2 2 1 1 3 2 1

kL8
k0, habrha de existir MeN tal que a ,a m B (s ) para todo k >

1 2 1

M. En consecuencia, por ser a y a equivalentes en pago
1 2

k kpara el jugador 1, habrha de ocurrir que s (a )= s (a ) Ak>M
1 1 1 2

k k kcon lo que H (s \b )> H (s \b ) Ak>M y entonces s (b )<
2 1 2 2 2 2

k ke Ws (b ) Ak>M lo cual es imposible pues lim s (b )= 1, con
k 2 1 2 2

kL8

lo que estarhamos ante una contradiccipn; por lo tanto

(a ,b ) no es fuertemente propio.
3 2

Sin embargo, se puede comprobar que el otro equilibrio

en estrategias puras de G’, (a ,b ), es fuertemente propio (y
5 1 1

obswrvese que domina en pago a (a ,b )).
3 2

Por lo tanto hemos observado con este ejemplo que el

concepto de equilibrio fuertemente propio a veces nos ayuda a
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rechazar equilibrios dominados en pago. En cualquier caso, a

pesar de ser algo deseable, no es esa nuestra meta sino la de

encontrar puntos de equilibrio que sean cada vez mss estables

(que se autoimpongan cada vez mss) sin importarnos si son o

no dominados en pago. Van Damme da el siguiente juego

b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 1 10 ?
1 ? ? ?? 1 ? 0 ?? ? G________________________________________?________________________________________? 6a ? 0 10 ?
2 ? ?? 10 ? 10 ?

________________________________________ ________________________________________

en el que (a ,b ), que es perfecto, ests dominado en pago por
1 1

(a ,b ) que no lo es. Se puede comprobar, ademss, que (a ,b )
2 2 1 1

y (a ,b ) son los ynicos equilibrios de Nash de G con lo
2 2 6

que, teniendo en cuenta el teorema 4.4, que todo equilibrio

propio es perfecto, luego de Nash, y que todo juego

n-personal finito no cooperativo en forma normal posee al

menos un equilibrio fuertemente propio, cosa que probaremos

mss adelante, se obtiene que (a ,b ) ha de ser fuertemente
1 1

propio y ests dominado en pago por (a ,b ) que no lo es. Sin
2 2

embargo wste yltimo es mucho menos estable que aquwl; de

hecho a domina a a y b a b con lo que, ayn habiendo
1 2 1 2

acordado jugar (a ,b ), un par de jugadores racionales
2 2

siempre jugarhan (a ,b ).
1 1

OBSERVACION 4.7

Pudimos haber planteado de otro modo el concepto que

hemos introducido y haberlo definido como un seS que sea
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k 8 k k 8lhmite de una sucesipn {s } ={(s ,...,s )} de puntos de
k=1 1 n k=1

S que verifiquen:

k 8* s es e -propio Ak (donde {e } es una sucesipn de
k k k=1

nymeros reales positivos que converge a cero)

* Si f y f’ son equivalentes en pago para el jugador i
i i

entonces s (f )= s (f’), y esto para cualquier f ,f’e F
i i i i i i i

y para cualquier i e {1,...,n}.

Diremos que un seS en tales condiciones es un equilibrio

fuertemente propio modificado, y llamaremos equilibrios

ke-fuertemente propios modificados a los s de la definicipn.

Este nuevo concepto constituye un refinamiento estricto

de nuestro equilibrio fuertemente propio y ademss tambiwn

genera un subconjunto no vacho del conjunto de equilibrios de

Nash en cualquier juego n-personal finito no cooperativo en

forma normal.

En cuanto a la primera de estas afirmaciones, es

evidente que este concepto es mss fuerte que el introducido

en la definicipn 4.3. Para comprobar que lo es estrictamente

basta considerar el siguiente juego G
7

b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 2 0 ?
1 ? ? ?? 2 ? 1 ?? ? G________________________________________?________________________________________? 7a ? 2 0 ?
2 ? ?? 2 ? 0 ?

________________________________________ ________________________________________

Se obtiene que los equilibrios de Nash de G son todas
7

las combinaciones de estrategias del conjunto {(s ,b )/s e
1 1 1
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S }. Es mss, es claro que todos estos equilibrios son
1

fuertemente propios (es trivial comprobar que cualquier

k 8sucesipn {s } de combinaciones de estrategias
k=1

completamente mixtas convergiendo a uno de estos equilibrios

8 kes tal que E N e N, E {e } con lim e = 0, de modo que s
k k=1 k

kL8

es e -fuertemente propio Ak>N). Sin embargo, como a y a son
k 1 2

equivalentes en pago para J1, el ynico equilibrio fuertemente

propio modificado serha (s’,b ) con s’= (1/2,1/2).
1 1 1

En cuanto a la segunda de las afirmaciones que hemos

hecho de que todo juego n-personal finito no cooperativo en

forma normal G posee al menos un equilibrio fuertemente

propio modificado, la demostracipn es prscticamente la misma

que da Myerson en su arthculo para probar la existencia del

equilibrio propio.

Vesmosla, probaremos primero que A e e (0,1) existe un
k

equilibrio e -fuertemente propio modificado. Consideremos
k

e e (0,1). Si denotamos max ?F ? por m, definamos para todo i
k i

i

mn = (e ) /m y S (n)= { s e S / s (f )> n Af e F }
k i i i i i i i

Entonces tomemos S(n)= S (n)x...xS (n) y definamos para todo
1 n

s e S(n)

F (s)= { s e S (n) / H (s\f’)< H (s\f ) 6 s (f’)< e Ws (f )
i i i i i i i i i k i i

para cualquier f ,f’ de F ; s (f )= s (f’) para
i i i i i i i

cualquier par de estrategias f ,f’ equivalentes en
i i

pago para i}

S(n) es convexo, compacto y no vacho y F (s) es convexo y
i

compacto A s e S(n) y A i. Para ver que, para todo s e S(n) y
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para todo i, F (s) es tambiwn no vacho definamos, para todo
i

f e F
i i

A (s,f ) A (s,f’)s (f )= (e ) i i / S (e ) i i
i i k kf’e F

i i

siendo A (s,f )=?{f’e F / H (s\f )< H (s\f’)}?.
i i i i i i i i

Entonces s e F (s) para todo i. Como las F son semicontinuas
i i i

superiormente, F=(F ,...,F ) verifica las condiciones del
1 n

teorema del punto fijo de Kakutani y el punto fijo que, en

consecuencia, posee es un equilibrio e -fuertemente propio
k

8modificado de G. Consideremos ahora una sucesipn {e }
k k=1

convergente a cero. Entonces, en vista de todo lo anterior,

k 8existe una sucesipn {s } de equilibrios e -fuertemente
k=1 k

propios modificados que, como S es compacto, contiene una

subsucesipn convergente a un cierto s e S que, por lo tanto,

es un equilibrio fuertemente propio modificado de G. Con esto

queda concluida la demostracipn.

Obswrvese que, ash definido, un equilibrio e-fuertemente

propio modificado s verifica que, para cualquier jugador i y

*cualquier par de estrategias puras f y f’e f ,
i i i

* *si H (f\f )< H (f\f’) Af e F entonces s (f )< s (f’)
i i i i i i i i

la cual es una condicipn muy intuitiva. (Y, como un

equilibrio fuertemente propio modificado es lhmite de

e-fuertemente propios modificados, la condicipn sigue siendo

vslida si s es fuertemente propio modificado).

A pesar de todo esto, para el desarrollo del caphtulo 6

nos hemos quedado con el concepto en la forma dwbil porque

ash como nos parece razonable pedir que cada jugador piense
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de los demss que a la larga tienden a cometer el mismo nymero

de veces los errores que les cuestan igual (idea que

reflejamos en la definicipn 4.3) nos parece que quizs es

demasiado fuerte exigir a los jugadores que siempre usen con

la misma probabilidad todas sus estrategias equivalentes en

pago (que es algo que ciertamente hacemos en el concepto

modificado). Ademss, este yltimo concepto va mss alls de

proporcionarnos equilibrios estables ante al menos una

tendencia racional al error por parte de los jugadores. De

hecho, segyn probaremos en el caphtulo 7, no todo equilibrio

estrictamente propio es fuertemente propio modificado (vwase

el caphtulo 7 para mss detalles sobre el tema). En cualquier

caso, las dos versiones del equilibrio fuertemente propio nos

parecen de interws y por eso las exponemos aquh y las

seguiremos tratando mss adelante.

OBSERVACION 4.8

Por yltimo hagamos la siguiente observacipn.

Nuestra idea de tratar a las estrategias equivalentes en pago

para un cierto jugador como si fueran de algyn modo

indiferentes para wste puede presentar ciertas pegas. En

efecto, consideremos, por ejemplo, el juego G
8
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b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 300 0 ?
1 ? ? ?? 0 ? 0 ?? ?________________________________________?________________________________________?a ? 0 1 ? G
2 ? ? 8? 0 ? 0 ???________________________________________?________________________________________?a 2 2
3 ? ? ?? 2 ? 2 ?

________________________________________ ________________________________________

Aunque b y b son estrategias equivalentes en pago para
1 2

J2, ?podemos de verdad afirmar que son indiferentes para wste

teniendo en cuenta que, en tal caso, el equilibrio (a ,b ),
3 2

que concede pago positivo a J2 y ademss es propio, quedarha

automsticamente excluido y splo el (a ,b ), que le concede
1 1

pago 0, serha aceptable?. Esta pregunta es ciertamente

difhcil de contestar. Como ya indicamos en la observacipn

anterior, nos parece un poco fuerte limitar a (1/2,1/2) el

conjunto de estrategias razonables para J2, aunque es cierto

que sea lo que sea lo que elija J1, en realidad J2 ganars lo

mismo juegue lo que juegue.

Obswrvese que este ejemplo splo afecta al concepto

modificado. Sin embargo una observacipn ansloga se podrha

hacer para el equilibrio fuertemente propio. Consideremos el

juego G que incluimos en la psgina siguiente. En wl J1
9

siempre elegirs a . Sin embargo la eleccipn de J2 dependers
1

de la tendencia al error de J1. Si wste tiende a equivocarse

hacia a (respectivamente a ) mss que hacia a
2 3 3

(respectivamente a ), J2 preferirs b (respectivamente b ).
2 2 1

Entonces, como a y a son equivalentes en pago para J1, se
2 3
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pueden encontrar sucesiones de equilibrios e-propios que

b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 2 1 ?
1 ? ? ?? 2 ? 2 ?? ?________________________________________?________________________________________?a ? 0 0 ? G
2 ? ? 9? 0 ? 100 ???________________________________________?________________________________________?a 0 0
3 ? ? ?? 1 ? 0 ?

________________________________________ ________________________________________

converjan a (a ,b ) o a (a ,b ) sin mss que buscarlas entre
1 1 1 2

las que dan mss peso a a o a a respectivamente, por lo que
3 2

(a ,b ) y (a ,b ) son propios. Sin embargo splo (a ,b ) es
1 1 1 2 1 2

fuertemente propio porque a y a son errores equivalentes en
2 3

pago para J1 con lo que wste ha de tender a ellos con la

misma fuerza, a consecuencia de lo cual J2 prefiere b .
2

Entonces ?podemos de verdad afirmar que a y a son errores
2 3

igualmente costosos para J1? En realidad no podemos pues,

aunque lo son si J2 juega segyn lo inicialmente previsto, el

tender a uno u otro con mss fuerza puede hacer cambiar el

comportamiento de J2 influyendo negativa o positivamente en

J1, situacipn ansloga a la que se planteaba en G . Pero, a
8

pesar de ser ansloga, es diferente. Aquh, una vez que los

jugadores han acordado el equilibrio (a ,b ), J2 se dice,
1 1

?hacia dpnde puede tender a equivocarse mss J1? Segyn lo

acordado, para wl es indiferente uno u otro error. Como yo

salgo ganando mss de las equivocaciones de J1 si elijo b que
2

si elijo b en caso de que aquellas sean equiprobables, debo
1

jugar b porque ?por quw va a pensar J1 que, salvo por error,
2
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voy a desviarme de lo acordado? En G no tenhamos esa
8

situacipn; no es splo que J1 eligiese a pensando que J2
1

jugarha (1/2,1/2) ayn cuando hubiesen acordado (a ,b ), sino
3 2

ademss que J2 estaba obligado a jugar (1/2,1/2), quizs en

contra de sus intereses (de nuevo, pues, nos parece un poco

fuerte el concepto modificado).

Por tanto, en general, cuando aceptemos que cada jugador

tiende con la misma probabilidad hacia los errores igualmente

costosos no consideraremos la posibilidad de que ese jugador

piense, a la hora de decidir el coste de los errores, que los

demss pueden separarse, salvo equivocacipn, de lo

inicialmente acordado en funcipn de los errores que wl vaya a

tender a cometer. Este criterio nos parece el que mejor

funciona. (Obswrvese que, en caso de no adoptarlo, en nuestro

ejemplo G caerhamos en una especie de "chrculo vicioso" pues
9

si J2 piensa que J1 puede decidir tender mss hacia el error

a que hacia el a por no considerarlos igualmente costosos y
3 2

,en consecuencia, se siente obligado a jugar b en vez de b ,
1 2

inmediatamente a y a vuelven a ser indiferentes para J1 y
2 3

J2 puede volver a preferir b ). Por otro lado queremos hacer
2

notar que tambiwn Myerson lo utilizp al definir su concepto.

En efecto, consideremos el juego G
10
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b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 2 1 ?
1 ? ? ?? 2 ? 2 ?? ?________________________________________?________________________________________?a ? 1 0 ? G
2 ? ? 10? 0 ? 100 ???________________________________________?________________________________________?a 0 0
3 ? ? ?? 1 ? 0 ?

________________________________________ ________________________________________

En G (a ,b ) no es propio porque, una vez acordado,
10 1 1

como a es menos costoso que a , J1 tenders a este error con
2 3

menos fuerza que a aquel, en cuyo caso J2 jugars b y J1
2

saldrs perdiendo. En consecuencia, a es menos costoso que a
2 3

si J2 juega, salvo error, segyn lo acordado, pero no si

consideramos que la tendencia al error de J1 puede venir

influenciada por el comportamiento de J2 en funcipn de ella.
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CAPITULO 5 EL EQUILIBRIO PERFECTAMENTE PROPIO

En este caphtulo seguiremos en la lhnea de buscar otras

formas mss matizadas de entender la racionalidad en el error

de los jugadores, pero lo haremos en un sentido diferente al

del caphtulo anterior. En concreto, Myerson suponha que los

jugadores racionales deben tender a equivocarse mss hacia lo

que menos les cuesta. Nosotros iremos mss lejos y supondremos

no splo eso sino ademss que tendersn a equivocarse con mss

probabilidad aquellos jugadores a los que les cuesta menos.

De nuevo esta suposicipn es coherente con los planteamientos

que nos hemos hecho hasta el momento: es lpgico que cuanto

mss pierda un jugador al equivocarse, mss empeno ponga en

evitar los errores y, en consecuencia, menos tienda a

cometerlos. Este nuevo planteamiento nos obliga a hacer, en

principio, la suposicipn de que los pagos a los jugadores son

comparables, en el sentido de que vienen dados en las mismas

unidades (cpmo si no podemos ponderar cusndo un jugador

pierde mss que otro al cometer un cierto error). Al final del

caphtulo abordaremos la cuestipn de quw ocurre cuando tal
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suposicipn sea inaceptable, pero hasta entonces asumiremos su

validez.

i iConsideremos el juego G (en el que F ={a ,a } con
11 i 1 2

ie{1,2,3} y en la casilla correspondiente a cada aeF

indicamos de izquierda a derecha y de arriba a abajo el pago

a J1, J2 y J3 respectivamente, correspondiente a a)

2 2 2 2a a a a
1 2 1 2

?_______________________________________________________?_______________________________________________________? ?_______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 0 ? 1 ? 0 0 ?a ? ? ? a ? ? ?
1 ? 1 ? 0 ? 1 ? 0 ? 0 ?? ? ? ?1 1 ? 0 0 ?? ? ? ? ??_______________________________________________________?_______________________________________________________? _______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 0 0 ? 1 ? 0 1 ?a ? ? a ? ?
2 ? 0 ? 0 ? 2 ? 0 ? 1 ?

? 1 ? 1 ? ? 0 ? 0 ?
_______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________

3 3a a
1 2

JUEGO G
11

1 2 3En G , segyn comprobaremos a continuacipn, (a ,a ,a )
11 2 2 1

es propio aunque para ello necesitamos considerar que el

3jugador 3 va a tender a equivocarse hacia a con mss
2

1 2probabilidad que los jugadores 1 y 2 hacia a y a
1 1

respectivamente, consideracipn muy poco intuitiva si

observamos las funciones de pago, ya que J3 tiene mucho mss

que perder que J1 y J2 al cometer su error. En consecuencia,

se hace necesario introducir un refinamiento del concepto de

Myerson en el sentido que indicsbamos al principio de este

caphtulo. Antes de dar el nuevo refinamiento (al que

llamaremos equilibrio perfectamente propio) comprobemos que
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1 2 3(a ,a ,a ) es propio.
2 2 1

8Consideremos, por ejemplo, {e } con e = 1/(k+3) y
k k=1 k

k 8 k k k 8 k 1 k 2 5 k 1{s } ={(s ,s ,s )} con s (a )= s (a )= 1/(k+3) , s (a )=
k=1 1 2 3 k=1 1 1 2 1 1 2

k 2 5 k 3 2 k 3 2s (a )= 1-1/(k+3) , s (a )= 1-1/(k+3) , s (a )= 1/(k+3) . Es
2 2 3 1 3 2

k k 1 2 3evidente que s e S Ak y que lim e = 0, lim s =(a ,a ,a ). Por
k 2 2 1

kL8 kL8
kotro lado s es una combinacipn de estrategias completamente

mixta Ak. Teniendo en cuenta esto yltimo acabemos de

kcomprobar que s es e -propio Ak. Sea keN arbitrario.
k

k 1 2 5H (s \a )= [1-1/(k+3) ]/(k+3)
1 1

k 1 5 2H (s \a )= [1-1/(k+3) ]/(k+3)
1 2

k 1 k 1Evidentemente H (s \a )< H (s \a ) con lo que deberha ocurrir
1 1 1 2

k 1 k 1 k 1que s (a )< e Ws (a ) lo cual ciertamente ocurre pues s (a )=
1 1 k 1 2 1 1

4 4 5 k 1e /(k+3) y 1/(k+3) < 1/256< 1023/1024< 1-1/(k+3) = s (a ).
k 1 2

Tambiwn se verifica que

k 2 2 5H (s \a )= [1-1/(k+3) ]/(k+3)
2 1

k 2 5 2H (s \a )= [1-1/(k+3) ]/(k+3)
2 2

k 2 k 2De nuevo evidentemente H (s \a )< H (s \a ) con lo que
2 1 2 2

k 2 k 2deberha ocurrir que s (a )< e Ws (a ) lo cual en verdad
2 1 k 2 2

ocurre como se comprueba de modo anslogo a como hicimos en el

caso anterior.

k 3 k 3Por yltimo H (s \a )= 1> H (s \a )= 0 con lo que deberhamos
3 1 3 2

k 3 k 3 k 3tener que s (a )< e Ws (a ) lo cual es cierto pues s (a )=
3 2 k 3 1 3 2

2 k 3e /(k+3) y 1/(k+3)< 1/4< 15/16< 1-1/(k+3) = s (a ).
k 3 1
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1 2 3En consecuencia (a ,a ,a ) es propio en G (obswrvese
2 2 1 11

que como resultado de considerar para J3 una tendencia al

error mayor que la asignada a J1 o J2, a pesar de que estos

yltimos tienen menos que perder). Nptese tambiwn que, como en

G ningyn jugador es tal que sus estrategias puras son
11

1 2 3equivalentes en pago, (a ,a ,a ) tambiwn es fuertemente
2 2 1

propio en G .
11

Demos ahora, tal como habhamos anunciado, el concepto de

equilibrio perfectamente propio.

DEFINICION 5.1

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G, dado e>0 diremos que seS es un equilibrio

e-perfectamente propio si s es completamente mixta y verifica

que
-----

si H (s\f ) - H (s\f’) < H (s\f ) - H (s\f ) con f e B (s),
i i i i j j j j i i-----

f e B (s) entonces s (f ) < eWs (f’)
j j j j i i-----
y esto Af’e F ,Af e F ,Ai,je{1,...,n}[

i i j j

DEFINICION 5.2

Diremos que seS es un equilibrio perfectamente propio de

8G si existe un par de sucesiones {e } y
k k=1

k 8 k k 8{s } ={(s ,...,s )} tales que:
k=1 1 n k=1

* e >0 Ak, lim e = 0
k k

kL8
k* s es e -perfectamente propio Ak.

k
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k* lim s (f )= s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8

Obswrvese que es inmediato que la definicipn 5.1 es

equivalente a la siguiente:

DEFINICION 5.3

Dado e>0 diremos que seS es un equilibrio

e-perfectamente propio de G si s es completamente mixta y

verifica:

a) s es e-propio
-----

b) si H (s\f ) - H (s\f’) < H (s\f ) - H (s\f ) con f e
i i i i j j j j i-----

B (s), f e B (s) entonces s (f ) < eWs (f’)
i j j j j i i-----
y esto Af’e F ,Af e F ,Ai,je{1,...,n} con i$j

i i j j

con lo que obviamente todo equilibrio perfectamente propio es

propio. Sin embargo el rechproco no se verifica. En efecto,

1 2 3ya hemos probado que (a ,a ,a ) es propio en G . Por el
2 2 1 11

contrario no es perfectamente propio. Supongamos que lo

8 k 8fuera. En tal caso existirhan {e } y {s } tales que:
k k=1 k=1

* 0<e <1 Ak, lim e = 0
k k

kL8
k* s es e -perfectamente propio Ak.

k

k 1 k 1* lim s (a )= 0, lim s (a )= 1 (5.a)
1 1 1 2

kL8 kL8

k 2 k 2* lim s (a )= 0, lim s (a )= 1 (5.b)
2 1 2 2

kL8 kL8

k 3 k 3* lim s (a )= 1, lim s (a )= 0 (5.c)
3 1 3 2

kL8 kL8
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kEn virtud del teorema 3.4, y teniendo en cuenta que si s es

e -perfectamente propio es e -propio, existirha N e N tal que
k k 1

1 2 3 kAk>N (a ,a ,a ) serha una respuesta pptima a s . Por otro
1 2 2 1

lado obswrvese que:

k 1 k 2 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a )
1 1 2 1 3 1

k 1 k 2 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a )
1 2 2 2 3 2

k 2 k 1 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a )
2 1 1 1 3 1

k 2 k 1 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a )
2 2 1 2 3 2

k 3H (s \a )= 1
3 1

k 3H (s \a )= 0
3 2

y que entonces, en virtud de (5.a), (5.b), (5.c)

k 1 k 1 k 2 k 2lim H (s \a )= lim H (s \a )= lim H (s \a )= lim H (s \a )=
1 1 1 2 2 1 2 2kL8 kL8 kL8 kL8

k 3lim H (s \a )= 0
3 2kL8

k 3lim H (s \a )= 1
3 1kL8

y por lo tanto existirha N e N tal que Ak>N tendrhamos
2 2

k 1 k 1 k 3 k 3H (s \a ) - H (s \a ) < H (s \a ) - H (s \a ) (5.d)
1 2 1 1 3 1 3 2

k 2 k 2 k 3 k 3H (s \a ) - H (s \a ) < H (s \a ) - H (s \a ) (5.e)
2 2 2 1 3 1 3 2

Tomando N = max {N ,N }, para todo k>N serhan ciertas (5.d) y
1 2

1 k 2 k 3 k(5.e) y ademss a e B (s ), a e B (s ), a e B (s ), en cuyo
2 1 2 2 1 3

kcaso, por ser s e -perfectamente propio, habrha de ser
k

cierto que

k 3 k 1s (a )< e Ws (a )
3 2 k 1 1

k 3 k 2s (a )< e Ws (a )
3 2 k 2 1

k 3 k 1 k 3y, en consecuencia, que s (a )< s (a ) (y por tanto s (a )>
3 2 1 1 3 1
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k 1 k 3 k 2 k 3 k 2s (a )) y que s (a )< s (a ) (y por tanto s (a )> s (a )).
1 2 3 2 2 1 3 1 2 2

Pero entonces Ak>N

k 1 k 2 k 3 k 2 k 2 k 3 k 2H (s \a )= s (a )Ws (a )< s (a )Ws (a )< s (a )Ws (a )=
1 2 2 2 3 2 2 2 2 1 3 1 2 1

k 1H (s \a )
1 1

k 2 k 1 k 3 k 1 k 1 k 3 k 1H (s \a )= s (a )Ws (a )< s (a )Ws (a )< s (a )Ws (a )=
2 2 1 2 3 2 1 2 1 1 3 1 1 1

k 2H (s \a )
2 1

1 k 2 klo cual contradirha el hecho de que a e B (s ), a e B (s )
2 1 2 2

1 2 3Ak>N . En consecuencia (a ,a ,a ) no es perfectamente propio.
1 2 2 1

Todo esto prueba el siguiente resultado.

TEOREMA 5.4

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G, cualquier equilibrio perfectamente propio es

propio. El rechproco, en general, no se verifica.

OBSERVACION 5.5

1 2 3Nptese que tenhamos que (a ,a ,a ) ademss de propio era
2 2 1

fuertemente propio en G . Como, sin embargo, no es
11

perfectamente propio podemos concluir que, en general, no

todo equilibrio fuertemente propio lo es perfectamente.

Rechprocamente no todo equilibrio perfectamente propio lo es

fuertemente, como se comprueba, por ejemplo, considerando el

8 k 8juego G . Las mismas sucesiones {e } y {s } que usamos
4 k k=1 k=1

para probar que (a ,b ) era propio nos sirven para probar que
2 1

lo es perfectamente. Sin embargo ya habhamos comprobado que

no era fuertemente propio.
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OBSERVACION 5.6

Cabrha para el equilibrio perfectamente propio una

observacipn ansloga a la 4.6, pero lo dicho en aquella

ocasipn (que no es nuestra meta buscar equilibrios no

dominados en pago, sino equilibrios que se autoimpongan)

podemos hacerlo extensible a todo este trabajo.

Podrhamos asimismo llevar a cabo una discusipn ansloga a

la planteada en 4.7, pero tambiwn el criterio que allh

adoptsbamos, con las modificaciones adecuadas en cada caso,

sers el que asumiremos a lo largo de este trabajo.

OBSERVACION 5.7

1 2 3En G (a ,a ,a ) es perfectamente propio. Para
11 1 1 1

8 k 8comprobarlo basta tomar {e } con e = 1/(k+3) y {s } =
k k=1 k k=1

k k k 8 k 1 k 2 2 k 1{(s ,s ,s )} con s (a )= s (a )= 1-1/(k+3) , s (a )=
1 2 3 k=1 1 1 2 1 1 2

k 2 2 k 3 3 k 3 3s (a )= 1/(k+3) , s (a )= 1-1/(k+3) , s (a )= 1/(k+3) . Es
2 2 3 1 3 2

k k 1 2 3 kevidente que s e S Ak y que lim s =(a ,a ,a ). ?Es s
1 1 1kL8

ke -perfectamente propio Ak? Por un lado, ests claro que s es
k

completamente mixta Ak. Ademss, si fijamos keN

k 1 k 2 2 3H (s \a )= H (s \a )= [1-1/(k+3) ]W[1-1/(k+3) ]
1 1 2 1

k 1 k 2 5H (s \a )= H (s \a )= 1/(k+3)
1 2 2 2

k 3H (s \a )= 1
3 1

k 3H (s \a )= 0
3 2

k 1 k 2 5Como H (s \a ) = H (s \a ) = 1/(k+3) < 1/1024 < 945/1024
1 2 2 2

2 3 k 1 k 2< [1-1/(k+3) ]W[1-1/(k+3) ] = H (s \a ) = H (s \a ) y
1 1 2 1
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k 3 k 3ademss H (s \a )< H (s \a ), debe ocurrir que
3 2 3 1

k 1 k 1s (a )< e Ws (a )
1 2 k 1 1

k 2 k 2s (a )< e Ws (a )
2 2 k 2 1

k 3 k 3s (a )< e Ws (a )
3 2 k 3 1

lo cual es cierto puesto que

k 1 k 2 2s (a )= s (a )= e /(k+3)< e /4 < e W15/16 < e W[1-1/(k+3) ]=
1 2 2 2 k k k k

k 1 k 2e Ws (a )= e Ws (a )
k 1 1 k 2 1

k 3 2 3s (a )= e /(k+3) < e /16 < e W63/64 < e W[1-1/(k+3) ]=
3 2 k k k k

k 3e Ws (a )
k 3 1

i kPor otro lado a e B(s ) con ie{1,2,3} y ademss
1

k 1 k 1 k 2 k 2H (s \a ) - H (s \a ) = H (s \a ) - H (s \a )=
1 1 1 2 2 1 2 2

2 3 5 2 3[1-1/(k+3) ]W[1-1/(k+3) ]-1/(k+3) = 1 - 1/(k+3) - 1/(k+3) <

k 3 k 31 = H (s \a ) - H (s \a )
3 1 3 2

con lo que debe ocurrir que

k 3 k 1s (a )< e Ws (a )
3 2 k 1 2

k 3 k 2s (a )< e Ws (a )
3 2 k 2 2

lo cual ocurre evidentemente.

Por yltimo

k 3 k 3 k 1 k 10 = H (s \a )- H (s \a )< H (s \a )- H (s \a )=
3 1 3 1 1 1 1 2

k 2 k 2H (s \a )- H (s \a )
2 1 2 2

con lo que tambiwn deberhamos tener que

k 1 k 3s (a )< e Ws (a )
1 2 k 3 1

k 2 k 3s (a )< e Ws (a )
2 2 k 3 1

1 2Procediendo anslogamente para a y a tambiwn deberha ocurrir
1 1
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que

k 2 k 1s (a )< e Ws (a )
2 2 k 1 1

k 3 k 1s (a )< e Ws (a )
3 2 k 1 1

k 1 k 2s (a )< e Ws (a )
1 2 k 2 1

k 3 k 2s (a )< e Ws (a )
3 2 k 2 1

y estas seis desigualdades se verifican como se puede

comprobar de modo inmediato.

Por lo tanto, hemos encontrado un equilibrio

perfectamente propio de G . De nuevo podemos afirmar que
11

esto no es una casualidad puesto que, en general, todo juego

n-personal finito no cooperativo en forma normal posee al

menos un equilibrio perfectamente propio. La veracidad de

este resultado, al igual que ocurrha con la del anslogo para

el equilibrio fuertemente propio, se obtendrs como

consecuencia de un teorema mss general que probaremos en el

caphtulo siguiente.

Una vez hechas estas observaciones vamos a retomar un

tema cuyo interws ya habhamos anunciado. ?Quw ocurre cuando

los pagos a los jugadores no son comparables? En tal caso no

tiene sentido comparar el "coste de los errores" entre

jugadores distintos a no ser que normalicemos esos costes de

alguna manera. Ello da pie a introducir un nuevo concepto que

resulta de modificar el equilibrio perfectamente propio para

que pueda usarse con propiedad en el contexto en el que ahora

nos hallamos.
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DEFINICION 5.8

Dado un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G, llamaremos oscilacipn del jugador i (y lo

denotaremos por O ) a:
i

O = max H (f) - min H (f)
i i ifeF feF

DEFINICION 5.9

Diremos que i es un jugador indiferente de G si O = 0.
i

De aquh en adelante, aunque no estaremos especificsndolo

continuamente, vamos a considerar juegos n-personales finitos

no cooperativos en forma normal sin jugadores indiferentes.

En realidad considerar que este tipo de jugadores podrhan

existir no harha diferente el anslisis aunque sh lo

complicarha desde el punto de vista formal. Por otro lado es

lpgico pensar de los jugadores indiferentes que se

comportarsn como tales, es decir, que elegirsn entre sus

estrategias puras de acuerdo a una cierta distribucipn de

probabilidad, que en principio sers la uniforme discreta, y

que sers independiente del comportamiento de los demss

decisores. Es por ello que los jugadores indiferentes no

actyan de modo estratwgico y sus jugadas pueden ser

consideradas movimientos del azar, pudiendo entonces ser

eliminados del juego en forma normal. Dicho esto, pasemos a

introducir el nuevo concepto.
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DEFINICION 5.10

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G, dado e>0 diremos que seS es un equilibrio

e-perfectamente propio normalizado si:

* s es completamente mixta

* Si se verifica

-H (s\f ) - H (s\f’) H (s\f ) - H (s\f )
i i i i j j j j<_________________________________________________________________________________________________________ _________________________________________________________________________________________________________O O

i j

,siendo f e B (s),f e B (s), entonces ha de ocurrir que:
i i j j-----

s (f ) < eWs (f’)
j j i i-----

y esto Af’e F ,Af e F ,Ai,je{1,...,n}[
i i j j

DEFINICION 5.11

Diremos que seS es un equilibrio perfectamente propio

8normalizado de G si existe un par de sucesiones {e } y
k k=1

k 8 k k 8{s } ={(s ,...,s )} tales que:
k=1 1 n k=1

* e >0 Ak, lim e = 0
k k

kL8
k* s es e -perfectamente propio normalizado Ak.

k

k* lim s (f )= s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8

Anslogamente a como ocurrha con el equilibrio

perfectamente propio, se verifica el siguiente resultado:

TEOREMA 5.12
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Todo equilibrio perfectamente propio normalizado es

propio. El rechproco, en general, no se verifica.

DEMOSTRACION

Para probar la primera de las afirmaciones basta

demostrar que todo equilibrio e-perfectamente propio

normalizado es e-propio. Sea s e-perfectamente propio

normalizado. Entonces s, por definicipn, es completamente

mixto. Supongamos ahora que, para un cierto i, existen f ,f’e
i i

F tales que
i

H (s\f ) < H (s\f’) (5.f)
i i i i

*Sea f e B (s). En tal caso (5.f) implica que
i i

* *H (s\f ) - H (s\f’) < H (s\f ) - H (s\f ) (5.e)
i i i i i i i i

y entonces, como O > 0, tenemos
i

* *H (s\f ) - H (s\f’) H (s\f ) - H (s\f )
i i i i i i i i<_________________________________________________________________________________________________________ _________________________________________________________________________________________________________O O

i i

y en tal caso, por ser s e-perfectamente propio normalizado,

se debe verificar que s (f )< eWs (f’). Con esto queda
i i i i

probado que s es e-propio y, por tanto, la primera parte del

resultado.

En cuanto a la segunda, obswrvese que, en G , O = O =
11 1 2

1 2 3O = 1, luego (a ,a ,a ) tambiwn nos sirve como ejemplo de
3 2 2 1

equilibrio propio que no es perfectamente propio normalizado.
p

OBSERVACION 5.13
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1 2 3Nptese que (a ,a ,a ) en G era fuertemente propio; por
2 2 1 11

lo tanto tambiwn podemos afirmar que no todo equilibrio

fuertemente propio es perfectamente propio normalizado.

8 k 8Rechprocamente, las mismas sucesiones {e } y {s } que
k k=1 k=1

usamos para concluir en G que (a ,b ) era propio son vslidas
4 2 1

para probar que es perfectamente propio normalizado. Como no

era fuertemente propio, podemos afirmar que no todo

equilibrio perfectamente propio normalizado es fuertemente

propio.

OBSERVACION 5.14

Antes de finalizar el caphtulo hagamos un breve

comentario sobre la relacipn entre los equilibrios

perfectamente propio y perfectamente propio normalizado. En

primer lugar digamos que son conceptos definidos para usar en

contextos diferentes (mss ayn, en contextos incompatibles)

por lo que no tiene mucho sentido hablar de una supuesta

relacipn entre ellos. En cualquier caso, a pesar de que por

lo dicho anteriormente no lo haremos mss que de pasada, vamos

a entrar en el tema. En concreto daremos dos ejemplos que nos

permitirsn afirmar, como era de esperar, que no todo

equilibrio perfectamente propio es perfectamente propio

normalizado y, rechprocamente, que no todo equilibrio

perfectamente propio normalizado es perfectamente propio.

En el juego G que se incluye a continuacipn se puede
12

1 2 3comprobar que (a ,a ,a ) es un equilibrio perfectamente
1 1 1

propio normalizado que no es perfectamente propio. (No es
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2perfectamente propio porque J2 pierde 2 si se desvha de a ,
1

3mientras que J3 splo pierde 1 si se desvha de a , con lo que
1

1J3 tenders al error mss que J2 y entonces J1 preferirs a . En
2

el caso normalizado J2 y J3 perdersn lo mismo al equivocarse,

1 1 2 3una unidad, y entonces J1 podrs elegir a . Por eso (a ,a ,a )
1 1 1 1

es perfectamente propio normalizado).

2 2 2 2a a a a
1 2 1 2

?_______________________________________________________?_______________________________________________________? ?_______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 1 ? 1 ? 0 0 ?a ? ? ? a ? ? ?
1 ? 2 ? 0 ? 1 ? 2 ? 0 ?? ? ? ?1 1 ? 0 0 ?? ? ? ? ??_______________________________________________________?_______________________________________________________? _______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 0 ? 1 ? 1 0 ?a ? ? a ? ?
2 ? 2 ? 0 ? 2 ? 2 ? 0 ?

? 1 ? 1 ? ? 0 ? 0 ?
_______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________

3 3a a
1 2JUEGO G

12

Consideremos ahora el siguiente juego G .
13

2 2 2 2a a a a
1 2 1 2

?_______________________________________________________?_______________________________________________________? ?_______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 1 ? 1 ? 0 0 ?a ? ? ? a ? ? ?
1 ? 2 ? 0 ? 1 ? 2 ? 0 ?? ? ? ?1 1 ? 0 0 ?? ? ? ? ??_______________________________________________________?_______________________________________________________? _______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 0 ? 1 ? 1 0 ?a ? ? a ? ?
2 ? 2 ? 0 ? 2 ? 10 ? 0 ?

? 1 ? 1 ? ? 0 ? 0 ?
_______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________

3 3a a
1 2

JUEGO G
13

1 2 3En G (a ,a ,a ) es perfectamente propio pero no es
13 2 1 1

perfectamente propio normalizado (es perfectamente propio

porque J2, en principio, siempre pierde mss que J3 al
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equivocarse, con lo que tenders menos a hacerlo y J1

1preferirs a . Sin embargo, al considerar pagos normalizados,
2

J3 pierde mss que J2 al equivocarse, con lo que J1 preferirs

1a , por lo que no es perfectamente propio normalizado. Nptese
1

que, en twrminos relativos, efectivamente pierde mss al

equivocarse J3, que siempre pasa del "todo" al "nada", que

J2, que pasa del "algo" al "nada"). Obswrvese por yltimo que

1 2 3(a ,a ,a ) tambiwn es un ejemplo de equilibrio perfectamente
1 1 1

propio normalizado que no es perfectamente propio; si damos,

de todas maneras, el ejemplo G es porque nos parece mss
12

intuitivo.

OBSERVACION 5.15

Por yltimo incluimos esta observacipn relativa a la

conveniencia de mantener los dos conceptos introducidos en

este caphtulo. En efecto, ya que el equilibrio perfectamente

propio normalizado es un concepto invariante ante cambios de

escala que conserva la filosofha del perfectamente propio,

podrha parecer que wste yltimo es innecesario. Sin embargo

nosotros no opinamos ash. Piwnsese por ejemplo en el juego

G que incluimos en la psgina siguiente. En wl, el concepto
14

de equilibrio perfectamente propio normalizado, que compara

1 2 3costes normalizados, no discrimina entre (a ,a ,a ) y
1 1 1

1 2 3(a ,a ,a ). Sin embargo, si los pagos a los jugadores
2 1 1

representan pesetas, J1 deberha pensar que J3 pierde mss que

J2 al equivocarse con lo que wste tiende a hacerlo mss que

aquwl. Esta forma de pensar de J1 se refleja en el concepto
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de equilibrio perfectamente propio que splo acepta la

1 2 3combinacipn (a ,a ,a ). Por eso en este contexto en el que
2 1 1

los pagos a los jugadores son comparables (en el sentido de

que lo son directamente por venir dados en las mismas

unidades) nos parece mss adecuado el concepto que compara

pagos sin normalizar. No obstante tambiwn es necesario el

equilibrio que compara pagos normalizados para el caso en que

estos no sean comparables sin normalizar (en el sentido de

que no vienen dados en las mismas unidades o no tenemos

certeza de ello).

2 2 2 2a a a a
1 2 1 2

?_______________________________________________________?_______________________________________________________? ?_______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 0 ? 1 ? 1 0 ?a ? ? ? a ? ? ?
1 ? 1 ? 0 ? 1 ? 1 ? 0 ?? ? ? ?200 200 ? 0 0 ?? ? ? ? ??_______________________________________________________?_______________________________________________________? _______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 1 ? 1 ? 0 0 ?a ? ? a ? ?
2 ? 1 ? 0 ? 2 ? 1 ? 0 ?

? 200 ? 200 ? ? 0 ? 0 ?
_______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________

3 3a a
1 2

JUEGO G
14

Este criterio, relativo a definir conceptos que comparen

pagos normalizados y conceptos que los comparen sin

normalizar cuando hayan de realizarse comparaciones entre

pagos a distintos jugadores, lo mantendremos a lo largo de

todo este trabajo por las razones que ya hemos apuntado.
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CAPITULO 6 EL EQUILIBRIO COMPLETO

En los caphtulos anteriores hemos tratado de matizar de

dos modos diferentes el concepto de racionalidad en los

errores aportado por Myerson y, en base a ello, hemos dado

dos refinamientos del equilibrio propio. Como las ideas que

subyacen en tales refinamientos no son en absoluto

incompatibles, inmediatamente nos planteamos refundirlos y

dar un nuevo concepto que los englobe y que seleccione entre

los equilibrios de Nash aquellos que sean estables frente a

alguna tendencia racional al error por parte de los

jugadores, entendiendo por tendencias racionales al error

aquellas en las que:

H1. Cada jugador tiende a equivocarse mss hacia lo que le

cuesta menos.

H2. Cada jugador tiende a equivocarse con la misma

probabilidad hacia todos los errores que le resultan

indiferentes.

H3. En general tienden a equivocarse mss aquellos
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jugadores a los que les cuesta menos equivocarse.

Pero, ya que hacemos estas tres hipptesis sobre las

tendencias al error de los jugadores, podrhamos introducir

una cuarta que viniera a "completar" el equilibrio

perfectamente propio de modo anslogo a como el fuertemente

propio "completa" el propio. Dicha cuarta hipptesis podrha

formularse ash:

H4. En general, si ciertos jugadores sufren idwnticas

consecuencias al cometer ciertos errores, tendersn a

cometerlos con la misma probabilidad.

Como ya ocurrha en el caphtulo anterior, para construir

un concepto que refleje las hipptesis H3 y H4, hemos de

distinguir el caso en el que los pagos a los jugadores son

comparables del caso en el que no lo son. De nuevo

supondremos en principio que estamos en la primera de las

situaciones y abordaremos la segunda al final del caphtulo.

Es importante comentar tambiwn que estas cuatro

hipptesis pueden no ser aceptables en algunos casos, aunque

sh parecen intuitivas y vslidas en una amplia gama de

problemas reales y, desde luego, responden al criterio

general que alienta este trabajo y que, como ya habhamos

comentado, ests inspirado en los planteamientos de Selten

(que introduce su equilibrio perfecto "which looks at
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complete racionality as a limiting case of incomplete

rationality") y en los de Myerson.

Veamos a continuacipn un ejemplo que sugiere la

introduccipn de la hipptesis H4. Sea el siguiente juego.

2 2 2 2a a a a
1 2 1 2

?_______________________________________________________?_______________________________________________________? ?_______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 0 ? 1 ? 300 0 ?a ? ? ? a ? ? ?
1 ? 1 ? 0 ? 1 ? 1 ? 0 ?? ? ? ?1 1 ? 0 0 ?? ? ? ? ??_______________________________________________________?_______________________________________________________? _______________________________________________________?_______________________________________________________?
1 ? 1 2 ? 1 ? 0 0 ?a ? ? a ? ?
2 ? 1 ? 0 ? 2 ? 1 ? 0 ?

? 1 ? 1 ? ? 0 ? 0 ?
_______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________ _______________________________________________________

3 3a a
1 2

JUEGO G
15

Si buscamos en G un equilibrio tal que cada jugador
15

aproveche al msximo los "errores racionales" de sus

contrincantes, nos interesa un concepto que, entre el

1 2 3 1 2 3(a ,a ,a ) y el (a ,a ,a ), elija wste yltimo pues, en tal
2 1 1 1 1 1

1 1situacipn, J1 siempre preferirs a que a salvo que J2 tienda
1 2

2a equivocarse hacia a claramente mss de lo que J3 tiende a
2

3equivocarse hacia a , cosa que no tiene por quw ocurrir
2

puesto que, a la vista de las funciones de pago, J2 y J3 se

verhan idwnticamente afectados por sus errores respectivos.

1 2 3Sin embargo (a ,a ,a ) es perfectamente propio (y, por tanto,
2 1 1

propio y, por no tener ningyn jugador estrategias puras

equivalentes en pago, fuertemente propio). Efectivamente,

8tomemos, por ejemplo, {e } con e = 1/(k+2) y
k k=1 k
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k 8 k k k 8 k 1 2 k 1{s } ={(s ,s ,s )} con s (a )= 1/(k+2) , s (a )=
k=1 1 2 3 k=1 1 1 1 2

2 k 2 3 k 2 31-1/(k+2) , s (a )= 1-1/[2(k+2) ], s (a )= 1/[2(k+2) ],
2 1 2 2

k 3 3 k 3 3s (a )= 1-1/[400(k+2) ], s (a )= 1/[400(k+2) ]. Es evidente
3 1 3 2

k k 1 2 3que s e S Ak y que lim e = 0, lim s =(a ,a ,a ). Sea keN
k 2 1 1kL8 kL8

karbitrario. Claramente s es completamente mixta. Teniendo

kesto yltimo en cuenta, acabemos de comprobar que s es

e -perfectamente propio.
k

k 1 & 3 *& 3 *H (s \a )= 1-1/[2(k+2) ] 1-1/[400(k+2) ] +
1 1 7 87 8

& 3 * 3300 1-1/[2(k+2) ] W1/[400(k+2) ]7 8

k 1 & 3 *& 3 *H (s \a )= 1-1/[2(k+2) ] 1-1/[400(k+2) ] +
1 2 7 87 8

& 3 * 32 1-1/[400(k+2) ] W1/[2(k+2) ]7 8

k 2 k 3H (s \a )= H (s \a )= 1
2 1 3 1

k 2 k 3H (s \a )= H (s \a )= 0
2 2 3 2

Obswrvese que

k 1 k 1 & 3 * 3H (s \a ) - H (s \a )= 1-1/[400(k+2) ] W1/(k+2) -
1 2 1 1 7 8

& 3 * 31-1/[2(k+2) ] W3/[4(k+2) ] > 07 8

1y que, a la vista de todo lo dicho, es inmediato que a e
2

k 2 k 3 k k 1 k 1B (s ), a e B (s ), a e B (s ) y que 0< H (s \a )- H (s \a )<
1 1 2 1 3 1 2 1 1

k 2 k 2 k 3 k 3H (s \a )- H (s \a )= H (s \a ) - H (s \a ), con lo que debe
2 1 2 2 3 1 3 2

ocurrir que:

k 3 k 3s (a )< e Ws (a )
3 2 k 3 1

k 2 k 2s (a )< e Ws (a )
2 2 k 2 1

k 1 k 1s (a )< e Ws (a )
1 1 k 1 2
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k 2 k 1s (a )< e Ws (a )
2 2 k 1 1

k 3 k 1s (a )< e Ws (a )
3 2 k 1 1

k 1 k 2s (a )< e Ws (a )
1 1 k 2 1

k 1 k 3s (a )< e Ws (a )
1 1 k 3 1

k 2 k 3s (a )< e Ws (a )
2 2 k 3 1

k 3 k 2s (a )< e Ws (a )
3 2 k 2 1

todo lo cual es evidente que ocurre. En consecuencia

1 2 3(a ,a ,a ) es perfectamente propio.
2 1 1

Por todo lo dicho vamos a introducir un nuevo concepto

de equilibrio que sers estable ante alguna tendencia racional

al error, entendiendo la racionalidad segyn H1, H2, H3 y H4.

DEFINICION 6.1

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G diremos que s e S , s’e S son equivalentes en pago
i i j j

*para i y j si y splo si, para cualquier s e S,

* * * *H (s \f ) - H (s \s ) = H (s \f ) - H (s \s’)
i i i i j j j j

* *siendo f e B (s ),f e B (s ).
i i j j

Obswrvese que cuando hacemos i=j en la definicipn 6.1

obtenemos la 4.1, luego wsta es generalizada por aquella.

DEFINICION 6.2

Dado e>0 diremos que seS es un equilibrio e-completo de

G si
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* s es e-perfectamente propio

* Si f y f’ son equivalentes en pago para i y j
i j

entonces s (f )= s (f’) y esto para cualquier f e
i i j j i

F \B (s),f’e F \B (s) y para cualquier i,je{1,...,n}.
i i j j j

DEFINICION 6.3

Diremos que seS es un equilibrio completo de G si existe

8 k 8 k k 8un par de sucesiones {e } y {s } ={(s ,...,s )} tales
k k=1 k=1 1 n k=1

que:

* e >0 Ak, lim e = 0
k k

kL8
k* s es e -completo Ak.

k

k* lim s (f )= s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}.
i i i i i i

kL8

TEOREMA 6.4

a) En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G cualquier equilibrio completo es perfectamente

propio. El rechproco, en general, no se verifica.

b) En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G cualquier equilibrio completo es fuertemente propio.

El rechproco, en general, no se verifica.

DEMOSTRACION

De la definicipn 6.2 se obtiene inmediatamente que todo

equilibrio e-completo es tambiwn e-perfectamente propio y

e-fuertemente propio (twngase en cuenta que la definicipn 6.1

generaliza la 4.1). En consecuencia, si seS es completo,
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tambiwn sers perfectamente propio y fuertemente propio.

El rechproco, en general, no se verifica. Efectivamente,

1 2 3en G , segyn hemos probado, (a ,a ,a ) es perfecta y
15 2 1 1

fuertemente propio. Sin embargo no es completo. Comprobemos

esta yltima afirmacipn por reduccipn al absurdo. Supongamos,

1 2 3pues, que (a ,a ,a ) es completo. En tal caso existirhan
2 1 1

8 k 8{e } y {s } en las condiciones de la definicipn 6.3.
k k=1 k=1

2 2 3Obswrvese que, puesto que a domina estrictamente a a y a
1 2 1

3domina estrictamente a a , se tendrha para cualquier k que
2

2 k 3 k 2 3a m B (s ), a m B (s ). Por otro lado a y a son
2 2 2 3 2 2

equivalentes en pago para J2 y J3 en G , como se deduce de
15

2 3 2tener en cuenta que H (s\a ) = H (s\a ) = 0 As, H (s\a )=
2 2 3 2 2 1

3 2 3H (s\a )= 1 As y a e B (s), a e B (s) As. En consecuencia
3 1 1 2 1 3

k 2 k 3 k 2deberha ocurrir que s (a )= s (a ) (y por tanto s (a )=
2 2 3 2 2 1

k 3s (a )) AkeN. Pero entonces, como
3 1

k 1 k 2 k 3 k 2 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a ) + 300Ws (a )Ws (a )
1 1 2 1 3 1 2 1 3 2

k 1 k 2 k 3 k 2 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a ) + 2Ws (a )Ws (a )
1 2 2 1 3 1 2 2 3 1

k 1 k 1 k 1 k 1se tendrha H (s \a )< H (s \a ) Ak, luego s (a )< e Ws (a )
1 2 1 1 1 2 k 1 1

k 1 k 1Ak, con lo que serha imposible que lim s (a )=1, lim s (a )=0
1 2 1 1kL8 kL8

8 k 8lo cual contradice el hecho de que {e } y {s } son
k k=1 k=1

sucesiones en las condiciones de la definicipn 6.3. p

1 2 3Sin embargo (a ,a ,a ) es completo en G . En efecto,
1 1 1 15

twngase en cuenta que ningyn jugador posee un par de

2estrategias puras que sean equivalentes en pago y que a e
1

3B (s), a e B (s) para cualquier seS con lo que, a la hora de
2 1 3
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buscar estrategias equivalentes en pago para jugadores

1 1 2 3diferentes, splo entrarsn en liza a , a , a y a . Sin
1 2 2 2

embargo, es inmediato comprobar que la ynica equivalencia en

pago que existe involucrando pares de estrategias puras de

diferentes jugadores entre estas cuatro es la que ya

2 3conocemos referente a a y a (de las cuales podemos tambiwn
2 2

2 3asegurar que a m B (s) y a m B (s) AseS). Como consecuencia
2 2 2 3

1 2 3de todo lo dicho, para probar que (a ,a ,a ) es completo
1 1 1

8 k 8 k k k 8basta encontrar {e } y {s } ={(s ,s ,s )} tales que
k k=1 k=1 1 2 3 k=1

k 1 2 3 ke >0 Ak, lim s =(a ,a ,a ), s es e -perfectamente propio Ak
k 1 1 1 kkL8

k 2 k 3 8y s (a )= s (a ) Ak. Tpmese entonces, por ejemplo, {e }
2 2 3 2 k k=1

k 8 k k k 8 k 1con e = 1/(k+5) y {s } ={(s ,s ,s )} con s (a )=
k k=1 1 2 3 k=1 1 1

2 k 1 2 k 2 3 k 21-1/(k+5) , s (a )= 1/(k+5) , s (a )= 1-1/[2(k+5) ], s (a )=
1 2 2 1 2 2

3 k 3 3 k 3 31/[2(k+5) ], s (a )= 1-1/[2(k+5) ], s (a )= 1/[2(k+5) ]. Es
3 1 3 2

k k 1 2 3evidente que s e S Ak y que lim e = 0, lim s =(a ,a ,a ). Sea
k 1 1 1kL8 kL8

kkeN arbitrario. Teniendo en cuenta que s es completamente

mixto comprobemos que es e -perfectamente propio:
k

2
k 1 & 3 * & 3 * 3H (s \a )= 1-1/[2(k+5) ] + 300 1-1/[2(k+5) ] W1/[2(k+5) ]

1 1 7 8 7 8
2

k 1 & 3 * & 3 * 3H (s \a )= 1-1/[2(k+5) ] + 2 1-1/[2(k+5) ] W1/[2(k+5) ]
1 2 7 8 7 8

k 2 k 3H (s \a )= H (s \a )= 1
2 1 3 1

k 2 k 3H (s \a )= H (s \a )= 0
2 2 3 2

1 ky a la vista de todo lo dicho es inmediato que a e B (s ),
1 1

2 k 3 ka e B (s ), a e B (s ) y que
1 2 1 3

k 1 k 1 & 3 * 30< H (s \a )- H (s \a )= 288 1-1/[2(k+5) ] W1/[2(k+5) ] < 1=
1 1 1 2 7 8

74



k 2 k 2 k 3 k 3H (s \a )- H (s \a )= H (s \a )- H (s \a )
2 1 2 2 3 1 3 2

con lo que debe ocurrir que

k 1 k 1s (a )< e Ws (a )
1 2 k 1 1

k 2 k 2s (a )< e Ws (a )
2 2 k 2 1

k 3 k 3s (a )< e Ws (a )
3 2 k 3 1

k 2 k 1s (a )< e Ws (a )
2 2 k 1 2

k 3 k 1s (a )< e Ws (a )
3 2 k 1 2

k 1 k 2s (a )< e Ws (a )
1 2 k 2 1

k 1 k 3s (a )< e Ws (a )
1 2 k 3 1

k 2 k 3s (a )< e Ws (a )
2 2 k 3 1

k 3 k 2s (a )< e Ws (a )
3 2 k 2 1

todo lo cual ocurre, segyn se puede comprobar de modo

1 2 3inmediato. En consecuencia, hemos probado que (a ,a ,a ) es
1 1 1

completo en G . En general se verifica el siguiente
15

resultado:

TEOREMA 6.5

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G posee al menos un equilibrio completo.

DEMOSTRACION

Probaremos que A e e (0,1) existe s(e) un equilibrio

8e-completo. Tomando entonces una sucesipn {e } C (0,1) tal
k k=1

8que lim e = 0, encontraremos una sucesipn {s(e )} de
k k k=1kL8

equilibrios e -completos. Como wsta yltima es una sucesipn en
k
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n
lS, el cual es un subconjunto compacto de R con l= S |f |,

i
i=1

8podemos afirmar que existirs una subsucesipn de {s(e )}
k k=1

-que convergers a un cierto seS que, en consecuencia, sers un

equilibrio completo de G.

Sea, pues, e e (0,1). Denotaremos m =|F |. Sean
i i

entonces:

n

S m n
i=1 ig = e / S m

i=1 i

S (g)= {s e S / s (f )> g Af e F } Ai=1,...,n
i i i i i i i

S(g)= S (g)x...xS (g)
1 n

Definimos ahora F de S(g) en P(S(g)) (Partes de S(g))

del siguiente modo:

-F(s)= {s e S(g)/ si H (s\f )- H (s\f’)< H (s\f )- H (s\f )
i i i i j j j j

-con f e B (s),f e B (s) entonces s (f )< eWs (f’) y
i i j j j j i i

-esto Af’e F ,Af e F , Ai,j; s (f )= s (f’) para
i i j j i i j j

cualquier par f ,f’ de estrategias equivalentes en
i j

pago para i y j con f e F \B (s), f’e F \B (s)
i i i j j j

Ai,je{1,...,n}}

para cualquier s e S(g)

Es evidente que S(g) es convexo, compacto y no vacho y

que F(s) es convexo y compacto AseS(g). Comprobemos ahora

que, para cualquier seS(g), F(s) es no vacho. En efecto, sea

seS(g) y definamos

n - -* A(s,f’)= S |{f e F / H (s\f )-H (s\f )< H (s\f )-H (s\f’)
i j j j j j j i i i i

j=1

con f e B (s),f e B (s)}|
j j i i
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Af’e F ,Aie{1,...,n}
i i

* s=(s ,... ,s ) tal que, para cada ie{1,...,n},
1 n

A(s,f )e i----------------------------------------------------------------------------------------------------s (f )= Af m Bm(s)
i i n i iA(s,f’)S S e k

k=1 f’eF
k k

1 - S s (f’)
i if’mB (s)

i i----------------------------------------------------------------------------------------------------s (f )= Af e Bm(s)
i i i i|B (s)|

i

Entonces seF(s). Comprobwmoslo:

- En primer lugar, es evidente que s (f )> 0 Af e F ,Ai y que
i i i i

S s (f )= 1 Ai. Ademss se verifica que s (f )> g Af e F ,Ai.
i i i i i if eF

i i

Efectivamente,

n

S m n
i=1 i A(s,f ) A(s,f’)W si f m B (s), como e < e i y como S S e k

i i
k=1 f’eFF

k k

n

< S (m W1), entonces s (f )> g.
k i i

k=1

W si f e B (s)
i i

n A(s,f’)S S e k

k=1 f’eF
k k

k$i---------------------------------------------------------------------------------------------------------1 - S s (f’) = +
i i nf’mB (s) A(s,f’)

i i S S e k

k=1 f’eF
k k
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A(s,f’)S e i

f’eB (s) A(s,f’)
i i e i--------------------------------------------------------------------------------------------------------- ---------------------------------------------------------------------------------------------------------> S
n nA(s,f’) f’eB (s) A(s,f’)S S e k i i S S e k

k=1 f’eF k=1 f’eF
k k k k

n

S mA(s,f’) i=1 iComo e i > e (es mss, en este caso, como f’e
i

n nA(s,f’) A(s,f’)B (s), e i = 1) y S S e k < S (m W1) es
i k

k=1 f’eF k=1
k k

claro que 1 - S s (f’) > |B (s)|Wg y en consecuencia
i i if’mB (s)

i i

s (f )> g.
i i

De todo lo dicho queda probado que s e S(g).

- Veamos que s verifica la primera de las condiciones

pedidas:

^ -Sean f e F ,f e F cualesquiera de modo que
i i j j

^ -H (s\f )- H (s\f )< H (s\f )- H (s\f )
i i i i j j j j

siendo f e B (s),f e B (s)
i i j j

- - ^En tal caso es seguro que f m B (s) y que A(s,f )> A(s,f )+1.
j j j i

Consideremos ahora dos casos:

^W f m B (s). Entonces
i i

- ^A(s,f ) A(s,f )+1e j e i- ------------------------------------------------------------------------------------- ------------------------------------------------------------------------------------- ^s (f )= < = eWs (f )
j j n n i iA(s,f’) A(s,f’)S S e k S S e k

k=1 f’eF k=1 f’eF
k k k k

^W f e B (s). Entonces
i i
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n A(s,f’)eW S S e k

k=1 f’eF# k k1 k$i^ --------------------------------------------- | ---------------------------------------------------------------------------------------------------------eWs (f )= W +
i i | n|B (s)| A(s,f’)

i 3 S S e k

k=1 f’eF
k k

A(s,f’)+1S e i

f’eB (s) $
i i---------------------------------------------------------------------------------------------------- | >
n |A(s,f’)S S e k 4
k=1 f’eF

k k

A(s,f’)+11 e i--------------------------------------------- ------------------------------------------------------------------------------------------W S
n|B (s)| f’eB (s) A(s,f’)

i i i S S e k

k=1 f’eF
k k

^ ^Obswrvese que f e B (s), luego A(s,f )= 0 =A(s,f’) Af’e B (s),
i i i i i i

- ^en cuyo caso A(s,f )> A(s,f )+1 = A(s,f’)+1 Af’e B (s), con
j i i i i-A(s,f’)+1 A(s,f )lo que e i > e j Af’e B (s) y entonces

i i

1^ --------------------------------------------- -eWs (f )> W|B (s)|Ws (f ). Con todo lo dicho queda
i i i j j|B (s)|

i

probado que s verifica la primera de las condiciones.

- Veamos que s verifica la segunda condicipn.

Sean f e F \B (s),f’e F \B (s) equivalentes en pago para i y
i i i j j j

- -j. En tal caso, H (s\f )- H (s\f )= H (s\f )- H (s\f’) con
i i i i j j j j

- -f e B (s),f e B (s), luego A(s,f )= A(s,f’). Como ademss f m
i i j j i j i

B (s),f m B (s) se tiene que
i j j

79



A(s,f ) A(s,f’)e i e j------------------------------------------------------------------------------------------ ------------------------------------------------------------------------------------------s (f )= = = s (f’)
i i n n j jA(s,f’) A(s,f’)S S e k S S e k

k=1 f’eF k=1 f’eF
k k k k

con lo que queda probado que s verifica la segunda de las

condiciones.

Por todo lo dicho podemos afirmar que s e F(s) y, en

consecuencia, que F(s)$o As e S(g).

Comprobemos ahora que F es semicontinua superiormente.

8 8Sean {s } C S(g) y {s } con s e F(s ) AneN tales que
n n=1 n n=1 n n

lim s = s, lim s = s. Se trata de probar que s e F(s). Como
n n

nL8 nL8

S(g) es cerrado y s e S(g) An ests claro que s e S(g).
n

-- Sean f’e F y f e F tales que, si f e B (s),f e B (s),
i i j j i i j j

-H (s\f )- H (s\f’)< H (s\f )- H (s\f )
i i i i j j j j

Fijados f e B (s), f e B (s) y, como H (s\f )- H (s\f’)-
i i j j i i i i

-H (s\f )+ H (s\f ) es continua en s, E N(f ,f ) tal que
j j j j i j

-An>N(f ,f ) H (s \f )- H (s \f’)< H (s \f )- H (s \f ). Como
i j i n i i n i j n j j n j

|B (s)| y |B (s)| son finitos, puedo considerar N =
i j 1

max{N(f ,f )/ f e B (s),f e B (s)} y entonces An>N
i j i i j j 1

-H (s \f )- H (s \f’)< H (s \f )- H (s \f ) Af e B (s),Af e
i n i i n i j n j j n j i i j

~ ^B (s). Obswrvese por otro lado que, si f m B (s), E f e B (s)
j i i i i

~ ^ ~tal que H (s\f )< H (s\f ), con lo que, ya que H (s\f )-
i i i i i i

~^ f ~H (s\f ) es continua en s, E N i e N tal que H (s \f )<
i i 2 i n i

~ ~^ f ~ fH (s \f ) An> N i en cuyo caso f m B (s ) An> N i. Como
i n i 2 i i n 2

~
i f ~|F \B (s)| es finito puedo considerar N = max{N i/ f e

i i 2 2 i

iF \B (s)} y asegurar que B (s ) C B (s) An>N . Anslogamente E
i i i n i 2

80



j j i jN tal que B (s ) C B (s) An>N . Tomando N = max{N ,N ,N }
2 j n j 2 1 2 2

obtenemos que, An>N, H (s \f ) - H (s \f’) < H (s \f )-
i n i i n i j n j

-H (s \f ) y esto A f e B (s),A f e B (s) (luego tambiwn Af e
j n j i i j j i

B (s ),Af e B (s )). Entonces, como s e F(s ) An, se tiene
i n j j n n n

que

-s (f )< eWs (f’) An>N
jn j in i

con lo que, tomando lhmites, obtenemos

-s (f )< eWs (f’) An>N
j j i i

Con esto queda probado que s verifica la primera propiedad.

- Sean f e F \B (s),f’e F \B (s) equivalentes en pago para i
i i i j j j

f f’y j. Ya sabemos que E N i,N j tales que f e F \B (s ), f’e
1 2 i i i n j

f f’F \B (s ) An > N=max{N i,N j}. Teniendo en cuenta esto, que
j j n 1 2

la propiedad "equivalencia en pago" no depende de s y que s e
n

F(s ) An, se concluye que s (f )= s (f’) An>N. Tomando
n ni i nj j

lhmites obtenemos s (f )= s (f’). Con esto queda probado que
i i j j

s verifica la segunda propiedad.

Por lo tanto hemos demostrado que s e F(s) y, entonces, que F

es semicontinua superiormente.

De todo lo dicho se deduce que estamos en condiciones de

aplicar el teorema del punto fijo de Kakutani y, por lo

tanto, F tendrs un punto fijo que, evidentemente, es el

equilibrio e-completo buscado. El teorema queda, pues,

probado. p

Los teoremas 6.4 y 6.5 nos permiten enunciar el

siguiente resultado.
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COROLARIO 6.6

a) Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G posee al menos un equilibrio perfectamente propio.

b) Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G posee al menos un equilibrio fuertemente propio.

Retomemos ahora el problema en el que los pagos a los

jugadores no son comparables. En tal caso hemos de definir un

nuevo concepto que atrape las ideas incluidas por el

equilibrio completo y que funcione en el contexto en el que

ahora nos hallamos. Ash surge el equilibrio completo

normalizado cuya definicipn detallamos a continuacipn.

DEFINICION 6.7

En un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G diremos que s e S , s’e S son equivalentes en pago
i i j j

*normalizado para i y j si y splo si , para cualquier s e S,

* * * *H (s \f ) - H (s \s ) H (s \f ) - H (s \s’)
i i i i j j j j=______________________________________________________________________________________________________________ ___________________________________________________________________________________________________________________O O

i j

* *siendo f e B (s ),f e B (s ).
i i j j

Obswrvese que cuando hacemos i=j en la definicipn 6.7

obtenemos la 4.1 luego wsta es generalizada por aquwlla.

DEFINICION 6.8
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Dado e>0 diremos que seS es un equilibrio e-completo

normalizado de G si

* s es e-perfectamente propio normalizado

* Si f y f’ son equivalentes en pago normalizado para i
i j

y j entonces s (f )= s (f’) y esto para cualquier f e
i i j j i

F \B (s),f’e F \B (s) y para cualquier i,j e {1,...,n}.
i i j j j

DEFINICION 6.9

Diremos que seS es un equilibrio completo normalizado de

8G si existe un par de sucesiones {e } y
k k=1

k 8 k k 8{s } ={(s ,...,s )} tales que:
k=1 1 n k=1

* e >0 Ak, lim e = 0
k k

kL8
k* s es e -completo normalizado Ak.

k

k* lim s (f )= s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8

Anslogamente a como ocurrha con el equilibrio completo,

se verifica el siguiente resultado:

TEOREMA 6.10

a) Todo equilibrio completo normalizado es perfectamente

propio normalizado. El rechproco, en general, no se verifica.

b) Todo equilibrio completo normalizado es fuertemente

propio. El rechproco, en general, no se verifica.

DEMOSTRACION

De la definicipn 6.8 se obtiene inmediatamente que todo
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equilibrio e-completo normalizado es tambiwn e-perfectamente

propio normalizado y e-fuertemente propio (esto yltimo es

consecuencia de la observacipn que sigue a la definicipn 6.7

relativa a que tal definicipn generaliza la 4.1). En

consecuencia, si seS es completo normalizado tambiwn sers

perfectamente propio normalizado y fuertemente propio.

El rechproco, en general, no se verifica. En efecto, ya

1 2 3habhamos probado que en G (a ,a ,a ) es fuerte y
15 2 1 1

perfectamente propio pero no es completo. Mss ayn es

perfectamente propio normalizado segyn se obtiene de

considerar el mismo par de sucesiones que ussbamos para

probar que era perfectamente propio y de tener en cuenta que

1 2 3O =O = 1. Sin embargo (a ,a ,a ) no es completo normalizado.
2 3 2 1 1

8 k 8Efectivamente, si lo fuera existirhan {e } y {s } en
k k=1 k=1

las condiciones de la definicipn 6.9. Obswrvese que, puesto

2 2 3que a domina estrictamente a a y a domina estrictamente a
1 2 1

3 2 k 3 ka , se tendrha para cualquier k que a m B (s ), a m B (s ).
2 2 2 2 3

2 3Por otro lado a y a son equivalentes en pago normalizado
2 2

para J2 y J3 en G , como se deduce de tener en cuenta que
15

2 3 2 3 2H (s\a ) = H (s\a ) = 0 As, H (s\a )= H (s\a )= 1 As, a e
2 2 3 2 2 1 3 1 1

3B (s),a e B (s) As y O = O = 1. En consecuencia deberha
2 1 3 2 3

k 2 k 3 k 2 k 3ocurrir que s (a )= s (a ) (y por tanto s (a )= s (a )) AkeN.
2 2 3 2 2 1 3 1

Pero entonces, como

k 1 k 2 k 3 k 2 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a ) + 300Ws (a )Ws (a )
1 1 2 1 3 1 2 1 3 2

k 1 k 2 k 3 k 2 k 3H (s \a )= s (a )Ws (a ) + 2Ws (a )Ws (a )
1 2 2 1 3 1 2 2 3 1

k 1 k 1 k 1 k 1se tendrha H (s \a )< H (s \a ) Ak, luego s (a )< e Ws (a )
1 2 1 1 1 2 k 1 1
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k 1 k 1Ak, con lo que serha imposible que lim s (a )=1, lim s (a )=0
1 2 1 1kL8 kL8

8 k 8lo cual contradice el hecho de que {e } y {s } son
k k=1 k=1

sucesiones en las condiciones de la definicipn 6.9. En

consecuencia el teorema queda demostrado. p

1 2 3Sin embargo (a ,a ,a ) es completo normalizado en G .
1 1 1 15

Para probarlo basta considerar el par de sucesiones que

ussbamos para probar que era completo y llevar a cabo un

razonamiento anslogo (casi idwntico) al que hachamos

entonces. En general se puede demostrar el siguiente

resultado:

TEOREMA 6.11

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G posee al menos un equilibrio completo normalizado.

DEMOSTRACION

La demostracipn de este teorema es esencialmente la

misma que la del 6.5. Por eso nos remitiremos a wsta yltima

continuamente.

Se tratars tambiwn aquh de demostrar que existe un

equilibrio e-completo normalizado para cualquier e e (0,1).

Para ello definimos g, S (g), S(g) como en 6.5 y F(s) del
i

siguiente modo:

F(s)= {s e S(g)/ si para unos ciertos i y j
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-H (s\f )- H (s\f’) H (s\f )- H (s\f )
i i i i j j j j<__________________________________________________________________________________________ __________________________________________________________________________________________O O

i j

con f e B (s),f e B (s) entonces ha de ocurrir que:
i i j j

-s (f )< eWs (f’)
j j i i

-y esto Af’e F ,Af e F , Ai,j; s (f )= s (f’) para
i i j j i i j j

cualquier par f ,f’ de estrategias equivalentes en
i j

pago normalizado para i y j con f e F \B (s), f’e
i i i j

F \B (s) Ai,je{1,...,n}}
j j

y esto para cualquier s e S(g).

Es evidente que S(g) es convexo, compacto y no vacho y

que F(s) es convexo y compacto para todo s e S(g). La

demostracipn de que F(s) es no vacho para cualquier s e S(g)

es completamente ansloga a la que hachamos en 6.5 definiendo

como entonces s pero siendo ahora

-
n H (s\f )-H (s\f ) H (s\f )-H (s\f’)- j j j j i i i iA(s,f’)= S |{f / < }|

i j __________________________________________________________________________________________ __________________________________________________________________________________________
j=1 O O

j i

siendo f e B (s),f e B (s).
j j i i

Por yltimo se puede probar como en 6.5 (las variaciones

en la demostracipn son mhnimas) que F es semicontinua

superiormente. En consecuencia podemos aplicar el teorema de

Kakutani que nos garantiza que F posee al menos un punto fijo

que es evidentemente el equilibrio e-completo normalizado que

buscsbamos. p

Es consecuencia inmediata de este teorema y del 6.10 el

siguiente resultado.
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COROLARIO 6.12

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio perfectamente propio

normalizado.

OBSERVACION 6.13

Al igual que hachamos al final del caphtulo anterior

comentaremos brevemente la ausencia de relacipn entre el

equilibrio completo y el equilibrio completo normalizado tal

como cabha esperar del hecho de que son conceptos disenados

para ser usados en contextos distintos (por lo que, ayn

cuando existiera alguna relacipn entre ellos, no tendrha

2ningyn interws). En efecto, obswrvese que en G a e B (s) As
13 1 2

3, a e B (s) As y no existe ninguna pareja de estrategias
1 3

1 1 2 3involucrando a a ,a ,a o a de la que se pueda decir que sus
1 2 2 2

componentes son equivalentes en pago o equivalentes en pago

1 2 3normalizado. En consecuencia (a ,a ,a ), que era
2 1 1

perfectamente propio, es completo pero no es completo

normalizado pues ya sabhamos que ni siquiera era

1 2 3perfectamente propio normalizado. Por otro lado (a ,a ,a ),
1 1 1

que era perfectamente propio normalizado, sers completo

normalizado pero no completo pues ni siquiera era

perfectamente propio.

Por yltimo hagamos la siguiente observacipn.
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OBSERVACION 6.14

Comentsbamos al principio del caphtulo que las hipptesis

H1, H2, H3 y H4 pueden no ser aceptables en alguna situacipn.

Puede incluso que en algunos casos algunas de estas hipptesis

sean aceptables y otras no. Por eso puede resultar

conveniente introducir un concepto para cada una de las

combinaciones de uno, dos, tres y cuatro de estas hipptesis

(convenientemente modificadas para que sean complementarias).

Ash pues diremos que seS es un equilibrio NP/A/B/C/D (donde A

vale 0 o 1, B vale 0,1 o M1 y C y D valen 0,1 o N1) si

8verifica que existe un par de sucesiones {e } y
k k=1

k 8 k k 8{s } ={(s ,...,s )} tales que:
k=1 1 n k=1

k* s es completamente mixta Ak.

* e >0 Ak, lim e = 0
k k

kL8
k* lim s (f )= s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

kL8
k k k* Si H (s \f )< H (s \f’) 6 s (f )< e Af ,f’e F

i i i i i i k i i i

Ai, Ak

y ademss, para todo k e N

k k k* Si A=1 y H (s \f )< H (s \f’) entonces s (f )<
i i i i i i

ke Ws (f’) y esto Af ,f’e F , Aie{1,...,n}.
k i i i i i

* Si B=1 y f ,f’ son equivalentes en pago para el jugador
i i

k k ki entonces s (f )= s (f’) y esto Af ,f’e F \B (s ),
i i i i i i i i

Aie{1,...,n}.

* Si B=M1 y f ,f’ son equivalentes en pago para el
i i

k kjugador i entonces s (f )= s (f’) y esto Af ,f’e F ,
i i i i i i i

Aie{1,...,n}.
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k k k k -* Si C=1 y si H (s \f )- H (s \f’)< H (s \f )- H (s \f )
i i i i j j j j

k k k - kcon f e B (s ),f e B (s ) entonces s (f )< e Ws (f’) y esto
i i j j j j k i i

-Af’e F ,Af e F , Ai$j.
i i j j

* Si C=N1 y si se verifica que:

k k k k -H (s \f )- H (s \f’) H (s \f )- H (s \f )
i i i i j j j j<____________________________________________________________________________________________________ ____________________________________________________________________________________________________O O

i j

k kcon f e B (s ),f e B (s ) entonces ha de ocurrir que:
i i j j

k - ks (f )< e Ws (f’)
j j k i i

-y esto Af’e F ,Af e F , Ai$j.
i i j j

* Si D=1 y f y f’ son equivalentes en pago para i y j
i j

k k kentonces s (f )= s (f’) y esto para cualquier f e F \B (s ),
i i j j i i i

kf’e F \B (s ) y para cualquier i$j.
j j j

* Si D=N1 y f y f’ son equivalentes en pago normalizado
i j

k kpara i y j entonces s (f )= s (f’) y esto para cualquier f e
i i j j i

k kF \B (s ),f’e F \B (s ) y para cualquier i$j.
i i j j j

Siguiendo la notacipn empleada en esta definicipn

llamarhamos NP/1/1/1/1 al equilibrio completo, NP/1/1/N1/N1

al completo normalizado, NP/1/0/1/0 al perfectamente propio,

NP/1/0/N1/0 al perfectamente propio normalizado, NP/1/1/0/0

al fuertemente propio, NP/1/M1/0/0 al fuertemente propio

modificado, NP/1/0/0/0 al propio y NP/0/0/0/0 al perfecto.

Esta notacipn, ademss de ser muy simple, nos permite disponer

de otros equilibrios como por ejemplo el NP/0/0/1/1 o el

NP/1/1/1/0 que podrhan tener interws en algunas situaciones.
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CAPITULO 7 EL EQUILIBRIO ESTRICTAMENTE PROPIO

Todos los conceptos que hemos introducido hasta ahora

recogen la idea de que un equilibrio de Nash, para ser

aceptable, debiera ser estable ante al menos una tendencia

racional al error por parte de los jugadores. Los distintos

refinamientos a los que nos hemos referido han ido matizando

de diversas maneras el sentido en el que se debe entender esa

racionalidad.

Sin embargo, parecerha lpgico proponer como propiedad

deseable para una solucipn la de que fuera estable no ante

una sino ante cualquier tendencia al error por parte de los

jugadores. Esta es la idea que inspirp a Okada su equilibrio

estrictamente perfecto introducido en 1981. El problema es

que, segyn veremos, esta idea no conduce a un concepto que

exista en todo juego n-personal finito en forma normal. Por

eso hemos de conformarnos con conceptos que busquen

equilibrios estables ante alguna perturbacipn de las

estrategias y, en ese caso, parece conveniente no admitir que
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esa perturbacipn pueda ser increhble: debe ser de algyn modo

razonable. Esta es la consideracipn que ha dado lugar a los

caphtulos anteriores.

Pero entremos en el concepto de Okada.

DEFINICION 7.1

Dado un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G diremos que seS es un equilibrio estrictamente

k 8perfecto si, para cualquier sucesipn de perturbaciones {h }
k=1

k k 8con lim h (f )=0 Af e F y Ai, se verifica que E {s } una
i i i i k=1kL8

sucesipn en S verificando que:

ka) lim s (f )= s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}.
i i i i i ikL8

k kb) s es un equilibrio de (G,h ) Ak.

Como ya habhamos indicado, este concepto no conduce a

una solucipn en cada juego. En efecto, es inmediato comprobar

que el juego G que incluimos a continuacipn no posee
16

equilibrios estrictamente perfectos.

b b b
1 2 3

?________________________________________?________________________________________?________________________________________?a ? 1 1 ? 0
1 ? ? ? ?? 1 ? 0 ? 0 ?? ? G________________________________________?________________________________________?________________________________________? 16a ? 1 0 ? 1
2 ? ? ?? 1 ? 0 ? 0 ?

________________________________________ ________________________________________ ________________________________________

Okada tambiwn introdujo en su arthculo las tres

siguientes condiciones suficientes para que un cierto

equilibrio de Nash sea estrictamente perfecto.
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TEOREMA 7.2

seS es un equilibrio estrictamente perfecto de un juego

n-personal finito no cooperativo en forma normal G si al

menos una de las tres condiciones siguientes se cumple:

a) s es el ynico equilibrio de Nash de G.

b) s es un equilibrio de Nash completamente mixto.

c) s es un equilibrio estricto, es decir, verifica

H (s) > H (s\s’) As’e S ,Aie{1,...,n}.
i i i i i

A la vista de la definicipn 2.3 es inmediato que todo

equilibrio estrictamente perfecto es perfecto (puesto que

siempre es posible encontrar una sucesipn de perturbaciones

que tienda a cero). Okada tambiwn afirmp en su arthculo (un

poco a la ligera) que todo equilibrio estrictamente perfecto

es tambiwn propio. Este hecho aparentemente es inmediato

(pues el equilibrio estrictamente perfecto ests concebido

para ser un equilibrio de Nash estable ante cualquier

tendencia al error por parte de los jugadores y el propio

para ser un equilibrio de Nash estable ante alguna tendencia

racional, en un cierto sentido, al error de los jugadores).

Sin embargo, por ahora no pasa de ser una conjetura, puesto

que no se ha probado su veracidad aunque tampoco se ha

encontrado un ejemplo que demuestre su falsedad. Como ya

hemos comentado en el tercer caphtulo de esta memoria, todo

esto es debido al hecho de que el concepto de Myerson va mss

alls de los presupuestos que motivaron su introduccipn: es

mss fuerte de lo que parece.
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Para evitar estos problemas, van Damme introduce en su

tesis doctoral el equilibrio estrictamente propio que resulta

de anadir una condicipn de regularidad al concepto de Okada.

Formalmente:

Sea un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal G y sea h una perturbacipn de G. Denotaremos

U = {h perturbacipn de G/ h (f )< h (f ) Af e F ,Ai}h i i i i i i

E(G,h)= {equilibrios del juego perturbado (G,h)}.

Entonces podemos dar la siguiente definicipn.

DEFINICION 7.3

Diremos que se S es un equilibrio estrictamente propio

de G si existe una perturbacipn h y una aplicacipn continua s

de U en S, con s(h)e E(G,h) Ah e U y tal que cualquierh h
k 8 ksucesipn {h } C U verificando que lim h (f )=0 Af e F ,Ai,
k=1 h i i i ikL8

kcumple que lim [s(h )] (f )= s (f ) Af e F ,Ai.
i i i i i ikL8

Es evidente que todo equilibrio estrictamente propio es

estrictamente perfecto. Si el rechproco se verifica o no es

un tema que hoy continya abierto. En cualquier caso, van

Damme (1983) probp el siguiente resultado.

TEOREMA 7.4

Todo equilibrio estrictamente propio es propio.
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En consecuencia el equilibrio estrictamente propio

constituye un refinamiento estricto del de Myerson. Nosotros,

yendo mss lejos, probaremos los resultados siguientes.

TEOREMA 7.5

Todo equilibrio estrictamente propio es completo.

DEMOSTRACION

Sea G un juego n-personal finito no cooperativo en forma

1normal y sea s un equilibrio estrictamente propio de G. Sean

h y s como en la definicipn 7.3. Sean e y V dados por:e

0 < e < min {h (f )/f e F ,ie{1,...,n}}
i i i i

n

S m +1
i=1 iV = { h e U / e < h (f )< e Af e F ,Aie{1,...,n}}e h i i i i

y definamos la aplicacipn F de S en P(V ) del siguiente modo:e

-F(s)= {h e V / si H (s\f )- H (s\f’)< H (s\f )- H (s\f )e i i i i j j j j

-con f e B (s),f e B (s) entonces h (f )< eWh (f’) y
i i j j j j i i

-esto Af’e F ,Af e F , Ai,j; h (f )= h (f’) para
i i j j i i j j

cualquier par f ,f’ de estrategias equivalentes en
i j

pago para i y j con f e F \B (s), f’ e F \B (s)
i i i j j j

Ai,je{1,...,n}}

para cualquier seS. Podemos entonces definir la aplicacipn G

de V en P(V ) por G(h)= F(s(h)).e e
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S
s F

V P(V )e eG

Lo que vamos a probar a continuacipn es que G ests en

las condiciones del teorema del punto fijo de Kakutani. En

efecto, es inmediato que V es convexo, compacto y no vacho ye

que G(h) es convexo y compacto AheV . Basta, pues, probar quee

G(h) es no vacho Ah y que G es semicontinua superiormente.

W Sea h e V . Probemos que G(h) = F(s(h)) es no vacho.e

Definimos, para todo f e F y para todo i
i i

^ A(s(h),f )+1h (f )= e i
i i

donde por A(s(h),f ) entendemos lo mismo que en el teorema
i

n

S m +1
i=1 i ^6.5. En tal caso es evidente que e < h (f ) < e

i i

^para todo f de F y para todo i, y que h verifica las
i i

demss condiciones para estar en F(s(h)), con lo que G(h) es

no vacho.

W La demostracipn de que G es semicontinua superiormente es

absolutamente ansloga a la que realizamos en el teorema 6.5

teniendo en cuenta que s es continua con lo que H (s(h)\f )
i i

es continua en h para todo f de F y para todo i.
i i

De todo lo dicho obtenemos que, segyn el teorema del

punto fijo de Kakutani, G tiene al menos un punto fijo. Sea

e e eh ese punto fijo y denotemos s =s(h ). En tal caso tenemos:

-W Para cualesquiera f’e F , f e F , para todo i,j, si
i i j j

e e e e -H (s \f ) - H (s \f’)< H (s \f ) - H (s \f ) con f e
i i i i j j j j i
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e e e - eB (s ) , f e B (s ) entonces h (f ) < eWh (f’). Pero
i j j j j i i

e e eobswrvese que s = s(h )e E(G,h ) con lo que, como en tales

- e e - e -condiciones f m B (s ), se tendrs que s (f )= h (f ). Por
j j j j j j

e eotro lado es claro que s (f’)> h (f’). En consecuencia
i i i i

e - e - e es (f )= h (f )< eWh (f’)< eWs (f’).
j j j j i i i i

W Ademss para cualquier par f ,f’ de estrategias equivalentes
i j

e een pago para i y j con f e F \B (s ), f’e F \B (s ), para
i i i j j j

e ecualquier i,j e {1,...,n}, se verifica que h (f )= h (f’).
i i j j

e e e eObswrvese que f m B (s ) y f’m B (s ) y ademss s e E(G,h )
i i j j

e e e econ lo que s (f )= h (f ) y s (f’)= h (f’) y por lo tanto
i i i i j j j j

e es (f )= s (f’).
i i j j

eEn consecuencia s es e-completo. En tal caso, si

8elegimos una sucesipn {e } de modo que, para todo k, 0 <
k k=1

e < min {h (f )/f e F ,ie{1,...,n}} y tal que lim e = 0,
k i i i i kkL8e

k 8encontraremos una sucesipn { h } C U (que, por ser
k=1 h

e
kh e V y por tenerse que lim e = 0, verifica que lime k

k kL8 kL8
e e
k kh = 0) que es tal que s( h ) es e -completo Ak. Pero, por

k

la definicipn de equilibrio estrictamente propio, en tales

e
k 1condiciones, lim [s( h )] (f )= s (f ) para todo f e F ,

i i i i i ikL8
1para todo i. Este yltimo hecho garantiza que s es completo. p

TEOREMA 7.6

Todo equilibrio estrictamente propio es completo

normalizado.
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DEMOSTRACION

La demostracipn es completamente ansloga a la del

teorema anterior sin mss que definir

F(s)= { h e V / si se verifica quee
-H (s\f )- H (s\f’) H (s\f )- H (s\f )

i i i i j j j j<__________________________________________________________________________________________ __________________________________________________________________________________________O O
i j

con f e B (s),f e B (s) entonces ha de ocurrir que:
i i j j

-h (f )< eWh (f’)
j j i i

-y esto Af’e F ,Af e F , Ai,j; h (f )= h (f’) para
i i j j i i j j

cualquier par f ,f’ de estrategias equivalentes en
i j

pago normalizado para i y j con f e F \B (s), f’e
i i i j

F \B (s) Ai,je{1,...,n}}
j j

para cualquier s e S, y A(s(h),f ) como en el teorema 6.11. p
i

En consecuencia tenemos que el equilibrio estrictamente

propio es un refinamiento estricto de los equilibrios

completo y completo normalizado (nptese que es evidente que

no todo equilibrio completo (normalizado) es estrictamente

propio, ni siquiera estrictamente perfecto, como se deduce de

tener en cuenta que G no posee equilibrios estrictamente
16

perfectos).

Sin embargo no es cierto que todo equilibrio

estrictamente propio sea fuertemente propio modificado.

Efectivamente, twngase en cuenta para empezar que se verifica

el siguiente teorema.
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TEOREMA 7.7

Si seS es un equilibrio de Nash completamente mixto

entonces es estrictamente propio.

DEMOSTRACION

La demostracipn es inmediata sin mss que tomar

h (f )< s (f ) Af e F ,Aie{1,...,n}
i i i i i i

s(h)= s Ah e U ph

Por otro lado twngase en cuenta que, por ejemplo en G ,
5

(s ,s ) con s (a )=2/10, s (a )=3/10, s (a )=1/2, s (b )=5/6,
1 2 1 1 1 2 1 3 2 1

s (b )=1/6 es un equilibrio de Nash completamente mixto (y
2 2

por tanto estrictamente propio segyn el teorema 7.7). Sin

embargo no es fuertemente propio modificado puesto que a y
1

a son estrategias equivalentes en pago para el primer
2

jugador y s no les asigna la misma probabilidad.
1

Para acabar este caphtulo incluimos una tabla con todos

los conceptos introducidos hasta el momento y las relaciones

existentes entre ellos.
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Nota: Todas estas flechas indican refinamientos estrictos

excepto, quizs, la que va del estrictamente propio al

estrictamente perfecto. Los conceptos por debajo de la lhnea

de puntos existen en cualquier juego.
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CAPITULO 8 EL EQUILIBRIO PERSISTENTE

Hasta ahora hemos estudiado refinamientos del concepto

de equilibrio de Nash via perturbacipn de las estrategias.

Hemos repasado algunos conceptos ya clssicos y hemos

introducido otros nuevos. Todos ellos responden a la idea de

que un equilibrio de Nash deberha ser estable ante cualquier

tendencia al error por parte de los jugadores pero que, como

esto no conduce a un concepto de solucipn para el que se

verifique la existencia en cualquier juego n-personal finito

en forma normal, nos debemos conformar con buscar equilibrios

de Nash estables ante al menos una tendencia al error por

parte de los jugadores, pero aceptando solamente tendencias

"crehbles" de acuerdo a determinados criterios.

Obswrvese, sin embargo, que en el teorema 7.7 probamos

que todo equilibrio de Nash completamente mixto es

estrictamente propio, con lo que los tales equilibrios

completamente mixtos son automsticamente considerados

estables por cualquiera de los conceptos vistos hasta el
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momento, excepto por el fuertemente propio modificado que, en

cualquier caso, posee la siguiente propiedad.

TEOREMA 8.1

Sea G un juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal y sea seS un equilibrio de Nash completamente mixto de

G. Entonces una condicipn necesaria y suficiente para que s

sea fuertemente propio modificado es que, para todo i,

s (f )= s (f’) para cualesquiera f ,f’ equivalentes en pago
i i i i i i

para el jugador i.

DEMOSTRACION

" 6 " (necesidad)

Si s es fuertemente propio modificado, es lhmite de una

k 8sucesipn {s } de equilibrios e -fuertemente propios
k=1 k

modificados (con lim e = 0). En tal caso, para todo i, para
k

kL8
kcualesquiera f ,f’ equivalentes en pago para i, s (f )=

i i i i

ks (f’) Ak, con lo que s (f )= s (f’).
i i i i i i

" 4 " (suficiencia)

Por hipptesis s es completamente mixto y s (f )= s (f’)
i i i i

Af ,f’ equivalentes en pago para i, Ai. Ademss, por ser s un
i i

equilibrio de Nash, para todo i, Af ,f’e F ,
i i i

H (s\f )< H (s\f’) 6 s (f )= 0 6 s (f )< eWs (f’) (A e>0).
i i i i i i i i i i

A consecuencia de todo esto, s es e-fuertemente propio

modificado para cualquier e>0, con lo que s es fuertemente

propio modificado. p
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Por lo tanto todos los conceptos vistos hasta el momento

conceden de alguna manera un trato especial a los equilibrios

de Nash completamente mixtos, que son automsticamente

aceptados en todos los casos (salvo por el concepto

fuertemente propio modificado que les exige la condicipn

indicada en el teorema 8.1). Sin embargo, ?es esto

razonable?, ?son siempre estables los equilibrios de Nash

completamente mixtos?. La respuesta a estas preguntas es

negativa. En efecto, considwrese por ejemplo el juego

siguiente.

b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 1 0 ?
1 ? ? ?? 1 ? 0 ?? ? G________________________________________?________________________________________? 17a ? 0 1 ?
2 ? ?? 0 ? 1 ?

________________________________________ ________________________________________

G posee tres equilibrios de Nash: (a ,b ), (a ,b ) y
17 1 1 2 2

- - - - - - -s=(s ,s ) siendo s (a )= s (a )= s (b )= s (b )= 1/2.
1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

-Obswrvese que s es un equilibrio completamente mixto y que en

G ningyn jugador tiene estrategias equivalentes en pago
17

-entre las puras. En consecuencia s es estrictamente propio y

-fuertemente propio modificado. Sin embargo s es altamente

inestable. En efecto, en cuanto un jugador tiende a separarse

de su estrategia (1/2,1/2), el otro inmediatamente preferirs

una de sus estrategias puras. Por el contrario los

equilibrios puros del juego son estables ante cualquier
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tendencia al error por parte de los jugadores. A la vista de

esto, G nos proporciona un ejemplo de un equilibrio de Nash
17

completamente mixto que es francamente malo desde el punto de

vista de la estabilidad y que, sin embargo, es aceptado por

todos los conceptos que se obtienen de refinar el de Nash

mediante la perturbacipn de las estrategias.

Este problema se lo plantearon Kalai y Samet en 1984 y

llegaron a la conclusipn de que se hacha preciso buscar un

nuevo modo de formalizar la estabilidad de manera que fuese

posible dar un concepto capaz de rechazar equilibrios

completamente mixtos que sean inestables. Kalai y Samet

tambiwn observaron que la bysqueda de ese nuevo concepto se

ha de realizar con cautela como demuestra el ejemplo

siguiente.

b b
1 2

?________________________________________?________________________________________?a ? 1 -1 ?
1 ? ? ?? -1 ? 1 ?? ? G________________________________________?________________________________________? 18a ? -1 1 ?
2 ? ?? 1 ? -1 ?

________________________________________ ________________________________________

El ynico equilibrio de Nash de este juego es s con

s (a )= s (a )= s (b )= s (b )= 1/2. Este equilibrio tambiwn
1 1 1 2 2 1 2 2

es altamente inestable, pues cualquier jugador preferirs una

de sus estrategias puras en cuanto el otro tienda a separarse

de su estrategia (1/2,1/2). El problema es que, ash como

cualquier desviacipn del equilibrio completamente mixto iba a

acabar conduciendo a un equilibrio puro en G , en G una
17 18
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desviacipn del equilibrio no conduce a ninguna parte puesto

que no hay mss equilibrios en el juego. Por tanto s en G , a
18

pesar de ser altamente inestable, es aceptable por ser el

ynico punto admisible en el contexto no cooperativo, al ser

el ynico que verifica la condicipn de Nash. Es por esto que

Kalai y Samet advirtieron la necesidad de obrar con

precaucipn, pues se trata de definir un nuevo concepto que

sea capaz de rechazar equilibrios completamente mixtos que

sean inestables pero que, al mismo tiempo, conduzca a al

menos una solucipn en todo juego n-personal finito en forma

normal. Ash introducen su equilibrio persistente que pasamos

a definir formalmente a continuacipn. Todas las

demostraciones que se omiten en este caphtulo pueden

encontrarse en Kalai-Samet (1984).

Sea un juego n-personal finito no cooperativo en forma
n

normal G. Llamaremos retracto de G a un R = p R tal que cada
i

i=1

R es un subconjunto convexo, cerrado y no vacho del
i

correspondiente S . Dado A C S, diremos que el retracto R
i

absorbe a A si, para cada s e A, E s’e R tal que s’ es una

respuesta pptima a s.

Diremos que un retracto R es de Nash si se absorbe a sh

mismo. Obswrvese que la nocipn de retracto de Nash puede

entenderse como un nuevo concepto de solucipn "set-valued" en

el contexto no cooperativo, pues posee la propiedad que debe
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tener cualquier solucipn en dicho contexto: se autoimpone, en

el sentido de que, una vez que se propone a los jugadores que

jueguen en R, ninguno de ellos tiene motivos para elegir

estrategias fuera de su R . Sin embargo, como concepto no es
i

demasiado bueno pues twngase en cuenta, por ejemplo, que S

siempre es un retracto de Nash. Por ello, para que tenga

interws, parece que hemos de imponerle una condicipn de

minimalidad.

Diremos entonces que R es un retracto de Nash minimal si

no contiene propiamente otro retracto de Nash. Usando el

teorema del punto fijo de Kakutani se puede probar el

resultado siguiente.

TEOREMA 8.2

Todo retracto de Nash contiene un equilibrio de Nash.

Del teorema 8.2, de la definicipn de retracto de Nash

minimal y del hecho inmediato de que si s es un equilibrio de

Nash entonces {s} es un retracto de Nash, se obtiene la

propiedad siguiente.

TEOREMA 8.3

Un retracto de Nash R es minimal si y splo si R = {s}

siendo s un equilibrio de Nash.

Hemos obtenido ash una nueva caracterizacipn del
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concepto de Nash. Kalai y Samet se propusieron entonces

refinarlo siguiendo una trayectoria ansloga a la que hemos

descrito hasta llegar a esta caracterizacipn.

Diremos pues que un retracto R es absorbente si, para

algyn entorno T de R (en la topologha inducida en S como
n

S ?f ?
i=1 isubespacio del espacio euclhdeo R ), R absorbe a T.

Siguiendo la misma filosofha que con los retractos de Nash,

serha deseable "reducir" los retractos absorbentes tanto como

sea posible. Se dice entonces que un retracto R es

persistente si es un retracto absorbente minimal (que no

contiene propiamente otro retracto absorbente). Se demuestra

el siguiente resultado.

TEOREMA 8.4

Todo juego posee un retracto persistente.

Ahora estamos en condiciones, por fin, de dar la

definicipn de equilibrio persistente.

DEFINICION 8.5

Diremos que seS es un equilibrio persistente si es un

equilibrio de Nash y pertenece a algyn retracto persistente.

Obswrvese que todo retracto persistente es absorbente,

luego de Nash. Este hecho, junto con los teoremas 8.2 y 8.4 y

107



teniendo en cuenta la definicipn 8.5, nos permite afirmar lo

siguiente.

TEOREMA 8.6

Todo juego posee un equilibrio persistente.

Kalai y Samet probaron que en G splo (a ,b ) y (a ,b )
17 1 1 2 2

son persistentes, con lo que hay equilibrios estrictamente

propios y fuertemente propios modificados que no son

persistentes. Por otro lado, encontraron un ejemplo de un

equilibrio persistente que ni siquiera es perfecto (en un

juego en el que el ynico retracto absorbente es todo S). Sin

embargo tambiwn demostraron el teorema siguiente, que permite

conciliar los dos enfoques expuestos en esta memoria en la

bysqueda de refinamientos del equilibrio de Nash y

seleccionar puntos que sean considerados estables desde los

dos puntos de vista.

TEOREMA 8.7

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio propio que tambiwn es

persistente.

Nosotros hemos ido mss lejos y hemos probado los

siguientes resultados.

LEMA 8.8
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Sea R un retracto absorbente. Entonces, para cualquier

e>0 suficientemente pequeno, existe un equilibrio e-completo

- -s tal que, para algyn s e R, ?s (f )- s (f )?< e Af e F ,Ai.
i i i i i i

DEMOSTRACION
n

S m +1 n
i=1 iSea e e (0,1). Consideremos d = e / S m y

i=1 i

entonces:

S (d)= {s e S / s (f )> d Af e F } Ai=1,...,n
i i i i i i i

S(d)= S (d)x...xS (d).
1 n

n

Definamos el conjunto W = p W dado por:
i

i=1

W = {s e S / E s e R con ?s (f )-s (f )?< e Af e F }.
i i i i i i i i i i i

Es evidente que W es convexo y cerrado para todo i. Ademss
i

claramente R C W y, por ser R absorbente, si e es

suficientemente pequeno, R absorbe a W.

Definamos ahora F de S(d)n W en P(S(d)n W) del siguiente

modo:

- -F(s)= {s e S(d)nW/ si H (s\f )-H (s\f’)< H (s\f )-H (s\f )
i i i i j j j j

- - -con f e B (s),f e B (s) entonces s (f )< eWs (f’) y
i i j j j j i i

- - -esto Af’e F ,Af e F , Ai,j; s (f )= s (f’) para
i i j j i i j j

cualquier par f ,f’ de estrategias equivalentes en
i j

pago para i y j con f e F \B (s), f’ e F \B (s)
i i i j j j

Ai,je{1,...,n}}

y esto para cualquier s e S(d)n W.

Es evidente que S(d)n W es convexo, compacto y no vacho

y que F(s) es convexo y compacto A s e S(d)n W. Comprobemos
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ahora que, para cualquier s e S(d)n W, F(s) es no vacho. En

*efecto, sea s e S(d)n W. Como R absorbe a W existirs un s e R

*tal que s es una respuesta pptima a s. Por otro lado, dado s

podemos construir s como en el teorema 6.5, es decir, para

cada ie{1,...,n}

A(s,f )e i----------------------------------------------------------------------------------------------------s (f )= Af m Bm(s)
i i n i iA(s,f’)S S e k

k=1 f’eF
k k

1 - S s (f’)
i if’mB (s)

i i----------------------------------------------------------------------------------------------------s (f )= Af e Bm(s)
i i i i|B (s)|

i

n - -donde A(s,f’)= S |{f e F /H (s\f )-H (s\f )<H (s\f )-H (s\f’)
k j j j j j j k k k k

j=1

con f e B (s),f e B (s)}|
j j k k

Af’e F ,Ake{1,...,n}.
k k

- - -Consideremos ahora s =(s ,...,s ) dado por:
1 n

- *s (f )=(1-e)Ws (f )+ eWs (f ) Af e F ,Aie {1,...,n}.
i i i i i i i i

-Veamos que s e F(s).

- *W s e S(d) puesto que, Af ,Ai, (1-e)Ws (f )> 0 y, segyn
i i i

n

S m n
i=1 ihabhamos probado en el teorema 6.5, s (f )> e / S m

i i i=1 i

con lo que eWs (f )> d.
i i

-W s e W puesto que, Af ,Ai,
i

- * *?s (f )- s (f )?=?eW(s (f )-s (f ))?< e.
i i i i i i i i

-W Si H (s\f )- H (s\f’)< H (s\f )- H (s\f ) con f e B (s),
i i i i j j j j i i

f e B (s) (y para cualquier i,j e {1,...,n}) entonces:
j j
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* Segyn habhamos probado en el teorema 6.5, en tal caso

-ocurrirs que s (f )< eWs (f’).
j j i i

** Por otro lado twngase en cuenta que s es una

respuesta pptima a s con lo que el teorema 1.3 nos

* -asegura que s (f )= 0 (pues si H (s\f )- H (s\f’)<
j j i i i i

-H (s\f )- H (s\f ) con f e B (s), f e B (s) entonces
j j j j i i j j

-f m B (s)).
j j

- - * - - -Por lo tanto s (f )= (1-e)Ws (f )+ eWs (f )= eWs (f )<
j j j j j j j j

* -eWeWs (f’)< eW[(1-e)Ws (f’)+ eWs (f’)]= eWs (f’).
i i i i i i i i

W Sean f e F \B (s), f’e F \B (s) equivalentes en pago para i
i i i j j j

y j (siendo i,je{1,...,n} cualesquiera). En tal caso, segyn

habhamos probado en el teorema 6.5, s (f )= s (f’). Por
i i j j

otro lado, como f m B (s) y f’m B (s), el teorema 1.3 y el
i i j j

*hecho de que s es una respuesta pptima a s nos permiten

* *asegurar que s (f )= s (f’)= 0 con lo que es evidente que
i i j j

- -s (f )= s (f’).
i i j j

Por yltimo indiquemos que ya en el teorema 6.5 habhamos

probado que F era semicontinua superiormente como aplicacipn

de S(d) en P(S(d)) (en realidad en dicho teorema no se

probaba para d sino para d/e, pero el valor exacto de este

parsmetro no intervenha en la demostracipn). Entonces, como W

es cerrado, se sigue de modo inmediato que F es semicontinua

superiormente de S(d)n W en P(S(d)n W).

De todo lo dicho queda patente que estamos en

condiciones de aplicar el teorema del punto fijo de Kakutani

- -el cual nos asegura que E s e F(s), con lo que el lema queda

demostrado. p
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TEOREMA 8.9

Todo retracto absorbente contiene un equilibrio

completo.

DEMOSTRACION

Sea R un retracto absorbente. El lema anterior nos

8 k 8permite asegurar que existen {e } , {s } tales que lim
k k=1 k=1 kL8

ke = 0, s es e -completo Ak y, tambiwn para cualquier k,
k k

k k kexiste s e R tal que ?s (f )- s (f )?< e Af e F , Aie
i i i i k i i

{1,...,n}. Teniendo en cuenta esto y que S es compacto,

k 8existirs una subsucesipn convergente de {s } que , puesto
k=1

que R tambiwn es compacto, convergers a un punto de R el

cual, en consecuencia, sers un equilibrio completo. p

COROLARIO 8.10

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio completo que tambiwn es

persistente.

DEMOSTRACION

Es inmediato sin mss que tener en cuenta

el teorema 8.9, la definicipn 8.5 y el hecho de que todo

retracto persistente es absorbente. p

Anslogamente podrhan probarse los siguientes resultados.
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LEMA 8.11

Sea R un retracto absorbente. Entonces, para cualquier

e>0 suficientemente pequeno, existe un equilibrio e-completo

- -normalizado s tal que, para algyn s e R, ?s (f )- s (f )?< e
i i i i

Af e F ,Ai.
i i

DEMOSTRACION

Es la misma que la del lema 8.8 tomando:

-F(s)= { s e S(d) n W / si se verifica que

-H (s\f )- H (s\f’) H (s\f )- H (s\f )
i i i i j j j j<__________________________________________________________________________________________ __________________________________________________________________________________________O O

i j

con f e B (s),f e B (s) entonces ha de ocurrir que
i i j j

- - -s (f )< eWs (f’)
j j i i

- - -y esto Af’e F ,Af e F , Ai,j; s (f )= s (f’) para
i i j j i i j j

cualquier par f ,f’ de estrategias equivalentes en
i j

pago normalizado para i y j con f e F \B (s), f’e
i i i j

F \B (s) Ai,je{1,...,n}}
j j

para cualquier s e S(d)n W y definiendo

-
n H (s\f )- H (s\f ) H (s\f )- H (s\f’)- j j j j k k k kA(s,f’)= S ?{f e F / <

k j j __________________________________________________________________________________________ __________________________________________________________________________________________
j=1 O O

j k

con f e B (s), f e B (s)}? p
j j k k

Del mismo modo que del lema 8.8 se obtenhan el teorema

8.9 y el corolario 8.10, de 8.11 se obtienen:

TEOREMA 8.12
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Todo retracto absorbente contiene un equilibrio completo

normalizado.

COROLARIO 8.13

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee al menos un equilibrio completo normalizado que

tambiwn es persistente.

Por yltimo, nos proponemos estudiar si existen

resultados de este estilo para el equilibrio fuertemente

propio modificado. Para ello hemos de profundizar un poco mss

en el concepto de retracto persistente.

Consideremos en cada F la relacipn de equivalencia "ser
i

equivalente en pago para i" (segyn la definicipn 4.1) y la
l
i
jparticipn a que wsta da lugar: F = u F . Denotaremos por

i i
j=1

j jconv(F ) la envoltura convexa de F .
i i

Diremos que F es una seleccipn de estrategias del
i

jugador i si:

a) F es un subconjunto no vacho de S .
i i

jb) Si s e F entonces E je{1,...,l } tal que s e conv(F ).
i i i i i

c) Si s ,s’e F entonces s y s’ no son equivalentes en
i i i i i

pago para i.

n

Diremos que un retracto R = p R es selectivo si, para
i

i=1
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cada i, R = conv(F ) siendo F una seleccipn de estrategias
i i i

del jugador i.

Kalai y Samet probaron en su arthculo de 1984 el

siguiente resultado.

TEOREMA 8.14

Todo retracto absorbente contiene un retracto absorbente

selectivo.

Es consecuencia directa de este teorema la siguiente

propiedad.

TEOREMA 8.15

Un retracto es persistente si y splo si es absorbente

selectivo minimal (en el sentido de que no contiene

propiamente otro retracto absorbente selectivo).

DEMOSTRACION

Si R es un retracto persistente ha de ser tambiwn

absorbente selectivo minimal pues, si no lo fuera, contendrha

propiamente otro retracto absorbente selectivo que, en

particular, serha absorbente en cuyo caso R no serha

persistente.

Rechprocamente, si R es un retracto absorbente selectivo

minimal ha de ser persistente pues, si no lo fuera,

contendrha propiamente otro retracto absorbente que a su vez,
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segyn el teorema 8.14, contendrha un retracto absorbente

selectivo en cuyo caso R no serha absorbente selectivo

minimal. p

n

Si R = p conv(F ) es un retracto selectivo, llamaremos
i

i=1

cardinalidad de R a la suma de los cardinales de los F .
i

Usaremos este concepto para probar el siguiente resultado.

TEOREMA 8.16

Todo retracto absorbente contiene un retracto

persistente.

DEMOSTRACION

El teorema 8.14 nos permite asegurar que todo retracto

absorbente contiene un retracto absorbente selectivo, el cual

tendrs cardinalidad n siendo n un nymero entero. En tal caso

es evidente que todo retracto absorbente contiene uno

absorbente selectivo minimal (cualquiera con cardinalidad

mhnima contenido en wl) que, segyn el teorema 8.15, es

persistente. p

Ahora ya estamos en condiciones de probar los resultados

siguientes:

LEMA 8.17

Existe al menos un retracto persistente R para el cual,
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dado cualquier e>0 suficientemente pequeno, existe un

-equilibrio e-fuertemente propio modificado s tal que, para

-algyn s e R, ?s (f )-s (f )? < e Af e F , Ai.
i i i i i i

DEMOSTRACION

Considwrese para cada jugador i la siguiente seleccipn

de estrategias F :
i

s e F si y splo si existe je{1,...,l } tal que
i i i

- j - j - - js (f )= 1/?F ? si f e F , s (f )= 0 si f m F .
i i i i i i i i i

- n

Es evidente entonces que el retracto R = p conv(F ) es
i

i=1

absorbente selectivo (es absorbente puesto que absorbe a todo

S) y, por el teorema 8.16, contendrs un retracto absorbente

selectivo minimal (persistente) R. Obswrvese que cualquier

seR verifica que s (f )= s (f’) Af ,f’ equivalentes en pago
i i i i i i

para el jugador i.

Sea e e (0,1). Consideremos entonces:

m+1d = e /m, siendo m=max{m =?F ?/ie{1,...,n}}
i i

S (d)= {s e S / s (f )> d Af e F }
i i i i i i i

S(d)= S (d)x...x S (d).
1 n

n

Definamos el conjunto W = p W dado por:
i

i=1

W = {s e S / E s e R con ?s (f )-s (f )?< e Af e F }
i i i i i i i i i i i

Es evidente que W es convexo y cerrado para todo i, que RCW
i

y que, si e es suficientemente pequeno, R absorbe a W (puesto

que R es persistente, luego absorbente).
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Definamos ahora F de S(d) n W en P( S(d) n W ) del siguiente

modo:

F(s)=(F (s),...,F (s)), siendo
1 n

- - -F (s)= {s e S (d)nW / H (s\f’)< H (s\f ) 6 s (f’)< eWs (f )
i i i i i i i i i i i i

- -para cualquier f ,f’ de F ; s (f )= s (f’) para
i i i i i i i

cualquier par de estrategias f ,f’ equivalentes en
i i

pago para i}

y esto para todo s e S(d)n W.

Es evidente que S(d)n W es convexo, compacto y no vacho y que

F(s) es convexo y compacto A s e S(d)n W.

Comprobemos ahora que, para cualquier s e S(d)n W, F(s)

es no vacho. En efecto, sea s e S(d)n W. Como R absorbe a W

existirs un s e R tal que s es una respuesta pptima a s. Por

otro lado, dado s podemos construir s como en la observacipn

4.7, es decir, para cada i e {1,...,n}

A (s,f ) A (s,f’)s (f )= (e) i i / S (e) i i Af e F
i i i if’e F

i i

siendo A (s,f )=?{f’e F / H (s\f )< H (s\f’)}?.
i i i i i i i i

- - -Consideremos ahora s = (s ,...,s ) dada por:
1 n

-s (f )= (1-e)Ws (f )+eWs (f ) Af e F , Ai.
i i i i i i i i

-Veamos que s e F(s).

-W s e S(d) puesto que, para todo f y para todo i,
i

m(1-e)Ws (f )> 0 y s (f )> e /m.
i i i i

- -W s e W puesto que ?s (f )-s (f )?=eW?s (f )-s (f )?< e.
i i i i i i i i

W Si H (s\f’)< H (s\f ) entonces es claro que s (f’)<eWs (f )
i i i i i i i i

118



y ademss s (f’)= 0 por ser s una respuesta pptima a s. En
i i

- -tal caso s (f’)= eWs (f’) < eWeWs (f ) < eWs (f ). (Y esto
i i i i i i i i

para cualquier i).

W Si f y f’ son equivalentes en pago para i, entonces es
i i

inmediato que s (f )= s (f’). Por otro lado, como s e R,
i i i i

- -s (f )= s (f’). En consecuencia s (f )= s (f’). (Y esto
i i i i i i i i

para todo i)

Por yltimo twngase en cuenta que ya en la observacipn

4.7 habhamos probado que F era semicontinua superiormente

como aplicacipn de S(d) en P(S(d)). Entonces, como W es

cerrado, tambiwn lo tenemos para F de S(d)n W en P(S(d)n W).

En consecuencia, aplicando el teorema del punto fijo de

- - -Kakutani, podemos asegurar que existe un s tal que s e F(s)

con lo que el lema queda demostrado. p

TEOREMA 8.18

Todo juego n-personal finito no cooperativo en forma

normal posee un equilibrio fuertemente propio modificado que

ademss es persistente.

DEMOSTRACION

Por la definicipn de equilibrio persistente, basta

comprobar que en cualquier juego n-personal finito no

cooperativo en forma normal existe un retracto persistente

que contiene un equilibrio fuertemente propio modificado, lo

cual se deduce inmediatamente del lema anterior. p
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Con esto hemos acabado de conciliar el enfoque de Kalai

y Samet y el que habhamos adoptado en los caphtulos

anteriores. A continuacipn incluimos una tabla-resumen

general.

120



121



6

Julio
Rectángulo



BIBLIOGRAFIA

Aumann, R.J. (1974). Subjectivity and correlation in

randomized strategies. J. Math. Econ. 1, 67-96.

Aumann, R.J. (1976). Agreeing to disagree. Annals of

Statistics 4, 1236-1239.

Benoit, J.P. and V. Krishna (1987). Nash equilibria of

finitely repeated games. Int. J. Game Theory 16, 197-204.

Bomze, I.M. (1986). Non-cooperative two-person games in

biology: A classification. Int. J. Game Theory 15, 31-57.

Garcha Jurado, I. (1988). Un refinamiento del concepto de

equilibrio propio de Myerson. De prpxima aparicipn en

Trabajos de Investigacipn Operativa.

Garcha Jurado, I. and J.M. Prada Ssnchez (1988). A remark on

Myerson‘s concept of proper equilibrium. De prpxima

aparicipn.

Gtth, W. (1985). A remark on the Harsanyi-Selten theory of

equilibrium selection. Int. J. Game Theory 14, 31-39.

Harsanyi, J.C. (1973). Games with randomly disturbed payoffs:

a new rationale for mixed strategy equilibrium points. Int.

J. Game Theory 2, 1-23.

Harsanyi, J.C. (1975). The tracing procedure: a Bayesian

approach to defining a solution for n-person noncooperative

games. Int. J. Game Theory 4, 61-94.

Harsanyi, J.C. (1976). A solution concept for n-person

noncooperative games. Int. J. Game Theory 5, 211-225.

Harsanyi, J.C. (1977). Rational behavior and bargaining

123



equilibrium in games and social situations. Cambridge

University Press.

Ichiishi, T. (1983). Game Theory for Economic Analysis.

Academic Press. New York.

Kakutani, S. (1941). A generalisation of Brouwer’s fixed

point theorem. Duke Math. J. 8, 457-459.

Kalai, E. and D. Samet (1984). Persistent equilibria in

strategic games. Int. J. Game Theory 13, 129-144.

Kohlberg, E. and J.F. Mertens (1986). On the strategic

stability of equilibria. Econometrica 54, 1003-1039.

Kreps, D.M. and R. Wilson (1982). Sequential equilibrium.

Econometrica 50, 863-894.

Kuhn, H.W. (1953). Extensive games and the problem of

information. Annals of Mathematics Studies 28, 193-216.

Luce, R.D. and H. Raiffa (1957). Games and decisions. Wiley.

New York.

Marchi, E. (1976). Some topics in equilibria. Trans. Am.

Math. Soc. 20, 87-102.

Marchi, E. (1986). Cooperative equilibria. Compt. and Math.

with Appl. Vol. 128, 516, 1185-1186.

Myerson, R.B. (1978). Refinements of the Nash equilibrium

concept. Int. J. Game Theory 7, 73-80.

Myerson, R.B. (1986). Acceptable and Predominant Correlated

Equilibria. Int. J. Game Theory 15, 133-154.

Nash, J.F. (1951). Non-cooperative games. Ann of Math. 54,

286-295.

Okada, A. (1981a). On stability of perfect equilibrium

points. Int. J. Game Theory 10, 67-73.

124



Okada, A. (1981b). A note on the perfectness concept and

information structures in games. Int. J. Game Theory 10,

133-136.

Okada, A. (1984). Strictly perfect equilibrium points of

bimatrix games. Int. J. Game Theory 13, 145-154.

Okada, A. (1988). Perfect equilibrium points and lexicographic

domination. Int. J. Game Theory 17, 225-239.

Owen, G. (1968). Game Theory. W.B. Saunders Company.

Philadelphia.

Parthasarathy T. and T.E.S. Raghavan (1971). Some topics in

two-person games. Elsevier. New York.

Rosenmtller, J. (1981). The theory of games and markets.

North Holland. Amsterdam.

Selten, R. (1973). A simple model of competition where 4 are

few and 6 are many. Int. J. Game Theory 3, 141-201.

Selten, R. (1975). Reexamination of the perfectness concept

for equilibrium points in extensive games. Int. J. Game

Theory 4, 25-55.

Tietz R., W. albers and R. Selten (eds.) (1988). Bounded

rational behavior in experimental games and markets.

Lecture Notes in Economics and Math. Systems.

Springer-Verlag. Berlin.

Van Damme, E.E.C. (1983). Refinements of the Nash equilibrium

concept. Lecture Notes in Economics and Math. Systems, 219,

Springer-Verlag. Berlin.

Van Damme, E.E.C. (1984). A relation between perfect

equilibria in extensive form games and proper equilibria in

normal form games. Int. J. Game Theory 13, 1-13.

125



Van Damme, E.E.C. (1987a). Stable equilibria and forward

induction. Discussion Paper A-128. Dept. of Economics,

University of Bonn.

Van Damme, E.E.C. (1987b). Stability and perfection of Nash

equilibria. Springer-Verlag. Berlin.

Von Neumann, J. and O. Morgenstern (1947). Theory of games

and economic behavior. Princeton University Press.

Princeton.

Wu Wen-Tstn and Jiang Jia-He (1962). Essential equilibrium

points of n-person noncooperative games. Sci Sinica 11,

1307-1322.

126


	ThesisIgnacio.pdf
	Indi.pdf
	Agrad.pdf
	Intro.pdf
	cap1.pdf
	cap2.pdf
	cap3.pdf
	cap4.pdf
	cap5.pdf
	cap6.pdf
	cap7.pdf
	cap8.pdf
	biblio.pdf




